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Abstract. The aim of the article is to construct and analyze a
direct numerical method for solving systems of linear equations which
are formed during numerical simulations of mass transfer process on
graph.

Research methodology. Proposed modification of Thomas method
is based on the recursive removal of paths and cycles from the graph
using the Thomas method and the cyclic Thomas method, respecti-
vely. Analysis of obtained numerical method is based on proving
the main characteristics of numerical methods, such as correctness,
stability, and asymptotic estimation of evaluating time.

Results of the research. A direct numerical method for solving
the system of linear equations on graph based on Thomas method
and cyclic Thomas method is constructed. The correctness of the
proposed modification is proven. A stability result for this numerical
method is obtained. Asymptotic estimates of the execution time and
the amount of additional memory depending on the number of graph
vertices are obtained.

Practical significance. Computational experiments indicate the su-
periority of the proposed algorithm over iterative numerical methods,
so its application will positively affect the efficiency of numerical
modeling of the mass transfer process on graphs.
Keywords: system of linear equations, Thomas method, mathemati-
cal modelling, graphs.
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Анотацiя. Метою статтi є побудова та аналiз прямого чи-
сельного методу для розв’язання СЛАР, якi утворюються пiд час
чисельного моделювання процесу масопереносу на графi.

Методика дослiдження. Запропонована модифiкацiя методу
Томаса базується на рекурсивному видаленнi простих ланцюгiв
та простих циклiв з графу з використанням методу Томаса та
циклiчного методу Томаса вiдповiдно. Аналiз отриманого чисель-
ного методу базується на доведеннi основних характеристик чи-
сельних методiв, таких як коректнiсть, стiйкiсть та асимптотична
оцiнка часу роботи.

Результати дослiдження.Побудований прямий чисельний ме-
тод для розв’язання СЛАР на графi, який базується на звичайно-
му та циклiчному методах Томаса. Доведено коректнiсть запро-
понованої модифiкацiї. Отримано результат стосовно стiйкостi
даного чисельного методу. Отриманi асимптотичнi оцiнки часу
виконання та об’єму додаткової пам’ятi в залежностi вiд кiлько-
стi вершин графа.

Практична значимiсть. Обчислювальнi експерименти свiд-
чать про перевагу запропонованого алгоритму над iтеративними
чисельними методами, тож його застосування позитивно вплине
на ефективнiсть чисельного моделювання процесу масопереносу
на графах.
Ключовi слова: СЛАР, метод Томаса, математичне моделюва-
ння, графи.

1. Вступ

Чисельнi методи вiдiграють важливу роль в моделюваннi процесiв ма-
тематичної фiзики. Така ситуацiя обумовлена тим фактом, що вiдповiднi
рiвняння можуть бути доволi складними для аналiтичного розв’язання,
проте для них вiдносно легко довести збiжнiсть того чи iншого чисельного
методу для знаходження розв’язку. Побудова швидкого чисельного методу
є ключовою задачею для пiдвищення ефективностi процесу моделювання.

Метод Томаса (або метод прогонки) призначений для розв’язання СЛАР
з тридiагональною матрицею, для якої виконується умова дiагональної пе-
реваги. Такi СЛАР часто виникають пiд час процесу моделювання одно-
вимiрних задач масопереносу. Перевагами даного методу є те, що вiн є
прямим, стiйким та швидким.

Проте для двовимiрної задачi масопереносу метод Томаса вже не може
бути застосованим. Те ж саме стосується i задачi масопереносу на графi.
Хоча даний процес моделюється за допомогою комбiнацiї одновимiрних за-
дач масопереносу, матриця СЛАР не є тридiагональною, хоча умова дiаго-
нальної переваги зберiгається. Для таких задач доводиться застосовувати
iншi чисельнi методи, якi часто є iтеративними.

Дана стаття мiстить модифiкацiю методу Томаса для розв’язання СЛАР,
якi утворюються пiд час процесу моделювання масопереносу на графi. За-
пропонований алгоритм базується на звичайному та циклiчному методах
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Томаса. Побудований алгоритм є прямим та зберiгає такi властивостi ме-
тоду Томаса, як стiйкiсть та лiнiйна складнiсть. Проведенi обчислювальнi
експерименти також показують, що запропонована модифiкацiя є ефектив-
нiшою за iтеративнi методи за умови, що потрiбно багатократно розв’язу-
вати СЛАР з однiєю i тi є ю ж структурою матрицi.

2. Огляд лiтератури

Огляд чисельних методiв для розв’язання СЛАР з симетричними та роз-
рiдженими матрицями можна знайти у роботах [1,2]. Аналiз властивостей
тридiагональних систем та чисельнi методи для них описанi у фундамен-
тальнiй роботi [3]. Також можна звернутися до бiльш загальної роботи [4],
яка стосується аналiзу точностi чисельних методiв, серед яких є i метод То-
маса, i iншi прямi та iтеративнi методи розв’язання СЛАР. Аналiз точностi
методу Томаса та його модифiкацiї можна також знайти в [5]. Циклiчний
метод Томаса описаний в роботi [6]. В цiй статтi також наведенi характери-
стики циклiчного методу та описана стратегiя його застосування для зна-
ходження перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Стосовно саме
задачi масопереносу в пористих середовищах, можна знайти комплексний
огляд чисельних методiв, починаючи з дискретизацiї самого рiвняння ма-
тематичної фiзики, у роботах [7,8]. Що стосується масопереносу на графi,
то у роботi [9] поставлена така задача та проведений аналiз структури ма-
триць СЛАР, якi виникають пiд час чисельного моделювання.

2. Мета

Метою дослiдження є побудова та аналiз прямого чисельного методу
для розв’язання СЛАР, якi утворюються пiд час чисельного моделювання
процесу масопереносу на графi, за допомогою узагальнення прямого та
циклiчного методiв Томаса.

3. Mетодика

Розглянемо граф G довiльної структури без петель.
Також будемо розглядати повязаний з ним граф G′, який утворився з

графаGшляхом додавання до кожного ребра графу нових вузлiв так, як це
показано на Рис. 1. Тодi всiм вершинам графа G ставляться у вiдповiднiсть
деякi вершини графа G′, ребрам графа G — ланцюги графа G′, а циклам
G ставляться у вiдповiднiсть цикли G′. Також в подальшому для кожного
ребра e графа G ми будемо називати внутрiшнiми вершинами або внутрi-
шнiми вузлами ребра e всi вершини ланцюга з графа G′, який вiдповiдає
даному ребру e, окрiм тих вершин графа G′, якi вiдповiдають вершинам
графа G (Рис. 1в).

Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй вершинi i графа G′ змiнну xi та утво-
римо СЛАР з цих змiнних з комплексними коефiцiєнтами, вважаючи, що
кожнiй вершинi графа G′ також вiдповiдає одне лiнiйне рiвняння, причо-
му коефiцiєнт матрицi СЛАР aij не дорiвнює 0 тiльки тодi, коли вершина
j є iнцидентною до вершини i. Утворена матриця СЛАР є квадратною,
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Рис. 1. Графи.

розрiдженою та має симетричну структуру. Також в подальшому будемо
вважати, що матриця має властивiсть дiагональної переваги, тобто

|aii| >
∑
i 6=j
|aij | (1)

для всiх i вiд 1 до N , де N — загальна кiлькiсть вузлiв у графi G′, а отже
i кiлькiсть рiвнянь у СЛАР.

Для завершення формування СЛАР додамо до розгляду довiльний ве-
ктор b ∈ CN . Тодi поставимо задачу знаходження розв’язку СЛАР

Ax = b. (2)

Окрiм вищенаведених властивостей, матриця A також мiстить в собi
тридiагональнi блоки з пов’язаних мiж собою рiвнянь, якi вiдповiдають
внутрiшнiм вузлам для кожного з ребер графу G. СЛАР з такими власти-
востями матриць можуть бути отриманi в результатi моделювання процесу
масопереносу на графi, як це показано в [9]. В таких випадках матриця A
також має властивiсть симетричностi. Завдяки усiм вищенаведеним вла-
стивостям матрицi для знаходження розв’язку (2) часто використовують
iтерацiйнi методи, такi як метод Зейделя, метод Якобi або метод спряже-
них градiєнтiв. Проте якщо граф G′ має структуру простого ланцюга або
простого циклу, то насправдi до цiєї задачi можна застосувати метод То-
маса, також вiдомий як метод прогонки. Причому для структури простого
циклу застосовується циклiчний варiант методу Томаса [6], який базується
на звичайному методi. Перевагами цих методiв є те, що вони обидва прямi,
тобто дають точний результат, кiлькiсть обчислень в них легко передбачи-
ти та вона лiнiйно зростає зi збiльшенням кiлькостi вузлiв, а також вони є
стiйкими за умови дiагональної переваги матрицi СЛАР [3,4,6]. Спробуємо
узагальнити звичайний та циклiчний методи Томаса на СЛАР, побудованiй
на графi, зi збереженням даних властивостей цих методiв.

Припустимо, що у графi G є простий цикл, причому сам граф складає-
ться не тiльки з цього циклу. Тодi на Рис. 2 зображений вiдповiдний цикл
у графi G′. Червоними ромбами позначенi вершини циклу, через якi даний
цикл з’єднаний з iншими вершинами графа G′ (далi — червонi вершини).
Зеленими квадратами позначенi вершини, якi iнцидентнi до червоних та не
є частиною циклу (далi — зеленi вершини). Тодi, якщо зробити замiну змiн-
них в СЛАР та сгрупувати рядки, що вiдповiдають вершинам з циклу, то
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Рис. 2. Цикл в графi.

вiдповiднi лiнiйнi рiвняння для цього циклу будуть виглядати наступним
чином


0 ... 0 ... 0 ... 0 di1 ai1 ... 0 ci1 bi1
0 ... 0 ... f

jK
i2

... 0 ci2 di2 ... 0 0 bi2
0 ... 0 ... 0 ... 0 0 ci3 ... 0 0 bi3
0 ... 0 ... 0 ... 0 0 0 ... 0 0 bi4
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 ... fj1iM−1
... 0 ... 0 0 0 ... diM−1

aiM−1
biM−1

0 ... 0 ... 0 ... 0 aiM 0 ... ciM diM biM

 . (3)

Права частина (3) вiдповiдає за праву частину СЛАР (2). Центральна
частина — коефiцiєнти для вершин графу, що мiстяться в циклi та коефi-
цiєнти для зв’язкiв мiж такими вершинами. Самi вершини перенумерованi
таким чином, щоб центральна частина мала структуру, яка спiвпадає зi
структурою матрицi для застосування циклiчного методу Томаса.

Лiва частина матрицi вiдповiдає за зв’язок циклу з iншими вершинами
графа G′. Ненульовi елементи мiстять лише тi рядки, якi вiдповiдають чер-
воним вершинам на Рис. 2. Так само лише тi стовпчики можуть мiстити
ненульовi елементи, якi вiдповiдають вузлам, позначеним зеленим кольо-
ром на Рис. 2.

Для подальшого розгляду також позначимо за допомогою коефiцiєнтiв f
тi нульовi коефiцiєнти, якi знаходяться на перетинi рядкiв, якi вiдповiдають
червоним вершинам, та стовпчикiв, якi вiдповiдають зеленим вершинам.
Тодi матриця буде виглядати наступним чином


0 ... 0 ... 0 ... 0 di1 ai1 ... 0 ci1 bi1
0 ... fj1i2 ... f

jK
i2

... 0 ci2 di2 ... 0 0 bi2
0 ... 0 ... 0 ... 0 0 ci3 ... 0 0 bi3
0 ... 0 ... 0 ... 0 0 0 ... 0 0 bi4
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 ... fj1iM−1
... f

jK
iM−1

... 0 0 0 ... diM−1
aiM−1

biM−1

0 ... 0 ... 0 ... 0 aiM 0 ... ciM diM biM

 . (4)
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В данiй матрицi за дiагональнi елементи вiдповiдають коефiцiєнти f ,
тобто умова дiагональної переваги (1) для даних рiвнянь записується на-
ступним чином

|dim | > |aim |+ |cim |+
K∑
k=1

|f jkim | (5)

для всiх m вiд 1 до M .
Також варто зазначити, що в загальному випадку величина K ненульо-

вих стовпчикiв в лiвiй частинi не менша за кiлькiсть ненульових рядкiв в
цiй же лiвiй частинi. Нерiвнiсть може бути строгою, оскiльки одна червона
вершина з циклу може мати декiлька iнцидентних вершин не з циклу.

Перш нiж застосовувати циклiчний метод Томаса, перенесемо коефiцi-
єнти f з лiвої частини до правої, ввiвши новi змiннi x

di1 ai1 0 ... 0 0 bi1
ci2 di2 ai2 ... 0 0 bi2 − f

j1
i2
xj1 − ...− f

jK
i2
xjK

0 ci3 di3 ... 0 0 bi3
0 0 ci4 ... 0 0 bi4
... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... diM−1 aiM−1 biM−1 − ...− f
jK
iM−1

xjK
aiM 0 0 ... ciM diM biM


. (6)

Тепер ми отримали СЛАР з константною матрицею та правою части-
ною з C[xj1 , ..., xjK ]

M , причому всi елементи правої частини є полiномами
степенi не вище за першу. Для такої СЛАР можна застосувати циклiчний
метод Томаса, який працює також i для такої правої частини, та отримати
наступний результат

1 0 0 0 ... 0 0 hi1 − g
j1
i1
xj1 − ...− g

jK
i1
xjK

0 1 0 0 ... 0 0 hi2 − g
j1
i2
xj1 − ...− g

jK
i2
xjK

0 0 1 0 ... 0 0 hi3 − g
j1
i3
xj1 − ...− g

jK
i3
xjK

0 0 0 1 ... 0 0 hi4 − g
j1
i4
xj1 − ...− g

jK
i4
xjK

... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1 0 hiM−1 − g
j1
iM−1

xj1 − ...− g
jK
iM−1

xjK
0 0 0 0 ... 0 1 hiM − g

j1
iM
xj1 − ...− g

jK
iM
xjK


. (7)

Тут коефiцiєнти h та g — комплекснi числа. Якщо повернутися до ма-
трицi з трьох блокiв, то результат роботи циклiчного методу Томаса буде
наступним

0 ... 0 ... 0 ... 0 1 0 0 ... 0 0 hi1
0 ... gj1i2 ... gjKi2 ... 0 0 1 0 ... 0 0 hi2
0 ... 0 ... 0 ... 0 0 0 1 ... 0 0 hi3
0 ... 0 ... 0 ... 0 0 0 0 ... 0 0 hi4
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 ... gj1iM−1
... gjKiM−1

... 0 0 0 0 ... 1 0 hiM−1

0 ... 0 ... 0 ... 0 0 0 0 ... 0 1 hiM


. (8)
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Рис. 3. Видалений цикл.

Знову в лiвiй частинi ненульовi коефiцiєнти знаходяться на перетинi ряд-
кiв, якi вiдповiдають червоним вершинам, та стовпчикiв, якi вiдповiдають
зеленим вершинам. Тепер ми можемо виключити з нашого графу G′ тi
вершини з циклу, якi не є червоними. Тодi даний цикл в графi зникне, а
замiсть нього з’являться новi ребра, як це показано на Рис. 3. Ми отри-
маємо аналогiчну задачу розв’язання СЛАР на графi, але цей граф буде
мати меншу кiлькiсть вершин, нiж граф G′. Тим самим ми видалямо одне
або декiлька ребер з графу G. Як тiльки щойно утворена СЛАР на новому
графi буде розв’язана, ми зможемо визначити значення змiнних, якi вiд-
повiдали видаленим на поточному кроцi вершинам. Для цього достатньо
лише скористатися формулами з правої частини (7).

Також варто зазначити, що у випадку, коли ми розглядаємо до видален-
ня не цикл, а ланцюг, процедура не змiнюється, тiльки у формулах (3)-(4)
кутовi коефiцiєнти aiM та ci1 дорiвнюють 0. В цiй процедурi видалення ци-
кла або ланцюга з подальшим розв’язанням аналогiчної задачi з меншою
кiлькiсть вузлiв i полягая основна iдея запропонованого алгоритму.

4. Результати

Сформулюємо основнi кроки запропонованого алгоритму для розв’яза-
ння СЛАР на графi, використовуючи iдею видалення циклiв та ланцюгiв,
описану в попередньому пунктi. По-перше, однiєю з основних процедур в
даному методi є пошук циклiв або ланцюгiв в графi G′. Дану пiдзадачу мо-
жна розв’язувати будь-яким з вiдомих алгоритмiв роботи на графах, який
пiдходить для наших цiлей: це може бути пошук в ширину або пошук в
глибину. При цьому ми маємо певну свободу в планi вибору конкретного
циклу або ланцюга з множини усiх циклiв та ланцюгiв, який буде обробля-
тися першим. Поки ми не будемо уточнювати, як саме проходить процедура
вибору, але використаємо цю можливiсть обирати в подальших мiркуван-
нях.

В попередьному пунктi ми сформулювали алгоритм рекурсивно, а це
означає, що на кожному рiвнi рекурсiї ми розв’язуємо двi задачi: пошук
циклу або ланцюга та розв’язання СЛАР циклiчним або звичайним мето-
дом Томаса вiдповiдно. Тобто ми по черзi розв’язуємо пiдзадачу, яка пов’я-
зана зi структурою графу, та задачу, яка пов’язана саме з обчисленнями
та розв’язком СЛАР.
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Повернiмося до практичних застосувань даного алгоритму. Моделюва-
ння масопереносу на графi мiстить в собi велику кiлькiсть пiдзадач на
розв’язання СЛАР, причому коефiцiєнти СЛАР можуть змiнюватися, а
структура графу залишається незмiнною. Також можна помiтити, що при
видаленнi циклу або ланцюга з графу ми вже будемо знати структуру но-
вого меншого графу i можемо шукати в ньому новi цикли, для цього нам
не потрiбно розв’язувати СЛАР методом Томаса на попередньому кроцi.
Таким чином, якщо в нашiй задачi мається на увазi розв’язання великої
кiлькостi СЛАР з однаковою структурою, то доцiльнiше було б один раз
обробити структуру графу на початку роботи. В такому випадку алгоритм
можна переписати в iтеративному виглядi, оскiльки, якщо ми знайшли по-
слiдовнiсть циклiв та ланцюгiв на видалення з графу, то можемо i сформу-
вати послiдовнiсть СЛАР до розв’язання методами Томаса. Тодi структура
алгоритму буде виглядати наступним чином.

Так виглядає алгоритм.

Алгоритм 1. Модифiкацiя методу Томаса для СЛАР на графi.

Крок 1. Попередня обробка графу G′. Пошук послiдовностi циклiв та
ланцюгiв, якi мiстять ребра графа G, на послiдовне видалення та форму-
вання послiдовностi СЛАР.

Крок 2. Прямий хiд. Розв’язання послiдовностi СЛАР звичайним або
циклiчним методом Томаса так, як це описано в попередньому пунктi.

Крок 3. Розв’язання системи, що залишилася.
Крок 4. Зворотнiй хiд. Визначення всiх компонент розв’язку СЛАР у

порядку, зворотньому до прямого ходу.

Кроки 1, 2 та 4 вже були обговоренi ранiше. Стосовно Кроку 3, то тут
варто зазначити, на Кроцi 1 ми формулюємо послiдовнiсть СЛАР, поки у
нас є необробленi ребра графа G, яким вiдповiдають ланцюги графа G′.
Коли вони обробляться, то пiсля виконання Кроку 2 будуть видаленi май-
же всi внутрiшнi вузли на ребрах, окрiм, можливо, тих, якi є iнцидентними
до вершин графу G′, яким вiдповiдає вершина графу G. Або, якщо повер-
татися до термiнiв з попереднього пункту, будуть видаленi всi вершини,
окрiм, можливо, тих, що були червоними або зеленими на якiйсь iтера-
цiї виконання Кроку 2. Їхня кiлькiсть залежить тiльки вiд характеристик
графа G, i оскiльки можна вважати, що кiлькiсть вершин в графi G′ асим-
птотично визначається виключно кiлькiстю внутрiшнiх вершин на ребрах,
то кiлькiсть вершин, яка залишается на початку виконання Кроку 3, мо-
жна вважати константою, яка визначається графом G. Тобто, на Кроцi 3
ми розвязуємо СЛАР фiксованої розмiрностi. На жаль, про матрицю цiєї
СЛАР не можна сказати, що вона буде симетричною, i вона точно не бу-
де розрiдженою, але для розв’язання цiєї СЛАР можна використовувати
метод Гауса.

Проте є деякий клас графiв, для яких за правильної побудови послiдов-
ностi СЛАР Крок 3 може бути пропущений. Одним з таких графiв є граф,
зображений на Рис. 5 з пункту 5. Послiдовнiсть розвязку СЛАР зображена
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Рис. 4. Випадки доведення.

на Рис. 6. Iнший клас графiв, для яких Крок 3 можна пропустити, — це
дерева, якi часто є моделями iригацiйних систем для задачi масопереносу.
Якщо побудувати послiдовнiсть СЛАР, яка обробляє та вiдкидає по черзi
всi листи дерева G, то Крок 2 буде повнiстю складатися з використань зви-
чаного методу Томаса. Узагальненням наведених прикладiв може служити
наступна умова на граф G.

Умова 1: для будь-яких вершин v1 та v2 iснує не бiльше двох простих
шляхiв, що з’єднують цi вершини та попарно не перетинаються мiж собою,
за винятком початку та кiнця.

Тодi ми можемо сформулювати та довести наступний результат.

Лема 1. Якщо граф G задовольняє Умовi 1, то Крок 1 Алгоритму 1 мо-
жна виконати таким чином, щоб Крок 3 не виконувався.

Доведення. Зрозумiло, що якщо дана умова виконується для графа G, то
вона буде виконуватися i для G′.

Розглянемо 2 випадки: граф G′ є деревом та граф G′ має цикл. Перший
випадок був розiбраний ранiше в цьому пунктi. В другому випадку також
є два варiанти: граф є простим циклом або граф не є простим циклом.
Перший варiант зводиться до однократного застосування циклiчного ме-
тоду Томаса. Тодi залишилося лише розiбрати наступну ситуацiю: граф
має цикли, але сам не є простим циклом.

Припустимо, що в графi є вершина v ∈ G′, список iнцидентностi якої
складається лише з 1 вершини. Така ситуацiя може бути лише тодi, коли
вершина v вiдповiдає вершинi з графа G, тобто ми маємо ситуацiю, зобра-
жену на Рис. 4а. Тодi ми можемо застосувати звичайний метод Томаса до
внутрiшнiх вузлiв даного ребра графа G та додати вiдповiдну СЛАР до
списку. Тодi ми виключимо дане ребро з розгляду i перейдемо до аналогi-
чної задачi для нового графа G1, кiлькiсть вершин та ребер у якого менша
за вiдповiднi кiлькостi вершин та ребер графа G.

Тепер припустимо, що всi вершини в графi з циклами мають принаймнi
двi iнцидентнi вершини.

Розглянемо множину всiх простих циклiв даного графу. Доведемо, що
серед цих циклiв обов’язково знайдеться такий цикл, який з’єднаний з iн-
шою частиною графа через рiвно одну вершину (Рис. 4б).

Розглянемо довiльний цикл C1. Якщо у цього циклу є бiльш нiж 1 вер-
шина, яка iнцидентна до вершини не з циклу, то позначимо їх як v1, v2,
..., vK . Розглянемо пiдграфи Gk графа G′, кiлькiсть яких дорiвнює K та
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кожен з яких складається з вершини vk та iнших вершин графа G′, до яких
є маршрут вiд vk, що не проходить через цикл C1. Данi множини не пере-
тинаються, iнакше, якщо Gk1 ∩ Gk2 6= ∅, то з вершини vk1 до вершини vk2
iснує принаймнi 3 простих шляхи: два через цикл C1 та один через мно-
жину Gk1 ∩Gk2 , що суперечить умовi. Також жоден з цих пiдграфiв Gk не
є деревом, оскiльки тодi б граф G′ мав вершину зi степiнню iнцидентно-
стi 1. Тобто кожен Gk має цикл. Розглянемо пiдграф G1. Пiсля видалення
усiх ребер, якi ведуть до вершину зi степiнню iнцидентностi 1 (починаючи
з vk), ми отримаємо граф з кiлькiстю циклiв, бiльшою за 0 та меншою за
кiлькiсть циклiв графа G′. Повторюючи дану процедуру, рано чи пiзно ми
знайдемо шуканий цикл.

Оскiльки ми знайшли цикл, який з’єднаний з iншою частиною графа
через рiвно одну вершину, ми можемо застосувати циклiчний метод Томаса
до вершин цього циклу та додати вiдповiдну СЛАР до списку. Знову ми
виключаємо щонайменше одне ребро з графа G i переходимо до аналогiчної
задачi для меншого графа.

Рекурсивно повторюючи дану процедуру, ми обробимо весь графG′, при-
чому пiсля останнього застосування звичайного або циклiчного методу То-
маса не залишиться вершин для виконання Кроку 3. �

Перейдемо тепер до доведення наступних характеристик запропонованої
модифiкацiї методу Томаса: коректнiсть, стiйкiсть та лiнiйну складнiсть.

Спочатку доведемо коректнiсть методу. Оскiльки запропонована моди-
фiкацiя полягає в багатократному застосуваннi звичайного та циклiчного
методiв Томаса, якi є рiзновидом методу Гауса, а також самого методу Га-
уса в кiнцi, то коректнiсть модифiкованого методу буде доведена, якщо
ми покажемо, що пiсля кожного видалення циклу або ланцюга матриця
СЛАР все ще має дiагональну перевагу. Тодi всi застосування методiв То-
маса будуть коректними, а матриця СЛАР, що залишиться до розв’язання
на Кроцi 3, буде мати обернену згiдно з властивостями матриць з дiаго-
нальною перевагою.

Повернемося до розгляду пiдматрицi, яка змiнюється пiд час викори-
стання звичайного чи циклiчного методу Томаса. Формули (4) та (8), як
i ранiше, зображують вiдповiднi рядки до та пiсля застосування методу
Томаса. Тодi факт того, що дiагональна перевага зберiгається, можна за-
писати наступним чином.

(5) =⇒
K∑
k=1

|gjkim | < 1,m = 1,M. (9)

Доведемо це твердження вiд супротивного. Нехай im′ — номер рядка,
для якого

K∑
k=1

|gjkim′ | = max
m=1,M

K∑
k=1

|gjkim | = γ ≥ 1. (10)

Нехай також gjkim = eIφjk |gjkim |, k = 1,K, dim′ = eIφ|dim′ |.
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Тодi, оскiльки стовпчики в лiвiй частинi (8) є розв’язками СЛАР з матри-
цею, що є центральною частиною (4), а правими частинами є стовпчиками
лiвої частини матрицi (4), оцiнимо im′-ту компоненту добутку центральної
матрицi (4) та комбiнацiї векторiв з лiвої частини (8)

K∑
k=1

|fjkim′ | =
K∑
k=1

|e−I(φjk
+φ)f

jk
im′
| ≥

∣∣∣∣∣
K∑
k=1

e−I(φjk
+φ)f

jk
im′

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
(
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im′−1

)
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(
K∑
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jk
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)
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Остання строга нерiвнiсть завершує доведення вiд супротивного. Тобто,
ми щойно довели наступний результат.

Теорема 1. Алгоритм 1 є коректним.

Звернiмося до характеристики стiйкостi алгоритму. Стiйкiсть звичаного
методу Томаса забезпечується тим фактом, що коефiцiєнт в оцiнцi зворо-
тньої похибки (backward error) даного чисельного методу не залежить вiд
розмiрностi матрицi СЛАР [4,5]. Те ж саме стосується i циклiчного методу
Томаса [6]. Оскiльки Крок 2 Алгоритму 1 складається зi скiнченної кiлько-
стi використань звичайного та циклiчного методiв Томаса, то Крок 2 сам
по собi можна вважати стiйким. Обрахунок значень у видалених вузлах
пiд час виконання Кроку 4 для кожного з вузлiв зводиться до скiнченної
кiлькостi арифметичних дiй, причому таких, де не присутнє дiлення, та
кiлькiсть яких оцiнюється виключно з характеристик графа G. Для фiксо-
ваної кiлькостi арифметичних дiй коефiцiєнт при зворотнiй похибцi також
фiксований, тому Крок 4 теж можна вважати стiйким.

Для методу Гауса, яким пропонується розв’язувати СЛАР на Кроцi 3,
коефiцiєнт зворотньої похибки залежить вiд розмiрностi матрицi та доволi
швидко зростає залежно вiд цього параметру [4]. Проте, як було вказано
в пунктi 3, розмiрнiсть даної СЛАР задежить тiльки вiд характеристик
графу G, тому цю величину можна вважати константою для фiксованого
графу G.

Тодi введемо наступне означення стiйкостi запропонованої модифiкацiї
методу Томаса, яке буде узгодженне з поняттями стiйкостi для звичаного
та циклiчного варiантiв цього методу.
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Означення 1. Чисельний метод для розвязання СЛАР, структура матрицi
якої визначається графом G′, називається стiйким на графi G, якщо кое-
фiцiєнт при оцiнцi зворотної похибки не залежить вiд кiлькостi внутрiшнiх
вершин графу G′.

З урахування цього означення ми довели наступний результат.

Теорема 2. Алгоритм 1 є стiйким на графi G.

Оцiнимо асимптотичну складнiсть запропонованого алгоритму. Крок 3
виконується за константний час. Звичайний та циклiчний методи Томаса
мають лiнiйну складнiсть, проте вони дещо модифiкованi, а саме права
частина у вiдповiдних СЛАР мiстить бiльше коефiцiєнтiв. Проте величи-
ну K з формул з пункту 2 також можна оцiнити з характеристик графа
G, оскiльки вона також формується лише з червоних та зелених вершин.
Тобто, права частина системи (6) має кiлькiсть коефiцiєнтiв, що лiнiйно
залежить вiд розмiрностi вiдповiдної матрицi. Отже, методи Томаса зали-
шаються лiнiйними. Кiлькiсть iтерацiй в Кроцi 2 не може бути бiльшою
за кiлькiсть ребер в графi G, оскiльки на кожнiй iтерацiї ми виключаємо
з розгляду мiнiмум одне ребро. Тож загальна кiлькiсть iтерацiй на Кроцi
2 константна, а отже, асимптотична складнiсть прямого ходу запропоно-
ваного алгоритму лiнiйна. З тих же самих мiркувань ми робимо висновок
про лiнiйну складнiсть зворотнього ходу.

Залишилося розглянути час виконання Кроку 1. Пiд час обробки графа
ми шукаємо цикл або ланцюг, що є задачею з лiнiйною складнiстю вiдносно
кiлькостi вершин в графi. Формування СЛАР та утворення нового графу
також займає лiнiйний час. Кiлькiсть iтерацiй на Кроцi 1 спiвпадає з вiд-
повiдною кiлькiстю iтерацiй на Кроцi 2. Отже, час виконання Кроку 1 має
лiнiйну асимптотику вiдносно кiлькостi вершин в графi G′. Таким чином,
ми довели наступний результат.

Теорема 3. Час виконання Алгоритму 1 має асимптотику O(n), де n -
кiлькiсть вершин в графi G′. Коефiцiєнт пропорцiйностi залежить тiль-
ки вiд характеристик графу G.

Аналогiчно можна довести i наступний результат.

Теорема 4. Алгоритм 1 потребує O(n) додаткової пам’ятi, де n - кiль-
кiсть вершин в графi G′. Коефiцiєнт пропорцiйностi залежить тiльки
вiд характеристик графу G.

Для демонстрацiї ефективностi запропонованої модифiкацiї методу То-
маса ми порiвняємо його з iншими методами для розв’язання СЛАР. Серед
цих методiв будуть: метод Зейделя, метод Якобi та метод спряженого гра-
дiєнту. Для тестiв вибранi матрицi, якi задовольняють умовам збiжностi
для всiх iтеративних методiв. Також для всiх методiв використовуються
їхнi модифiкацiї для застосування до розрiджених матриць, що також пiд-
вищує ефективнiсть кожного з них.

Також ми окремо змоделюємо ситуацiю, коли нам потрiбно розв’язати
СЛАР 1 раз, тобто обрахуємо час, який витрачається на виконання Крокiв
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Рис. 5. Структура графу 1.

Рис. 6. Змiна структури графу пiд час виконання пря-
мого ходу алгоритма.

1-4 Алгоритму 1 разом, а також ситуацiю, коли СЛАР з незмiнною стру-
ктурою треба розв’язати багато разiв, тобто у величину часу, витраченого
на обчислення, будемо враховувати тiльки час, витрачений на Кроки 2, 3 та
4 запропонованого методу, нехтуючи часом на обробку структури матрицi
та утворення послiдовностi дiй.

Для першого обчислювального експерименту вiзьмемо граф зi структу-
рою, зображеною на Рис. 5. Даний граф складається мiстить три ребра, два
з яких формують цикл. Будемо ваажати, що кiлькiсть внутрiшнiх вузлiв
у всiх ребрах однакова i дорiвнює n. Пiд час прямого ходу запропоновано-
го алгоритму для даного графу спочатку буде вилучений цикл, пiсля чого
граф зведеться до ланцюга (див. Рис. 6). Тобто спочатку буде використо-
вуватися циклiчний метод Томаса, а пiсля нього — звичаний, причому для
циклiчного методу Томаса права частина СЛАР буде складатися з елемен-
тiв з кiльця C[x], де x вiдповiдає за вузол графу, позначений вiдповiдною
лiтерою на Рис. 5. Звичайний метод Томаса використовується для правої
частини, яка складається зi звичаних чисел.

Таблиця 1 мiстить час виконання вищезгаданих методiв для деяких зна-
чень параметра n. Другий стовпчик таблицi мiстить загальну кiлькiсть
вершин в графi G′. Стовпчики Th, CG, S та J мiстять середнє значення
часу в мс, витраченого на розв’язання СЛАР, запропонованим методом
Томаса на графi, методом спряжених градiєнтiв, методом Зейделя та ме-
тодом Якобi вiдповiдно. При цьому для методу Томаса рахувався лише
час виконання Крокiв 2-4. Середнє значення обраховувалося з 500 спроб
розвязання СЛАР. Для iтеративних методiв розвязок шукався з точнiстю
1е-10. Останнiй стовпчик мiстить приблизне значення часу в мс, потрiбне
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Табл. 1. Порiвняння часу виконання для чисельних ме-
тодiв для графу 1.

n N Th CG S J Init
100 303 0.426 1.126 3.952 6.276 1
200 603 0.882 2.276 8.142 12.788 3
300 903 1.264 3.542 12.319 15.678 4
400 1203 1.720 4.712 13.922 21.645 6
500 1503 1.809 5.398 18.494 27.690 7
600 1803 2.120 5.956 21.828 33.548 8
700 2103 2.556 6.964 25.756 38.490 10
800 2403 2.844 8.298 29.738 43.642 11
900 2703 3.178 8.996 33.288 52.084 12
1000 3003 3.550 10.050 36.676 56.108 13

Рис. 7. Зростання часу обчислень для графу 1.

на виконання Кроку 1 Алгоритму 1. Обчислення проводилися за допомо-
гою мови програмування С++ на процесорi Intel(R) Core(TM) i3-7100U
CPU @ 2.40GHz 8GB RAM з оперцiйною системою Windows 10 Pro.

На Рис. 7 зображена оцiнка зростання часу обчислень в залежностi вiд
кiлькостi вузлiв графа G′, отримана за допомогою лiнiйної регресiї зi стов-
пчика Th Табл. 1. Лiнiйна функцiя задається виразом f(n) = 0.198714 +
0.001113n.

Вiзьмемо iнший граф, наприклад, такий, як показано на Рис. 8. Даний
граф не задовольняє умовам леми 1 i для нього в Алгоритмi 1 Крок 3
буде виконуватися, у якiй би послiдовностi ми не обробляли ребра. Будемо
вважати, що кiлькiсть внутрiшнiх вузлiв в кождному ребрi однакова та
дорiвнює n. Данi по часу виконання алгоритмiв для цього графу наведенi
у Табл. 2. Структура Табл. 2 спiвпадає з Табл. 1.

Оцiнка лiнiйної регресiї для часу виконання тепер має наступний вигляд:
f(n) = 0.503724 + 0.002123n (Рис. 9).
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Рис. 8. Структура графу 2.

Табл. 2. Порiвняння часу виконання для чисельних ме-
тодiв для графу 2.

n N Th CG S J Init
25 308 0.900 1.180 21.970 28.408 3
50 608 1.670 1.848 26.910 40.502 6
75 908 2.758 2.980 33.602 56.460 8
100 1208 3.620 4.106 35.076 66.196 8
125 1508 3.414 4.060 41.432 74.798 8
150 1808 4.212 4.970 46.106 88.500 9
175 2108 4.842 5.690 51.812 99.478 10
200 2408 5.686 6.614 56.950 105.548 11

Рис. 9. Зростання часу обчислень для графу 2.

5. Обговорення

З результатiв обчислювального експерименту на графi з Рис. 5 видно,
що запропонована модифiкацiя методу Томаса показує найкращi результа-
ти, якщо брати в розрахунок тiльки час виконання Крокiв 2-4. Вiн показує
результати майже в 3 рази кращi за метод спряженого градiєнту. Тому у
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випадку, коли треба розв’язати велику кiлькiсть СЛАР з однаковою стру-
ктурою, доцiльно використовувати саме Алгоритм 1 з винесенням Кроку
1 в попередню обробку.

Проте для одноразового розв’язання СЛАР все ще вигiднiше використо-
вувати метод спряжених градiєнтiв, хоч запропонована модифiкацiя все ще
показує кращi результати за методи Якобi та Зейделя.

У випадку графа з Рис. 8 запропонована модифiкацiя все ще показує
найкращi результати, хоча вiдрив вiд методу спряжених градiєнтiв вже не
такий iстотний. Але метод спряжених градiєнтiв потребує доволi сильних
умов на матрицю, в той час як для коректного застосування запропонова-
ної модифiкацiї треба лише умова дiагональної переваги.

Щодо порiвняння з методами Зейделя та Якобi, то на даному графi за-
пропонований алгоритм має суттєву перевагу.

Якщо порiвнювати з попереднiм прикладом, то можна помiтити, що оби-
два коефiцiєнти в лiнiйнiй функцiї в даному випадку мають бiльшi значе-
ння. Для вiльного члену це так, бо в даному випадку Крок 3 не пропу-
скається i завжди викликається метод Гауса для розвязання СЛАР сталої
розмiрностi. Коефiцiєнт при n в даному випадку бiльший, оскiльки для да-
ного графу СЛАР, якi розв’язуються на Кроцi 2, у правiй частинi мiстять
бiльше змiнних xj1 , ..., xjK , що впливає на швидкiсть кожного зi циклiчних
методiв Томаса.

В обох випадках запропонована модифiкацiя методу Томаса показує най-
кращi результати, тож її застосування до задач масопереносу на графi є
доцiльним.

До того ж, на вiдмiну вiд усiх iнших розглянутих тут методiв, дана мо-
дифiкацiя є прямим методом, а це означає, що при збiльшеннi бажаної
точностi обчислень методи спряженого градiєнту, Якобi та Зейделя пра-
цювали б ще довше, в той час, як запропонований алгоритм має фiксовану
кiлькiсть операцiй та передбачуваний час роботи.

Разом з цим для запропонованого методу доведена його коректнiсть,
стiйкiсть, отриманi лiнiйнi оцiнки стосовно кiлькостi операцiй та об’єму
додаткової пам’ятi. З урахуванням того, що побудований чисельний метод
є прямим, а також враховуючи доволi простi достатнi умови його застосу-
вання, всi перерахованi властивостi роблять запропоновану модифiкацiю
методу Томаса найоптимальнiшим алгоритмом для багатократного розв’я-
зання СЛАР для моделювання процесу масопереносу на графах.

Хоча запропонована модифiкацiя методу Томаса вже показує конкурен-
тноспроможнiсть, ефективнiсть алгоритму можна ще пiдвищити за допо-
могою застосування паралельних обчислень. Паралельнi обчислення мо-
жуть бути застосованi наступним чином.

Розглянемо граф зi складною структурою, як, наприклад, на Рис. 10.
Припустимо, що Крок 1 Алгоритму 1 у якостi перших двох циклiв на оброб-
ку визначив цикли A та B, як показано на рисунку. Данi цикли не мають
спiльних вузлiв, i граф не має таких вузлiв, якi б знаходилися на вiдстанi
1 до обох циклiв. Це означає, що видалення одного з циклiв та вiдповiднi
змiни у структурi графу та структурi матрицi жодним чином не впливають
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Рис. 10. Незалежнi цикли у графi.

на тi обчислення, якi будуть проводитися пiд час обробки другого циклу. А
це в свою чергу означає, що обробка даних двох циклiв може бути прове-
дена в будь-якому порядку та навiть паралельно одна однiй. Це i є основна
iдея застосування паралельних обчислень в запропонованому алгоритмi.

Якщо проаналiзувати Крок 1 Алгоритму 1, то можна зрозумiти, що спи-
сок СЛАР, який формується пiд час виконання цього кроку, може бути
зображений у виглядi дерева. Коренем дерева є СЛАР, яка розв’язується
на Кроцi 3, а для кожного вузла дерева його нащадками є тi СЛАР, без
розв’язання яких не можна перейти до розв’язання СЛАР, яке вiдповiдає
даному вузлу. Цi СЛАР можуть вiдповiдати як звичайним, так i циклiчним
методам Томаса. З попереднiх мiркувань ми можемо зробити висновок, що
розподiл звичайних та циклiчних методiв може бути довiльним у списку
СЛАР, а отже, i в сформованому деревi. Листи дерева вiдповiдають за тi
СЛАР за за тi цикли або ланцюги вiдповiдно, кожен з яких може обробля-
тися першим пiд час виконання Кроку 2 Алгоритму 1 без використання
паралельних обчислень, або ж всi вони можуть оброблятися одночасно у
випадку використання паралельних обчислень. Те ж саме стосується i про-
цедури зворотнього ходу запропонованого алгоритму.

Для того, щоб зрозумiти, чи можуть двi СЛАР розвязуватися паралель-
но, треба лише перевiрити, чи знаходять два вiдповiднi списки вузлiв у
графi на вiдстанi бiльшiй за 1.

Також варто зазначити, що дерево залежностей СЛАР для одного i то-
го ж графу може бути сформоване по-рiзному в залежностi вiд того, як
саме обраний перший цикл або перший ланцюг. Це в свою чергу визна-
чається порядком видалення ребер з графу, який може бути визначений
користувачем наперед, або ж генеруватися випадковим чином. Тодi можна
поставити задачу про оптимальний аналiз структури графу та утворення
оптимального дерева залежностей СЛАР, за якого б максимальною мiрою
використовувалися б паралельнi обчислення. Цю пiдзадачу можна повiнi-
стю розв’язати на Кроцi 1 Алгоритму 1. Звiсно, вона буде суттєво спо-
вiльнювати виконання цього кроку, проте за умови, що аналiз структури
графу виконуюється 1 раз, а пошук розв’язку СЛАР з даною структурою
вiдбувається багато разiв, даним сповiльненням можна буде знехтувати.
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6. Висновки
В статтi була запропонована модифiкацiя методу Томаса для СЛАР, ви-

значених на графi. Для запропонованого методу доведена його коректнiсть,
стiйкiсть, отриманi лiнiйнi оцiнки стосовно кiлькостi операцiй та об’єму
додаткової пам’ятi. Також для запропонованого алгоритму описана iдея
попередньої обробки графу, яка суттєво пiдвищує ефективнiсть за умови,
що треба розв’язувати вельику кiлькiсть рiзних СЛАР з однiєю i тiєю ж
структурою.

Проведенi обчислювальнi експерименти показали, що запропонована мо-
дифiкацiя має конкурентноспроможну швидкодiю порiвняно з вiдомими
iтеративними методами, серед яких був метод спряженого градiєнта.

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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