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У роботi вивчаються проективнi гратки черепичних порядкiв. Описано умови, яким задо-
вольняють елементи матрицi показникiв черепичного порядку, за яких перетин проективних
граток є проективною граткою.
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Tiled orders over discrete valuation ring have been studied since the 1970s by many mathemati-
cians, in particular, by Yategaonkar V.A., Tarsy R.B., Roggenkamp K.W, Simson D., Drozd Y.A.,
Zavadsky A.G. and Kirichenko V.V. Yategaonkar V.A. proved that for every n > 2, there is, up to an
isomorphism, a finite number of tiled orders over a discrete valuation ring O of finite global dimension
which lie in Mn(K) where K is a field of fractions of a commutatively discrete valuation ring O. The
articles by R.B. Tarsy, V.A. Yategaonkar, H. Fujita, W. Rump and others are devoted to the study of
the global dimension of tiled orders. H. Fujita described the reduced tiled orders in Mn(D) of finite global
dimension for n = 4, 5. V.M. Zhuravlev and D.V. Zhuravlev described reduced tiled orders in Mn(D)
of finite global dimension for n = 6. This paper examines the necessary condition for the finiteness
of the global dimension of the tile order. Let A be a tiled order. The kernel of the projective resolvent
of an irreducible lattice has the form M1f1 +M2f2 + ... +Msfs, where Mi is irreducible lattice, fi is
some vector. If the tile order has a finite global dimension, then there is a projective lattice that is the
intersection of projective lattices. This condition is the one explored in the paper.

Key words: tiled order, exponent matrix, projective lattice.
Communicated by Prof. Petravchuk A. P.

1 Вступ

Черепичнi порядки (tiled orders) над дискре-
тно нормованими кiльцями вивчалися, почина-
ючи з 70-х рокiв минулого сторiччя, багатьма
математиками, зокрема, Ятегаонкаpом В.А.,
Таpсi P.Б., Pогенкампом К.В., Сiмсоном Д.,
Дpоздом Ю.А., Завадським О.Г. та Киpичен-
ком В.В. Скiнченнi прямi добутки A таких по-
рядкiв є нетеровими справа напiвпервинними
напiвдосконалими напiвдистрибутивними кiль-
цями, у яких для будь-якого локального iдемпо-
тента e ∈ A кiльце eAe є дискретно нормованим
(не обов’язково комутативним) [1]. Такi кiльця
пiд назвою "напiвмаксимальнi кiльця"були вве-
деннi у 1974 роцi Завадським О.Г. та Киpичен-
ком В.В.

Згiдно термiнологiї Р.Б. Тарсi [4] та В.А.
Ятегаонкара [5], кiльце A ⊂Mn(K), де K є по-

лем часток комутативного дискретно нормова-
ного кiльця O, називається черепичним поряд-
ком над O, якщо Mn(K) — класичне кiльце ча-
сток A, eii ∈ A та eiiAeii = O для i = 1, . . . , n,
де eii — матричнi iдемпотенти Mn(K). Отже,
означення черепичного порядку як первинно-
го нетерового напiвдосконалого напiвдистрибу-
тивного кiльця є узагальненням поняття че-
репичного порядку над дискретно нормованим
кiльцем в розумiннi Р.Б. Тарсi та В.А. Ятегаон-
кара.

В.А. Ятегаонкар у [5] довiв, що для кожно-
го n > 2 iснує, з точнiстю до iзоморфiзму, скiн-
ченне число черепичних порядкiв над дискре-
тно номованим кiльцем O скiнченної глобальної
розмiрностi, якi лежать у Mn(K), де K є полем
часток комутативного дискретно нормованого
кiльця O. В якостi кiльця O часто розглядає-
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ться кiльце k[[x]] формальних степеневих рядiв
над полем k вiд однiєї змiнної x.

Вивченню глобальної розмiрностi черепи-
чних порядкiв присвяченi багаточисельнi стат-
тi. Р.Б. Тарсi висловив гiпотезу, що максималь-
ною скiнченною глобальною розмiрнiстю чере-
пичного порядку, який лежить у Mn(K), є чи-
сло n−1. Це дiйсно має мiсце для але для Х. Фу-
джита побудував приклад черепичного порядку
A, який лежить у M6(K), та gl.dim A = 6.

Фуджита в [6] описав зведенi черепичнi по-
рядки в Mn(D) скiнченної глобальної розмiр-
ностi для n = 4, 5. В.М. Журавльов та Д.В.
Журавльов описали зведенi черепичнi порядки
в Mn(D) скiнченної глобальної розмiрностi для
n = 6.

У данiй роботi розглядається необхiдна
умова для скiнченностi глобальної розмiрностi
черепичного порядку. Вiдмiтимо, що в нашiй
термiнологiї "черепичний порядок— це нетеро-
ве з двох сторiн первинне напiвдосконале та
напiвдистрибутивне кiльце з ненулевим ради-
калом Джекобсона. Всi необхiднi вiдомостi про
черепичнi порядки можна знайти в [1], [2].

2 Черепичнi порядки над дискретно
нормованими кiльцями

Означення 2.1. Кiльце A називається напiв-
максимальним, якщо воно є напiвдосконалим
напiвпервинним нетеровим кiльцем таким, що
для довiльного локального iдемпотента e ∈ A
кiльце eAe є дискретно нормованим кiльцем (не
обов’язково комутативним) [3].

Теорема 2.1. (див. [3]) Кожне напiвмакси-
мальне кiльце iзоморфне скiнченному прямому
добутку первинних кiлець наступного вигляду

A =


O πα12O · · · πα1nO

πα21O O · · · πα2nO
...

...
. . .

...
παn1O παn2O · · · O

 (1)

де n > 1, O — дискретно нормоване кiльце з
простим елементом π, αij — цiлi рацiональнi
числа такi, що αij + αjk > αik для всiх i, j, k
та αii = 0 для всiх i.

Первинне напiвмаксимальне кiльце назива-
ється черепичним порядком.

Ми будемо використовувати наступне по-
значення: Λ = {O, E(Λ)}, де E(Λ) = (αij)
— матриця показникiв кiльця Λ, т.б. Λ =
n∑

i,j=1
eijπ

αijO, де eij — матричнi одиницi. Якщо

черепичний порядок є зведеним, то αij+αji > 0
для i, j = 1, . . . , n, i ̸= j.

Кiльце O вкладається в класичне тiло ча-
сток D, i (1) означає множину всiх матриць
(aij) ∈ Mn(D) таких що aij ∈ παijO =
eiiΛejj , де e11, . . . , enn — матричнi одиницi кiль-
ця Mn(D). Очевидно, що Q = Mn(D) є класи-
чним кiльцем часток кiльця Λ.

Означення 2.2. Нехай A — черепичний по-
рядок. Правою (лiвою) A-граткою називається
правий (лiвий) A-модуль, який є скiнченнопо-
родженим вiльним O-модулем.

Зокрема, всi скiнченнопородженi проектив-
нi A-модулi є A-гратками.

Серед всiх A-граток видiляються так зва-
нi незвiднi A-гратки, тобто A-гратки, якi мiстя-
ться у простому правому (лiвому) Q-модулi U
(вiдп. V ). Цi гратки утворюють частково впо-
рядковану множину Sr(A) (вiдп. Sl(A)) вiдно-
сно включення. Як було показано в [3] будь-яка
права (вiдп. лiва) незвiдна A-гратка M (вiдп.
N), яка лежить в U (вiдп. в V ), є A-модулем з
O-базисом πα1e1, . . . , π

αnen), причому{
αi + αij > αj , якщо (α1, . . . , αn) ∈ Sr(A)
αj + αij > αi якщо (α1, . . . , αn)

T ∈ Sl(A)

де буква T означає операцiю транспонування.
Ми будемо записувати [M ] = (α1, . . . , αn) або
M = (α1, . . . , αn), якщо M ∈ Sr(A).

3 Проективнi гратки

Нехай Λ = {O, E(Λ) = (αij)} — зведений че-
репичний порядок в Mn(D), Pk = ekkΛ, k =
1, . . . , n. P1, . . . , Pn — всi попарно неiзоморфнi
нерозкладнi проективнi Λ - модулi. Ядро про-
ективної резольвенти незвiдної Λ- гратки має

вигляд
s∑
t=1

Mtft, де Mt — перетин проектив-

них граток, ft — деякi вектори (див. [7]). Для
скiнченностi проективної розмiрностi цiєї гра-
тки потрiбно, щоб хоча б один перетин прое-
ктивних граток був проективною граткою.

Нехай πaPi ∩ πbPj = πcPk. Можливi випад-
ки:
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(1) a + αil > b + αjl. Тодi a + αil = c + αkl i
a = c+ αkl − αil;
(2) b + αjp > a + αip. Тодi b + αjp = c + αkp i
b = c+ αkp − αjp;
(3) a + αiq = b + αjq = c + αkq. Тодi a =
c+ αkq − αiq, b = c+ αkq − αjq.

Маємо розбиття множини iндексiв на пiд-
множини I = I1 ∪ I2 ∪ I3, де I1 =
{l, для яких виконується випадок (1)},
I2 = {p, для яких виконується випадок (2)},
I3 = {q, для яких виконується випадок (3)}.
Незвiднi проективнi гратки πaPi, πbPj непорiв-
няльнi, тому множини I1 та I2 непорожнi.

Виразимо a i b у кожному випадку через c.
Отримаємо a + αil = c + αkl, a = c + αkl − αil,
b+αjp = c+αkp, b = c+αkp −αjp. З нерiвностi
a+ αil > b+ αjl отримуємо

αkl > αkp − αjp + αjl. (2)

З нерiвностi b+ αjp > a+ αip отримуємо

αkp > αkl − αil + αip. (3)

Рiвностi a+ αiq = b+ αjq = c+ αkq дають

αkl − αil + αiq = αkp − αjp + αjq = αkq. (4)

Якщо k ∈ I1, то 0 = αkk > αkp−αjp+αjk. Отри-
мали суперечнiсть. Якщо k ∈ I2, то 0 = αkk >
αkl − αil + αik. Отримали суперечнiсть. Отже,
k ∈ I3 i I3 ̸= ∅.

При q = k маємо αkl−αil+αik = αkp−αjp+
αjk = αkk = 0. Звiдси

αik + αkl = αil, αjk + αkp = αjp. (5)

З (5) випливає, що i /∈ I1 i j /∈ I2.
Якщо i ∈ I3, то αkl−αil = αkp−αjp+αji =

αki. Враховуючи (5), маємо −αik = −αjk +
αji = αki. Звiдси αik + αki = 0. Отримали
суперечнiсть. Отже, i ∈ I2. Якщо j ∈ I3, то
αkl − αil + αij = αkp − αjp = αkj . Враховую-
чи (5), маємо −αik + αij = −αjk = αkj . Звiдси
αjk + αkj = 0. Отримали суперечнiсть. Отже,
j ∈ I1.

Нерiвнiсть (2) з урахуванням (5) набуває
вигляду αkl > αkp − αjp + αjl = −αjk + αjl.
Звiдси αjk+αkl > αjl. Нерiвнiсть (3) з урахува-
нням (5) набуває вигляду αkp > αkl−αil+αip =
−αik + αip. Звiдси αik + αkp > αip. Рiвнiсть (3)
αkl−αil+αiq = αkp−αjp+αjq = αkq з урахува-
нням (5) набуває вигляду −αik + αiq = −αjk +
αjq = αkq. Звiдси отримуємо αik + αkq = αiq,

αjk + αkq = αjq. Таким чином i ∈ I2, j ∈ I1,
k ∈ I3 i для довiльних l ∈ I1, p ∈ I2, q ∈ I3
маємо наступнi спiввiдношення

αik + αkl = αil, αjk + αkp = αjp,
αik + αkq = αiq, αjk + αkq = αjq,
αik + αkp > αip, αjk + αkl > αjl.

(6)

Навпаки, нехай iснує розбиття I = I1 ∪ I2 ∪ I3,
i ∈ I2, j ∈ I1, k ∈ I3 i для довiльних l ∈ I1,
p ∈ I2, q ∈ I3 маємо спiввiдношення (6). Покла-
демо a = c − αik, b = c − αjk. Тодi a + αil =
c − αik + αil = c + αkl > c − αjk + αjl = b + αjl
для довiльного l ∈ I1. b+ αjp = c− αjk + αjp =
c+ αkp > c− αik + αip = a+ αip для довiльного
p ∈ I2.
a+ αiq = c− αik + αiq = c+ αkq для довiльного
q ∈ I3. b+ αjq = c− αjk + αjq = c+ αkq для до-
вiльного q ∈ I3. Тому a+αiq = b+αjq = c+αkq.
Це означає, що πaPi ∩ πbPj = πcPk.

Ми довели наступну теорему.

Теорема 3.1. Нехай M1, M2, M3 — незвiднi
проективнi гратки. Тодi M1 ∩M2 = M3 тодi
i тiльки тодi, коли iснує розбиття множини
I = {1, 2, . . . , n} на непорожнi пiдмножини I1,
I2, I3 такi, що виконуються умови ( 6). Якщо
M1 ≃ Pi, M2 ≃ Pj, M3 ≃ Pk, де Pi, Pj, Pk
πaPi ∩ πbPj = πcPk для деяких a, b, c ∈ Z.

У сагайдаку Q немає стрiлок з точки i у то-
чки з I1∪I3 \k, та з точки j у точки з I2∪I3 \k.

Теорема 3.2. Нехай Λ = {O, E(Λ) = (αij)}
— черепичний порядок над дискретно нормова-
ним кiльцем O, P1, . . . , Pn — всi попарно не-
iзоморфнi проективнi Λ - гратки 1 = e1 +

... + en, Pi = eiΛ.
s∩
l=1

πalPml
= πaPk, де

πa1Pm1 , . . . , π
asPms — попарно непорiвняльнi

проективнi незвiднi Λ - гратки, тодi i тiль-
ки тодi, коли iснують непорожнi пiдмножини
I1, I2, . . . , Is множини iндексiв I = {1, 2, . . . , n}
такi, що

s∪
l=1

Il = I та αmlk+αkp(l) = αmlp(l)
для

всiх l та для всiх p(l) ∈ Il.

Доведення. Нехай
s∩
l=1

πalPml
= πaPk. Позна-

чимо Il = {p(l) ∈ I : al + αmlp(l)
> aj +

αmjp(l)
для всiх j = 1, ..., s}. Тодi al + αmlp(l)

=
a+αkp(l) для всiх p ∈ Il. Звiдси al = a+αkp(l) −
αmlp(l)

. Маємо al+αmlp = a+αkp(l) > aj+αjp(l) =
(a+ αkp(j) − αmjp(j)

) + αmjp(l)
. Отримали

αkp(l) > αkp(j) − αmjp(j)
+ αmjp(l)

. (7)

18



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2018, 4
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Оскiльки
s∪
l=1

Il = I, то iснує t таке, що k ∈ It.

Нерiвнiсть (7) виконується, зокрема при
p(t) = k. Маємо 0 = αkk > αkp(j) −αmjp(j)

+αmjk

для всiх j. За кiльцевими нерiвностями αmjk +
αkp(j) > αmjp(j)

для всiх j.
Отже, αmjk + αkp(j) = αmjp(j)

.

Навпаки, нехай
s∪
l=1

Il = I, Il ̸= ∅ для всiх l

та αmlk + αkp(l) = αmlp(l)
для всiх l та p(l) ∈ Il.

Покладемо al = a+αkp(l)−αmlp(l)
= a−αmlk.

Тодi (al + αmlp(l)
)− (aj + αmjp(l)

) = (a− αmlk +

αmlp(l)
) − (a − αmjk + αmjp(l)

) = αmjk − αmlk +
αmlp(l)

− αmjp(l)
= αmjk + αkp(l) − αmjp(l)

> 0.
Отже, al + αmlp(l)

> aj + αmjp(l)
для всiх l, j та

p(l) ∈ Il.

Враховуючи, що al + αmlp(l)
= a + αkp(l) ,

отримаємо
s∩
l=1

πalPml
= πaPk. Теорему доведе-

но.
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