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В роботi розглядається iмпульсно-збурена нескiнченновимiрна задача, яка складається з па-
раболiчного рiвняння, розв’язки якого зазнають iмпульсного збурення при досягненнi iнтеграль-
ним функцiоналом певного порогового значення. Доведено, що при певних умовах на коефiцiєнти
така задача в фазовому просторi неперервних функцiй породжує iмпульсну динамiчну систему,
кожна траєкторiя якої в sup-нормi притягується до компактної ω-граничної множини.

Ключовi слова: параболiчне рiвняння, iмпульсне збурення, притягуюча множина

We consider an important class of disturbed infinite-dimensional systems provided by evolutionary
equations with impulsive effects. An impulsive dynamical system acting in the phase space H is a hybrid
system described by an evolutionary equation together with impulsive disturbances which, in turn, are
characterized by a closed set M ⊂ H (impulsive set) and a mapping I :M 7→ H (impulsive mapping). A
solution of such a system, by definition, is a left-continuous function y satisfying evolutionary equation
for all times t for which y(t) ̸∈ M and jumping to a new state I(y(t)) at all times t for which y(t)
reaches M . The main problem in the study of qualitative behavior of impulsive dynamical systems by
classical methods is that solutions usually do not depend continuously on initial data. A number of
examples illustrate already in the finite-dimensional case that new complex scenarios of possible limit
behaviors of impulsive trajectories can occur, which are fundamentally impossible in the non-impulsive
case. Results concerning attracting sets for infinite-dimensional impulsive systems have appeared only
a few years ago. But all those results concern the limit behavior of impulsive semiflows in Hilbert space
and the presence of scalar product played crucial role in those construction. In this paper we want to
investigate ω-limit attracting sets for impulsive-disturbed parabolic system in the sup-norm of Banach
space of continuous functions.

Key Words: parabolic equation, impulsive perturbation, attracting set

1 Вступ

Якiсному аналiзу iмпульсних динамiчних си-
стем в скiнченновимiрних просторах присвяче-
но роботи [1]-[4]. Першi результати щодо дослi-
дження притягуючих множин iмпульсних дина-
мiчних систем в нескiнченновимiрних фазових
просторах з’явились порiвняно недавно [5],[6]
i на сьогоднi мають застосування до широко-

го кола еволюцiйних задач в гiльбертових про-
сторах [7],[8]. Це пов’язано як з добре розвине-
ною теорiєю слабких розв’язкiв нелiнiйних за-
дач, так i з можливiстю задання iмпульсних
параметрiв через скалярний добуток в фазо-
вому просторi. Саме тому є лише окремi ре-
зультати щодо якiсної поведiнки розв’язкiв па-
раболiчних iмпульсно-збурених рiвнянь в sup -
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нормах [9], [10]. В данiй роботi ми розгляда-
ємо iмпульсно-збурену нескiнченновимiрну за-
дачу, яка складається з параболiчного рiвнян-
ня, розв’язки якого зазнають iмпульсного збу-
рення при досягненнi iнтегральним функцiона-
лом певного порогового значення. Доведено, що
при певних умовах на коефiцiєнти така задача в
фазовому просторi неперервних функцiй поро-
джує iмпульсну динамiчну систему, кожна тра-
єкторiя якої в sup-нормi притягується до ком-
пактної ω-граничної множини.

2 Постановка задачi:

Вiдносно невiдомої функцiї u = u(t, x),
t > 0, x ∈ (0, l) розглядаємо задачу

∂u
∂t = ∂

∂x(p(x)
∂u
∂x) + q(x)u+ h(x),

u|x=0 = u|x=l = 0,
u|t=0 = u0(x),

(1)

де p ∈ C1([0, l]), p(x) ≥ p0 > 0,
q ∈ C([0, l]), q(x) ≤ 0, h ∈ C([0, l]) - заданi фун-
кцiї, u0 ∈ X := {u ∈ C([0, l])| u(0) = u(l) = 0} -
фазовий простiр з нормою ∥u∥ = supx∈[0,l]|u(x)|.

Розглянемо функцiонал

ψ(u) =

∫ l

0
u(x)dx. (2)

Iмпульсна задача формулюється наступним
чином: якщо в деякий момент часу t > 0 на
розв’язку (1) функцiонал (2) досягає фiксова-
ного значення ψ0 > 0, система миттєво перехо-
дить у нове положення

u(t, x) + α(x), (3)

де α ∈ X , α(x) ≥ 0 - задана функцiя,∫ l
0 α(x)dx = α0 > 0. В роботi доводиться, що

задача (1)-(3) породжує в X iмпульсну динамi-
чну систему Ṽ : R+ × X → X (див. Озн.1), для
якої ∀u0 ∈ X ω - гранична множина ω̃(u0) є
непорожньою, компактною, i

distX(Ṽ (t, u0), ω̃(u0)) → 0, t→ ∞.

3 Основнi результати

Спочатку опишемо загальну конструкцiю iм-
пульсної динамiчної системи. Згiдно [5], iмпуль-
сна динамiчна система будується на основi не-
перервної напiвгрупи V : R+ × X → X (поро-
джується розв’язками автономного рiвняння),

траєкторiї якої при досягненнi ними фiксованої
пiдмножини M ⊂ X (iмпульсна множина) пере-
водяться вiдображенням I :M → X (iмпульсне
вiдображення) в нове положення u+ = Iu.

Для коректної постановки такої задачi ма-
ють бути виконанними умов:

V : R+ ×X → X − напiвгрупа,

тобто ∀u ∈ X ∀t, s ≥ 0

V (0, u) = u, V (t+ s, u) = V (t, V (s, u)) (4)

вiдображення V : R+ ×X → X - неперервне,
M ⊂ X - замкнена, M ∩ IM = ∅

∀u ∈M ∃τ = τ(u) > 0 ∀t ∈ (0, τ) V (t, u) ̸∈M

За умов (4) вiдомо [5], що якщо для u ∈ X

M+(u) := (∪t>0V (t, u)) ∩M ̸= ∅,

то
∃s̃ = s̃(u) > 0 ∀t ∈ (0, s̃)

V (t, u) ̸∈M, V (s̃, u) ∈M. (5)

Тодi для кожного u0 ∈ X iмпульсна трає-
кторiя Ṽ (t, u0) будується наступним чином:

якщо M+(u0) = ∅, то Ṽ (t, u0) = V (t, u0),
t ≥ 0;

якщо M+(u0) ̸= ∅, то для s0 := s̃(u0),
u1 := V (s0, u0)

Ṽ (t, u0) =

{
V (t, u0), t ∈ [0, s0),
u+1 , t = s0;

якщо M+(u+1 ) = ∅, то Ṽ (t, u0) = V (t − s0, u
+
1 ),

t ≥ s0;
якщо M+(u+1 ) ̸= ∅, то для s1 = s̃(u+1 ),

u2 := V (s1, (u
+
1 )),

Ṽ (t, u0) =

{
V (t− s0, u

+
1 ), t ∈ [s0, s0 + s1),

u+2 , t = s0 + s1;

i т.д. Продовжуючи цей процес, ми отримаємо
скiнченну або нескiнченну кiлькiсть iмпульсних
точок {u+n+1 = IV (sn, u

+
n ), u

+
0 = u0} i вiдповiдну

послiдовнiсть моментiв часу

Tn+1 :=
n∑
k=1

sk, T0 := 0

При цьому Ṽ задається формулою

Ṽ (t, u0) =

{
V (t− Tn, u

+
n ), t ∈ [Tn, Tn+1),

u+n+1, t = Tn+1.
(6)
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Щоб уникнути ефекту "биття"[1], тобто руйну-
вання iмпульсної траєкторiї за скiнченний час,
робимо припущення:

для ∀u0 ∈ X або iмпульсних точок немає,
або їх скiнченна кiлькiсть , або

Tn → ∞, n→ ∞. (7)

Умова (7) гарантує, що ∀u0 ∈ X функцiя
t→ Ṽ (t, u0) з (6), визначена на [0,+∞).

Означення 1. Вiдображення Ṽ : R+×X →
→ X називається iмпульсною динамiчною си-
стемою.

Будемо казати, що {V,M, I} породжують
iмпульсну динамiчну систему, якщо виконую-
ться умови (4), (7).

Вiдомо, що за виконання (4), (7)
Ṽ : R+ × X → X є напiвгрупою, траєкторiї
якої є неперервними зправа.

Крiм того, за побудовою ∀u0 ∈ X ∀t > 0

Ṽ (t, u0) ∩M = ∅.

Основним об’єктом вивчення є ω - гранична
множина напiвгрупи Ṽ

ω̃(u0) = {ξ = lim
tn→∞

Ṽ (tn, u0)}. (8)

Лема 1. Нехай {V,M, I} породжують iм-
пульсну динамiчну систему Ṽ , i для u0 ∈ X ви-
конуються умови:

γ̃ := ∪
t≥0
Ṽ (t, u0)− обмежена; (9)

∀τ > 0 V (τ, γ̃)− предкомпактна; (10)

I :M → X − переводить предкомпактну

послiдовнiсть в предкомпактну; (11)

якщо γ̃ має нескiнченну кiлькiсть iмпульсних
точок, то

inf
k≥1

sk > 0. (12)

Тодi ω̃(u0) ̸= ∅, компакт, i distx(Ṽ (t, u0),
ω̃(u0)) → 0, t→ ∞.

Доведення.
Вiдомо [5], що достатньо довести предком-

пактнiсть послiдовностi

{ξm = Ṽ (tm, u0)|tm → ∞}.

Розглянемо можливi випадки:
якщо M+(u0) = ∅, то Ṽ (tm, u0) =

= V (tm, u0) = V (1, V (tm − 1, u0)) ⊂ V (1, γ̃) -
предкомпактна в силу (10);

якщо M+(u0) ̸= ∅, i iмпульсних точок скiн-
ченна кiлькiсть {u+1 , ..., u+p }, то для достатньо
великих m маємо tm > Tp + 1, отже

ξm = Ṽ (tm, u0) = V (tm − Tp, u
+
p ) =

= V (1, V (tm − Tp − 1, u+p )) ⊂ V (1, γ̃)−

предкомпактна в силу (10).
Тепер нехай M+(u0) ̸= ∅, i iмпуль-

сних точок {u+n }n≥0 нескiнченна кiлькiсть,
{Tn}n≥1, Tn → ∞ - вiдповiднi моменти часу.

Тодi для tm → ∞ для кожного m ≥ 1 iснує

n(m) : tm ∈ [Tn(m), Tn(m)+1), n(m) → ∞,m→ ∞.

Отже, ξm = Ṽ (tm, u0) = V (tm − Tn(m), u
+
n(m)),

якщо tm − Tn(m) → ∞ при m → ∞, то для до-
статньо великих m маємо:

ξm = V (1, V (tm − Tn(m) − 1, u+n(m))) ⊂ V (1, γ̃)−

предкомпактна в силу (10).
Iнакше по пiдпослiдовностi tm − Tn(m) →

→ τ ≥ 0. Якщо τ > 0, то для достатньо великих
m маємо:

ξm = V (
τ

2
, V (tm−Tn(m)−

τ

2
, u+n(m))) ⊂ V (

τ

2
, γ̃)−

предкомпактна в силу (10.)
Якщо τ = 0, то

ξm = V (tm − Tn(m), u
+
n(m)),

u+n(m) = IV (sn(m)−1, u
+
n(m)−1),

V (sn(m)−1, u
+
n(m)−1) =

= V (
s̄

2
, V (sn(m)−1 −

s̄

2
, u+n(m)−1)) ⊂ V (

s̄

2
, γ̃),

де s̄ := infk≥1 sk > 0− з умови (12). Тодi
{u+n(m)}− предкомпактна в силу (11), i предком-
пактнiсть {ξm} слiдує iз неперервностi V . Лема
доведена.

Зауваження 1. Умову (12) можна не на-
кладати, якщо припускати, що множина iм-
пульсних точок {u+n } - предкомпактна. Це,
зокрема, буде мати мiсце у випадку, коли
(∪t>0V (t, γ̃)) ∩M - предкомпакт.

Зауваження 2. Умова (9) виконується,
якщо припускати виконання нерiвностей:

∥V (t, u)∥ ≤ ∥u∥e−δt + C1,
∥Iu∥ ≤ ∥u∥+ C2.

(13)
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Дiйсно, в цьому випадку в силу (12), (13):

∥u+n ∥ ≤ ∥u0∥e−δns̄ + (C1 + C2)(1 + e−δs̄+

+e−2δs̄+ ...+ e−(n−1)δs̄) ≤ ∥u0∥+
C1 + C2

1− e−δs̄
. (14)

Тодi з (6) i (14) маємо: для ∀t ≥ 0

∥Ṽ (t, u0)∥ ≤ ∥u0∥+
C1 + C2

1− e−δs̄
+ C1. (15)

Лема 2. Нехай h(x) ≤ 0, x ∈ [0, l],
α(x) = O(x), x→ 0, α(x) = O(l−x), x→ l. То-
дi задача (1)-(3) породжує iмпульсну динамiчну
систему.

Доведення.
Вiдомо, що (1) породжує неперервну напiв-

групу V : R+ ×X → X

V (t, u0) =
∞∑
k=1

(u0ke
−λkt +

hk
λk

(1− e−λkt))ψk(x),

(16)
де {ψk}, {λk} - розв’язки спектральної задачi{

∂
∂x(p(x)

∂ψ
∂x ) + q(x)ψ = −λψ

ψ|x=0 = ψ|x=l = 0,
(17)

0 < λ1 < λ2 < ... < λk < ..., λk → ∞, k → ∞,

u0k =

∫ l

0
u0(x)ψk(x)dx, hk =

∫ l

0
h(x)ψk(x)dx.

Покладемо

M = {u ∈ X|u(x) ≥ 0, ψ(u) = ψ0}, (18)

I :M → X,

(Iu)(x) = u(x) + α(x). (19)

Доведемо, що {V,M, I} з (16), (18), (19) поро-
джують iмпульсну динамiчну систему Ṽ , тобто
виконуються умови (4), (7).

Множина M є замкненою в X, для u ∈M

ψ(Iu) =

∫ l

0
(u(x) + α(x))dx = ψ0 + α0 > ψ0,

отжеM∩IM = ∅. Для доведення останньої вла-
стивостi з (4) покажемо, що для u0 ∈M , t > 0

ψ(V (t, u0)) < ψ0. (20)

Дiйсно, в силу рiвняння (1) для розв’язку
u = u(t, x) з u(0, x) = u0(x) ≥ 0, ̸≡ 0 маємо

u(t, x) = v(t, x) + ω(t, x),

де v — розв’язок (1) з h(x) ≡ 0, ω — розв’язок
(1) з u0(x) ≡ 0

Для ω в силу принципу максимуму [11] ма-
ємо:

ω(t, x) 6 0,

а отже ψ(ω(t)) 6 0, ∀t > 0. Для v в силу прин-
ципу максимуму v(t, x) > 0, ∀t > 0, ∀x ∈ (0, l).
Крiм того, для t > 0

d

dt
ψ(v(t)) ≤ p(l)vx(t, l)− p(0)vx(t, 0) ≤ 0,

оскiльки v(t, 0) = v(t, l) = 0, v(t, x) > 0
∀x ∈ (0, l). Отже, ∀t2 > t1 > 0

ψ(v(t2)) ≤ ψ(v(t1)).

Доведемо, що ця нерiвнiсть строга. Припусти-
мо, що для деяких ∀t2 > t1 > 0∫ l

0
v(t2, x)dx =

∫ l

0
v(t1, x)dx

Тодi з (1):

0 =

∫ l

0
(v(t2, x)− v(t1, x))dx 6

6
∫ t2

t1

(p(l)vx(t, l)− p(0)vx(t, 0))dt.

Оскiльки пiдiнтегральний вираз правої частини
недодатнiй ∀t ∈ [t1, t2], то з останньої нерiвностi
виводимо ∀t ∈ [t1, t2] vx(t, l) = vx(t, 0) = 0. Це
протирiчить тому, що u0(x) ̸≡ 0

Отже, для t > 0
∫ l
0 v(t, x)dx <

∫ l
0 v(0, x)dx =

= ψ(u0), i тому ψ(u(t)) = ψ(ω(t)) + ψ(v(t)) <
< ψ(u0). Зокрема, виконується остання власти-
вiсть (4).

Доведемо (7). Нехай iмпульсних точок буде
нескiнченно багато. Покажемо, що

Tn+1 =

n∑
k=1

sk → ∞, n→ ∞

Отже, нехай для u0 ∈ X, u+1 = Iu(s0) — перша
iмпульсна точка.

u+1 (x) = u(s0, x) + α(x), ψ(u+1 ) = ψ0 + α0

Нехай s1 = s̃(u+1 ).
Зауважимо, що в силу [11] без обмеження

загальностi можемо вважати, що власна фун-
кцiя ψ(x) := ψ1(x), що вiдповiдає λ1, задоволь-
няє властивостi:

ψ ∈ C1([0, l]), ψ(x) > 0 ∀x ∈ (0, l), ψ
′
(0) ̸= 0,

ψ
′
(l) ̸= 0.
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Тодi в силу умов на функцiю α(x) можемо
стверджувати, що

∃C1 > 0 : α(x) 6 C1ψ(x), x ∈ [0, l].

Оскiльки ∃C2 = C2(u0) > 0 таке, що

V (s0, x) 6 C2ψ(x),

то для u+1 маємо

u+1 (x) 6 (C1 + C2)ψ(x), ∀x ∈ [0, l].

Тодi з принципу максимуму для розв’язку за-
дачi 

∂v
∂t =

∂
∂x(p(x)

∂v
∂x) + q(x)v,

v|x=0 = v|x=l = 0,
v|t=0 = u+1 (x),

(21)

враховуючи (17), одержуємо:

v(t, x) 6 (C1 + C2)ψ(x)e
−λ1t. (22)

Тодi
p(l)vx(t, l)− p(0)vx(t, 0) >

> (C1 + C2)e
−λ1t(p(l)ψ

′
(l)− p(0)ψ

′
(0))

Отже

d

dt
ψ(v(t)) > (C1+C2)e

−λ1t(p(l)ψ′(l)−p(0)ψ′(0)+

+

∫ l

0
q(x)ψ(x)) = −λ1(C1 + C2)e

−λ1t
∫ l

0
ψ(x)dx.

(23)
Звiдси, якщо u(s1) = v(s1) + ω(s1) ∈ M, то з
(23)

ψ0 − ψ(ω(s1)) > ψ0 + α0−

−(C1 + C2)(1− e−λ1s1)

∫ l

0
ψ(x)dx.

Оскiльки в силу (16)

∃ C3 > 0 ∀t > 0 |ψ(ω(t))| 6 C3t,

то маємо оцiнку:

(C1+C2)

∫ l

0
ψ(x)dx(1−e−λ1s1)+C3s1 > α0 (24)

З (24) виводимо, що

s1 > τ1,

де τ1 > 0 — єдиний розв’язок рiвняння

(C1 +C2)

∫ l

0
ψ(x)dx(1− e−λτ ) +C3τ = α0 (25)

Враховуючи оцiнку 1 − e−λ1x 6 λ1x, x > 0, з
(25) маємо:

s1 >
α0

λ1(C1 + C2)
∫ l
0 ψ(x)dx

+ C3

Далi для u+2 (x) = IV (s1, u
+
1 ) = v(s1, x)+

+w(s1, x) + α(x)

u+2 (x) 6 (C1 + C2)ψ(x)e
−λ1s1+

+C1ψ(x) 6 (2C1 + C2)ψ(x).

Тодi, повторюючи попереднi мiркування (21)-
(24), для s2 = s̃(u+2 ) маємо оцiнку:

s2 >
α0

λ1(2C1 + C2)
∫ l
0 ψ(x)dx+ C3

Отже на n-тому кроцi

sn > α0

λ1(nC1 + C2)
∫ l
0 ψ(x)dx+ C3

. (26)

З (26) виводимо
∑∞

n=0 sn = ∞, що означає ви-
конання (7). Лема доведена.

Тепер розглянемо для R > 0 множину

MR := {u ∈ X|u(x) > 0, ψ(u) = ψ0,∫ l

0
u2(x)dx 6 R2}.

Оскiльки MR — замкнена, MR ⊂ M, то
з леми 2 випливає, що {V,MR, I} також по-
роджують iмпульсну динамiчну систему ṼR :
R+ ×X −→ X.

Теорема. За умов леми 2 для ∀u0 ∈ X
ω-гранична множина

ω̃R(u0) =
∩
T>0

∪
t>T

ṼR(t, u0)

непорожня, компактна i

distX(ṼR(t, u0), ω̃R(u0)) → 0, t→ ∞.

Доведення.
Встановимо оцiнку на моменти iмпульсно-

го збурення, яка дозволить встановити власти-
вiсть (12) леми 1. Отже, нехай u0 ∈ IMR i s > 0
момент першого потрапляння u(t) = V (t, u0) на
множину MR. Без обмеження загальностi вва-
жаємо s 6 1. Розглянемо (1) на (0,s).
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Вiзьмемо

ηε(x) =


1, x ∈ [ε, l − ε],
x
ε , x ∈ [0, ε],

−x
ε +

l
ε , x ∈ [l − ε, l].

Домножимо (1) на ηε i проiнтегруємо по [0, l]∫ l

0
utηε =

∫ l

0

∂

∂x
(p
∂u

∂x
)ηε +

∫ l

0
quηε +

∫ l

0
hηε

d

dt
ψ(u(t))−

∫ ε

0
ut −

∫ l

l−ε
ut +

d

dt

∫ ε

0
uηε+

+
d

dt

∫ l

l−ε
uηε = −

∫ l

0
p
∂u

∂x
η
′
ε +

∫ l

0
quηε +

∫ l

0
hηε

Пiсля iнтегрування по t ∈ [0, s] одержуємо:

−α0 −
∫ s

0
u(t, ε)dt−

∫ s

0
u(t, l − ε)dt+

+

∫ ε

0
u(s, x)ηε −

∫ ε

0
u0(x)ηε+

+

∫ l

l−ε
u(s, x)ηε −

∫ l

l−ε
u0(x)ηε =

= −
∫ s

0

∫ l

0
p
∂u

∂x
η
′
ε +

∫ s

0

∫ l

0
quηε + s

∫ l

0
hηε

α0 = −
∫ s

0
u(t, ε)dt−

∫ s

0
u(t, l − ε)dt+

+

∫ ε

0
u(s, x)ηε +

∫ l

l−ε
u(s, x)ηε −

∫ ε

0
u0(x)ηε−

−
∫ l

l−ε
u0(x)ηε +

∫ s

0

∫ l

0
p
∂u

∂x
η
′
ε−

−
∫ s

0

∫ l

0
quηε − s

∫ l

0
hηε (27)

Маємо u(t, x) = v(t, x) + w(t, x), (див. дове-
дення леми 2), де v(t, x) > 0, |ω(t, x)| 6 C(h).

Крiм того виконується оцiнка:

∥ u(t) ∥2L2 +2p0

∫ t

0

∫ l

0
(
∂u

∂x
)2dxdt 6∥ u0 ∥2L2 +

+2

∫ t

0
∥ h ∥L2∥ u ∥L2 (28)

Отже, для t ∈ [0, 1], x ∈ [0, l], враховуючи
u0 ∈ IMR та нерiвнiсть Пуанкаре, маємо:

∥ u(t) ∥2L2 +

∫ t

0

∫ l

0
(
∂u

∂x
)2dxdt 6 C(R). (29)

Тодi з (27) виводимо:

α0 6 2C(h)s+ 2 ∥ u(s) ∥L2

√
ε+

+ ∥ p ∥ 1√
ε

√
s(

∫ s

0

∫ l

0
(
∂u

∂x
)2)

1
2+

+s ∥ q ∥
√
l ∥ u(s) ∥L2 +s ∥ h ∥ l. (30)

Враховуючи (29), з (30) одержуємо:
∃ε = ε(R) > 0 ∃C = C(ε,R) > 0 такi що

α0

2
6 C

√
s (31)

Таким чином, для будь-якої iмпульсної траєкто-
рiї одержуємо (12). Перевiримо iншi умови Ле-
ми 1. Оскiльки Iu = u+α, то виконується (11).

Умова (10) випливає з оцiнки [12]: для t > 0

∥ V (t, u0) ∥H16 K(r)(1 + t+
1

t
), (32)

де K(r) — додатна константа, що залежить вiд
r, ∥ u0 ∥L26 r.

Тодi якщо γ̃ обмежена в X, то γ̃ - обме-
жена в L2(0, l), i з компактностi вкладення
H1(0, l) b C([0, l]) одержуємо (10).

Доведемо обмеженiсть γ̃ =
∪
t>0 ṼR(t, u0).

З оцiнки

∀t > 0, ∥ V (t, u0) ∥6M1 ∥ u0 ∥ e−λ1t +M2 (33)

одержуємо обмеженiсь γ̃ в X для траєкторiй
з не бiльш як скiнченою кiлькiстю iмпульсних
збурень.

Нехай iмпульсних точок нескiнчена кiль-
кiсть. З (12) маємо

∃ s > 0 ∀n > 1 sn > s.

Повторюючi мiркування Леми 2, маємо:

0 6 u+1 (x) 6 (C1 + C2)ψ(x)

0 6 u(s1, x) 6 (C1 + C2)ψ(x)e
−λ1s

0 6 u+2 (x) 6 (C1 + C2)ψ(x)e
−λ1s + C1ψ(x)

Продовжуючи цей процес, на n-тому кроцi
одержуємо: ∀x ∈ [0, l]

0 6 u+n (x) 6 C2ψ(x)e
−(n−1)λ1s+

+C1ψ(x)(1 + e−λ1s + ...+ e−(n−1)λ1s) 6

6 C2 ∥ ψ ∥ +
C1 ∥ ψ ∥
1− e−λ1s

. (34)

Об’єднуючи (33) i (34), одержуємо шукану
обмеженiсть γ̃. Тодi з Леми 1 маємо твердже-
ння теореми.

Теорема доведена.
Зауваження. Нехай γ̃ — обмежена

траєкторiя iмпульсної динамiчної системи
Ṽ = {V,M, I}, що стартує з u0 ∈ X. Тодi для
деякого R > 0 ∀t > 0 ∥ Ṽ (t, u0) ∥L26 R.

Отже, Ṽ спiвпадає з ṼR i за дове-
деною теоремою, ω̃(u0) ̸= ∅, компакт, i
distX(Ṽ (t, u0), ω̃(u0)) → 0, t→ ∞.
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