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Вступ

Незважаючи на те, що на перший погляд теорiя зображень є може здаватися

доволi вiддаленою вiд реальностi, без значного практичного застосування, пере-

оцiнити її вплив на науку вцiлому дуже складно. Теорiя зображень дослiджує

алгебраїчнi структури i за допомогою розкладу їх абстрактних елементiв як

лiнiйних перетворень векторних просторiв робить їх менш абстрактними, зро-

зумiлiшими для дослiдження шляхом звичних нам матриць, алгебр та операцiй

з ними. Тобто, застосування теорiї зображень дозволяє звести проблеми в аб-

страктнiй алгебрi до бiльш зрозумiлих проблем алгебри лiнiйної, якi зазвичай

розв’язати легше за рахунок звичних операцiй.

В особливостi, теорiя *-зображень на скiнченновимiрних алгебрах є дуже ва-

жливою, адже застосовна в вивченнi пiдпросторiв Гiльбертового простору, мiж

якими задано кути. Крiм того вона надзвичайно важлива в зображеннях гра-

фiв, сiмействах операторiв, що заданi лiнiйними спiввiдношеннями, в рiзних

моделях квантової фiзики, некомутативних ймовiрнiсних просторах, математи-

чнiй фiзицi, тощо.

Метою роботи є дослiдження трiйок самоспряжених операторiв, що задоволь-

няють комутацiйним спiввiдношенням, заданими за допомогою графу на трьох

вершинах

Робота складається з 3 роздiлiв: В першому роздiлi коротко описуються

основнi поняття векторного простору та операцiї на таких просторах, а також

поняття алгебри та основнi властивостi алгебр та вiдображень на них, якi є

необхiдними для розумiння подальших викладок, в тому числi практичної ча-



стини роботи.

В другому роздiлi детально розглядаються С* алгебри, в головному скiн-

ченновимiрнi С* алгебри, якi будуть дослiджуватися в практичнiй частинi та

наведена основна iнформацiя про зображення груп, та наведена Лема Шура,

що є фундаментальною для опису незвiдних зображень.

В третьому роздiлi мiстяться основнi практичнi результати, а саме: Теореми

3.2.1, 3.2.2, 3.3.1, 3.3.2, 3.4.1, 3.4.2, 3.5.1, 3.5.2, що мiстять опис незвiдних зобра-

жень та С* алгебр, якi заданi трiйками самоспряжених векторiв, що пов’язанi

певними комутацiйними спiввiдношеннями.



1 Поняття векторного простору та алгебр.

Основнi властивостi.

1.1 Означення векторного простору та його властивостi

Означення 1.1.1 Векторним(лiнiйним) простором називається така непуста

множина V , в якiй визначенi операцiї додавання i множення на елементи поля

комплексних чисел.

Елементи такого поля V називаються векторами (взагалi, векторнi простори

можуть визначатися над довiльною областю скалярiв, в наступному будемо го-

ворити про область комплексних чисел, як найбiльш часто уживану).

” + ”V ∗ V → V

” · ”C ∗ V → V

При цьому мають мiсце наступнi аксiоми: для довiльних x, y, z з V

x+ y = y + x

(x+ y) + z = x+ (y + z)

Iснує елемент 0 ∈ V (що називається нулем простору V )

x+ 0 = x

Для будь-якого елемента x ∈ V iснує −x ∈ V ( називається протилежним еле-

менту x) що виконується рiвнiсть :

x+ (−x) = 0
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Також виконуються наступнi властивостi для множення на скаляр для довiль-

них x ∈ V , та α, β ∈ C

” ∗ ” : (λ, x)→ λ ∗ x

α ∗ (β ∗ x) = (α ∗ β) ∗ x

та мають мiсце наступнi два закони дистрибутивностi:

(α + β) ∗ x = α ∗ x+ β ∗ x

α ∗ (x+ y) = α ∗ x+ α ∗ y

Зазначимо, що у довiльному векторному просторi не визначенi операцiї мно-

ження на скаляр чи вектор, так само, як i не визначена метрика та норма.

Попри це вони можуть визначатися як додатковi структури.

Означення 1.1.2 Множину M ⊆ V називають пiдпростором векторного

простору V , якщоM є векторним простором вiдносно визначених в V операцiй

додавання та множення.

Одними з тривiальних прикладiв пiдпростору для довiльного векторного про-

стору V можна назвати нульовий пiдпростiр {0}, або весь простiр V .

Означення 1.1.3 Фактор-простором векторного простору V по модулю M

називається такий векторний простiр V/M , що отримується "стисненням"в нуль

простору M , де M – пiдпростiр векторного простору V .

1.2 Лiнiйно незалежнi вектори, множини

Означення 1.2.1 Лiнiйно незалежними називаються вектори x1, . . . xm ∈ V ,

якщо довiльна нетривiальна лiнiйна комбiнацiя цих векторiв не є рiвною нулевi.

Лiнiйно залежними називавються вектори за умови iснування нетривiальної

лiнiйної комбiнацiї, яка є рiвною нулевi.
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Означення 1.2.2 Лiнiйно незалежною множина M ⊂ V називається, якщо

довiльна нетривiальна лiнiйна комбiнацiя скiнченного набору попарно рiзних

векторiв x1, . . . xm ∈ M вiдмiнна вiд нуля. Якщо ж iснує така нетривiальна

лiнiйна комбiнацiя попарно рiзних векторiв, рiвна нулю, тодi множина M нази-

вається лiнiйно залежною.

Означення 1.2.3 Вiзьмемо M ⊂ V . Лiнiйною оболонкою множини M на-

звемо векторний простiр

Lin(M) = {
n∑

k=1

λkxk : xk ∈M,λk ∈ C,m ∈ N} = C〈M〉

1.3 Базис. Вимiрнiсть просторiв за базисом

Означення 1.3.1 Множина B ⊂ V називається базисом простору V , якщо

ця множина є лiнiйно незалежною i лiнiйна оболонка Lin(B) = V .

Система лiнiйно незалежних векторiв {e1, . . . en} ⊂ V називається базисом

скiнченновимiрного векторного простору V , лише в тому випадку, коли довiль-

ний вектор x ∈ V можна розкласти в наступну суму

x = ψ1e1 + · · ·+ ψnen =

n∑
k=1

ψkek

де ψ1, . . . ψn ∈ C, при чому всi коефiцiєнти ψk визначаються однозначно для ба-

зиса B = e1, . . . en Крiм того всi базиси одного скiнченновимiрного векторного

простору V складаються з однакового числа елементiв.

Означення 1.3.2 Векторний простiр називається скiнченновимiрним, якщо

вiн мiстить базис, що складається зi скiнченної кiлькостi елементiв. Iнакше

простiр називається нескiнченновимiрним. Якщо не озвучено протилежне, в

подальшому розглядаються скiнченновимiрнi векторнi простори.
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Означення 1.3.3 Розмiрнiстю скiнченновимiрного векторного простору V

будемо називати число елементiв базису цього простору i позначати dimV n-

вимiрним називатимемо такий векторний простiр V , для якого розмiрнiсть

dimV = n.

1.4 Вiдображення в векторних просторах. Лiнiйнi опера-

тори

Означення 1.4.1 Iзоморфними над полем комплексних чисел назвемо два

простори( V ' W ) (V,+, ∗)(W,⊕,×) якщо iснує взаємно однозначне вiдобра-

ження ψ : V → W , для якого виконуються:

ψ(x+ y) = ψ(x)⊕ ψ(y),

ψ(α ∗ x) = α× ψ(x),

для довiльних x, y ∈ V, α ∈ C

Означення 1.4.2 Векторний простiр V ∗ називаємо спряженим до векторно-

го простору V , якщо

(f + g)(x) = f(x) + g(x) f, g ∈ V ∗, x ∈ V

(αf)(x) = αf(x), α ∈ Cf ∈ V ∗, x ∈ V

Також, в подальшому нам необiхдне буде поняття оператора в скiнченнови-

мiрному векторному просторi, як одного з основних iнструментiв для роботи з

векторними просторами, а отже й алгебрами.

Означення 1.4.3 Вiдображення множини A

A : V → V
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називається лiнiйним оператором, якщо:

A(αx+ βy) = αAx+ βAy,

для довiльних x, y ∈ V , та α, β ∈ C Для наглядностi нижче наведемо

найпростiшi приклади лiнiйних операторiв. Тривiальнi:

• одиничний оператор: Ix = x ∀x ∈ V ;

• нульовий оператор 0x = 0 ∀x ∈ V ;

Ax = f(x)x0 x ∈ V, x0 ∈ V, f ∈ V ∗,

де x0 = const та f = const.

.

1.5 Алгебра, її основнi властивостi

Означення 1.5.1 Множина A називається алгеброю, якщо:

• A – векторний простiр над полем C;

• в просторi A визначений добуток

(a, b) ∈ A× A→ ab ∈ A (1)

з наступними властивостями

• α(ab) = (αa)b = a(αb), a, b ∈ A, α ∈ C;

• (ab)c = a(bc), a, b, c ∈ A;

• (a+ b)c = ac+ bc, a, b, c ∈ A;

• a(b+ c) = ab+ ac, a, b, c ∈ A.
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Бiльшiсть властивостей з роздiлу 1 зберiгається для алгебри, як для звуження

поняття векторного простору над полем C додатковою вимогою (1).

Означення 1.5.2 Множина B, що є пiдпростором алгебри A називається її

пiдалгеброю, якщо для неї виконується (1).

Для алгебри зберiгається вiдношення "транзитивностi": якщо B – пiдалгебра

A; C – пiдалгебра B, то, як наслiдок, C – пiдалгебра A.

Зокрема для алгебри зберiгаються наступнi властивостi:

• розмiрнiстю алгебри A називається її векторна розмiрнiсть i позначається

dimA;

• комутативнiсть (алгебра A комутативна, якщо ∀a, b ∈ A ab = ba iнакше A

– некомутативна алгебра;

• в алгебрах також означена одиниця, як такий елемент e, що ∀a ∈ A

ae = ea = a

i називається алгеброю з одиницею e, або ж унарною алгеброю.

1.6 Центр алгебри. Iдеал алгебри.

Означення 1.6.1. Центром алгебри A називається множина

Z(A) = {a : ab = ba ∀b ∈ A}

Означення 1.6.2.

Пiдпростiр L простору A для якого a ∈ L ∧ b ∈ A ⇒ ab ∈ L називається

правим iдеалом алгебри A

Пiдпростiр L простору A для якого a ∈ L ∧ b ∈ A ⇒ ba ∈ L називається

лiвим iдеалом алгебри A.
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Якщо L iдеал алгебри A одночасно є лiвим i правим iдеалом, вiн називається

двостороннiм iдеалом алгебри A

З означення зрозумiло, що кожен iдеал є пiдалгеброю, що не обов’язково

означає обернене твердження (взагалi, не кожна пiдалгебра є iдеалом). В ко-

мутативнiй( ab = ba ∀a, b ∈ A) алгебрi правий i лiвий iдеал є рiвнозначними,

звiдки випливає й їх рiвнiсть двосторонньому iдеалу.
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1.7 Вiдображення в алгебрах.

Означення 1.7.1 Гомоморфiзмом називається таке вiдображення

ψ : A→ B

алгебри A в алгебру B, для якого виконуються наступнi рiвностi

ψ(a+ b) = ψ(a) + ψ(b), a, b ∈ A;

ψ(αa) = αψ(a), a ∈ A, α ∈ C;

ψ(ab) = ψ(a)ψ(b), a, b ∈ A

Означення 1.7.2 Гомоморфiзм ψ : A → B , що вiдображає алгебру A на

всю алгебру B, називається епiморфiзмом.

Означення 1.7.3 Якщо гомоморфiзм ψ : A → B вiдображає алгебру A в

алгебру B взаємно однозначно, то вiн називається мономорфiзмом.

Означення 1.7.4 У випадку, коли виконуються обидвi попереднi властиво-

стi, тобто гомоморфiзм вiдображає алгебру A на всю алгебру B взаємно одно-

значно, гомоморфiзм називається iзоморфiзмом, а алгебри A та B називаються

iзоморфними.

Означення 1.7.5 Iзоморфiзм ψ : A→ A алгебри A саму на себе називається

автоморфiзмом.
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2 C∗-алгебри

2.1 C∗-алгебра. Основнi властивостi

Означення 2.1.1 C* алгебра це пiдмножина А алгебри L(H) всiх зв’язаних

операторiв Гiльбертового простору H, яка замкнена вiдносно наступних алге-

браїчних операцiй:

• додавання(що є комутативним та асоцiативним);

• множення(яке зберiгає асоцiативнiсть);

• множення на комплексний скаляр;

• iнволюцiїa a 7→ a∗ (a∗)∗ = a∀a ∈ A.

Обидва типи множення залишаються дистрибутивними щодо додавання.

Властивостi iнволюцiї:

• (ab)∗ = b∗a∗ ∀a, b ∈ A

• (λa+ b)∗ = λ̄a∗ + b∗ ∀a, b ∈ A, λ ∈ C

• (λab) = (λa)b = a(λb) ∀a, b ∈ A, λ ∈ C

• (λν)a = λ(νa) ∀a ∈ A, λ, µ ∈ C

Крiм того, на C∗-алгебрi визначена норма(Банахової алгебри) :

||λa|| = |λ|||a||

||a+ b|| ≤ ||a||+ ||b||

||ab|| ≤ ||a|| ||b||
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∀a, b ∈ A, λ ∈ C;

визначена метрика

d(a, b) = ||a− b||,

та виконується властивiсть ||a∗a|| = ||a||2. Вiдповiдно до норми, дуже просто

помiтити, що алгебра A має топологiчну структуру. Вимога Гiльбертового про-

стору для алгебри вказує на можливiсть порiвняння топологiчних та алгебраї-

чних структур. Остання властивiсть може виглядати дещо незвичною, але вона

виступає дуже потужним зв’язком мiж алгебраїчними та топологiчними стру-

ктурами. Її можна зустрiти пiд назвою C∗-condition.

Також варто зауважити, що не у всiх алгебрах присутнє множення на оди-

ницю(як було згадано в пiдроздiлi 2.1, алгебри, що задовольняють цiй умовi

називаються унарними).

Теорема 2.1.2

Якщо елемент a C∗-алгебри A, то ||a|| = ||a∗||. Доведення: Тза властивiстю

Банахової алгебри ||a||2 = ||a∗a|| ≤ ||a∗||||a|s| i ||a|| ≤ ||a ∗ || замiнивши a на a∗

отримали результат.

Пояснимо певну термiнологiю для елементiв C∗-алгебри. Для заданого еле-

мента a ∈ A елемент a∗ називається спряженим.

Означення 2.1.3 Нехай A – C∗-алгебра.

• елемент a називається самоспряженим, якщо a∗ = a, a ∈ A;

• нормальним називаємо елемент, якщо a∗a = aa∗, a ∈ A;

2.2 Спектр елемента C∗-алгебри

Лема 2.2.1
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Якщо a елемент унiтарної Банахової алгебри A i ||a − 1|| < 1, a зворотний;

множина зворотнiх елементiв з A вiдкрита доведення: дослiдимо наступну по-

слiдовнiсть з A

b =

∞∑
n=0

(1− a)n

З нашої гiпотези випливає, що це послiдовнiсть часткових сум Кошi, внаслiдок

чого вони сходяться до якогось елемента b ∈ A, з чого слiдує

ab = (1− (1− a))(lim
N

∞∑
n=0

(1− a)n) = lim
N

1− (1− a)N+1 = 1

Аналогiчними кроками можемо отримати ba = 1 звiдки означенням випливає

зворотнiсть a. Так як a зворотнє, вiдображення b → abгомеоморфiзм A, що

зберiгає множину зворотнiх елементiв. Вiдображення також спрямовує одиницю

в a тож висновок випливає з першої частини формулювання леми.

Тепер ми пiдiйшли до поняття спектру. Коротко позначимо C∗-алгебру C(X),

де X компактний Хаусдорфiв простiр. Нехай f елемент цiєї алгебри, а λ ∈ C,

тодi функцiя λ − f точно зворотна, коли λ за межами f . Це дає нам поняття

межi функцiї, яке може бути узагальнене.

Означення 2.2.2 Нехай A унiтарна алгебра з елементом a ∈ A. Спектром

a(позначаємо spec(a) ) є {λ ∈ C|(λ1− a) не є зворотнi}.

Спектральним радiусом a позначають r(a) i називають sup{|λ| |λ ∈ spec(a)},

що, за умови не нульового спектру припускає можливiсть факту нескiнченностi

спектрального радiусу.

2.3 Скiнченновимiрнi C∗-алгебри

Теорема 2.3.1

НехайA унiтарна та скiнченновимiрна C∗-алгебра. Тодi iснують такi k,N1, . . . Nk ∈
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N, що

A ∼= ⊕K
k=1MNk

(C)

при чому k єдине, послiдовнiсть N1, . . . Nk також єдина з точнiстю до переста-

новки.

Доведення теореми побудоване на певних нескладних обчисленнях одноран-

гових операторiв Гiльбертового простору та на iснуваннi проекцiй скiнченно-

вимiрних C∗-алгебр. Загалом такi алгебри не обов’язково мають нетривiальнi

проекцiї. Незважаючи на це, доведення теореми корисне в планi глибшого ро-

зумiння структур проекцiй скiнченновимiрних C∗-алгебр.

Означення 2.3.2 Якщо H Гiльбертiв простiр, ξ, ν ∈ H вектори, означимо

ξ ⊗ ν∗ : H → H як

ξ ⊗ ν∗(ζ) =< ζ, ν > ξ, ζ ∈ H.

Лема 2.3.3

Нехай вектори ξ, ν, ζ, ω ∈ H– Гiльбертовому просторi i a, b ∈ B(H) тодi

• ξ ⊗ ν∗ зв’язний лiнiйний оператор над H i ||ξ ⊗ ν∗|| = ||ξ||||ν||;

• (ξ ⊗ ν∗)H = span{ξ} якщо ν 6= 0;

• (ξ ⊗ ν∗)∗ = ν ⊗ ξ∗;

• (ξ ⊗ ν∗)(ζ ⊗ ω∗) =< ζ, ν > ξ ⊗ ω∗;

• a(ξ ⊗ ν∗) = (aξ)⊗ ν∗;

• (ξ ⊗ ν∗)a = ξ ⊗ (a∗ν)∗.

Лема 2.3.4

Нехай A унiтарна скiнченновимiрна C∗-алгебра. Тодi
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• кожен нормальний елемент з A має скiнченний спектр;

• кожен нормальний елемент з A є лiнiйною комбiнацiєю розбиття.

Лема 2.3.5

Нехай A C∗-алгебра. Тодi вiдношення визначене на проекцiях p ≥ q якщо

pq = q (а тодi пiсля взяття спряження qp = q) частково впорядковане.

Лема 2.3.6

Нехай A C∗-алгебра.

• для проекцiй p, q ∈ A, p ≥ q тодi й тiльки тодi, кли pAp ⊂ qAq, зокрема ,

якщо pAp = qAq то p = q;

• якщо pAp має скiнченну розмiрнiсть бiльшу, нiж одиниця, тодi iснує q 6= 0,

що p ≥ q;

• якщо A унiтарна та скiнченновимiрна, вона має найменшу ненульову прое-

кцiю порядку ≥.

Лема 2.3.7

Нехай p1, · · · < pk найменшi ненульовi проекцiї в A з piApj = 0, i 6= j Тодi

p1, · · · < pk лiнiйно незалежнi. Скiнченна множина мiнiмальних проекцiй, що

задовольняє гiпотезi буде називатися незалежним.

Лема 2.3.6 гарантує iснування мiнiмальних незалежних проекцiй в унiтарнiй

скiнченновимiрнiй C∗-алгебрi A, а лема 2.3.7 показує, що незалежна множе-

на не може мiстити бiльше, нiж dim(A) елементiв i ця максимальна множина

мiнiмальних ненульових проекцiй є скiнченною.

Теорема 2.3.8

Нехай A скiнченновимiрна C∗-алгебра i p1, · · · < pk найбiльша множина мi-

нiмальних ненульови проекцiй в A, тодi
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• для кожного 1 ≤ k ≤ K,Apk скiнченновимiрний Гiльбертiв простiр i

< a, b >pk= b∗a∀ a, b ∈ Apk ;

• для кожного 1 ≤ k ≤ K,ApkA унiтарна C∗-пiдалгебра A;

• ⊕K
k=1ApkA = A;

• для кожного 1 ≤ k ≤ K визначається вiдношення πk : A→ B(Apk визначе-

не як πk(a)b = ab, де a ∈ A, b ∈ Apk тодi pik це ∗-гомоморфiзм, обмежений

нулем для AplA де l 6= k та iзоморфiзм для l = k.

Теорема 2.3.9

Якщо N натуральне число, тодi центр MN (C) тотожнiй скалярний добуток.

Якщо N1, . . . Nk натуральнi числа, тодi центр ⊕K
k=1MNk

(C) iзоморфний до CK .

2.4 Зображення груп

Означення 2.4.1 Зображенням групи P над полем z називається гомоморфiзм

k такий, що k : P → PL(V ) де PL(V) – група автоморфiзмiв простору V.

Означення 2.4.2 Зображення k називається незвiдним за умови ненульового

простору V та iснуваннi лише двох iнварiантних пiдпросторiв простору V –

самого простору V та нульового пiдпростору.

Лема 2.4.3 (Лема Шура)

Нехай дано незвiдне зображення k : P → PL(V ) im : P → PL(W ) тодi будь-

який гомоморфiзм є або iзоморфiзмом, або нульовий гомоморфiзмом. Крiм того,

якщо k є скiнченновимiрним незвiдним зображенням та поле z є алгебраїчно

замкненим, тодi кожен ендоморфiзм зображення p буде скалярним.
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3 Дослiдницька частина

3.1 Унiверсальнi трiйки операторiв, що задовольняють умо-

вам комутацiї, заданим графом

В даному роздiлi основною задачею буде опис унiверсальних С* алгебр, пов’язаних

з наборами операторiв, якi задовольняють комутацiйним спiввiдношенням, що

описуються графами на трьох вершинах, що вiдповiдають трьом операторам

A1, A2, A3, а саме:

• граф без ребер – всi оператори комутують;

• граф з одним ребром – два оператори з трьох антикомутують мiж собою;

• граф з двома ребрами – два оператори з трьох комутують мiж собою;

• повний граф – всi оператори антикомутують один з одним.

Кокретно, мета полягає в описi незвiдних зображень для кожного з спiввiдно-

шень iз заданими властивостями та опису обгортуючої C* алгебри на основi

описаних незвiдних зображень.

3.2 С* алгебри, що вiдповiдають графу без ребер

Теорема 3.2.1

Нехай маємо незвiдний набiр операторiв A1, A2, A3. Якщо:

1) Простiр незвiдного зображення є одновимiрним dimH = 1;

2) всi оператори є самоспряженими

A∗i = Ai; i ∈ N, i = 1, 3 (2)
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3) квадрат кожного з операторiв є одиничною матрицею E

A2
i = E; i ∈ N, i = 1, 3 (3)

4)Всi оператори комутують мiж собою(що вiдповiдає графу без ребер(рис.

1)), тобто

Ai · Aj = Aj ∗ Ai

, де i, j ∈ N ; i, j = 1, 3.

Рис. 1: граф без ребер

5) Вiдповiдна унiверсальна С* алгебра породжується трьома опреаторнозна-

чними функцiями вигляду Ω(Ai) = f(i), де

f(1) =


λ1 0 0

0 0 0

0 0 0



f(2) =


0 0 0

0 λ2 0

0 0 0


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f(3) =


0 0 0

0 0 0

0 0 λ3


Тодi образи незвiдних операторiв можна розглядати як операцiю домноженння

на +-1

Доведення

В даному випадку простiр незвiдного зображення є одновимiрним, вiдповiдно

алгебра буде комутативною, з функцiями на скiнченнiй множинi з 3 точок:

C({1, 2, 3} →M3)

де M3 (матрицi розмiрностi 3х3), образи яких лежать в дiагональних матри-

цях.Функкцiї f(1), f(2), f(3) дiагональнi матрицi. Тодi, за лемою Шура, в незвi-

дному одновимiрному зображеннi, образами операторiв будуть рiвнi ±1.

Теорема 3.2.2

Унiверсальна обгортуюча С* алгебра, для набору операторiв з теореми 3.2.1

iзоморфна алгебрi матриць розмiрностi 2х2 над полем комплексних чиселM2(C).

3.3 С* алгебри, що вiдповiдають графу з одним ребром

Теорема 3.3.1

Нехай маємо незвiдний набiр операторiв A1, A2, A3. Якщо:

1) Простiр незвiдного зображення є одновимiрним dimH = 1;
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2)всi оператори є самоспряженими

A∗i = Ai; i ∈ N, i = 1, 3 (4)

3)квадрат кожного з операторiв є одиничною матрицею E

A2
i = E; i ∈ N, i = 1, 3 (5)

, де Е – одинична матриця.

4)Два оператори A1 i A2 не комутують мiж собою(що вiдповiдає графу з

одним ребром (рис. 2)), тобто отримаємо наступнi умови

A1 · A2 = −A2 · A1

A1 · A3 = A3 · A1

A2 · A3 = A3 · A2

(6)

Рис. 2: граф з 1 ребром

Тодi оператори Ai мають наступний вигляд

A1 =

 1 0

0 −1


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A2 =

 0 1

1 0


A3 = ±

 1 0

0 1


Доведення

Оператор A3 є комутативним з операторами A1, A2 тому, аналогiчно мiрку-

вань в теоремi 3.2.1

A3 = λ · E, A2
3 = E ⇒ λ2 = 1 ⇒ A3 = ±1 (7)

Розглянемо тепер оператори A1 та A2. З (5) можна сказати, що спектр опера-

торiв σ(A1) = σ(A2) = {1;−1} звiдси випливає, що кожне число в спектрi для

таких операторiв є власним числом. Покладемо вектори k1 та k2 так, що

A1 · k1 = 1 · k1

k2 = A2 · k1

Знайдемо A1 · k2 = A1 · A2 · k1 = −A2 · A1 · k1 = −A2 · k1 = −k2.

Оператори A1 та A2 є унiтарними (A−1i = Ai = A∗i , i ∈ 1, 2), з чого випливає,

що ||k1|| = ||k2|| = 1, а їх скалярний добуток (k1, k2) = 0 як власнi вектори са-

моспряжених операторiв, якi вiдповiдають рiзним власним числам. Розглянемо

простiр H, породжений векторами k1 та k2

A1 · k1 = 1 · k1 A1 · k2 = −1 ∗ k2

A2 · k1 = k2 A2 · k2 = A2
2 · k1 = k1

(8)

В ортонормованому базисi k1 та k2 матрицi Ai мають наступний вигляд

A1 =

 1 0

0 −1


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A2 =

 0 1

1 0


A3 = ±

 1 0

0 1


Теорема 3.3.2

Унiверсальна обгортуюча С* алгебра, для набору операторiв з теореми 3.3.1

iзоморфна алгебрi матриць розмiрностi 2х2 над полем комплексних чиселM2(C).

3.4 С* алгебри, що вiдповiдають графу з двома ребрами

Теорема 3.4.1

Нехай маємо незвiдний набiр операторiв A1, A2, A3. Якщо:

1) Простiр незвiдного зображення є одновимiрним dimH = 1;

2)всi оператори є самоспряженими

A∗i = Ai; i ∈ N, i = 1, 3 (9)

3)квадрат кожного з операторiв є одиничною матрицею E

A2
i = E; i ∈ N, i = 1, 3 (10)

, де Е – одинична матриця;

4)Лише два оператори A2 i A3 комутують мiж собою(що вiдповiдає графу з

двома ребрами (рис. 3)), тобто отримаємо наступнi умови:

A1 · A2 = −A2 · A1

A1 · A3 = −A3 · A1

A2 · A3 = A3 · A2

(11)
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Рис. 3: граф з 2 ребрами

Тодi оператори Ai мають наступний вигляд

A1 =

 1 0

0 −1



A2 =

 0 1

1 0



A3 = ±

 0 1

1 0


Доведення

Аналогiчно мiркуванням з доведення теореми 3.3.1 оператори A1 та A2 мають

наступний вигляд

A1 =

 1 0

0 −1


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A2 =

 0 1

1 0


а оператор A3 має вигляд

A3 =

 B11 B12

B21 B22


Знайдемо значення Bij виходячи з умови комутативностi A1 та A3 i антикому-

тативностi A2 та A3

A1 ·A3 = −A3 ·A1 ⇒

 1 0

0 −1

 ·
 B11 B12

B21 B22

 = −

 B11 B12

B21 B22

 ·
 1 0

0 −1

⇒

⇒

 B11 B12

−B21 −B22

 =

 B11 −B12

B21 −B22

⇒

B11 = −B11

−B22 = B22

⇒


B11 = 0

−B22 = 0

A3

самопспряжена, тому B21 = B∗12, з умови (10) B12 = B∗12 = 1

A3 ∗ A2 = −A2 ∗ A3 ⇒

 0 1

1 0

 ·
 0 B12

B21 0

 =

 0 B12

B21 0

 ·
 0 1

1 0

⇒

⇒

 B21 0

0 B12

 =

 B12 0

0 B21


Звiдки B12 = B∗21, при чому матриця A3 незвiдна i розмiрнiсть простору

dimH = 1, тодi A3 = ±1

A3 = ±

 0 1

1 0


Теорема 3.4.2

Унiверсальна обгортуюча С* алгебра, для набору операторiв, що вiдповiда-

ють умовi теореми 3.4.1 iзоморфна алгебрi матриць розмiрностi 2х2 над полем

комплексних чисел M2(C).
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3.5 С* алгебри, що вiдповiдають повному графу

Теорема 3.5.1

Нехай маємо незвiдний набiр операторiв A1, A2, A3 Якщо:

1) Простiр незвiдного зображення є одновимiрним dimH = 1;

2)всi оператори є самоспряженими

A∗i = Ai; i ∈ N, i = 1, 3 (12)

3)квадрат кожного з операторiв є одиничною матрицею E

A2
i = E; i ∈ N, i = 1, 3 (13)

, де Е – одинична матриця;

4)Всi оператори антикомутують мiж собою(що вiдповiдає повному графуу з

трьома вершинами, (рис.4)), тобто отримаємо наступнi умови

A1 · A2 = −A2 · A1

A1 · A3 = −A3 · A1

A2 · A3 = −A3 · A2

(14)

Тодi оператори Ai мають наступний вигляд

A1 =

 1 0

0 −1



A2 =

 0 1

1 0



A3 = ±

 0 1

1 0


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Рис. 4: повний граф з 3 вершинами

Доведення

З аналогiчних мiркувань попереднiм теоремам оператори A1 та A2 мають

наступний вигляд

A1 =

 1 0

0 −1



A2 =

 0 1

1 0


а оператор A3 має вигляд

A3 =

 0 B

B∗ 0


З умови антикомутативностi операторiв A1 та A3, причому B∗B = BB∗ = 1

 0 B

B∗ 0

 ·
 0 1

1 0

 = −

 0 B

B 0

 ·
 0 1

1 0

⇒
 B 0

0 B∗

 = −

 B∗ 0

0 B


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Маємо незвiдний оператор на просторi H1 такий, що B∗B = BB∗ = 1 i B∗ =

−B. Тодi, за лемою Шура dimH1 = 1, де B = λ, B∗ = λ , при чому λ = −λ,

де λ– деяке число, що λ = b · i. Тодi b · b = 1⇒ |b| = 1⇒ λ = +− i Та A3 має

вигляд

A3 =

 0 i

i 0


Теорема 3.5.2

Унiверсальна обгортуюча С* алгебра, для набору операторiв, що вiдповiда-

ють умовi теореми 3.5.1 iзоморфна алгебрi матриць розмiрностi 2х2 над полем

комплексних чисел M2(C).
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Висновки

Основними результатами роботи є опис незвiдних зображень та унiверсальних

обгортуючих С*-алгебр для трiйок самопспряжених операторiв, якi пов’язанi

комутацiйними спiввiдношеннями, заданими за допомогою графа на трьох вер-

шинах. А саме, основними результатами виконаної роботи є Теореми 3.2.1,

3.2.2, 3.3.1, 3.3.2, 3.4.1, 3.4.2, 3.5.1, 3.5.2 де проведено опис вiдповiдних

незвiдних зображень та обгортуючих С*-алгебр.
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