
1 

 

 
  
 

 

 Міністерство освіти і науки України  
Київський національний університет імені Тараса Шевченка  

 
 
 

 На правах рукопису 

УДК 519.17 

 
 
 

 
 

   Тимошкевич Тарас Дмитрович  
 

 

  Геометричні властивості ймовірнісних мір в лінійних 

просторах та функціональні нерівності  
 
 

01.01.05 — теорія ймовірностей і математична статистика 

 

 

Дисертація на здобуття наукового ступеня 

кандидата фізико-математичних наук 

  
 

 Науковий керівник: 
 Кулик Олексій Михайлович, 

доктор фізико-математичних наук 

провідний науковий співробітник 

відділу теорії випадкових процесів 

Інституту математики НАН України 

 
  

Київ – 2016 

 
 



2 

 

 

Зміст 
 

Перелік умовних позначень ................................................................... 4 

 

Вступ ........................................................................................................ 5 

 

1  Огляд літератури за темою дисертації ............................................ 13 

    1.1  Геометричні характеристики міри. Зоноіди ................................. 13 

    1.2  Класичні нерівності Пуанкаре і Соболєва та їх узагальнення ...... 14 

    1.3  Нерівності концентрації ............................................................... 15 

    1.4  Нерівності зсуву та обернена логарифмічна нерівність Соболєва. 

Зважені нерівності Соболєва та Пуанкаре, цензуровані міри .......................... 16 

    1.5  Мартингальний підхід до доведення функціональних 

нерівностей ....................................................................................................... 18 

 

2  Попередні відомості та допоміжні результати ................................ 20 

    2.1  Геометричні характеристики міри ................................................ 20 

    2.2  Функціональні нерівності ............................................................. 25 

 

3  Геометрична структура міри в контексті барицентричних 

координат ........................................................................................................ 28 

    3.1  Означення та властивості ............................................................. 29 

    3.2  Барицентричне зображення відносно циліндричної міри............. 38 

    3.3  Барицентричне зображення в просторі з -адитивною мірою........ 43 

    3.4  Барицентричні координати ........................................................... 47 

    3.5  Приклади ...................................................................................... 49 



3 

 

 

4  Функціональні нерівності................................................................. 52 

 

    4.1  Зважений ліфт зоноід, нелінійні нерівності зсуву і зважена 

обернена логарифмічна нерівність Соболєва ................................................... 53 

    4.2  Зважена логарифмічна нерівність Соболєва в  ............................. 72 

    4.3  Цензурована гаусівська міра ........................................................ 82 

    4.4  Доведення теорем та наслідку ...................................................... 84 

 

5  Мартингальні оцінки функціональних нерівностей...................... 93 

    5.1  Вступ ............................................................................................ 93 

    5.2  Мартингальна оцінка для ентропії ............................................... 94 

    5.3  Нарізки множин на  і пов’язані з ними інтегральні оцінки для 

ентропії ........................................................................................................... 100 

    5.4  Один наслідок: зважена логарифмічна нерівність Соболєва на  107 

    5.5  Мартингальна оцінка для варіації............................................... 115 

    5.6  Критерій Макенхаупта................................................................ 117 

    5.7  Зважена нерівність Пуанкаре ..................................................... 123 

 

Висновки .............................................................................................. 127 

 

Список використаних джерел ............................................................ 128 

 

 
 

 
 
 

 
 



4 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

Перелік умовних позначень 

   

 Z  зоноід міри   

 Ẑ  ліфт зоноід міри   

 vZ
ˆ  узагальнений ліфт зоноід міри   з вагою v  

 [0;1], D  нарізка множин міри   

 )(S  випукла замкнена оболонка носія міри   

 0>)(),( ABA   барицентр множини A  по мірі   

 )(B  множина всіх барицентрів по мірі   

 )(L  лінійна оболонка )(0 D   c  гауссівська міра з дисперсією c  

  функція розподілу гауссівської міри 

 I  гауссівська ізопериметрична функція  

 E  математичне сподівання міри   

 Ent  ентропія міри   

 Var  варіація міри   

   щільність міри   

 XH  клас всіх півпросторів банахового простору X  
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Вступ 

   

 Актуальність теми. Дисертаційну роботу присвячено дослідженню 

та узагальненню таких геометричних характеристик міри як зоноід, ліфт 

зоноід та нарізка множин, а також новим методам доведення 

функціональних нерівностей, які ідейно пов’язані з вказаними вище 

характеристиками. Геометричні характеристики міри узагальнені на 

максимально можливий випадок нескінченно-вимірного простору з 

циліндричною мірою, та за допомогою них доведена теорема про 

зображення, однозначність представлення точок як барицентрів 

півпросторів. Ці характеристики вперше були запропоновані Глібом 

Кошевим та Карлом Мослером у статті [55] 1997 року. Авторами було 

отримано однозначність представлення міри через ліфт зоноід, введено 

відстань та частковий порядок на ліфт зоноідах, а, отже, і на мірах, теорему 

про представлення точок через барицентри, без однозначності, та введено 

поняття глибини точок. Спираючись на зоноідні характеристики, зручно 

узагальнювати класичні граничні теореми, зокрема 2014 році була 

опублікована стаття I. Molchanov, M. Schmutz, K. Stucki [76], в якій 

узагальнена ергодична теорема для інваріантних відносно перестановок 

послідовностей і границя характеризується. В 2009 році опублікована стаття 

C. Borell [23], в якій наводиться застосування зоноідів, індукованих 

гауссовою мірою у фінансовій математиці. В 4 розділі дисертації, в якому 

розглядаються функціональні нерівності, класичним результатом [1] є 

критерій Bakry-Emeri 1984 року, в якому накладаються умови на другу 

похідну щільності міри. Більш сучасним є результат 1999 року С. Бобкова 
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[19], в основному для одновимірного випадку наводиться інтегральна умова 

на хвости розподілу. Група французьких вчених E. Boissard, P. Cattiaux, A. 

Guillin, L.Miclo в статті [21] 2013 року досліджували можливі узагальнення 

цих функціональних нерівностей, зокрема нерівності Пуанкаре. Якщо 

втрачається випуклість логарифмічної похідної міри, то з’являються цікаві 

ефекти, і ця теорія важлива і досі не розвинута. В дисертації є суттєві 

просування в цьому напрямку, запропоновано критерії, які не потребують 

випуклості логарифмічної похідної та поліпшують оцінки, які отримано в 

2013 році, що робить роботу дійсно актуальною. 

 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота виконана в рамках державної бюджетної науково-

дослідної теми № 11БФ038-02 «Еволюційні системи: дослідження 

аналітичних перетворень, випадкових флуктуацій та статистичних 

закономірностей» (номер державної реєстрації 0111U006561) і №16БФ038-02 

«Дослідження та статистичний аналіз асимптотичної поведінки складних 

стохастичних неоднорідних динамічних систем» (номер державної реєстрації 

0116U002530) кафедри теорії ймовірностей, статистики та актуарної 

математики механіко-математичного факультету Київського національного 

університету імені Тараса Шевченка, що входить до комплексного 

тематичного плану науково-дослідних робіт «Сучасні математичні проблеми 

природознавства, економіки та фінансів». 

 

Мета і завдання дослідження. Метою дисертації є дослідження 

геометричних характеристик міри таких як зоноід, ліфт зоноід і нарізка 

множин, та застосування одержаних результатів у доведенні функціональних 

нерівностей. 
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Це передбачає розв’язання таких задач:   

    • доведення властивостей зоноідів і ліфт зоноідів для циліндричних 

мір;  

    • барицентричне представлення точок;  

    • запропонувати умови на узагальнену обернену логарифмічну 

нерівність Соболєва в термінах узагальнених ліфт зоноідів (узагальнена 

нерівність руху та узагальнена допоміжна функціональна нерівність);  

    • пряма логарифмічна нерівність Соболєва, доведення нерівності 

Пуанкаре для сферично цензурованої багатовимірної гауссової міри та 

логарифмічної нерівності Соболєва для проекції цієї міри на пряму;  

    • мартингальним методом встановлюється границя ентропії 

ймовірнісної міри в dR , як наслідок, одержуємо логарифмічну нерівність 

Соболєва на R ; так само встановлюється границя варіації ймовірнісної міри 

в dR , як наслідок, одержуємо критерій Макенхаупта для нерівності Пуанкаре 

на R  та зважена нерівність Пуанкаре з хорошим інтегральним ядром. 

 

 

Об’єктом дослідження є геометричні характеристики міри такі як 

зоноід, ліфт зоноід, нарізки множин, функціональні нерівності Пуанкаре, 

нерівності зсуву, логарифмічна нерівність Соболєва, пряма та обернена.  

Предметом дослідження є властивості ліфт зоноідів в 

нескінченновимірному просторі з циліндричною мірою, теорема про 

зображення, оцінки в функціональних нерівностях, та залежність між 

функціональними нерівностями та геометричними характеристиками. 

Основними методами дослідження є методи багатовимірного аналізу, 

теорії міри, мартингальні методи, понятійний апарат і методи геометричної 

теорії міри. 
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Наукова новизна одержаних результатів. Усі одержані наукові 

результати дисертаційної роботи є новими. Зокрема, у роботі та статтях 

автора:   

• досліджені властивості ліфт зоноідів для максимально узагальненого 

випадку циліндричної міри в банаховому нескінченно-вимірному просторі;  

 

• встановлено властивість однозначного представлення точок внутрішності 

випуклої замкненої оболонки носія міри як барицентра півпростору;  

    

• введене поняття узагальненого ліфт зоноіда та досліджено його основні 

властивості;  

     

• в термінах узагальнених ліфт зоноідів отримана достатня умова для 

виконання узагальненої оберненої логарифмічної нерівністі Соболєва;  

     

• отримана нова сім’я достатніх умов, за яких ймовірнісна міра на дійсній 

прямій задовольняє пряму логарифмічну нерівність Соболєва;  

     

• для класу цензурованих гауссових мір в dR  отримано поліноміальні оцінки 

сталої в нерівності Пуанкаре;  

     

• запропоновані загальні мартингальні оцінки для ентропії та варіації, для 

величин на dR  з фіксованою нарізкою множин;  

     

• для зважених логарифмічної нерівності Соболєва та Пуанкаре на прямій 
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отримано аналоги критеріїв Макенхаупта та Бобкова-Гьотце.  

 

 

Практичне значення одержаних результатів. Отримані в роботі 

результати мають теоретичне значення при вивченні геометричної теорії 

ймовірностей та стохастичної геометрії, зокрема при дослідженні зв’язку між 

геометричними характеристиками мір та функціональними нерівностями, у 

цих результатах зроблено узагальнення для найбільш широкого можливого 

випадку нескінно-вимірного простору з циліндричною мірою. Крім того, з 

таких функціональних нерівностей, як логарифмічна нерівність Соболєва та 

Пуанкаре, випливають нерівності концентрації, які мають практичне 

застосування у побудові довірчих інтервалів у статистичному оцінювані і 

при наведенні неасимптотичних оцінок похибок в задачах моделювання. 

 

Особистий внесок здобувача. 

Дисертація є самостійною науковою працею, в якій висвітлено власні 

ідеї і розробки автора, що дозволили розв’язати поставлені завдання. Робота 

містить теоретичні та методичні положення і висновки, сформульовані 

дисертантом особисто. Використані в дисертації ідеї, положення чи гіпотези 

інших авторів мають відповідні посилання і використані лише для 

підкріплення ідей здобувача. 

 

Апробація результатів дисертації. Основні результати дисертації 

доповідалися та обговорювалися на [92], [105], [93], [94] та семінарах:   

    • засіданні наукового семінару «Теорія ймовірностей та математична 

статистика» кафедри теорії ймовірностей, статистики та актуарної 

математики механіко-математичного факультету Київського національного 
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університету імені Тараса Шевченка під керівництвом проф. Мішури Ю. С. 

та проф. Козаченка Ю. В. (м. Київ, Україна, 2013, 2015, 2016);  

    • засіданні наукового семінару «Статистичні проблеми для 

випадкових процесів і полів» кафедри математичного аналізу та теорії 

ймовірностей фізико-математичного факультету НТУУ «КПІ» під 

керівництвом проф. Клесова О. І. та проф. Іванова О. В. (м. Київ, Україна, 

2016);  

    • засiданнi наукового семiнару вiддiлу математичних методiв 

дослiдження операцiй Iнституту кiбернетики iменi В. М. Глушкова 

Нацiональної академiї наук України пiд керiвництвом проф., члена-

кореспондента НАН України П. С. Кнопова (м. Київ, Україна, 2016);  

    • засіданні наукового семінару «Forschungsseminar, PU» під 

керівництвом проф. Сільвії Роеллі (м. Потсдам, Німеччина, 2013);  

    • засіданні наукового семінару кафедри математичного аналізу 

механіко-математичного факультету Київського національного університету 

імені Тараса Шевченка під керівництвом проф. Шевчука І. О. (м. Київ, 

Україна, 2013). 

 

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в [68], [69], 

[104], [70], [91] 

 

Структура та обсяг роботи. 

Дисертаційна робота складається зі вступу, п’яти розділів, розбитих на 

підрозділи, висновків, списку використаних джерел. Обсяг дисертації 

становить 139 сторінок машинописного тексту, список використаних джерел 

налічує 104 найменування і займає 12 сторінок. 

Розглянемо стислий змiст всiх структурних елементiв дисертацiї. 
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У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертації, сформульовано 

мету та методи досліджень, описується наукова новизна одержаних 

результатів та наводяться форми їх апробації, охарактеризовано зміст 

кожного розділу дисертації. 

Перший розділ містить історичний огляд літератури за тематикою 

дисертації та висвітлює сучасний стан вивчення проблем, схожих до тих, що 

розглядаються в дисертаційній роботі.  

У другому розділі наводяться деякі означення та твердження про 

геометричні властивості мір та функціональні нерівності, що мають 

безпосереднє відношення до змісту дисертаційної роботи, зокрема: зоноіди, 

ліфт зоноіди та нарізка множин, побудованих за мірою, функціональні 

нерівності Пуанкаре та логарифмічна нерівність Соболєва. 

У третьому розділі розглядається такі характеристики міри як зоноіди, 

ліфт зоноіди, нарізка множин. Всі ці поняття узагальнюються на 

максимально можливий випадок нескінченно-вимірного простору з 

циліндричною мірою і доводяться всі відповідні властивості. Також 

доводиться теорема про зображення, яка є новим результатом не тільки в 

нескінченно-вимірному просторі, але і у скінченновимірному випадку. 

У четвертому розділі розглядається узагальнений зважений ліфт 

зоноід, нелійні нерівності зсуву, зважена обернена логарифмічна нерівність 

Соболєва. Також доводиться пряма зважена логарифмічна нерівність 

Соболєва, з якої ми одержуємо як наслідок звичайну логарифмічну 

нерівність Соболєва, і для таких функцій, що мають необмежену знизу 

похідну від логарифмічної похідної міри (такі функції не задовільнять 

класичним критерія для логарифмічної нерівності Соболєва). Як приклад, 

доводяться нерівності Пуанкаре для цензурованих гауссових мір, 

отримуються поліноміальні оцінки на константу в нерівності.  
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У п’ятому розділі розглядаються загальні мартингальні оцінки 

ентропії та варіації функцій, причому фільтрація мартингалів породжується 

сім’єю множин побудованих по типу нарізки множин міри. Наводяться 

наслідки з цих оцінок у вигляді нерівності Пуанкаре та логарифмічної 

нерівності Соболєва в одномірному випадку. 

У висновках сформульовано основні результати дисертаційної роботи. 

Результати дисертаційної роботи можуть бути застосовані для розв’язання 

практичних задач, зокрема для доведення нерівностей концентрації.  
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Розділ 1 

 Огляд літератури за темою дисертації 

  

 

1.1  Геометричні характеристики міри. Зоноіди 

 

Поняття зоноіда і ліфт зоноіда введені Глібом Кошевим та Карлом 

Мослером в 1997 році в [53] і мають різноманітний діапазон застосування. 

Оскільки ліфт зоноід визначає задану міру однозначно, це поняття може 

бути використане в багатовимірній статистиці для вимірювання змін в 

розподілі випадкових векторів, і для впорядкування розподілів, дивись [55]. 

Поняття зоноідної еквівалентності природнім чином з’являється і 

мотивоване фінансовими застосуваннями, і корисне для доведення 

розширення ергодичної теореми для зоноідної стаціонарності і зоноідної 

випадкової послідовності інваріантної відносно перестановок, див. I. 

Molchanov, M. Schmutz, K. Stucki [75], [76]. Ліфт зоноід природнім чином 

призводить до пов’язаного з ним означення  -нарізки і зоноідної глибини, 

дивись[53] і [30], і до барицентричного представлення точок в просторі з 

заданою мірою, дивись [53] і [68]. Останнім часом теорія зоноідів та 

асоційованих з ними об’єктів набула значного розвитку, див. [89], [77], [34], 

[82], [59], [47]. Було розвинене широке коло ї застосувань, зокрема, у 

нестандартних принципах інваріантності ([76], [75], [76]), різноманітних 

задачах, що потребують введення часткового порядку та поняття глибини 

даних (див. [53], [54], [55], [56], [57], [58], [38], [40], [41], [29], [30]). Щодо 

методів обчислення зоноідів та асоційованих з ними об’єктів див. [9], [10], 
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[52].  

Значна частина розділу 3 присвячена застосуванню поняття ліфт 

зоноіда до барицентричного представлення точок початкового простору 

відносно заданої на ньому міри. Можливість такого застосування 

згадувалась в [53]; однак, відповідна теорема 3.1 в [53] не є найкращою. В 

розділі 3 для неперервної міри   (див. умову (3.8) розділу 3) кожна 

внутрішня точка замкненої випуклої оболонки носія )(S  міри   має 

однозначне представлення як барицентр якого-небудь півпростору, або 

цілого простору. Це барицентричне зображення по суті схоже на класичну 

теорему Крейна-Мільмана (див. [86], Розділ 3), але на відміну від теореми 

Крейна-Мільмана має важливу властивість однозначності представлення. В 

деяких цікавих випадках це робить можливим ввести барицентричні 

координати на початковому просторі. 

Поняття зоноіда може бути розширене на нескінченно-вимірний 

випадок, і таке розширення може бути, як виявляється особливо корисним. 

Наприклад, було показано в [23], що (аналог) ліфт зоноіда, індукований 

броуновським рухом, може бути використаний в аналізі стійкості до збурень 

певної ітераційної задачі вибору портфоліо. Загальну теорію зоноідів у 

нескінченно-вимірних просторах розвинуто у розділі 3, що базується на 

статті [68].  

 

1.2  Класичні нерівності Пуанкаре і Соболєва та їх 

узагальнення 

 

У славетній роботі Л.Гросса [50] логарифмічну нерівність Соболєва, 

яка у класичному формулюванні наводиться для міри Лебега у обмеженій 

області, було доведено для гауссової ймовірнісної міри на 
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скінченновимірному просторі. У цій же роботі було встановлено зв’язок 

логарифмічної нерівності Соболєва з властивістю гіперстиску для 

асоційованої півгрупи Орнштейна-Уленбека – явище відоме раніше, але яке 

отримувалось складними аналітичними методами. Майже негайно ці 

результати отримале широке узагальнення. Активно досліджувалось питання 

про те, для яких мір виконується логарифмічна нерівність Соболєва, див. 

[100], [7]. У роботі [1] наведено загальну достатню умову (т.з. критерій 

Бакрі-Емері) для того, щоб ймовірнісна міра задовольняла логарифмічну 

нерівність Соболєва. Цей критерій використовує поняття кривизни та у 

подальшому зазнав значних модифікацій та узагальнень, див. [97], [98], [35]. 

Було встановлено значний об’єм перехресних зв’язків між логарифмічною 

нерівністю Соболєва та іншиими типами функціональних нерівностей: 

ізопериметрична нерівність, нерівності транспорту, нерівність Брунна-

Мінковського, див. [15], [16], [84], [18], [14], [12], [6], [2], [17], [81]. 

Природним чином, логарифмічна нерівність Соболєва пов’язана з 

властивостями асоційованої півгрупи: спектральні властивості генератора 

(наявність т.з. спектральної щілини), наявність експоненційної ергодичності 

(у певному сенсі), наявність умов типу Ляпунова, див. [33], [27],[13], [31], 

[32], [4], [83]. Ці властивості, зазвичай у слабших формах, також можна 

отримати, використовуючи іншу класичну нерівність – нерівність Пуанкаре. 

Нерівність Пуанкаре накладає менше вимог на структуру міри, але з іншого 

боку дає менш точну інформацію про асоційовану півгрупу. Тому значна 

увага була присвячена дослідженню достатніх умов для виконання 

різноманітних узагальнених нерівностей, що є проміжними між 

логарифмічною нерівністю Соболєва та нерівністю Пуанкаре, див. [85], [71], 

[11], [3], [99], [96].  

 



16 

 

1.3  Нерівності концентрації 

 

Визначною властивістю логарифмічної нерівності Соболєва та 

нерівності Пуанкаре є те, що для мір, які задовольняють таким нерівностям, 

виконуються гауссові нерівності концентрації та, відповідно, експоненційні 

нерівності концентрації. Наявність таких нерівностей є принципово 

важливою для застосувань у статистиці, стохастичному моделюванні, у 

зв’язку iз чим цій тематиці була присвячена значна увага (див. огляди у [72], 

[49], [51]). Застосування нерівностей концентрації, що базуються на 

логарифмічній нерівності Соболєва, останнім часом набуло значної 

популярності (див. [46]). Зауважимо, що ефективне застосування цих 

нерівностей вимагає певної гладкості від досліджуваних функціоналів, що у 

ряді ситуаціє може бути істотним обмеженням. У зв’язку із цим значний 

інтерес становить інший метод, що базується на понятті субгауссових 

випадкових величин та його узагальненнях (перед-гауссові та  -субгауссові 

величини). Основи цього методу закладено у монографії [24], щодо його 

подальшого розвинення та застосуваннь див. [90], [60], [61], [62], [25], [101], 

[63], [64], [66], [102], [65], [67]. 

 

1.4  Нерівності зсуву та обернена логарифмічна нерівність 

Соболєва. Зважені нерівності Соболєва та Пуанкаре, 

цензуровані міри 

 

У важливій роботі [19] був наведений цикл результатів, що пов’язав 

властивості лінійних зсувів даної міри та функціональну нерівність, що є у 

певному сенсі оберненою до логарифмічної нерівністості Соболєва. Цей 
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результат міститься у напрямку досліджень, описаному у розділі 1.2, тобто 

пов’язує різні типи функціональних нерівностей (нерівність зсуву з 

оберненою логарифмічною нерівністю Соболєва). У роботі [5] було зроблено 

важливе спостереження про те, що проміжний результат з роботи [19], так 

звана функціональна версія нерівності зсуву, може бути еквівалентним 

чином сформульований у термінах певної множини барицентрів щодо даної 

міри з вагою, що відповідає логарифмічній похідній міри. Це спостереження 

дозволило авторам [5] розширити результати [19] на клас мір більш 

загальний, ніж продакт-міри (що розглядались у [19]). Остаточного розвитку 

ця лінія досліджень набула у роботі здобувача [69], на якій базується розділ 

4.1 дисертаційної роботи. У цій статті було встановлено еквівалентність 

функціональної нерівності зсуву до відношення зваженого зоноідного 

порядку з вагою, вказаною вище. В цій же роботі було наведено максимальне 

узагальнення результатів [19], зокрема, було встановлено еквівалентність 

між властивостями нелінійних зсувів даної міри, зваженої оберненої 

логарифмічної нерівністі Соболєва та відношенням зваженого зоноідного 

порядку. Таким чином, у [69] встановлено глибинний зв’язок між двома, на 

перший погляд, зовсім відмінними областями дослідження, присвяченим 

зоноідам та функціональним нерівностям, відповідно. 

Зваженим та модифікованим нерівностям Соболєва та Пуанкаре 

присвячено особливу увагу. Це пояснюється сукупністю двох обставин: по-

перше, зазвичай виконання цих нерівностей у класичному вигляді пов’язане 

з нетривіальними структурними обмеженнями, такими як додатність 

кривизни у критерії Бакрі-Емері. По-друге, наявність таких нерівностей 

дозволяє отримувати корисні наслідки (нерівності концентрації, тощо). Це 

привело до появи широкого спектру робіт, в яких певні модифікації 

нерівностей Соболєва та Пуанкаре доводились за більш гнучких умов на 
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міру, див. [43], [44], [45], [8], [78]. Вибір конкретної форми модифіованої 

нерівності Соболєва або Пуанкаре зазвичай є складною задачею. Тому 

надзвичайно вдалою є та обставина, що завдяки зваженим оберненим 

логарифмічним нерівністям Соболєва, встановленим у [69], ми маємо 

можливість явно встановлювати потрібну форму вагової функції. Це 

дозволило у статті [104] встановити нову зважену нерівність Соболєва, яка 

знайшла ефективне застосування у наступній області. 

Останнім часом значний інтерес пов’язаний з дослідженням нерівності 

Соболєва та Пуанкаре для «цензурованих» мір, див. [73], [21]. Найпростіший 

приклад тут становить міра, що отримується як умовний розподіл гауссової 

міри на зовнішності деякої кулі. На відміну від випадку міри, зосережденої 

всередині кулі (для якої застосовний критерій Бакрі-Емері та відповідна 

стала у нерівності Соболєва не залежить від радіусу кулі та її розташування), 

ця ситуація є значно більш залежною від геометричних властивостей моделі. 

У роботі [21] наведено різні верхні оцінки на сталу у нерівності Пуанкаре 

для цензурованої гауссової міри в залежності від положення цензурованої 

кулі. Для випадку кулі великого радіусу R , розташованої на відстані більшій 

за R2  від початку координат, оцінка роботи [21] )(
2cReO  є надзвичайно 

неточною. У роботі [104] отримано значно точнішу оцінку виду )( pRO . 

 

1.5  Мартингальний підхід до доведення функціональних 

нерівностей 

 

Серед широкого спектру методів доведення функіональних 

нерівностей окремо виділяється ймовірнісний підхід, що базується на певній 

мартингальній структурі. У роботах [48], [26] було показано, що поєднання 
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класичної формули Clark-Ocone-Haussmann (див. [37], [80]) із методами 

стохастичного аналізу дозволяє просто отримувати логарифмічну нерівність 

Соболєва для розподілу броуновського руху на відповідному просторі 

траєкторій (цей простір може бути нелінійним, у випадку броуновського 

руху на многовиді). Цей метод не зазнав широкого розвитку з огляду на 

специфічність моделі. Через це надзвичайно перспективним виглядає 

запропопноване у роботах [70], [91] узагальнення цього методу на довільні 

міри. Це узагальнення передбачає попередню побудову допоміжної 

мартингальної структури за допомогою введення часової розгортки, а отже 

не є обмеженим специфічною структурою міри. 
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Розділ 2 

Попередні відомості та допоміжні результати 

  

У другому розділі наведено означення зоноіду, ліфт зоноїду, зоноідні 

нарізки множин, циліндричної міри та твердження, з якого випливає, що ліфт 

зоноід та зоноідна нарізка множин однозначно задає міру. Також наведена 

теорема про барицентричне зображення точок в скінченновимірному 

просторі. 

 

2.1  Геометричні характеристики міри 

 

Нехай   – ймовірнісна міра зі скінченним першим моментом, 

визначена на Борелівській  -алгебрі в dR . Поняття зоноід, ліфт зонойд та 

нарізка множин введені Глібом Кошевим та Карлом Мослером в 1997 році в 

статті [55].  

 

Означення 1.1 Зоноід )(Z  міри   – це множина всіх точок в dR  

наступного виду   

 )()( dxxxg
d

R  (2.1) 

 для довільної вимірної [0,1]: dg R .  

Означення 1.2 Ліфт зоноід )(ˆ Z  визначається як зоноід міри  1  в 

1dR , тобто  
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 ))()(),()(( dxxxgdxxg
dd

  RR
 

для довільної вимірної [0,1]: dg R .  

Зауваження 1.1 Якщо X  – випадковий вектор з розподілом  , тоді 

зоноід )(Z  і ліфт зоноід )(ˆ Z  – це множини точок наступної форми   

  і  (2.2) 

 відповідно. Зоноід )(Z  (відповідно, ліфт зоноід )(ˆ Z ) є випуклою 

компактною множиною в dR  (відповідно, 1dR ), симетричною відносно точки 

EX(1/2)  (відповідно, точки )(1/2)((1/2), EX ).  

Зауваження 2.1.2  

    1.  У скінченномірному випадку є альтернативне визначення зоноіду 

як сподівання випадкового відрізка ][0,X , див. [55] Твердження 2.2. Отже, 

])([0,=)( XEZ  .  

    2.  )](1,[0,=)(ˆ XEZ  .  

 Означення 2.1.3 Для (0,1]  зоноїдна  -нарізка множин )(D  це 

множина всіх точок в dR  вигляду  

 ],[1 XE   

де випадкова величина [0,1]:  , пробігає всі випадкові величини такі, що 

.= E   

 

Тепер сформулюємо твердження, яке дає нам можливість говорити про 

те, що ліфт зоноід це характеристика міри. 

 

Твердження 1.1 Ліфт зоноіди двох мір збігаються тоді і тільки тоді, 

коли співпадають самі міри. Тобто  

 .=)(ˆ=)(ˆ  ZZ  
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В цьому підрозділі вводиться барицентричне зображення в X  

відносно даної циліндричної міри  . Ми припускаємо, що   неперервна в 

тому сенсі, що   

 .{0},\0,=})=,:({ ** RX  axaxxx  (2.3) 

 Для циліндричної множини A  з 0>)(A  її барицентр відносно   

визначається рівністю  

 
)(

)(
=)(

A

dxx
B A

A






 

(інший термін для барицентра )(AB  – це A -центроїд міри  , див. [53]). 

Наступна теорема – це скінченновимірний випадок теореми про 

зображення, яка буде доведена в Розділі 3 для нескінченно-вимірних 

просторів. Для цього випадку є деякі послаблення умов на міру  . 

 

Теорема 1.1  Нехай   – ймовірнісна міра порядку 1 така, що міра 

будь-якої гіперплощини дорівнює нулю. 

Тоді виконуються наступні твердження: 

 

    1.  Множина 0}>)(),({=)( ABA B  всіх барицентрів відносно   

збігається з внутрішністю множини )(S .  

    2.  Будь-яка точка )(Bx  має зображення у формі   

 0,>)(,),(= HHBx H  XH  (2.4) 

 де 
dRH  – множина всіх півпросторів dR . Це зображення однозначне в 

наступному розумінні: якщо )(=)(  GH BB  для деяких XHGH , , тоді  

 0.=)( GH  
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Для узагальнення наведенних результатів на нескінченно-вимірний 

простір, що будуть описані в Розділі 3, треба ввести наступні твердження. 

 

Означення 1.4 Нехай X  – рефлексивний сепарабельний банахів 

простір. Позначимо через C  його циліндричну алгебру – це сім’я підмножин 

в X  вигляду  

 ),(,,,1,},),,,(:{ ***

1

**

1

m

mm BxxmBxxxxx RBXX    

тут і надалі *X  позначає спряжений простір до X , і ,  позначає спряження 

між X  і *X .  

 

 

Означення 1.5  Циліндрична ймовірнісна міра  , задана на C   

першого типу (див. [95], Розділ IV, § 5), – це адитивна функція [0,1]: C  

така, що  

    • для будь-якого 1m , ***

1 ,, Xmxx   звуження   до  -алгебри  

 =)}(},),,,(:{{:= **

1*,,*
1

m

m
m

xx
BBxxxxx RBC  


 

 

 ),,,,( **

1  mxx   

– це ймовірнісна міра;  

    • існує 0>C  таке, що   

 .,�)(|,| **

*

** XPP
XX

 xxCdxxx   (2.5) 

  

  

 

 

Зауваження 1.3 Циліндрична ймовірнісна міра не обов’язково  -
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аддитивна. В цьому розділі, щоб уникнути непорозуміння, ми будемо писати 

“ -адитивна ймовірнісна міра” замість звичайного “ймовірнісна міра”.  

 

 

Зауваження 1.4 Циліндричну міру   можна природнім чином 

інтерпретувати, як “розподіл” узагальненого випадкового елемента X  в X  

з скінченним 1-им порядком, який є за означенням лінійним обмеженим 

оператором  

 ),,,(: 1

* PLX FX   

де ),,( PF  – ймовірнісний простір; див. [95], Розділ IV докладніше. Середнє 

значення )(dxxX
, інакше кажучи, математичне сподівання ][XE  добре 

визначене в наступному сенсі. Легко бачити, що оператор  

 RX
X

 
**** ,=)(,: xXEdxxxxT   

лінійний та неперервний. Оскільки, X  за припущенням рефлексивний, існує 

Xx  такий, що  ** ,=)( xxxT  . За означенням,  

 .=][=)(  xXEdxxX
 

Помітимо, що за аналогічними міркуваннями, для будь-якої обмеженої 

випадкової величини   математичне сподівання X][ XE   добре визначене.  

 

 

Зауваження 1.5 Коли X  – звичайний випадковий елемент в 

сепарабельному банаховому просторі, існування математичного сподівання 

][XE  може бути гарантоване різними припущеннями щодо властивостей 

моментів X , наприклад, існування сильного моменту 1 порядку ([95], Розділ 

II, Твердження 3.2) або слабкий момент порядку 1>p  ([95], розділ II, 

теорема 3.1). На жаль, для узагальненого випадкового елементу X  
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достатні умови, які згадувались вище не застосовні, ось чому в цілому ми 

припускаємо, що X  рефлексивний. Нижче у всіх результатах Розділу 3 

припущення рефлексивності може бути опущеним, якщо   – це  -адитивна 

міра, яка задовольняє відповідну умову на момент.  

 

 

2.2  Функціональні нерівності 

 

Наведемо необхідні попередні відомості. Нехай   – ймовірнісна міра 

на nR , абсолютно неперервна відносно міри Лебега. Далі ми використовуємо 

позначення  

  fdf =E  

 

 .)(= 22  fddffVar    

для математичного сподівання та дисперсії функції f  відносно міри   

відповідно. Для невід’ємної функції f  також позначатимемо ентропію 

функції f  відносно міри  :  

  fdfdfdff lnln=  Ent  

За означенням, для міри   виконується логарифмічна нерівність Соболєва зі 

сталою 0>c , якщо для будь-якої абсолютно неперервної функції f  такої, що 

f  і f  квадратично-інтегровні відносно міри  , виконується:  

 .2� 22 PP fcEf Ent  

Для міри   виконується нерівність Пуанкаре, зі сталою 0>c , якщо для будь-

якої абсолютно неперервної функції f  такої, що f  і f  квадратично 

інтегровні відносно міри  , виконується  



26 

 

 2� PP fcEfVar   

Відомо, що з логарифмічної нерівності Соболєва для міри   випливає 

нерівність Пуанкаре з тією ж сталою ([4] Твердження 2.1 с.144).  

Нехай 
n  – стандартна гаусівська міра на nR , nV R  – довільна вимірна 

множина з 0>)(Vn . Під цензурованою гаусівською мірою надалі ми 

розуміємо міру V

n :  

 
)(

)(
=)(

V

VA
A

n

nV

n






 

тобто умовну гаусівську міру, в якій V  – множина допустимих значень, а 

відповідно Vn \R  – цензурована множина. 

Класичні доведення логарифмічної нерівності Соболєва та Пуанкаре, 

наприклад, метод Бакрі-Емері (див. [3]), потребують обмежень на похідну 

від логарифмічної похідної міри і не є безпосередньо застосовними до 

цензурованих мір (за винятком тривіального випадку nV R= ). Такі методи, 

однак, неважко узагальнити для отримання логарифмічної нерівності та 

нерівності Пуанкаре для міри n

V  з опуклими множинами V . Випадок V , що 

не є опуклою, виявляється істотно більш складним; його дослідження було 

започатковане в недавній статті [2], цілком присвяченій геометрично 

найпростішому випадку, в якому цензурована множина є кулею. Міру V

n , в 

якій Vn \R  – куля, ми називаємо  сферично цензурованою гаусівською мірою. 

У статті [2] запропоновані методи доведення нерівності Пуанкаре для 

сферично-цензурованої гаусівської міри та оцінки для відповідних сталих c  

в термінах радіуса R  цензурованої кулі.  

В даній статті ми одержали верхню оцінку на сталу c  в нерівності 

Пуанкаре для сферично-цензурованої міри, яка є поліміальною відносно 

радіуса кулі. Для цього ми, використовуємо метод, запропонований в [1], 
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аналізуючи сталу в логарифмічній нерівності Соболєва для одномірної 

проекції сферично-цензурованої гаусівської міри на пряму, що проходить 

через центр відповідної кулі та центр координат. Це, як наслідок, дає оцінку 

на сталу в нерівності Пуанкаре для такої міри, що дозволяє застосувати 

метод “розкладу дисперсії” (“decomposition of variance”) зі статтті [2].  

Істотна відмінність між мірами з опуклими допустимими множинами 

та сферично-цензурованими добре ілюструє той факт, що, згідно з 

рівняннями [2], відповідна стала з необхідністю буде залежати від радіусу 

цензурованої кулі. Водночас, характер такої залежності ще не є достатньо 

дослідженим. В [2] виказується гіпотеза про те, що стала c  при великих R  не 

перевищує 2

1Rc . З іншого боку, для деяких випадків (R велике і відстань від 

початку координат до центру кулі лежить в інтервалі ])2(1[0, R ) у [2] 

отримано лише значно слабша оцінка 
2

2
1�

Rc
ecc . 
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Розділ 3 

Геометрична структура міри в контексті 

барицентричних координат 

  

В цьому розділі узагальнені на максимально можливий випадок такі 

геометричні характеристики міри як зоноід, ліфт зоноід та зоноідна нарізка 

множин у випадку нескінченно-вимірного простору з циліндричною мірою, а 

також доводяться відповідні властивості у нескінченно-вимірному випадку. 

Також наводиться теорема про зображення, яка є новим результатом не 

тільки в нескінченно-вимірному просторі, але і у скінченновимірному 

випадку. 

Третій розділ має наступну структуру. В підрозділі 3.1. ми вводимо 

поняття зоноіду, ліфт зоноіду і зоноідної нарізки множин, індукованих 

циліндричною ймовірнісною мірою в банаховому просторі. Наведемо 

основні властивості цих об’єктів і сформулюємо основні результати про 

барицентричне зображення відносно даної циліндричною міри  . 

Барицентричне зображення в підрозділі 3.2 базується на припущені, що 

зоноідна оболонка )(L  збігається з початковим простором (див. означення і 

обговорення в зауваженні 2.1). Для  -адитивної міри   таке припущення 

зазвичай не вдається; в підрозділі 3.3 ми формулюємо версію теореми про 

барицентричне зображення для простору з  -адитивною мірою  , яка 

враховує природну топологію зоноідної оболонки )(L . В підрозділі 3.4 ми 

обговорюємо спосіб, яким барицентричне зображення призводить до трьох 

тісно пов’язаних типів барицентричних координат в початковому просторі.  В 
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підрозділі 3.5 ми розглядаємо наочний приклад з   або центрованою 

циліндричною гаусівською мірою з тотожним коваріаційним оператором, 

або центрованою  -адитивною гаусівською мірою. 

 

3.1  Означення та властивості 

 

Нехай   – циліндрична ймовірнісна міра зі скінченним першим 

моментом, визначена на циліндричній алгебрі C  в рефлексивному 

сепарабельному банаховому просторі X , а X  – випадковий вектор, який 

реалізує циліндричну міру  . 

 

Означення 1.1 Зоноід )(Z  циліндричної міри   – це множина всіх 

точок в X  виду ][ XE  , де X  – узагальнений випадковий елемент в X  з 

розподілом  , і [0,1]:   пробігає всі )(X -вимірні випадкові величини. 

Ліфт зоноід )(ˆ Z  – це множина всіх точок в XR  виду ])[,( XEE  , де 

[0,1]:   пробігає всі )(X -вимірні випадкові величини. 

Для (0,1]  зоноідна  -нарізка множин )(D  – це множина всіх 

точок в X  виду ][1 XE  , де випадкова величина [0,1]:   пробігає множину 

F  всіх )(X -вимірних випадкових величин таких, що .= E  

 

 

В попередніх результатах у скінченномірній ситуації в зауваженні 2 

нагадується означення зоноіду як сподівання випадкового відрізка ][0,X . Для 

завершення списку основних властивостей зоноіду циліндричної 

ймовірнісної міри ми даємо розширення цього означення для нескінченно-

вимірної ситуації. 
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Означення 1.2 Позначимо через *X
S  одиничну сферу в *X , і ),( Ch  – 

опорна функція опуклої множини XC :  

 .},,,{sup=),( *

***

X
S xCxxxxCh  

Розглянемо “випадковий відрізок” ][0,X , який узагальнений в тому сенсі, що 

X  – узагальнений випадковий елемент в X . Відмітимо, що для будь-якого 

*

*

X
Sx  відповідне значення опорної функції  

 0),(:=,=)],([0, ***   xXxXxXh  

вимірне відносно 
*x

C , обмежене випадковою величиною |,| * xX , а, отже, 

інтегроване.  

Означення 1.3 Визначимо математичне сподівання ][0,XE  

випадкового відрізку ][0,X  як опуклу замкнену множину в X  таку, що   

 .),],([0,=)],[0,( *

***

X
SxxXEhxXEh  (3.1) 

Твердження 1.1   

    1.  Множина ])([0,XE  добре визначена (3.1), і ])([0,=)( XEZ  .  

    2.  )](1,[0,=)(ˆ XEZ  .  

  

Доведення твердження 1.1 близьке до доведення твердження 2.2 в [55], 

з невеликою різницею, викликаною тим, що )(Z  не обов’язково компактне. 

 

Зауваження 1.1 (a) Якщо X  – випадковий вектор в dR , тоді будь-яка 

)(X -вимірна випадкова величина   має вигляд )(= Xg  з борелівською 

вимірною функцією RR dg : . Таким чином, наведене вище означення є 

прямим узагальненням скінченновимірних означень зоноіда і ліфт зоноіда, 

що згадуються у вступі. 
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(b) Будь-який 
1F  дорівнює 1  майже напевне, отже, )(1 D  – 

одноточкова множина }{ x .  

 

В наступній теоремі сходяться разом всі базові означення зоноіда, ліфт 

зоноіда і зоноідної нарізки множин. Позначимо через XH  клас всіх множин 

вигляду },:{ * axxx X  з X*x , Ra ; легко побачити, що кожна множина 

XHH  – це циліндрична множина. Позначимо також  

 ;=)(

1=)(:

H

HH





XH

S  

помітимо, що у випадку dRX =  і (звичайної) ймовірнісної міри   множина 

)(S  збігається з опуклою замкнутою оболонкою топологічного носія міри   

 

Позначимо  

 ).(=)(
(0,1]

0  



DD 


 

Теорема 1.1  Нехай   – циліндрична ймовірнісна міра порядку 1, і X  

буде відповідним узагальненим випадковим елементом. 

Тоді виконуються наступні властивості.  

 

    • )(Z  і )(ˆ Z  – замкнуті і опуклі множини в X  і XR  відповідно. 

    • )(Z  і )(ˆ Z  і симетричні відносно точок ][(1/2) XE  і ])[(1/2)((1/2), XE  

відповідно. 

    • )(ˆ Z  визначає   однозначно. 

    • Кожна (0,1]),( D  – це обмежена замкнена множина в X . 

    • )()(   DD   для будь-якого  < . 

    • Якщо   центрована (тобто 0=][XE ), тоді  
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 (0,1].),()(1=)( 1     DD  

 

 

    • Для будь-якої послідовності (0,1)n
  

 )()(   DD
n

  

в термінах відстані Хаусдорфа. В точці 1=  сім’я множин (0,1]),( D  

неперервна в наступному сенсі:  

 ).(=)(
(0,1)

1  



DD 


 

 

    • Замикання )(0 D  співпадає з )(S .  

  

 

 

Доведення. Не втрачаючи загальності, ми припускаємо, що   

центрована міра. 

Твердження (a), (b). Ясно, що достатньо довести (a) і (b) тільки для 

зоноіда )(Z . Опуклість )(Z  випливає із означення: якщо ][= 11 XEx   і 

][= 22 XEx   – деякі точки з )(Z , тоді для будь-якого [0,1]c  точка 

]))(1[(=)(1 21121 XccExccx    так само належить )(Z . Симетричність 

випливає з означення: для будь-якого )(][=  ZXEx   симетрична точка )( x  

може бути представлена як ])[(1=)( XEx  , і, отже, належить )(Z . 

Оскільки )(][=  ZXEx  , для неї виконується (2.5)  

 ,,�|,|�|,| ||�|,| ***

*

*** XPP
X

 xxCxXExXExx   

множина )(Z  лежить в кулі }�:{ Cxx XPP  і, отже, обмежена. 

Нехай 1],[= nXEx nn   – послідовність із )(Z . Розглянемо змінні 1,nn  в 



33 

 

якості елементів одиничної кулі в просторі *

1 ))),(,((=)),(,( PXLPXL  
. 

Тоді за теоремою Банаха-Алаоглу (див. [86], Розділ 3) існує  -слабко збіжна 

підпослідовність }{
k

n , позначимо її границю через ̂ .  

Тоді  

 .,,ˆ,=, ***** X xxXExXExx
k

n
k

n   

Таким чином, якщо xxn   в X , тоді )(]ˆ[=  ZXEx  ; отже, )(Z  – замкнена 

множина. 

 

Твердження 1. Насправді, ми тільки що довели, що для будь-якої 

послідовності )(}{ Zxn   існує підпослідовність }{
k

nx , слабко збіжна до 

]ˆ[:=ˆ XEx  . Давайте доведемо, що xx
k

n
ˆ  (сильно) в X ; це дасть нам потрібну 

властивість компактності. 

Припустимо, що xx
k

n
ˆ  in X , ми маємо послідовність }{ *

kx  елементів 

одиничної сфери *X  таких, що   

 0.,ˆ *  k
k

n xxx  (3.2) 

З теореми Банаха-Алаоглу, ми можемо припустити, не втрачаючи 

загальності, що 
** xxk   *-слабко. Тоді 

 ,,, **  xXxX k  

з ймовірністю 1. З рівномірної інтегрованості (3.4) ця збіжність також 

виконується у )),(,(1 PXL  . Тоді  

  ****** ,ˆ=,ˆ),,(,=, xxxXExXxXExXExx k
k

n
k

nk
k

n   

тому що 
 ˆ

k
n  *-слабко в )),(,( PXL  . Останнє співвідношення 

суперечить (3.2). Це доводить компактність )(Z . Для )(ˆ Z  і (0,1]),( D , 

доведення абсолютно аналогічне. 
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Твердження (c). Доведення цілком аналогічне доведенню теореми 3.5, 

[55] в скінченновимірному випадку, отже, ми просто опишемо його.  

 

Для ** Xx   позначимо через 
*x

  відповідну одновимірну проекцію міри  ; 

вона є розподілом випадкової величини  *, xX . Розрахунки з доведення 

теореми 3.4 в [55] показують, що для довільної циліндричної міри ,  

включення )(ˆ)(ˆ  ZZ   дає включення **

** ),(ˆ)(ˆ X xZZ
xx

 . Таким чином, із 

тотожності )(ˆ=)(ˆ  ZZ  випливає, що для всіх ** Xx  ліфт зоноіди )(ˆ),(ˆ ** xx
ZZ   

збігаються і, отже, (див. зауваження 3.2 в [55]) 
** =

xx
 . Оскільки 

циліндрична міра визначається однозначно її одновимірними проекціями, ми 

маємо тоді  = .  

Твердження (d) випливає прямо з твердження (a), бо )(D  є проекцією 

на X  перерізу )(ˆ Z  аффінною гіперплощиною XR}=:),{( txt . 

Твердження (e) і (f) прямо випливають з означення. 

Твердження (g). Спираючись на твердження (f), щоб довести першу 

частину твердження достатньо показати, що  

 1<),()(    n
n

DD  

в метриці Хаусдорфа. З твердження (e) ми маємо )()(  
n

DD   і єдине, що 

залишається довести – це, що для довільної послідовності 1),( nDx
n

n     

 0.))(,(dist Dxn  (3.3) 

 Нехай  

 1,],[1= nXEx nnn   

де кожна [0,1]: n  – це )(X -вимірна випадкова величина така, що 

nnE  = . Покладемо  
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 ),(1
1

= n

n

n
nn 




 




  

 

тоді 
n – це )(X -вимірна випадкова величина, яка приймає значення в [0,1]. 

Очевидно,  =nE , і тому ][)(1/:= XEx nn   належить )(D . Оскільки   

центрована, ми маємо  

 .
1

= n

n

n
nn xxx








  

Не всі 
nx  належать множині )(

1
D , яка обмежена, що випливає з твердження 

(d). Оскільки  n
 і 1< , ми маємо 0 PP nn xx , що доводить (3.3). 

Множина )(1 D  складається з однієї точки 0=][XE . Отже, щоб довести 

другу частину твердження, ми повинні показати, що якщо ][)(1/= XEx nn   

для деякої послідовності )(X -вимірних випадкових величин з 1:= nn E , 

тоді 0=x . Оскільки   центровна, ])[(1)(1/=)( XEx nn   . Очевидно, 

0)(1  n  за ймовірністю. Тоді за теоремою Лебега про мажоровану 

збіжність ми маємо  

 .0,,)(1 *** X xxXE n  

одержуємо *** 0,=),( X xxx  і тому 0=x . 

Твердження (h). По-перше, покажемо, що для будь-якого (0,1]  

множина )(D  містить всі XHH  з 1=)(H ; це дасть )()(0  SD . Якщо 

X=H , включення тривіальне. В іншому випадку },:{= * axxxH   є аффінним 

півпростором, і ми маємо axX , *  з ймовірністю 1. Тоді для всіх 

випадкових величин зі значеннями в [0,1] виконується нерівність  

 ,],[ *  aExXE   

що передбачає необхідне включення. 
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З іншого боку, з тверджень (d), (e) випливає, що замикання )(0 D  – це 

опукла множина і, звісно, замкнена множина. Тоді, за другою теоремою про 

відкромленість, для будь-якої точки x , яка не належить цьому замиканню, 

існує RX  ax ,**  така, що:  

 .,>,inf:= **

)(
0




xxxya
Dy 

 

Легко побачити, що аффінний півпростір },:{= * axxxH   задовольняє умові 

1=)(H . Дійсно, якщо б це було не так, тоді значення міри   на множині 

}<,:{=\ * axxxH X  – ненульове значення, і тоді точка  

 ])([)\(1:= \ XXEHz HXX  

належить множині )(0 D . Але з зображення z  випливає, що axz <, * , це 

суперечить означенню a . Тому для будь-якого Hx  існує аффінний 

півпростір H  з 1=)(H  такий, що Hx . Це означає, що )(Sx  і, отже, 

замикання множини )(0 D  збігається зі всією множиною )(S . 

У [23] було зауважено, що для (звичайної) ймовірнісної міри   її 

зоноід обов’язково компактний. Більш точно, ця властивість може бути 

сформульована наступним чином. 

 

Твердження 1.2  Нехай   – ймовірнісна міра така, що відповідне 

сімейство випадкових величин   

 1}�,,{ *

**

X
PPxxX   (3.4) 

 є рівномірно інтегрованим. 

Тоді )(Z , )(ˆ Z , і (0,1]),( D  є компактними множинами в X .  

 

Твердження 2. Ми довели в теоремі 1.1, що )(Z  є (непорожньою) 

замкненою опуклою множиною. Тоді за другою теоремою про 
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відокремленість (наприклад [87], розділ II, теорема 9.2):  

 .=)(

)(:

HZ

HZH


 


XH

 

 

Візьмемо *

*

X
Sx  і розглянемо півпростір виду }�,:{= * axxxH  . Для всіх 

)(X -вимірних [0,1]:   має місце   

 ),],([0,=,�, *** xXEhxXExXE   (3.5) 

 а отже, що HZ )(  для будь-якого півпростору вище зазначеної форми з 

)],([0, *xXEha . З іншого боку, для 
0*,

=
 xX

  нерівність (3.5) перетворюється в 

рівність, що означає, що HZ )(  для будь-якого півпростору вище 

зазначеної форми з )],([0,< *xXEha . Це доводить теорема 1.1. Твердження 2 

випливає з теореми 1.1.  

 

Зауваження 1.2 Для рівномірної інтегрованості сім’ї (3.4) достатньо 

того, щоб міра   мала сильний момент порядку 1:   

 ,< PPXE  (3.6) 

 або слабкий момент порядку 1>p :   

 .,<|,| *** X xxXE p  (3.7) 

 За припущення, що   має слабкий момент порядку 1>p , властивість 

компактності еквівалентна твердженню 1.1, [39].  
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3.2  Барицентричне зображення відносно циліндричної 

міри 

 

В цьому підрозділі вводиться барицентричне зображення в X  

відносно даної циліндричної міри  . Ми припускаємо, що   неперервна в 

тому сенсі, що   

 .{0},\0,=})=,:({ ** RX  axaxxx  (3.8) 

 Для циліндричної множини A  з 0>)(A  її барицентр відносно   

визначається рівністю:  

 
)(

)(
=)(

A

dxx
B A

A






 

(інший термін для барицентра )(AB  – це A -центроїд міри  , див. [53]). 

 

Теорема 2.1  Нехай   – циліндрична ймовірнісна міра порядку 1. 

Припустимо, що: 

 

    •   задовольняє (3.8);  

    • внутрішність множини )(0 D  непорожня.  

 

Тоді виконуються наступні твердження: 

 

    1.  Множина 0}>)(),({=)( ABA B  всіх барицентрів відносно   

збігається з внутрішністю множини )(S .  
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    2.  Будь-яка точка )(Bx  має зображення у формі   

 0.>)(,),(= HHBx H  XH  (3.9) 

 Це зображення однозначне в наступному розумінні: якщо )(=)(  GH BB  для 

деяких XHGH , , тоді  

 0.=)( GH  

 

  

 

Ми використовуємо властивості (d) – (h)  -нарізки множин зоноіда, 

щоб довести теорему 2.1. 

По-перше, ми відмітимо, що деяке (0,1),),( D  має непорожню 

внутрішність. Дійсно, кожна (0,1)),( D  замкнена, і якщо жодна із них не 

має внутрішньої точки, тоді )(0 D  є множиною Бера 1-ї категорії; нагадаємо, 

що сім’я (0,1)),( D  монотонна (властивість (e)), отже, )(0 D  зможе бути 

представлене як об’єднання деякої послідовності множин 1),( nD
n

  з 0.]n  

Це, за теоремою Бера про категорії, суперечить припущенню (ii).  

Отже, в силу властивостей (e), (f) кожна (0,1),),( D  має 

непорожню внутрішність. 

Далі перейдемо до конструювання барицентричного зображення точок 

)(0 Dx  у вигляді (3.9). Очевидно, що для 0=x  існує таке зображення з 

X=H , і це зображення однозначне в зазначеному вище сенсі. Розглянемо 

довільну точку )(0 Dx , 0=x . Існує єдине (0,1))(= x  таке, що )(Dx  і 

)(Dx  для будь-якого  > ; це випливає з властивості (e) у теоремі 1.1. З 

властивості неперервності (g) випливає, що )(Dx  . Оскільки )(D  має 

непорожню внутрішність, ми можемо застосувати першу теорему про 
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відокремленість (наприклад [87], розділ II, теорема 9.1 і подальші наслідки), і 

одержуємо, що існує опорний гіперпростір в точці x  до множини )(D . Це 

означає, що існує {0}\** Xx  такий, що   

 ).(,,, ** Dyxyxx   (3.10) 

 За умовою (3.8) існує a  таке, що  

 .=}),:({ *  axxx   

Покладемо }.,:{=),(= * axxxAXf A   Тоді )(Ff  , і для всіх )(Fg     

 

0,))()(,(

))())((1,(=

),)((=,)(

\

*

*

**

XgaxXE

XgaxXE

axXgfExXgfE

A

A

X





 (3.11) 

 тому що математичне сподівання у правій частині (3.11) невід’ємне. Це 

означає, що  

 )(=])([1  AA BXXE  

– єдина точка в множині )(D , яка забезпечує екстремальне значення для 

функціонала  *, xyy   на цій множині. В сукупності з (3.10) це надає 

потрібне зображення (3.9) з AH = . Однозначність зображення випливає з 

строгості нерівності в (3.11) для функцій f  і g , що не є рівними майже 

напевне. 

Помітимо, що )()( 0  DB . Оскільки ми вже довели (однозначність) 

зображення будь-якої точки )(0 D  як барицентра деякої множини XHH , це 

завершує доведення твердження 2. 

 

Нагадаємо, що )(0 D  опукла і має непорожню внутрішність. Тоді (див. 

[87], розділ II, §  1.3) внутрішність множини )(0 D  збігається з внутрішністю 

замикання цієї множини. В сукупності з властивістю (h) з теореми 1.1, це 

означає, що кожна точка внутрішньості множини )(S  належить 
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(внутрішньості) )(0 D . З іншого боку, оскільки внутрішність )(S  

непорожня, це випливає з першої теореми про відокремленість, що для 

кожної точки )(Sx , яка не є внутрішньою точкою множини )(S , існує 

{0}\* Xx  і число a  таке, що axx =, *  і 1=)�,:( * axxx  . Тоді, користуючись 

(3.8), легко бачити, що для кожної точки )(0 Dy  виконується axy <, * , і, 

отже, )(0 Dx . Це означає, що )(0 D  збігається з внутрішністю множини 

)(S , і це завершує доведення твердження 1.  

 

 

Зауваження 2.1  Умова (ii) може бути переформульована в наступній, 

більш геометричній формі. Не втрачаючи загальності, ми можемо 

припустити, що міра   центрована. Позначимо )(L  лінійну оболонку )(0 D . 

Із тверджень (e), (f) теореми 1.1, маємо  

 );()(=)(
)(0,

1/2

)(0,

 rZrD
rr




L  

тут ми скористались тим, що )(2)(1/2  ZD  . З іншого боку, будь-яка точка 

)(Zx  має зображення ][= XEx   з деяким   зі значеннями в [0,1], тому 

)()( 0   DDx   з  E= . Остаточно це дає нам наступну рівність   

 ).(=)(=)(
)(0,

1/2

)(0,

 rZrD
rr




L  (3.12) 

 

 

Тоді (ii) еквівалентне наступному твердженню:  

 

 ).(=)( ii XL   

 

З рівності (3.12) лінійний простір )(L  природним чином наділяється нормою 
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LPP   рівною функціоналу Мінковського для множини зоноіда )(Z ; 

відмітимо, що )(Z  симетрична і опукла множина, тому що   – центрована 

міра. Ми називаємо )(L  наділену нормою 
LPP   оболонкою зоноіда 

циліндричної міри  , і відмітимо, що умова (ii) насправді означає, що 

початковий простір X  збігається з оболонкою зоноіда міри  .  

 

Зауваження 2.2 У випадку dRX =   умова (ii ) (і таким чином (ii)) 

очевидно виконується: якщо (ii ) не виконується, тоді міра сконцентрована 

на гіперплощині )(L , що суперечить (i). 

Втім, в нескінченно-вимірному випадку умова (ii) набагато 

вимогливіша. Наприклад, ця умова не виконується для будь-якої  -

адитивної ймовірнісної міри  , на нескінченно-вимірному гільбертовому 

просторі такому, що відповідна сім’я (3.4) рівномірно інтегрована. Дійсно, у 

випадку, коли )(0 D  буде  -компактною множиною, отже, за теоремою Бера 

про категорії має порожню внутрішність. Іншими словами, у цьому випадку 

геометрія оболонки зоноіда )(L  обов’язково відрізняється від геометрії X . 

Це спостереження показує, що в нескінченно-вимірному випадку, (ii), 

(ii ) зазвичай вимагають, щоб зоноід   був не компактним. В основному, це 

мотивує наш інтерес до циліндричних ймовірнісних мір, тому що їх зоноіди 

не обов’язково компактні. 

 

  

Зауваження 2.3 Виникає природне запитання, чи існують природні 

приклади циліндричних ймовірнісних мір, які задовольняють (ii), (ii ). 

Конструкція, яка приведе до широкого класу таких прикладів представлена в 

підрозділі 3.3 нижче; див. обговорення в зауваженні 3.1.  
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3.3  Барицентричне зображення в просторі з  -адитивною 

мірою 

 

Нехай X  – сепарабельний (не обовязково рефлексивний) банахів 

простір і   – це  -адитивна ймовірнісна міра на Борелівській  -алгебрі в X . 

Припустимо, що   має слабкий момент порядку 1>p ; а саме, виконується 

(3.7). Теорема 2.1 не може бути застосована, оскільки умова (ii) не 

виконується. Тут ми обговоримо структуру лінійної оболонки зоноідів )(L  і 

запропонуємо версії барицентричного зображення дійсного в цьому випадку. 

Не втрачаючи загальності, ми припускаємо, що міра   – центрована. 

Щоб вивчати властивості зоноідної оболонки )(L , зручно 

використовувати об’єкти, пов’язані з поняттям вимірного лінійного 

функціонала; див. наприклад, [39]. Нагадаємо коротко відповідні 

конструкції. Для ][1, pr  , позначимо канонічне вкладення *X  в ),( XrL  за 

,rT . Визначимо )(, XH r  як замикання ,rT ; будь-який елемент в )(, XH r  

називається ( rL -інтегровним) вимірним лінійним функціоналом. 

Для будь-якого ),( XLg  інтеграл  

 X
X

 )()( dxxxg   

добре визначений (див. [95], розділ II, § 3). Це можна легко перевірити, що 

спряжений оператор ***

1, ),(: XX   LT  має форму  

 ),,(),()(=*

1,  X
X

 LgdxxxggT  
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і, зокрема, приймає значення в **XX  . 

 

 

Твердження 3.1  

 

    1.  Множина )(L  збігається з образом *

1,T .  

    2.  Норма 
LPP   еквівалента нормі 

RPP   визначеній як   

 ).(=)(,inf= *

1,),(
=*

1,
:),(





 Txgx L
xgTLg

RLPPPP X
X

R 





 (3.13) 

  

 

Доведення. Доведення випливає прямо з означення відповідних 

об’єктів, і, отже, ми опускаємо подробиці.   

 

Твердження 2.1 можна зробити більш точним. Розглянемо спряжений 

порстір *

1 )],([ XH ; а саме, фактор-простір в ),( XL  відносно відношенню 

еквівалентності   

 ,0,=)(,))()(( ***

2121 X:
X

  xdxxxxgxggg   (3.14) 

 (див [86], розділ 4). Можна легко бачити, що для будь-якого ),( XLg   

 0.0=*

1, :ggT   

Це означає, що *

1,T  можна природним чином розуміти як лінійний оператор 

)()],([ *

1  LXH  . Крім того, норма в просторі *

1 )],([ XH  визначається 

відношенням  

 .~
inf= ),(~*)],(

1
[  X

:XH
PPPP


L

gg

gg  

Порівнюючи це з виразом в правій частині (3.13), ми одержуємо наступне. 
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Наслідок 3.1 Оболонка зоноідів )(L  – це банахів простір ізоморфний 

до спряженого простору ),(1 XH  
1L -інтегровних вимірних лінійних 

функціоналів. Відповідний ізоморфізм здійснюється оператором *

1,T .  

 

Тепер ми готові надати версію барицентричного зображення, що діє у 

розглянутому випадку. Позначимо через XH 1,  сім’ю множин вигляду  

 .),(},)(:{ 1, RXH  ahaxhx   

 

Теорема 3.1  Припустимо, що: 

 

    • для всіх RXH  ah {0},\)(1,   

 0;=})=)(:({ axhx  

 

    • для всіх 1>r , ).(=)( ,1, XHXH  r   

 

Тоді виконуються наступні твердження: 

 

    1.  Множина 0}>)(),({=)( ABA B  всіх барицентрів відносно міри   

збігається з внутрішністю )()(  LS  відносно топології індукованої нормою 

LPP  .  

    2.  Будь-яка точка )(Bx  має зображення в формі   

 0.>)(,),(= 1, HHBx H  
XH  (3.15) 

 Це зображення однозначне в наступному сенсі: якщо )(=)(  GH BB  для 

деякого XH 1,, GH , тоді  

 0.=)( GH  
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Доведення.  

 Тотожність )(=)( ,1, XHXH  r
 дає, що банахові простори *

1, )]([ XH   і 

*

, )]([ XH r
 ізопериметричні. Визначимо 1)/(=  rrr , тоді *

, )]([ XH r
 в фактор-

просторі ),( XrL   відносно еквіваленції (3.14). Використовуючи факт, що 

),( XrL   рефлексивний простір, легко показати, що кожний з простірів 

*

, )]([ XH r , *

1, )]([ XH   і )(L  також рефлексивний. 

Позначимо ),(=
~

LX  тоді *~
X  ізопериметричний до )(1, XH  . Визначимо 

*

1,

~
)(: XXH J  як відповідну ізометрію, і визначимо на ймовірнісному 

просторі )),(,(=),,( XBXF P  узагальнений випадковий елемент X
~

, 

визначений в X
~

 як  

 ).(,=,
~

1, XH  hhJhX  

За побудовою, розподіл ~  елементу X
~

 – це циліндрична міра порядку 1. До 

того ж )
~

(X  збігається з F , з цього випливає, що зоноід, ліфт зоноід і  -

нарізка множин для міри   збігаються з образами таких самих об’єктів для 

~  при природному вкладенні XL )( . Тому необхідні твердження 

випливають з теореми 2.1 застосованої до ~ .  

 

Зауваження 3.1  Ключовим моментом в описаній вище конструкції є 

розгляд замість вихідної міри   її “узагальненого звуження” ~  зоноідну 

оболонку )(L . Тоді нова циліндрична ймовірнісна міра ~  одразу буде 

задовільняти умовам (ii), (ii ) з підрозділу 3.2. 

Умова (b) в наведеному вище доведенні використовується, щоб 

гарантувати )(L  рефлексивність банаховому просторі. Ця умова 

виконується в особливо цікавому випадку, тобто для гаусівської міри   або, 

в більш загальному випадку, для опуклої міри  ; дивись [22]. Однак, це не 
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тривіальне структурне допущення на міру  , і є інтерес в інших умовах, які 

забеспечують )(L  рефлексивність. Це предмет для подальшого дослідження.  

 

 

3.4  Барицентричні координати 

 Ми коротко згадували у вступі, що барицентричне зображення, 

встановлене в теоремі 2.1, в деяких особливо цікавих випадках уможливлює 

введення барицентричних координат в початковому просторі. Тут ми 

обговорюємо цю тему детально. 

Припустимо, що   – циліндрична ймовірнісна міра порядку 1 на X  

центрована і задовольняє умови (i),(ii) теореми 2.1. Припустимо також, що   

  (3.16) 

 Зауважимо, що вищенаведені припущення приводять до того, що кожна 

непорожня множина XHH  має додатне значення міри  . Тому множина 

)(S  збігається з усім X , і за теоремою 2.1 ми маємо   

 ).(=
(0,1]





D


X  (3.17) 

 

Для Xx  визначимо  

 )}(:(0,1]{sup=)(  Dxx   

– зоноідна глибина даних точки x  відносно міри   (див. означення 7.1 в [53] 

і [30]). Для однієї вийняткової точки 0=x , ми маємо 1=)(x . Для всіх інших 

– ми маємо (0,1))( x , і відповідно до (3.16) і доведення з підрозділу 3.2 

існує єдине *

*

X
Sx  і Ra  такий, що x  є барицентром півпростору 

},:{= * axxxH  . Очевидно, що пара ),( *xa  визначає x  однозначно, отже, ми 

можемо визначити будь-яку точку {0}\Xx  парою   
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 .),( *

*

X
SRxa  (3.18) 

  

З іншого боку, для будь-якого 0=x  розглянемо відповідно *

*

X
Sx  і значення 

опорної функції множини )()(  xD  на *x :  

 ).),((= *

)( xDhh x   

Легко бачити, що x  – єдина точка множини )()(  xD  з афінної гіперплощини 

}=,:{ * hxxx  . Отже, є ще одна можливість визначити точку {0}\Xx  парою   

 .)(0,),( *

*

X
Sxh  (3.19) 

 Нарешті, дані множина )(D  і *

*

X
Sx  однозначно визначають 0>h  такий, 

що афінна гіпер-площина }=,:{ * hxxx   є гіперплощиною носієм для )(D . 

Отже, ми можемо також визначити точку {0}\Xx  парою   

 ,(0,1)),( *

*

X
Sx  (3.20) 

 де перша координата збігається з зоноідною глибиною даних )(x . 

Підсумуємо. Ми представили X  як диз’юнктне об’єднання   

 ),(=
(0,1]





ZX 


 (3.21) 

 де )(Z  визначає множину точок з зоноідною глибиною даних відносно 

міри   рівну  ; різниця між (3.17) і (3.21) полягає в тому, що множини 

(0,1]),( Z , попарно неперетинні. Множина )(1 Z  складається з однієї 

точки 0 . Для (0,1)  будь-яка точка )(Zx  визначається відповідним 

*

*

X
Sx , котрий можемо природно розуміти як однозначний “зовнішній 

дотичний напрямок” для )(Z  в точці x . Це призводить до зображення 

(3.20). Без втрати властивості однозначності зображення, скаляр   може 

бути замінений  *,= xxh  (з цього випливає (3.19)), або a  такий, що x  
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барицентр аффіного півпростору },:{= * axxxH   (з цього випливає (3.18)). 

 

 

3.5  Приклади 

 

Проілюструємо одержані результати на прикладі гаусівської міри  , 

де обрахунки максимально прості. Нижче наведені результати не є новими; 

наприклад твердженні 5.2 є вже відомим (див. теорему 4.3 в [23]).  

Нехай X  – сепарабельний гільбертовий простір, і   – центрована 

циліндрична гаусівська міра на X  з тотожним оператором коваріації. З 

означення випливає, що для відповідного узагальненого випадкового 

елементу X   

 ;),(0,),( 2 XPPN: XX xxxX  

тут ми ототожнюємо *X  з X  і пишемо X),(   замість , . Очевидно, що міра   

задовольняє (3.8) і (3.16).  

Розподіл X  є ротаційно інваріантним; це означає, що UX  має такий 

самий розподіл з X  для будь-якого унітарного оператора XX :U . Тоді 

легко побачити, що кожна множина )(D  це замкнена куля в X ; визначимо 

радіус цієї кулі )(r . Ми можемо визначити цей радіус легко, 

використовуючи аргументацію з підрозділу 5.4. А саме, для кожної точки x  

на границі множини )(D  відповідний “зовнішній дотичний напрямок” 

збігається з xx 1

XPP . Тоді x  може бути однозначно зображенний як барицентр 

півпорстору   

   ,)(,:= 1 xaxxxxHx XXPP   (3.22) 

 де скаляр )(= xaa  визначений відношенням  =)( xH . Оскільки  
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   ,)(,=)( 1 xaxxXPHx XXPP   

і  xxX 1, 

XPP  має стандартну гаусівський розподіл, ми маємо:  

 .21:=)(,)(:=)(),(1=)( /221 u
u

eudvvuxa 





   

Тоді  

 
   

),(1=21=

,1=,==)(

/22

)(

)()1,(

11





Iduue

xxXExxxxr

u

xa

xaxxX









XX
PPXXXX PPPPPP

 

де 1:= I  так звана гаусівська ізопериметрична функція; тут ми 

використовуємо )(=)(1 11     і   – парна функція. Помітимо, що для 

0=x  відповідна зоноідна глибина рівна )(1

XPPxr , отже,  

 );()(:=)(),(=))((=)( 111 uuuGxGxrxa   XX PPPP  

помітимо, що функція )(0,: RG  монотонна. Таким чином, ми довели 

наступне. 

 

Твердження 5.1  Нехай   – центрована циліндрична гаусівська міра в 

X  з тотожнім коваріаційним оператором. 

Тоді виконуються наступне.  

    1.  Кожна зоноідна  -нарізка (0,1)),( D  рівна кулі з радіусом 

)(=)( 1  Ir  . 

 

    2.  Кожна точка 0=x  має однозначне зображення як барицентр 

відносно міри   півпростору (3.22) з )(=)( 1

XPPxGxa  .  

  

 

Випадок, коли   – центрована  -скінченна гаусівська міра в 

сепарабельному банаховому просторі X , може бути зведений до випадку, 



51 

 

розглянутого вище, як це було зроблено в підрозділі 3.3. Оскільки із 

збіжності за ймовірністю гаусівської послідовності випливає 
pL -збіжність 

для всіх 1p , ми маємо, що всі простори 1),(, pp XH   зараз збігаються. 

Відповідний простір називається відворюючим ядром простору для 

гаусівскої міри  ; ми позначаємо H . Оскількі, )(= 2, XHH   може 

розглядатись як гільбертів простір, )(L  збігається з образом H  при 

природному вкладені XH  :J  (цей образ зазвичай називають простором 

Камерона-Мартіна міри  ). В цьому просторі   породжує центровану 

гаусівську циліндричну міру ~  з тотожним оператором коваріації. 

Застосовуючи твердження 2.2 до ~ , ми одержуємо наступне. 

 

Твердження 5.2  Нехай   це центрована  -скінченна гаусівська міра 

в сепарабельному банаховому просторі X . 

Тоді виконується наступне.  

    1.  Кожний зоноідна  -нарізка (0,1)),( D  співпадає з образом 

кулі в H  з радіусом )(=)( 1  Ir   під дією природного вкладення H  в X . 

 

    2.  Кожна точка 0=x  в просторі Камерона-Мартіна має однозначне 

зображення як барицентр відносно міри   вимірного півпростору  

   ),(=)(,)(,:= 11111





 H
H

H PPPP xJGxaxaxJxJxxH x

 








  

де 
H),( h  позначає лінійний вимірний функціонал відповідний до Hh .  
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Розділ 4 

Функціональні нерівності 

  

У четвертому розділі введено поняття зваженого ліфт зоноіда та 

показано, що умова порядку на міру  , накладена у термінах зважених ліфт 

зоноідів цієї міри, приводить до таких функціональних нерівностей на цю 

міру, як нелінійне узагальнення нерівності зсуву Бобкова та зваженої 

оберненої логарифмічної нерівності Соболєва. Вибір ваги K  у нашій версії 

оберненої логарифмічної нерівності Соболєва істотно відрізняється від 

наявних у літературі та вимагає, щоб вага v  з означення зваженого ліфт 

зоноіда дорівнювала дивергенції ваги K  відносно вихідної міри  . Показано, 

що такий вибір також може бути корисним при доведенні прямої 

логарифмічної нерівності Соболєва. 

Вивчається нова область, де поняття ліфт зоноіда можуть бути 

застосовані природним чином. В якості безпосереднього розширення 

означення ліфт зоноіда ми введемо поняття зваженого ліфт зоноіда )(ˆ vZ  з 

векторнозначною функцією ваги v . Ми покажемо, що належним чином 

вибрані функція ваги v , відношення порядку на міру  , сформульована в 

термінах зваженого ліфт зоноіда міри, веде до відомих функціональних 

нерівностей для цієї міри, таких яких нелінійне розширення нерівності зсуву 

[19] Бобкова і зваженої оберненої нерівності Соболєва. Зважена версія 

класичних функціональних нерівностей (Пуанкаре, логарифмічна нерівність 

Соболєва і т.д.) вивчалась останнім часом в різних контекстах. Вибір ваги K , 

яка бере участь у нашій версії оберненої логарифмічної нерівності Соболєва, 

специфічний і суттєво відрізняється від наявних в літературі. Цей вибір в 
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основному мотивований (розширенням) функціональної форми нерівності 

зсуву Бобкова, і потребує ваги v , яка використовується в означенні 

зваженого ліфт зоноіда, дорівнює дивергенції ваги K  відносно даної міри  . 

Зауважимо, що такий вибір так само може бути корисним для доведення 

(зваженої) прямої логарифмічної нерівності Соболєва. У випадку обмеженої 

ваги це може приводити до нових достатніх умов для логарифмічної 

нерівності Соболєва. Проілюструємо спектр застосувань в цих умовах в двох 

прикладах підрозділу 5.4.  

 

4.1  Зважений ліфт зоноід, нелінійні нерівності зсуву і 

зважена обернена логарифмічна нерівність Соболєва 

 Нехай   – ймовірнісна міра на борелівській  -алгебрі в dR , і 

ddv RR :  – вимірна функція така, що  

 ;<)()(  dxxv
d

PP
R

 

тут і надалі ми позначаємо PP   Евклідову норму в dR . Ми визначаємо 

зважений зоноід )(vZ  з вагою v  як множину всіх точок в dR  виду   

 )()()( dxxvxg
d

R  (4.1) 

 з довільною борелівською вимірною функцією [0,1]: dg R . Зважений ліфт 

зоноід )(ˆ vZ  визначено як зважений зоноід міри  1  в 1dR . Відповідно, 

зважений зоноід )(vZ  і зважений ліфт зоноід )(ˆ vZ  – це множини точок 

виду   

 1))()()(()()(  dd XvXEgXEgandXvXEg RR  (4.2) 

 відповідно, де X  – це довільний вектор з розподілом  . Це означення пряме 

узагальнення означення зоноіду і ліфт зоноіду (див. [55], означення 2.1), де 

функція v  має вигляд xxv =)( . 
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Ліфт зоноід )(ˆ Z  є випуклую компактною множиною в 1dR , 

симетричною відносно точки )(1/2)((1/2), EX , яка визначає вихідну міру   

однозначно; див. [55]. З іншого боку, легко бачити, що означення зваженого 

ліфт зоноіда )(ˆ vZ  не зміниться, якщо обмежити клас борелівських функцій 

g  до класу функцій вигляду  

 [0,1]:)),((=)( dGxvGxg R  

– вимірна борелівська функція.  

Це спостереження одразу призводить до рівності )(ˆ=)(ˆ 1vZZ v  ; 

тобто, зважений ліфт зоноід )(ˆ vZ  збігається з (звичайним) ліфт зоноідом 

образу міри   при відображенні v . Як наслідок, ми отримаємо зважений 

ліфт зоноід )(ˆ vZ  – випуклу компактну множину в 1dR , симетричну відносно 

точки ))((1/2)((1/2), XEv , і він визначає образ міри 1v  однозначно. 

Наступна теорема мотивує наведене вище визначення зваженого ліфт 

зоноіда. Щоб сформулювати його, нам необхідно ввести деякі позначення. 

Визначимо c  центровану гаусівську міру в dR  з матрицею коваріацій dIc
R

2 . 

Позначимо через  

 R  

 xdyyxex
x

x ,)(=)(,21=)( /22

  

стандартну гаусівську функцію щільності і стандартну гаусівську функцію 

розподілу, відповідно, і позначимо через   

 

 0=(1)=(0)(0,1),)),((=)( 1 IIpppI   (4.3) 

 гаусівську ізопериметричну функцію. 

 

Для будь-якої вимірної функції f  на dR  ми пишемо fE  для інтегралу 



55 

 

f  відносно міри  ; функція f  може бути векторнозначною, тоді інтеграл 

розуміється в покомпонетному сенсі. Для функції f  зі значеннями в R  її  -

ентропія визначається  

 ),(log)()log(= fffff  EEEEnt   

вважаючи 0=0log0 . 

 

Далі ми припускаємо, що міра   має логарифмічний градієнт v ; де 

функція RR dv :  – інтегрована відносно міри   і така, що для кожної 

гладкої RR df :  з компактним носієм   

 

 ).(= fvf  EE   (4.4) 

 

 Це припущення еквівалентне наступному, дивись твердження 3.4.3 в [20]: 

існує щільність p  міри   відносно міри Лебега, яка належить до класу 

Соболєва )(1,1

dW R ; в цьому випадку  

 .,1,=,=][ dippv
i

xi    

 

 

Теорема 1.1  I. Наступні три твердження еквівалентні.   

    • )()( c

v

ZZ 




 .  

    • Для гладкої функції [0,1]: df R  з компактним носієм, виконується 

нерівність   

 ).(� fcIf  EE PP   (4.5) 

  

    • Для будь-якого )(, dd Ah RBR     
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 ).))(((�)(�)))((( 11 PPPP hcAhAhcA     (4.6) 

 

 

 

II. Із умов A - C, випливає обернена логарифмічна нерівність 

Соболєва: для будь-якої гладкої функції )[0,: df R  з компактним носієм,   

 .2�2 ffcf  EEntE PP   (4.7) 

 

 

 

 

Зауваження 1.1  За означенням (див. означення 5.1 в [55]), дві міри 

21,  пов’язані ліфт зоноідним порядком (позначення: 
21  LZ´ ), якщо  

 ).(ˆ)(ˆ 21  ZZ   

Нагадаємо, що )(

v

Z


 збігається з ліфт зоноідом міри 1:= 

  v ; тобто, ліфт 

зоноідом від розподілу логарифмічного градієнта міри  . Отже, твердження 

A може бути еквівалентно сформульоване наступним чином: розподіл   

логарифмічного градієнту міри   мажорується у сенсі ліфт зоноідного 

порядку канонічною гаусівською мірою в dR .  

 

Теорема 1.1 не є повністю новою. Еквівалентність умов B і C 

використовував С. Бобков в [19] як ключовий інгридієнт в доведені 

нерівності зсуву (4.6) (в [19], для міри   яка припускається продакт мірою, 

але доведення еквівалентності (4.5) і (4.6) насправді не залежить від цього 

припущення). Нариси доведень (4.7) при умові (4.5) і (4.6) наводиться в [5]. 

Треба підкреслити, що умова B, яка зазвичай називається функціональною 
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версією нерівності зсуву, еквівалентна умові A, яка згідно з зауваженням 1.1 

може бути записана як ліфт зоноідне відношення порядку   

 .cLZ ´  (4.8) 

 Доцільним буде порівняти (4.8) з наступною необхідною і достатньою 

умовою для функціональної версії нерівності зсуву, наведена в [19] у 

випадку, коли міра   є продакт мірою з рівними маргинальними 

розподілами 
1 . Ця умова стверджує, що існує 0>c  таке, що виконується 

(4.5), тоді і тільки тоді існує 0>  таке, що:   

 2;�)(
1

2

dxe x


 R  (4.9) 

 крім того, оптимальні константи c  в (4.5) і   в (4.9) пов’язані 

співвідношенням   

 .4��61  c  (4.10) 

 Для продакт міри )(=)( 11= i

d

i
dxdx    відповідний розподіл логарифмічного 

градієнта знову є продакт мірою:  

 ),(=)(
1

1=

i

d

i

dxdx     

і в цьому випадку в силу наслідку 5.3 в [55] відношення (4.8) еквівалентне до   

 ,1

1
cLZ   ´  (4.11) 

 де 1

c  є )(0, 2cN -гаусівська міра на R . Обидві умови (4.9) і (4.11) є умовами на 

хвости розподілов логарифмічного градієнту міри 1 , але (4.11) більш точна, 

оскільки вона включає в себе ту ж саму константу c  з (4.5). 

Основний результат цього підрозділу – теорема 1.2, що наведена 

нижче, – це узагальнення теореми 1.1, яке мотивоване спостереженням, що у 

теоремі 1.1 еквівалентність зв’язку A і B випливає прямим чином з формули 

інтегрування по частинам (4.4); дивись доведення теореми 1.2 нижче. Маючи 
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це спостереження на увазі, ми представляємо широкий клас функцій ваги, які 

допускають аналогію з формулою інтегрування по частинам (4.4). Щоб це 

зробити, ми нагадаємо, що ми називаємо  -дивергенцією функції ddg RR : , 

якщо вона існує, яка позначається як функція ),()( 1 
dLg R  така, що для 

будь-якої гладкої функції RR df :  з компактним носієм  

 

 ).(=),( gfgf d  EE
R

  

 

 -дивергенція добре визначена, наприклад, для будь-якої функції 1Cg   

обмеженої разом з своїми частковими похідними; у цьому випадку,  

 

 .][=)(
1=1=

i
i

x

d

i

ii

d

i

ggvg     

 

Це випливає прямо з (4.4); дивись [20], Розділ 6 для більш детальної 

інформації на цю тему. Нехай функція RR dv :  така, що для функції K  яка 

приймає значення dd  -матриці,   

 ,,1,=),(= diKv ii   (4.12) 

 де iK  позначає i -ий рядок матриці K . Тоді для будь-якої гладкої f  з 

компактним носієм   

 

 ;=)( fvfK  EE   (4.13) 

 

 тут і нижче ми розглядаємо елементи dR  як вектор-стовпчики. Формула 

(4.13) – це просто розширення формули інтегрування по частинам (4.4), де 

градієнт   змінюється на “зваженний градієнт” K  з матричнозначною 
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вагою K , і логарифмічний градієнт v  змінений на  -дивергенцію функції 

K . Крім того, якщо K  задовільняє деякі додаткові умови регулярності, 

наприклад,   

      dddK RR:  (4.14) 

 тоді для кожного dh R  існує потік розв’язків },),({ , dhK

t xtx RR   задачі 

Коші   

 .=)(,))()((=)( 0

* xxdtxhKxd tt   (4.15) 

 

 

Теорема 1.2  I. Нехай d

iivv 1=)(=  задовільняє (4.12). Тоді наступні два 

твердження еквівалентні:   

    • )()( c

v

ZZ 


 .  

    • Для будь-якої гладкої функції [0,1]: df R  з компактним носієм, 

виконується нерівність   

 ).(� fcIfK  EE PP   (4.16) 

  

 

Якщо додатково матрично-значна функція K  задовільняє (4.14), тоді 

A1 і B1 еквівалентні наступному твердженню.   

    • Для будь-якого )(, dd Ah RBR     

   ).))(((�))((�)))((( 11,

1

1 PPPP hcAAhcA hK     (4.17) 

  

 

II. За умови A1, або еквівалетній їй B1, виконується наступна зважена 

обернена логарифмічна нерівність Соболєва: для будь-якої гладкої функції 

)[0,: df R  з компактним носієм:   
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 .2�22 ffcfK  EEntE PP   (4.18) 

 

 

 

Помітимо, що умова A1 це просто відношення ліфт зоноідного 

порядку для образу міри   під дією v :   

 .1

cLZv  ´  (4.19) 

 

До того, як навести доведення теореми 1.2, підсумуємо, що ми маємо: 

умова ліфт зоноідного порядку (4.8) – це критерій для нерівності зсуву, 

записаний або в його точній формі (4.6), або в своїй функціональній формі 

(4.5). Ця еквівалентність досить гнучка в наступному сенсі: якщо 

логарифмічний градієнт v  в (4.8) замінити на іншу вагову функцію v  

наступної форми   

 )(= Kv   (4.20) 

 (див. (4.12)), тоді відповідна умова ліфт зоноідного порядку (4.19) 

залишається еквівалентною ваговій версії (4.16) функціональної форми 

(узагальненої) нерівності зсуву. Точна форма (узагальненої) нерівності зсуву 

у цьому випадку також доступна і містить замість лінійних зсувів 

трансформацію вихідної міри   потоком розв’язків (4.15).  

 Доведення теореми 1.2: твердження I. Ліфт зоноід )(ˆ Z  стандартної 

гаусівської міри   в dR  можуть бути ідентифіковані наступним способом: 

для даного (0,1) , переріз )(ˆ Z  гіперплощиною dR}{  має проекцію на 

останні d  координат рівну кулі з центром в точці 0  і радіусом )(I ; дивись 

[53], підрозділ 6.3 або [68], твердження 3.4. З означення ліфт зоноіда 

очевидно випливає, що  
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 ).(ˆ=)(ˆ  ZcZ c
 

Отже, умова A1 може бути переписана в наступній еквывалетній формі: для 

кожної борелівської вимірної функції [0,1]: dg R  такої, що ,= gE   

 ).(=)(�)( gcIcIgv   EE  

За апроксимаційною процедурою, умова записана вище, еквівалентна 

аналогічній з борелівською вимірною g  заміненою гладкою функцією f  з 

компактним носієм. Оскільки для такої f  з (4.13)  

 ,)(=)( fKfv  EE  

умови A1 і B1 еквівалентні.  

Доведення еквівалентності B1 і C1 слідує лінії доведення С. Бобкова з 

[19] для випадку продакт мір і лінійних зсувів; щоб зробити тлумачення 

самодостатніми, демонструємо основні кроки цього доведення. 

Визначимо (0,1)0,),)((=)( 1   prrppRr
. Тоді виконуються наступні 

властивості:   

 

    • для кожного 0r  функція rR  увігнута;  

 

    • сімейство 0},{ rRr  є напівгрупою відносно композиції функцій, 

тобто  

 ;=
2121

rrrr RRR   

 

    • функція 0R  тотожня, і “генератор” напівгрупи 0},{ rRr  рівний 

гаусівській ізопериметричній функції I  в тому сенсі, що  

 .0),()(  rpIprpRr  
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 Аналогічно, сімейство функцій (0,1)0,),)((=)( 1   prrppSr
 має 

наступні властивості:   

    • для кожного 0r  функція 
rS  є випуклою;  

 

    • сімейство 0},{ rSr
 – напівгрупа відносно композиції функцій;  

 

    • функція 
0S  – тотожня, і “генератор” напівгрупи 0},{ rSr

 рівний )( I .  

 

Зауважимо, що C1 еквівалентно наступному. 

  

    • Для будь-якого dh R  і борелівської вимірної [0,1]: df R    

 ).(�)(�)( ,

1 fRffS hc

hK

hc  EEE
PPPP   (4.21) 

  

 

Дійсно, поклавши Af =  ми одержуємо C1 з C2. І навпаки, з C1 

угнутості rR  і нерівності Єнсена маємо  

 
).(=}))(:({�

})))(:({(�})))((:({=)(

0

0

,

1
0

,

1

fRdttxfxR

dttxfxRdttxfxf

hchc

hc

hKhK









E

E

PPPP

PP


















 

Доведення лівої частини нерівності в (4.21) є аналогічним і опускається. 

Отже, C1 і C2 еквіваленті.  

Щоб отримати B1 з C2, візьмемо th  замість h  і продиференцюємо 

праву частину нерівності в (4.21) відносно t  в точці 0=t . Більш детально, 

позначимо ))((=)( ,

1 xfxf thK

t  , тоді  

 )),((=)( , xfxf hK

tt   

і тоді існує неперервна похідна  
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 .)))()(()),()(((=)( ,*,

d

hK

t

hK

ttt xhKxfxf
R

  

Оскільки f  – гладка функція з компактним носієм і K  задовільняє (4.14), ця 

похідна обмежена як функція від dTxt R ][0,),(  для кожної фіксованої точки 

T . Тому за теоремою про мажоровану збіжність  

 .0,),(=),()(1 *  thfKhKffft ddt RR
 EEEE  

Оскільки,  

 ),(=))((1 fIhcffRt hct  EEE PPPP   

ми одержуємо з (4.21)  

 .),(�),( d

d hfIhchfK RPP
R

  EE  

Беручи sup  по всім h  з 1=PPh , ми одержуємо (4.16). 

Щоб отримати C2 з B1, спочатку розглянемо випадок де f  гладка 

функція з компактним носієм і така, що 1<<0 fE . За нерівністю (4.16) для 

даного dh R  ми маємо, що  

 ).(�),(=| 0= fIhchfKfddt dtt  EEE PP
R

  

Нагадаємо, що  

 ).(=)(| 0= fIhcfRddt thct  EE PPPP  

Тому для кожного 1>  існує 0>)(= f  така, що для кожного )(0,t :   

 ).(� fRf thct  EE
PP  (4.22) 

 Помітимо, що якщо ))((0,1 ft   і ))((0,
1

2 tft  , тоді   

 );(�)(�)(= )
21

(
11

,

2121
fRfRff tthctthc

hK

tttt  EEEE
  PPPP  (4.23) 

 тут ми використали властивість потоку },{ , R thK

t , напівгрупову властивість 

0},{ rRr , і монотонність rR . Оскільки, похідна tt f  є рівномірно неперервною 

відносно dTxt R ][0,),(  для кожної фіксованої точки T , то можна показати, 

що  
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 0.>)(inf=
][0,

t
Tt

T f


 

Тоді, використовуючи (4.23) щонайбільше 
TT /  разів, ми одержуємо, що 

(4.22) виконується для всіх ][0,Tt  . Отже, (4.22) виконується для кожного 

Rt  і   може бути замінено на 1. Це дає праву частину нерівності в (4.21) 

для гладкої функції f  з компактним носієм таким, що 1<<0 fE . За 

апроксимаційною процедурою нерівність може бути поширена на будь-яку 

вимірну [0,1]: df R . Доведення лівої частини нерівності в (4.21) абсолютно 

аналогічне і тому опускається. 

 Доведення теореми 1.2: твердження II. Наступна лема є прямим 

узагальненням частини твердження 2 і [5] (яке стверджує, що )(1 cP  і )(2 cP  

еквівалентні в позначеннях [5]). 

 

Лема 1.1  Твердження B1 еквівалентне наступному. 

  

    Для будь-якої гладкої функції [0,1]: df R  з компактним носієм, 

маємо   

 ).(�
1

))(( 2

2

2 fIfK
c

fI  EEE PP   (4.24) 

  

  

  Доведення:  Абсолютно аналогічне до наведеного в [5], тому, ми 

тільки зробимо його начерк. B2  B1 – тривіально. Щоб отримати обернене 

включення, нагадаємо спочатку, що стандартна гаусівська міра d  на dR  

задовільняє B2 з 1=c  і тотожна матриця K  (див. [5], розділ 2). Розглянемо 

гладку функцію [0,1]: dRf  з компактним носієм, а })�)(:({=)( rxfxrF   – її 

функція розподілу відносно міри  . Припустимо, що F  абсолютно 
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неперервна відносно міри Лебега на R , і візьмемо Rr , 0> . Визначимо 

).()(1)(=)( ],[][0, x
rx

xx rrr 


 


 II  Застосовуючи B1 до функції )(= fg   і 

спрямовуючи 0 , ми одержуємо   

 

 � 1' ))((�)()( fforrFcIrrF PP  (4.25) 

 

 де )=|(=)( rffKEr  . Позначимо  1= Fk , тоді k  перетворює стандартну 

гаусівську міру 1  на R  в 1f . Взявши похідну в тотожності ,=)( kF  ми 

одержуємо рівність =)('' kFk . Тоді з (4.25) при )(= xkr  ми одержуємо 

нерівність   

 

 )(�))((
1 ' xkxk
c

PP  (4.26) 

 

 вірну майже скрізь по мірі 1 . Ми вже згадували, що стандартна гаусівська 

міра задовільняє B2 з 1=c  і тотожністю K ; для випадку 1=d  це може бути 

записано як  

 

      .�)( 1
2

1'
2

1  gdIdgdgI  
RRR

 

 

Застосовуючи цю нерівність для kg =  і використовуючи (4.26), ми 

одержуємо   

 

 ;)(�)()(
1

)()(
1

0

2
1

0

2
1

0






















 rrdFIrdFr
c

rdFrI PP  (4.27) 
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 тут ми врахували, що образ 1  під дією k  це 1f , і 1f  приймає 

значення в [0,1]. Використовуючи нерівність  

 

 ,=)()()()(
1

0

1

0
PPPP fKrdFrrdFr   E  

 

ми завершили доведення необхідного нам твердження. Додаткове 

припущення, що 1f  абсолютно неперевне можна прибрати за 

апроксимаційною процедурою.  

Згідно леми 1.1, щоб довести твердження II теореми 1.2 достатньо 

показати, що з B2 випливає (4.18) для будь-якої невід’ємної гладкої функції 

f  з компактним носієм. Це буде також правильно, якщо довести це для 

функцій f  виду 
21 ��<0 cfc , бо верхня оцінка вже гарантується тим, що 

функція f  неперервна і має компактний носій, а нижню границю можна 

звести до нуля, апроксимуючи невід’ємні функції функціями відділеними від 

нуля, та переходячи до границі у вихідній нерівності твердження II. 

При маленьких  , f  приймає значення в [0,1] і можна застосувати B2. 

Після тривіальних перетворень, ми одержуємо  

 

 .
))(()(

�
1

2

22

2

2 

 


fIfI
fK

c

EE
E


 PP  

 

Тому необхідне твердження буде випливати із співвідношення   

 

 .2=
))(()(

lim 2

22

0

ff
fIfI




 


EEnt

EE 



 (4.28) 
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 Це співвідношення може бути доведено безпосередньо, використовуючи 

наступний асимптотичний розклад:   

 ,
1

log2

)(

1
log2

1
log22

)
1

log(2log
1

log2=)(















 I  (4.29) 

 де  00,)(  . Асимптотичний розклад (4.29) випливає з стандартного 

розкладу  

 ,)),(()(
1

)(
1

=)( 5

3
  tttOt

t
t

t
t   

що випливає з формули інтегрування частинами. 

Отже, покажемо, як випливає (4.28) з (4.29). Спочатку доведемо це для 

обмежених функцій f  виду 
21 ��<0 cfc . 
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В кожній дужці, яка підноситься до квадрату, є по три доданки, які прямують 

до нуля (всі крім першого), отже і квадрати цих доданків і їх попарні добутки 

теж будуть прямувати до нуля, отже, ми можемо від них позбавитись, в 

кожній дужці після піднесення до квадрату та прибирання доданків, що 

прямують до нуля, залишаться тільки квадрат першого доданку, та його 

подвоєні попарні добутки з другим та третім доданком (добуток з четвертим 

доданком також прямує до нуля). В другій дужці, що віднімається, ситуація 

буде такою самою, адже за умови cf  другий, третій і четвертий доданок 

будуть прямувати до нуля рівномірно. Тому в другій дужці залишаємо 

квадрат першого доданку та подвоєні добутки першого доданка з другим, 

третім та четвертим: 
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Останній доданок за теоремою про мажоровану збіжність прямує до нуля за 

умови, що функція f  обмежена зверху і знизу відділена від нуля, а 

попередній доданок прямує до 2)2( fE , отже, вираз приймає наступну 

вигляд: 

 



70 

 

 


))
1

log(2log
1

log(2)((lim))((log2= 2

0

2

f
fff







 E

EEE  

 =))
log

log
1()

log

log
1

)
1

log(2log

())
1

log2(( 2










f
f

f

f
f

f
f 



 EEE  

 


)))
1

log2((
1

log2)((lim))((log2= 22

0

2

f
ffff





 EEEE  

 =))
1

log(2log)()
log

log
1()

log

log
1

)
1

log(2log

((lim
2

0 f
f

f
f

f

f
f




 





E
EEE 




 

 


)))
1

log2((
1

log2)((lim))((log2= 22

0

2

f
ffff





 EEEE  

 

 =))
1

log(2log)()
log

log
1()

log

log
1

)
1

log(2log

((lim
2

0 f
f

f
f

f

f
f




 





E
EEE 




 

Простими перетвореннями під знаком останньої границі можна залишити 

головну частину функції, а під знаком другої границі скористатись 

формулою різниці квадратів: 
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Ми довели, що для відділених від нуля та обмежених зверху функцій f  

правильно, що  
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Зауваження 1.2 Вище наведене доведення твердження II випливає, в 

основній ідеї, з нарису доведення в [5] (доведення імплікації )2()( 63 cPcP   в 

твердження 2), де автори посилаються на лекції Бекнера в Інституті Анрі 

Пуанкаре. Але, замість того, щоб використовувати еквівалентність 

0,
1

log2)( 


 :I , якої безсумнівно не достатньо, щоб забеспечити (4.28), 



72 

 

ми використовуємо сильніший асимптотичний розклад (4.29).  

 

Для того щоб відношення (4.19) виконувалось для деякого c  необхідно 

і достатньо, щоб для деякого   виконувалось умова (4.9). 

 

Твердження 1.1  Існує 0>c  таке, що (4.19) виконується, тоді і тільки 

тоді, коли існує 0>  таке, що:   

 1.�2,�
2),(

PPR he
d

hv

E  (4.30) 

 Оптимальна константа c  в (4.19) і   в (4.30) пов’язані відношенням (4.10).  

 

Оскільки відношення ліфт зоноідного порядку еквівалентне до такого 

самого відношення для всіх одновимірних проекцій (див. розділ 5 в [55]), 

твердження 1.1 випливає одразу із одновимірного твердження, наведеного 

нижче. 

Лема 1.2  Для міри   на R  існує константа 0>c  така, що  

 cLZ ´  

з )(0,cc N:  тоді і тільки тоді, коли існує 0>  таке, що  

 2;�
2

dxe x

R  

у цьому випадку, оптимальні константи ,c  пов’язані відношенням (4.10).  

Доведення леми 1.2, насправді, міститься в доведенні леми 4.1 в [19], 

отже, ми опускаємо його тут. 

 

4.2  Зважена логарифмічна нерівність Соболєва в R  

 

Наведена вище теорема 1.2 дає достатню умову для зваженої оберненої 

логарифмічної нерівності Соболєва на основі пари функцій Kv,  пов’язаних 
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співвідношенням (4.20). Основний результат цього підрозділу – теорема 2.1, 

наведена нижче, показує, що використання цієї ж пари може привести до 

достатніх умов для (прямої) логарифмічної нерівності Соболєва, в зваженій 

або в класичній формі. Примітним є те, що навіть в найпростішому 

одновимірному випадку теорема 2.1 призводить до нових достатніх умов для 

логарифмічної нерівності Соболєва, в порівнянні з тими, що доступні в 

літературі; дивись нижче наведене твердження 2.1, твердження 2.2 і два 

приклади у підрозділі 5.4. Здається, що причина такого вдалого вибору пари 

функцій ваги Kv,  в нерівності(4.31) які пов’язані умовою (4.20). 

 

Теорема 2.1  Нехай 1=d  і функції Kv,  пов’язані відношенням (4.20). 

Припустимо що для деякого 0>    

 .' Kv  (4.31) 

 Припустимо в додатку, що функція K  і   

 vKKKa 22:=   (4.32) 

 належать до C  мають не більше ніж лінійне зростання на  , і їх похідні 

мають не більше ніж поліноміальне зростання на  . 

Тоді для кожної гладкої функції f  з компактним носієм   

 .)(
2
� 2'2 Kff 


EEnt  (4.33) 

Як наслідок, якщо K  обмежене, тоді   задовільняє (класичній) 

логарифмічній нерівності Соболєва: для кожної абсолютно неперервної 

функції f  такої, що обидві функції f  і f   квадратично інтегровані відносно 

міри  ,   

 .)())(sup(
2
� 2'22 fxKf

x



EEnt  (4.34) 

Зауваження 2.1 Доведення 2.1 основане на класичному критерії Бакрі-
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Емері; дивись нижче. Вочевидь, таку саму техніку можна буде застосувати 

в багатовимірному випадку, але через можливі некомутативні 

матричнозначні функцій ваги ,які з’являються в ньому, зараз не наведено 

багатовимірної версії теореми 2.1 – це предмет подальшого дослідження.  

 

 

Зауваження 2.2 Додаткові припущення гладкості на функції aK ,  та 

певні умови зростання, в окремих випадках, можуть бути прибрані за 

апроксимаційною процедурою; дивись, наприклад, твердження 2.1 і 2.2, 

описаних нижче.  

 

 Доведення теореми 2.1. Розглянемо марківський процес X  

визначений як сильний розв’язок СДР:  

 ;)(2)(= tttt dWXKdtXadX   

дивись (4.32) формула яка визначає коефіцієнт a . Тоді на просторі Шварца 

)(RS  функцій C  таких, що всі їх похідні затухають на   швидше за будь-

який поліном, генератор L  процесу X  має форму:  

 .:=,)(== 2KbfbfvfbfaLf    

За побудовою, міра   є симетричною мірою для півгрупи }{ tT  породженої 

процесом X :  

 0;,= tfgTgfT tt  EE  

зокрема,  

 0,,= tffTt  EE  

тобто   є інваріантною мірою для X . Клас )(= RSG  є алгеброю, 

інваріантною відносно суперпозиції C -функцій і щільною в кожному 

1),( pLp  . До того ж, завдяки умові гладкості і обмеженням на зростання, 
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накладеним на коефіцієнти Ka, , клас G  інваріантний відносно напівгрупи 
tT  

і генератора L . Визначимо Ggf ,   

 )).,(),(),(12(=),(),)(12(=),( 2 LgfgLfgfLgfgLffLgfgLgf   

Ми доведемо, що   

 ,),,(),(2 G fffff   (4.35) 

 тоді необхідне твердження буде випливати з критерію Бакрі-Емері [1].  

Прості розрахунки дають  

 ,=),( gfbgf   

 

    
  .)(2)(2

22)(2)(2=

)(22))(2(=),(2

22

2
22

222

2

fbbabbba

fbfbfbbabbba

fbffbbfbabbbaff







 

Тому для доведення (4.35) буде достатньо показати, що   

 .4)(422 2 bbbabbba   (4.36) 

 Нагадаємо, що  

 ,=)(= KKvKv    

отже, ми можемо виразити коефіцієнти ba,  через функції K  і v :  

 .=,= 2KbKvKKa   

Підставляючи ці вирази в (4.36), після деяких трансформацій, які є простими, 

але громіздкими і тому опускаються, ми перепишемо (4.36) у наступній 

формі:  

 .23 KvK   

Остання нерівність очевидно має місце за умови (4.31). Отже, застосовуючи 

критерій Бакрі-Емері, ми одержуємо (4.33) для будь-кого )(RSf . 

Якщо K  обмежена, тоді для кожного )(RSf  (5.1) виконується 

наслідок (4.33). Це стандартна процедура для апроксимації даної абсолютно 



76 

 

неперервної функції f  такої, що )(, 2 Lff   послідовністю гладких функцій 

nf  з компактним носієм, таким чином, що ffn   and ffn
  in )(2 L ; 

дивись, наприклад, доведення наслідку 2.6.10 в [20]. Переходячи до межі в 

(5.1) для 1,nfn
, ми закінчуємо доведення.  

Маємо широкий вибір для пари функцій Kv,  пов’язаних 

співвідношенням (4.20). Нижче ми наводимо дві версії теореми 2.1 котрі 

відповідають конкретним парам цих функцій. Перша пара з’являється, коли 

ми покладемо ,=)(  xxv   

 ).(= dyy 
R

 

 

Твердження 2.1  Нехай міра   на R  має перший абсолютний момент 

і має додатню неперервну щільність p . Позначимо  

 .,)()()(1=)( R


xdyypyxpxK
x

   

Виконуються наступні твердження. 

  

    • Якщо 0>=)(inf  xKx , тоді для будь-якої гладкої функції f  з 

компактним носієм  

 .)(
2
� 2'2 fKf 


EEnt  

 

    • Якщо, до того ж, <=)(sup  xK
x

, тоді для кожної абсолютно 

неперервної функції f  такої, що обидві функції f  і f   квадратично 

інтегровані відносно міри  ,  

 2'2 )(2� fcf  EEnt  

з  



77 

 

 .=
2




c  

 

 

 

 

В другому випадку теореми 2.1, ми вибираємо K  таким, що vK =)(  з   

 ]),,((=)(),(= 1 xxFFv    (4.37) 

 тоді  =1v , (0,1)N: . Такий вибір ваги v  мотивований нашою метою, щоб  

 );(ˆ=)(ˆ  ZZ v  

для того, щоб мати відношення порядку (4.19) з 1=c  настільки точною, 

наскільки це можливо, тобто замінити нерівність рівністю. Оскільки 

)(=)(ˆ 1vZZ v   визначає розподіл 1v  однозначно, такий намір природнім 

чином приводить до формули (4.37). 

Наведемо приклад застосування твердження 8: 

 

Приклад 2.1 Нехай   на R  має додатню 1C -щільність p , таку, що 

для деякого 0>, Ra    

 Rxaxxxv |>|,)( 2  (4.38) 

 Давайте покажемо, що тоді умова 0>inf K  з твердження 2.1 виконується. 

Замінюючи змінні  xx  , ми можемо обмежитись випадком 0= . Тоді 

ми маємо для Rx >   
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Аналогічне співвідношення виконується для Rx < ; щоб переконатись в 
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цьому, варто зазначити, що  

 dyyypxpK
x

)()(1=   
  

тому що   центрована міра. Нарешті, оскільки 1Cp   додатне, K  має 

додатну нижню межу ],[ RR , що завершує доведення. 

Аналогічним чином, якщо до того ж для деякого 0>b    

 ,|>|,�)( 2 Rxbxxxv   (4.39) 

 тоді <sup K . Отже, за твердженням II твердження 2.1, для міри  , що 

задовільняє (4.38) і (4.39) виконується логарифмічна нерівність Соболєва. 

Помітимо, що (4.39) добре відома умова "переносу" достатня для 

нерівності Пуанкаре, наприклад, теорема 3.1 і зауваження 3.2 в [33]. Однак, 

різні достатні умови для логарифмічної нерівності Соболєва, наявні в 

літературі, зазвичай потребують додаткових припущень на кривизну, яка в 

даному контексті дорівнює v . А саме, відомий критерій Bakry-Emery ([1])) 

потребує 0>v ; умова Wang ([96]) і Cattiaux-Guillin ([33], теорема 5.1) є 

більш гнучкими, але як і раніше містять вимогу, щоб кривизна була 

обмежена знизу, тобто, в нашому випадку   

 v  (4.40) 

 з деяким R . Умова наведена вище (4.38) може розумітись як 

“інтегральна” версія (4.40), і легко навести приклад міри  , яка задовільняє 

(4.38) і (4.39) така, що не виконується (4.40).  

 

 

Твердження 2.2  Нехай міра   в R  має додатню неперервну 

щільність розподілу p . Позначимо  

 ).())((=)(ˆ xpxFIxK   
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Тоді виконуються наступні твердження.   

    • Для будь-якої гладкої функції f  з компактним носієм,   

 .)ˆ(2� 2'2 fKf  EEnt  (4.41) 

  

    • Якщо, в додатку, 
K̂  обмежене, тоді для будь-якої абсолютно 

неперервної функції f  такої, що обидві функції f  і f   квадратично 

інтегровані відносно міри  ,  

 2'2 )(ˆ2� fcf  EEnt  

де  

 .))(ˆ(sup=ˆ 2xKc
x

  

 

  

 

 

Зауваження 2.3 Визначимо ізопериметричну функцію міри   як  

 1.=(1)=(0)(0,1),)),((=)( 1

 IIppFppI 
 

Тоді, очевидно, функція I  визначена як (4.3) еквівалентна (0,1), N:I . Вище 

зазначена функція )(ˆ xK  може бути виражена як відношення  

 ,|)()( )(= xFppIpI
  

і при припущеннях твердження 2.2 функція F  дає взаємно-однозначну 

відповідність між ),(   і (0,1) . Отже, вище зазначена константа ĉ  може 

бути альтернативно визначена як  

 .)()(sup=ˆ

2

(0,1)












pIpIc
p

  
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 Доведення твердження 2.1 і твердження 2.2. Якщо ,=)(  xxv  ми 

маємо ,=  KvK   і тоді припущення 0>=inf K  зроблене в твердженні 2.1 

передбачає головною умовою (4.31). Для функції v  визначеній в (4.37) і 

функції 
K̂ , ця умова приймає навіть більш просту форму, тому що пряме 

обчислення показує, що  

 1.=ˆ vK 
  

Отже, можна очікувати, що твердження 2.1 і твердження 2.2 випливають з 

версії критерію Бакрі-Емері наведеному в теоремі 2.1. Проте, ми не можемо 

застосувати цю теорему тут безпосередньо, через накладених в ній 

додаткових умов зростання і гладкості на функції aK , . Стратегія доведення 

буде наступною: по-перше, ми розглядаємо сім’ю мір, які наближують міру 

  належним чином і задовольняють умови (4.31) для відповідної пари vK, , і 

додаткової гладкості і умов зростання на відповідні функції aK , . Тоді, при 

переході до границі, ми одержуємо відповідну зважену логарифмічну 

нерівність Соболєва, тобто доводимо твердження I в твердженні 2.1, 2.2. 

Нарешті, використовуючи таку саму апроксимаційну процедуру, як і в 

доведенні теореми 2.1 вище, ми розширюємо клас функцій f  у випадку, 

коли вага K  обмежена. 

Щоб скоротити викладки, ми пояснемо в деталях тільки те, як ця 

стратегія реалізується в доведенні твердження 2.2. Детальне доведення 

твердження 2.1 аналогічне і опускається. Ми також не повторюємо 

апроксимаційну процедуру з доведення теореми 2.1 вище, і концентруємся 

на доведенні (4.41) для гладких функцій f  з компактним носієм. 

Розглянемо спочатку наступний допоміжний випадок: Cp , і для 

деякого 0>R    
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 .||),(=)( Rxxxp   (4.42) 

 Тоді v  (яке, нагадаємо, рівне  pp / ) і 
K̂  належить до C  і  

 .||1,=)(ˆ,=)( RxxKxxv    

Тоді функції KK ˆ=  і a  визначені (4.32) задовольняють умовам теореми 2.1. 

Отже, застосовуючи теорему 2.1, ми одержуємо (4.41). 

Далі, розглянемо загальний випадок. Зафіксуємо деякі функції C  

зі значеннями в [0,1] такі, що 11,=)(0,=(0) xx , і визначимо  

 ;)),|(|)(1)((=)(, R xrxxxr    

тоді кожне 00,>,,   rr  належить C . Визначимо  

 ,)(=)( ,0 dxxrM rR  

тоді M  – це строго спадна функція на )[0,  і 1<(0)M . Для даного 0>Q , 

розглянемо звуження Qp  функції p  на відрізок ],[ QQ , і припустимо, що Q  

достатньо велика для того щоб виконувалась нерівність  

 (0).<)(
|>|

Mdxxp
Qx

  

Тоді для кожного   достатньо малого для того, що б існувало єдине 

0>),(= Qrr  таке, що  

 1.=))()(( , dxxxp r

Q

 R  

Візьмемо деяке невід’ємне C , визначене на 1,1][  і таке, що 1=)( dxxR , і 

розглянемо ймовірнісну міру  ,Q  з щільністю  

   ).()(1=)( ,
],[,

xdyyxypxp r

Q

Q


  
 

За побудовою, кожне  ,Q  має позитивну C  щільність і задовільняє (4.42) 

для деякого великого R . Тоді, (4.41) виконується з  ,Q  замість  . Легко 

побачити, що  
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 ,0,,,
,,

 QKKpp
QQ

  

збігаються рівномірно на кожному скінченному відрізку. Переходячи до 

границі, ми одержуємо (4.41) для початкової міри   і довільної гладкої 

функції f  з компактним носієм. 

 

4.3  Цензурована гаусівська міра 

 В цьому розділі наводиться цілий клас мір, що є прикладом 

застосування введеного у попередньому розділі критерію для зваженої 

нерівності Соболєва. Буде доведено нерівність Пуанкаре для сферично 

цензурованної багатовимірної гаусівської міри та логарифмічної нерівності 

Соболєва для проекції цієї міри на пряму. 

Гаусівська міра ротаційно інваріантна відносно центру координат, 

тому далі ми можемо не порушуючи загальності, досліджувати нерівність 

Пуанкаре для сферично цензурованої гаусівська міри у випадку, коли центр 

відповідної кулі має вигляд 0),,0,0,...,0( aa . Позначимо Ra

n

,  таку сферично 

цензуровану міру, та Ran ,,  її проекцію на вісь (1, 0, 0, ..., 0). 

Зазначимо, що щільність міри Ran ,,  має вигляд  
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Теорема 3.1  Для будь-якої абсолютно неперервної функції f  такої, 

що f  і f   квадратично інтегровані відносно міри 
Ran ,, ,  

 .)(2� 2'

,,
,

2

,,
fcf

Ran
Rn

Ran
 EEnt  

де )
!3)!(

2
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Зауваження 3.1 Зазначимо, що  
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тобто функція nH  обмежується поліномом. Отже, як вже нагадувалось, стала 

в нерівності Соболєва для міри Ran ,,  допускає оцінку, поліноміальну за R .  

 

 

Наслідок 3.1  Має місце нерівність Пуанкаре для Ran ,, : 

 

 RanRn
Ran

dfcfVar ,,
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,
,,

||�    

 

 

Нерівність Пуанкаре для міри Ra

n

,  з поліноміально залежною від R  
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константою є наслідком нерівності Пуанкаре для міри 
Ran ,, . Сформулюємо 

це твердження, його доведення випливає з наслідка 2.1, формул (4.1) і (4.3) 

статті [2]. 

 

Теорема 3.2  Має місце нерівність Пуанкаре для гаусівської міри з 

вирізаною кулею Ra

n

, : 
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4.4  Доведення теорем та наслідку 

 

Умова, яка доводиться в наступній лемі, є достаньою для виконання 

логарифмічної нерівності Соболєва з твердження теореми 3.1. Це є результат 

статті [1]. Тому доведення теореми 3.1 фактично зводиться до леми 4.1. 

 

Лема 4.1  Виконується нерівність  
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де 
1,,

),(  FxF
Ran

 - функції розподілу відповідних мір.  

 Почнемо доведення з випадку коли ),[],(  RaRax . 
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Лема 4.2 Для ),[],(  RaRax  вірна нерівність 1�)(
,,

xK
Ran

 .  

 

 

Proof. Будемо позначати ))((:=)( 1

11
pFpI 

  ізопериметричну функцію 

стандартної гаусівської міри. Помітимо, що )(=)( 1

1
pFpI 

 . Тоді для будь-

якого 1>c  і )(1/� 1

1
cFx 

  ми маємо  

 ),('=)()(�)())((=]))(([
1111

1

11
xcxcxxcxcFFxcFI      

тому що 1

1



F  – зростаюча функція. Зрозуміло, що обидві функції ))((
1

xcFI 
 і 

)(
1

x  прямують до нуля при x , отже,  

 ).(1/�),(=)('�]))(([=))(( 1

11111
cFxxcdyycdyycFIxcFI

xx


  
   

Помітимо, що для Rax �   

 ),(=),(=)(
1,,1,,

xCxFCxF R
Ran

R
Ran

   

і 1>RC . Також, півпростір }�:),,(={ 1321 xyyyyy  міститься в ),(\ RaBn

nR , отже,  

  ,1�1�})�:),,(=({=)( 1

1
1321

1
RRn CFxCxyyyyyxF     

і ми можемо застосувати тільки що доведену нерівність, щоб отримати  

 .<1,�)())((=)())((=)(
11,,,,,,

RaxxCxFCIxxFIxK RR
RanRanRan

   

Для випадку, коли Rax    

 ))((1=1
1

)(
,,

xFCF Rx
Ran

   

Помітимо, що )(1=)( pIpI   і xxFF  =))((1
1

1

1
 , тому ми можемо використати 

таке саме доведення, як і для випадку Rax � , що 1�)(ˆ xK , бо для будь-якого 
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 Тепер залишилось довести нерівність з леми 4.1, для випадку 

],[ RaRax  . Для цього нам знадобиться допоміжне твердження. 

 

Лема 4.3 Для (0,1)x  виконується нерівність  

 .
1

1
ln)(1

12ln2

2ln2
�))((=)( 1

11 x
xxFxI







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Proof. Покладемо )(}
2

{exp=)(
1

2

yF
y

yg   . Помітимо, що  
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1
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2
{exp=)(

222

y
yyy

yyg 


 

отже, на промені )[0,  функція g  має один локальний мінімум в точці 0 , та 

зменшується на промені ),2[  . Маємо 
2

1
=

2

1
1=(0) g , 0=00=)(lim  ygy . 

Отже, )[0,),(}
2

{exp
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 yyF
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  x

x
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 (0,1),
1

ln2�)(1

1
  x

x
xF  

Помітимо, що на проміжку )
2

1
(0,x  має місце нерівність  
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тому  
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Тепер доведемо нерівність для ,1]
2

1
[x . 
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Для доведення нерівності у випадку ]
2

1
(0,x  скористаємося наступним 

фактом: 
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Ця нерівність правильна, оскільки функція 
x

x
x

xxg
1

ln
1

1
ln)(1=)( 22

1 


 , 

приймає значення 0  в точках 
2

1
 і 1 , і випукла вгору 

,1]
2

1
[0,�))(1lnln2(=)('

1 


xxxxg . Отже, 
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Тепер ми можем обмежити функцію  
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Легко помітити, що з результату наступної леми випливає твердження леми 

4.1 для ],[ RaRax  . 

 

Лема 4.4 Для ],[ RaRax   виконується нерівність  
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Proof.  
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Нерівність 1.  
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Нерівність 2. Скористаємося нерівністю )[1,,�ln xxx   
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Нерівність 3.  

 aR
xaRHec

dye
BC

n

ax

n

y

Ra 2
))((

=
22

21

2

2










 

 

 aR
xaRHec

eRam

n

ax

n

Ra

2
))((

)(
=

22

21

2

2)(














 

 

 
(0)

1
�

(0)

2)(
�2

(0)

)(
�

212121

2

2)(
)(








nnnnnn

Ra
Raa

HcHc

aRRam
aR

Hc

eRam
 

Нерівність 4. Знову скористаємося нерівністю )[1,,�ln xxx   
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Отже,  
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– многочлен 1n  степеня. 

Отже, лема 4.1 повністю доведена, адже 1,Rnc , і ця оцінка виконується 

також для ),(),(  RaRax .  

 

Як вже було зазначено, з результату леми 4.1 випливають результати 

теореми 3.1 2.1. і теореми 3.2, що і треба було довести. 
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Розділ 5 

Мартингальні оцінки функціональних 

нерівностей 

  

 

5.1  Вступ 

 У п’ятому розділі, використовуючи мартингальний метод, в 

інтегральній формі наводяться оцінки для ентропії ймовірнісної міри на dR . 

Як наслідок, в одновимірному випадку ми одержуємо зважену логарифмічну 

нерівність Соболєва. 

Ймовірнісна міра   на dR  задовольняє логарифмічній нерівності 

Соболєва, якщо для кожної функції з компактним носієм RR df :  ентропія 

2f , яка за означенням рівна  

    ,loglog= 22222  dfdfdfff
ddd  

RRR
Ent  

має оцінку   

  dfcf
d

22 2� PP
R

Ent  (5.1) 

 з деякою константою c . Найменша можлива константа c  така, що (5.1) 

виконується для кожної функції з компактним носієм f , називається лог-

Соболєвською константою для міри  ; множник 2 в (5.1) вибрано таким 

чином, що для стандартної гаусівської міри на dR  її лог-Соболєвська 

константа рівна 1. 

Зважена логарифмічна нерівність Соболєва має форму   

 ,2� 22  dfWf
d

PP
R

Ent  (5.2) 

 де функція W  приймає значення в ddR  і розуміється як вага. Зрозуміло, що 
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можна розглядати (5.1) як частковий випадок (5.2), маса якого W  рівна 

константі c , помноженій на одиничну матрицю. Задача з пошуку точних 

умов на міру  , які забезпечують логарифмічну нерівність Соболєва або її 

модифікації, інтенсивно вивчається в літературі, зокрема, через численні 

зв’язки між цими нерівностями з концентрацієюї міри, напівгрупові 

властивості, і т.д., наприклад [72]. Керуючись цією загальною задачею, 

пропонується підхід, який базується в основному на мартингальних методах 

і забезпечує точну оцінку для ентропії в інтегральній формі.  

Цей підхід мотивований добре відомим фактом, що в просторі 

траекторій броунівського руху, логарифмічна нерівність Соболєва має 

просте доведення, яке базується на гарних властивостях простору; дивись 

[26],[48]. Ми помітили, що частина цього доведення, у великій степен і, 

чуттєва до структури ймовірнісного простору; ми сформулювали відповідну 

мартингальну оцінку для ентропії в 5.2 нижче. Щоб застосувати цю загальну 

оцінку на ймовірнісному просторі виду ),( dR , потрібна відповідна 

мартингальна структура на цьому просторі. В підрозділі 5.3, була 

представлена така структура в термінах нарізаної фільтрації, визначеної в 

термінах нарізки множин в dR . Це приводить до інтегральної оцінки для 

ентропії на ),( dR . В підрозділі 5.4 ми показуємо шлях, як ця границя може 

бути використана, щоб отримати зважену логарифмічну нерівність Соболєва; 

це зроблено для одновимірного випадку 1=d . 

 

5.2  Мартингальна оцінка для ентропії 

 

Нехай на ймовірнісному просторі ),,( PF  встановлена фільтрація 

[0,1]},{= ttFF , яка є неперервною справа та повною, тобто кожна tF  містить 
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всі P -нульові множини з F . Нехай [0,1]},{ tM t
 невід’ємний квадратично 

інтегрований мартингал відносно фільтрації F  на цьому просторі, який має 

cádlág траекторії. Далі будуть використані наступні стандартні факти і 

позначення (див. [36]). 

Мартингал M  має єдиний розклад dc MMM = , де cM  – неперервний 

мартингал, і dM  – чисто розривний (див. [36], означення 9.20). Позначимо 

через  cM  квадратичну варіацію мартингала cM , а також позначимо через  

 2

�

)(=][   ss

ts

t

c

t MMMM  

опціонально квадратичну варіацію мартингалу M , і M  передбачувана 

квадратична варіація мартингалу M ; це проекція ][M  на множину F -

передбачуваних процесів. Альтернативно M  визначається як F -

передбачувані процессиякі з’являються в розкладі Дуба-Мейера для 2M ; це 

F -передбачуваний неспадний процес A  такий, що 0=0A  і AM 2  – це 

мартингал. 

Визначимо для невід’ємної випадкової величини   її ентропію 

)(loglog=   EEEEnt   з умовою 0=0log0 . 

 

Теорема 2.1  Нехай 0F  – вироджена  -алгебра. Тоді для будь-якого 

невід’ємного квадратично інтегрованого мартингала [0,1]},{ tM t  з cádlág 

траекторіями,  

 .1�
1

0
1 tt MdMM  EEnt  

 

  

Proof. Розглянемо перший випадок, де   

 [0,1],�� 21 tcMc t  (5.3) 
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 з деякими додатними константами 
21,cc . Розглянемо гладку функцію  , 

обмежену разом с усіма своїми похідними, таку, що  

 ].,[,log=)( 21 ccxxxx   

Тоді за формулою Іто (дивись [36], теорему 12.19):  

 
)].)(()()([

)(12)(=)()(

1�<0

1

0

1

0
01







 




ttttt

t

t

c

ttt

MMMMM

MdMdMMMM
 

Очевидно,  

 0.=)(
1

0
tt dMM E  

Оскільки 
0F  за припущенням вироджена, 

1010 =]|[= MMM  EE F  майже 

напевно, отже:  

 
)].)(()()([

)(12=))()((=

1�<0

1

0
011







 




ttttt

t

t

c

t

MMMMM

MdMMMM





E

EEEnt
 

Для ],[ 21 ccx  маємо xxxx 1/=)(,log1=)(   . Зауважимо, що для будь-якого 

,x  таке, що ],[, 21 ccxx  :  

 
  .=)(�1log)(=

)log(1log)(log)(=)()()(
2

x
xxxx

xxxxxxxx










 

Тоді:  

 .][1�)(112�
1

0

2

1�<0

1

0
1 ttttt

t

t

c

t MdMMMMMdMM     EEEEnt  

Оскільки процес [0,1],  tMt  є F -передбачуваний, маємо  

 ,1=][1
1

0

1

0
tttt MdMMdM    EE  

що завершує доведення необхідної оцінки в припущенні (5.3).  

Верхня оцінка в припущенні може бути усунена за допомогою 

наступної стандартної процедурі локалізації. Візьмемо 1N  і визначимо  

 }:[0,1]{inf= NMt tN   
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вважаючи 1=inf  . Тоді, повторюючи попередні міркування, одержуємо:  

 .1�1�
1

00
tttt

N

N
MdMMdMM    



 EEEnt  

Маємо  NMM
N

,1
 майже напевно. З іншого боку, 2

1

2 � MM
N

 EE  і  

 ,),(=log 2 xxoxx  

отже сім’я 1},log{ NMM
NN


 є рівномірно інтегрованою, і  

 .,1  NMM
N

 EntEnt  

переходячи до границі N , одержуємо необхідне твердження в 

припущенні, що 0>1cM t
. Поклавши )(1/nM t   замість 

tM  і тоді, переходячи 

до границі n , завершуємо доведення теореми.  

 

Нижче наведені два приклада, де застосовується доведена 

мартингальна оцінка для ентропії. В цих прикладах було б зручніше 

припустити, що t  змінюється в )[0,  замість [0,1]; відповідна версія теореми 

2.1 доводиться буквально тим самим способом. 

 

Приклад 2.1 (Логарифмічна нерівність Соболєва на множині 

траекторій броунівського руху; [26],[48]) Нехай ),,( PF  – процес Вінера 

0, tBt  такий, що )(= BF . Нехай }{ tF  – це натуральна фільтрація B . Тоді для 

кожної ),(2 PL   існує наступний мартингальний розклад:   

 ,=
0

ss dB  


E  (5.4) 

 З інтегралом Іто (єдиного) квадратично інтегрованого }{ tF -узгодженим 

процесом }{ t  в правій частині (див. [37]). Візьмемо ),(4 PL   і покладемо 

2=  ,  

 0.,=]|[=
0

tdBM ss

t

tt   EE F  
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Тоді обрахунки з доведення теореми 2.1 дають оцінку:  

 ,]|[12=12=112� 22
1

0

2
1

0

1

0

2 dtdtMMdM ttttt

c

t F  EEEEEnt  
 

звернемо увагу на додатковий коефіцієнт 1/2 , який маємо зараз, оскільки 

мартингал M  неперервний. 

Далі згадаємо розклад Окона ([80]) для процесу }{ t , який є дійсним, 

якщо   має похідну Маллявена 0},{= tDD t :   

 0;],|[= tD ttt F E  (5.5) 

 опускаємо деталі, які стосуються числення Маллявена, рекомендуючи 

читачу, в разі необхідності, [79]. Оскільки похідна Маллявена задовольняє 

ланцюговому правилу, маємо:  

 ],|)[(]|[4�])|[4(= 2222

tttttt DD FFF   EEE  

і, отже, виконується наступна нерівність типу лог-Соболєва:   

 ,2=]|)[(2� 22
1

0

2

Htt DdtD PPF   EEEEnt   (5.6) 

 де D  розглядається як випадковий елемент в )(0,= 2 LH . При належній 

процедурі апроксимації можна показати, що (5.7) виконується для кожної 

),(2 PL   для якої існує похідна Маллявена ),,(2 HPLD  .  

 

Попередній приклад класичний і добре відомий. Наступний приклад 

вочевидь є новим, що трохи дивує, оскільки, основні складові в ньому 

(числення Маллявена на просторі Пуассона і, відповідно, аналог розкладу 

Кларка-Окона (5.4), (5.5)) добре відомі (див. [28], [42]). 

 

Приклад 2.2 (Логарифмічна нерівність Соболєва на Пуассонівському 

просторі). Нехай 0,tNt  – процес Пуассона з інтенсивністю  , і )(= NF . 

Позначимо через 1,kk  моменти послідовних стрибків процесу N , і через 
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0),�,(= ttsNst F  – натуральну фільтрацію для N . Для будь-якої змінної 

вигляду  

 ),,(= 1 nF    

з деяким 1n  і функцією )(1 nCF R  з компактним носієм, визначимо довільний 

елемент D  в )(0,= 2 LH  як  

 

 .)1,,(= ][0,1

1=
k

nk

n

k

FD    

 

Позначимо також символом D  замикання D , який розглядається як 

необмежений оператор ),,(),( 22 HPLPL  . Тоді є наступний аналог 

розкладу Кларка-Окона(5.4), (5.5) дивись ([42]): для кожної  , яка має 

стохастичну похідну D , є наступне мартингальне представлення:  

 

 ,
~

1=
0

ss Nd  


E  

 

де tNN tt =
~

 позначає компенсований Пуассонівський процес, що 

відповідає N , і }{ t  – це проекція в ),,(2 HPL   оператору D  на підпростір 

породжений }{ tF -передбачуваним процесом. 

Діючи аналогічним чином, зробивши те саме, що і в попередньому 

прикладі, одержуємо наступну нерівність по типу лог-Соболєва на 

Пуассонівському просторі траекторій:   

 

 .4� 222

HD PP   EEnt  (5.7) 
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5.3  Нарізки множин на dR  і пов’язані з ними інтегральні 

оцінки для ентропії 

 Нехай   – це ймовірнісна міра на dR  з борелівською  -алгеброю 

)( dRB . Подальша мета – це застосування загальної мартингальної оцінки з 

теореми 2.1 в конкретних умовах )),(,(=),,( ddP RBRF . Щоб це зробити, 

спочатку сконструюємо фільтрацію [0,1]},{ ttF . 

Надалі будемо позначати через 0};=)(:{= AA  FN   тобто клас  -

нульових борелівських множин. 

Зафіксуємо сім’ю [0,1]},{ tDt  замкнених підмножин dR  таких, що:   

    • tsDD ts �, ;  

    • N0D , 1<)( tD  для 1<t , і dD R=1
;  

    • для кожного 0>t   

 ,\
<

N







s

ts

t DD   

і для кожного 1<t   

 .=
>

s

ts

t DD   

 

 Назвемо множини [0,1], tDt  нарізкою множин, слідуючи термінології 

яка часто використовується в багатовимірному аналізі (див. [53]). Дану сім’ю 

множин }{ tD , визначаємо відповідно як нарізану фільтрацію }{ tF  за 

наступною умовою. Позначимо t

d

t DQ \= R . Тоді, за означенням, множина 

FA  належить до tF  якщо будь-яка множина N tQA , або .\ NAQt  

За конструкцією  -алгебра }{= tFF  – повна. Також очевидно, що за 

властивістю (ii) сім’ї }{ tD ,  -алгебра 0F  вироджена, і за властивістю (iii) 
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фільтрація F  є неперевною. Отже, можемо застосувати теорему 2.1. 

Зафіксуємо борелівську вимірну функцію RRdg : , яка є 

квадратично інтегрованою відносно  . Розглянемо її як випадкову величину 

на )),(,(=),,( ddP RBRF  і визначимо  

 [0,1].],|[= tgg tt FE  

Оскільки  -алгебра має явний опис, можемо прямо порахувати кожне 
tg , а 

саме, маємо для 0>t  і  -м.с. x :   

 








,,

,),(
=)(

tt

t

t
QxG

Dxxg
xg  (5.8) 

 де   

 ).()()(1= dyygQG
t

Q
tt    (5.9) 

 Помітимо, що 0>)( tQ  для 1<t  і функція R[0,1):G  неперевна. З цього 

випливає, що розглядається модифікація процесу }{ tg , визначеного як (5.8) 

для кожного dx R . Ці траекторії можуть бути описані наступним чином. 

Позначимо:   

 },:{inf=)( tDxtx   (5.10) 

 тоді за властивістю (iii) сім’ї }{ tD  маємо }:{min=)( tDxtx  , і за властивістю 

(ii) 00=)(,1,<)( Dxxxx d   R . Тоді для фіксованого dx R  маємо  

 [0,1],,1)1(=)( )(<)(  tGxgxg xttxtt   

що є cádlág функцією, оскільки }{ tG  неперервна на [0,1). 

 

Теорема 3.1  Нехай g  – борелівська вимірна функція RRdg : , 

квадратично інтегрована відносно  . Нехай }{ tD  – це нарізка множин, яка 

задовольняє (i) – (iii). 

Тоді  
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 ),())((� )(

2

)( dxGGxgg xxd
 REnt  

де функції G  і   визначені як (5.9) і (5.10) відповідно.  

 

 

Proof. Вже перевірено припущення теореми 2.1: фільтрація }{ tF  є 

повною і неперервною справа, і квадратично інтегрований мартингал }{ tg  

має cádlág траекторії. Оскільки gg =1
 майже напевно і 

0F  вироджена, маємо 

за теоремою 2.1 оцінку  

 .1�
1

0
tt gdgg  EEnt  

Отже, маємо тільки вказати інтеграл в правій частині цієї межі. А саме, мета 

полягає в тому, щоб довести, що   

 ).())((=1 )(

2

)(

1

0
dxGGxggdg xxdtt    

R
E  (5.11) 

 Спочатку розглянемо наступне твердження. 

 

Лема 3.1  Нехай 1<<<0 ts , і нехай   буде обмеженою sF -вимірною 

випадковою величиною. 

Тоді  

 ).())()((=)]([ 2

)(
\

dxGxgxgg x
s

D
t

D
st    E  

 

  

Proof. За означенням g :  

 )].)|(([=)]([=)]([ 2222

sststst gggggg  F  EEEE  

Маємо:  
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і застосовуємо формулу (5.8) з stgg t =,= 2 , одержуємо  

 

 









,),(

,0,
=)())(|(

,

22

ssst

s

sst
QxQH

Dx
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
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 .)()()())((= 2222

\
, 








  dxGGdxGxgH st

t
Q

s
s

D
t

D
st   

 

Оскільки   є 
sF -вимірною, вона дорівнює 

sQ   -майже напевно. Позначимо 

цю константу A , тоді з обчислень, наведенних вище, маємо:  

 

 .=)]([ ,stst AHgg E  

 

Розпишемо stH ,  у вигляді  

 

 .)()()()(= 222

\
, sstt

s
D

t
D

st GQGQdxxgH    

 

Позначимо  

 

 ,=),(=  dgIQ
t

Q
ttt   

тоді  

 

 .==)( 222

tttttt IGGQ   

Зауважимо, що функції [0,1], tt  і [0,1], tIt  є неперервними функціями 

обмеженої варіації, і 1<0,> tt . Тоді  
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    =2==)()( 22222

vvvvvv

t

s
vv

t

s
sstt dIIdIIdGQGQ     

 

  .2= 2

vvvv

t

s
dIGdG    

 

Легко показати, що   

 

 ).(= 2

)(
\

2 dxGdG x
s

D
t

D
vv

t

s
   (5.12) 

 Дійсно, оскільки G  неперервна на [0,1), інтеграл в лівій частині може бути 

наближений інтегральними сумами  

 ),(
1

2

1=
k

v
k

v
k

v

m

k

G  


  

 

де tvvs m =<<= 0   – деяке розбиття ],[ ts . Ця сума дорівнює  

 

 ).\(
1

2

1=



k
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1

\



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v DDx  маємо ],[)( 1 kk vvx  . Отже, вище зазначена сума дорівнює  
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з точністю до залишкового члену, що обмежений  
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і прямує до нуля, коли діаметр розбиття прямує до нуля. Це доводить (5.12). 
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Аналогічно можна показати, що:  
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Ми можемо підвести підсумок розрахунків наступним чином:  
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D
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D
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Оскільки Ax =)(  для  -a.a. 
sDx , це завершує доведення.  

 

Продовжимо доведення (5.11). Спочатку припустимо, що cg  для 

деякого 0>c . Тоді ,cgt  і ,отже, процес tg1/  неперервний зліва і обмежений. 

До того ж, функція ttt IG /=  обмежена на кожному відрізку [0,1)][0, T . 

Зафіксуємо 1<T  і візьмемо послідовність }{ n  двійкового розбиття 

][0,T :  

 ,2=},,20,=,{= nn
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і визначимо  
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Для кожного фіксованого 0>t  значення n

tg  рівне значенню g  в деяких 

(двійкових) точках ttn < , і  ttn . Отже,  

 

   ngg t

n

t ,11  

 

поточково. До того ж, завдяки додатковому припущенню cg , ця 

послідовність обмежена числом c1/ . Отже, за теоремою про мажоровану 
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збіжність:  
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тут візьмемо до уваги, що точкою 0=t  в лівій частині інтеграла можна 

знехтувати, тому що  0,tggt E  in 
2L , отже,  00,tg t

 in 
1L . За 

лемою 3.1:  
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Нагадаємо, що n
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t
Dx

1

 . Далі, для n
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DDx
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\


  маємо: 

nn

ktx 

 2�|)(| 1 . Оскільки ][0,, TtGt   рівномірно неперервна і відділена від нуля, 

і Tx DxG ,)(  обмежена, ми одержуємо:  
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 ).()())((= 2

)( dxxGGxg x
T

D
  

Спрямовуючи 1T  і застосовуючи теорему про монотонну збіжність до 

обох частин рівності вище, ми одержуємо (5.11). 

Щоб прибрати додаткове припущення cg , розглянемо сім’ю 

ngg t

n

t 1/=  . Тоді  gg n = , )()( )(=)( x

n

x

n GxgGxg   , 

)(1/=),(1/= )()( nGGngg x

n

xt

n

t   . Отже, ми можемо написати (5.11) для ng , 

застосувати теорему про монотонну збіжність до обох частин рівності, і 
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отримати (5.11) для g .  

 

 

5.4  Один наслідок: зважена логарифмічна нерівність 

Соболєва на R  

 

В цьому підрозділі буде показано шлях, яким встановлюється 

інтегральна оцінка в теоремі 3.1 та яким можна отримати зважені 

логарифмічні нерівності Соболєва. Розглянемо неперервну ймовірнісну міру 

  на ))(,( RBR  і позначимо через p  щільність абсолютно неперервної 

частини. Зафіксуємо сім’ю відрізків [0,1)],,[= tbaD ttt , де 00 = ba , функція 
ta  

неперервна і спадає до   при  1t , і функція 
b  неперервна і зростає до 

  при  1t . Тоді сім’я множин  

 

 R=[0,1),],,[= 1DtbaD ttt   

 

задовільняє припущенню, накладеному вище. Отже, теорема 3.1 може бути 

застосована. 

Назвемо функцію RR :f  симетричною відносно сім’ї множин }{ tD , 

якщо  

 

 [0,1).),(=)( tbfaf tt  

 

В наступному твердженні застосовуємо теорему 3.1 до 2= fg , де f  гладка і 

симетрична. 

 

Твердження 4.1  Нехай RR :f  – гладка функція, симетрична 
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відносно сім’ї множин }{ tD . Тоді  
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Proof. Розпишемо:  
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Проаналізуємо вираз у правій частині. Зауважимо, що зараз )(xQ  – це 

об’єднання двох інтервалів ),( )(xa  і ),( )( xb . Позначимо  
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Точка x  дорівнює або )(xa  або )(xb ; отже, з того, що 2= fg  – симетрична 

функція, випливає:  
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Отже,  
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Використовуючи теорему Фубіні, одержуємо  
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Оскільки, 2= fg  значить ffg  2= , тоді за нерівністю Коші маємо  
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Зауважимо, що  
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Отже, за теоремою 3.1 і теоремою Фубіні маємо  
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Аналогічно доведенню (5.12), можна показати, що  
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остання тотожність виконується, бо 1=0 . Це завершує доведення.  

 

Далі розробимо процедуру симетризації для того, щоб зняти 

обмеження на симетричність функції f . Для будь-якої 
0= ax   одна з кінцевих 

точок відрізка )(xD  рівна x , тоді позначимо через )(xs  іншу кінцеву точку. 

Позначимо також: 
00 =)( aas . Визначимо  -алгебру F̂  симетричних множин 

FA ; тобто, таких FA , що AxsAx  )( . Для функції ),(2 RLf   

розглянемо її 
2L -симметризація  

 

 .])ˆ|[(=ˆ 1/22 Fff E  

Легко бачити, що існує вимірна функція [0,1]: Rp  така, що для  -a.a. Rx ,  
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де  
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отже,  
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Добре відомо (див. [72]), що для міри Бернуллі 11=   qp  ( 1=qp  ) 

виконується наступний дискретний аналог логарифмічної нерівності 
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Соболєва:  
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де 1)((1)=  ffDf . Це дає оцінку:  
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За нерівністю Коші,  
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і, аналогічно доведенню (5.12), можна показати, що:  
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Це дає наступну оцінку для різниці 22 )ˆ( ff  EntEnt  , сформульовану в 

термінах f  :  
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Помітимо, що 1�pC  для будь-якого [0,1]p , отже маємо  

   .)(2�)(
2

)( zpzU z   

Припускаючи, що оцінку з твердження 4.1 можна застосувати до f̂  (який ще 

належить вивчити, тому що f̂  може не бути гладкою функцією), одержуємо 

наступну нерівність, правильну без припущення симетричності f :   

 ).()))()((2))()ˆ)((((4� 222 dxxfxUxfxWf  REnt  (5.13) 

 

 права частина нерівності містить похідну f̂ , отже, залежить від вибору 

сімейства сімейства нарізки множин }{ tD . Нижче буде наведено конкретний 

наслідок, який з’являється, коли }{ tD  – множина квантильної нарізки 
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множин. Надалі припускаємо, що міра   має додатний розподіл p , і 

вибираємо ]},[={ ttt baD  наступним чином. Позначимо )(= 1 vFqv



 , тобто 

квантиль міри   рівня v , і покладемо:  

 

 [0,1).,=,= /21/2/21/2  tqbqa tttt
 

 

Зокрема, mba == 00
 – медіана  . Позначимо також ),1(min=ˆ

 FFF  ; 

зауважимо, що  

 .12=)(ˆ
)(xxF    

 

Теорема 4.1  Нехай   – ймовірнісна міра на R  з додатною щільністю 

розподілу p . Тоді для абсолютно неперервної функції f  маємо:  

 

    .1)(ˆ12log)()(ˆ8=)(),())()((�
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22  xFxpxFxKdxxfxKf  
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Proof. Спочатку, зауважимо, що зараз 2L -симетризація функції f  має 

вигляд   

 .)))(()(12(=)(ˆ 22 xsfxfxf   (5.14) 

 

 Ця тотожність очевидна для функцій f  виду (0,1/2],1
))(1,(


v

vF
, 

[1/2,1),1
)),(1[


 v

vF
, і потім легко розширюється до загального випадку f . 

Далі зауважимо, що   

 

 )),((1=)( 1 xFFxs    (5.15) 
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 і тому F  – абсолютно неперервна і строго зростаюча функція, так само )(xs  

– абсолютно неперервна. Тоді f̂  абсолютно неперервна з  

 

 ;)))(()(2()())(())(()()(=)()ˆ( 22 xsfxfxsxsfxsfxfxfxf   

 

тут і нижче похідні добре визначені для a.a. x . Використовуючи стандартну 

localization/approximation процедуру, можна показати, що твердження 4.1 

добре застосовне до будь-якої абсолютно неперервної функції. Отже, його 

можна застосувати до f̂ , і, отже, виконується (5.13). 

Маємо:  
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Функція )(xW  в (5.13) зараз може бути записана як  
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Розглянемо другий інтеграл в правій частині. За (5.15):   

 

 )),(()(=)( xspxpxs   (5.16) 
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 отже,  
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222 dxxpxFxspxFxsfdxxsxsfxW    RR
 

 

Зробимо заміну змінної )(= xsy ; зауважимо, що маємо )(= ysx  і )(ˆ=)(ˆ yFxF  . 

Тоді остаточно отримуємо  

 

  
),())()((=

))(()())(()(ˆ12log)()(ˆ)))(((=

=)())(())()((

2

2
2

22

dyyfyW

dyyspypyspyFypyFxsf

dxxsyfxW


















R

R

R

 

 

і таким чином  

 

 ).())()((2�)()))(ˆ)((( 22 dxxfxWdxxfxW    RR
 

 

З іншого боку, в силу тотожності (5.14), маємо тепер 1/2=)(xpC  і функція )(xU  

в (5.13) може бути записана як:  

     ,)()(ˆ4=)(=)(
22

)( xpxFxpxU x   

що завершує доведення потрібного твердження.  

 

 

5.5  Мартингальна оцінка для варіації 

 

В цьому підрозділі ми оцінюємо варіацію, так само за допомогою 

мартингалів з сигма-алгеброю, побудованою на нарізці множин міри. Також 

наведені два конкретних приклади застосування загальної оцінки, а саме 
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критерій Макенхаупта для класичної нерівності Пуанкаре в R  та зважена 

нерівність Пуанкаре з хорошим інтегральним ядром. 

Кажуть, що виконується нерівність Пуанкаре для ймовірнісної міри   

на dR , якщо для кожної гладкої функції RR df :  з компактним носієм, 

виконується наступна нерівність:  

  dfcfVar
d

2� PP
R

  

з деякою константою c , де  

  22=  fdffVar
dd  

RR
 

позначає варіацію функції f . 

Найменша можлива константа c  така, що виконується наведена 

нерівність для всіх гладких функцій f  з компактним носієм, називається 

константою Пуанкаре для міри  . 

Одна із можливих форм розширення нерівності Пуанкаре – це зважена 

нерівність Пуанкаре :  

 ,� 2  dfKfVar
d

PP
R

  

де функція K  приймає значення в ddR  і розуміється як вага. 

В теоремі 2.1 нижче наводиться мартингальне представлення для 

варіації на dR . Як наслідок з цього представлення, в наслідку 1  наводиться 

інше доведення критерію Макенхаупта для нерівності Пуанкаре на R , та в 

наслідку 2  наводиться достатня умова для того, щоб виконувалась зважена 

нерівность Пуанкаре на R . 

Для формулювання результатів, нам знадобиться додаткова 

конструкція. Для ймовірнісної міри   в dR  ми фіксуємо сім’ю множин  

 

 [0,1]},,{ tDt  
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і їх доповненнь  

 

 [0,1]};,\={ tDQ tt R  

 

і покладемо:  

 

 },{)},({= ttt QQAA  RBF  

 

Властивості сім’ї множин 
ttD F : 

1) 0,DDtZ  – одноточкова множина dD R=, 1
 

2) },{=, 0

d

t RFZFF   

Покладемо  

 

 }:1�{sup=)( tQxtx   

і також покладемо  

 

 ),()()(1= dyygQG
t

Q
tt    

тоді  

 ).()()(=))(|(=)( xGxxgxgExg
t

Qt
t

Dtt IIF   

 

 

Теорема 5.1   

 )())((=)( 2

)( dxGxggVar x  R  
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Доведення. За лемою 1 [1], для 1<<<0 ts  виконується наступне:  

 )())((=)( 2

)(
\

22 dxGxgggE x
s

D
t

D
st    

Також можна побачити, що  

 =)(lim)(lim)(lim=))((lim
2

0

2

0

2

0

22

0

gEGgEgEgE
s

s
s

Q
ss

D
s

s
s




 II  

 

 0,=)()(=)())()((lim=)()(lim
2222

0

22

0

gEgEgEdxxggEGQ
s

Qs
ss

s
   



 

і  

 =)(lim)(lim�|)(|lim|=)(|lim
2

1

2

1

22

1

22

1
tt

tt
Q

t
t

t
Q

t
t

t

GQgEGgEggE 


 II  

 0.=
)(

)()(

)(lim�)
)(

)()(

)((lim=)(lim

2

1

2

1

2

1
t

t
Q

t
t

t

t
Q

t
t

tt
t Q

dxxg

Q
Q

dxxg

QGQ














 

Це означає, що  

 =)(lim=))((=)( 22

10,

22

st
ts

ggEgEgEgVar 


  

 ).())()((=)())()((lim= 22

\10,

dxxGxgdxxGxg
d

s
D

t
Dts

   
 R

 

Це завершує доведення. W  

 

5.6  Критерій Макенхаупта 

  

Застосування будуть сформульованы для одновимірного випадку, 

тому, окрім того, що [0,1)},{ tDt  – це сім’я відрізків R=1D  і покладемо точку 

0D  рівну медіані m  міри  , це означає, що 
2

1
=)(mF . Тоді одну з кінцевих 

точок )(xD  можемо назвати  

 }{\)(=)}({ )( xDxs x  

Для формулювання застосування нам знадобляться наступні об’єкти:  
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 )()(=)( );
0

( zzFzF D I
 

 

 )())(()()(=)(
)()(

zxsFzzFzq
x

D
x

Qx 
II   

Визначимо |)(
)(

1
=|)( dy

y
zu

z

m


 . В подальшому [0;1]),(= tQtt   

 

Наслідок 6.1  

Нехай cFu �|| , де c  – додатна константа, тоді нерівність Пуанкаре 

виконується з константою c50 :  

 )()(50�)( 2 dzzgcgVar 
R  

 

 

Доведення 

 

 =)())()((
1

=)())(( 2

)(
2

)(

2

)( dxdydzzgdxGxg
x

y
x

Q
x

x 






  RR

 

 

 (1)=)())()((
1

= 2

2

)(

dxdzzqzg x

x




 RR
 

Тоді можемо використати нерівність Коші для (1) :  

 �)())()((
1 2

2

)(

dxdzzqzg x

x




 RR
 

 

 =)()))()()(())()(((
2 2

)(

2

)(
2

)(

dxdzzqzgdzzqzg x
x

D
x

x
Q

x


 

 R  

 

 )()))())(()(())()(((
2 2

)(

2

)(
2

)(

dxdzxsFzgdzzFzg
x

D
x

Q
x


 

 R  
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Покладемо:  

 )())()((
2

= 2

)(
2

)(

dxdzzFzgA
x

Q
x


 

R  

 

 )())())(()((
2

= 2

)(
2

)(

dxdzxsFzgB
x

D
x


 

R  

Помітимо, що:  

 mzzmsignzzF  ),()(=|)(|   

 

 mz
z

mzsign
zu 


 ,

)(

)(
=)(


 

Використовуємо нерівність Коші для A :  

 =)(
)(

|)(|
)(|)(|)(

2
�

2

)(

2

)(
2

)(

dxdz
z

zF
dzzFzgA

x
Q

x
Q

x

















 
R

 

 

 =)())()((|)(|)(|)(|)(
2 2

)(

2

)(
2

)(

dxdzmzsignzuzFdzzFzg
x

Q
x

Q
x












 

R  

 

  

 )(

22

)(
2

)(

|)()(|)()(|(|)(|)(
2

x
Q

x
Q

x

mzsignzuzFdzzFzg







R

 

 

 =)())()()()(|)(|)(2 1

)(

dxdzzmsignmzsignzuzzF
x

Q
 



 

  

 

  

 ))((|))((|)(|)(|)((|)(|)(
2 222

)(
2

)(

xsuxsFxuxFdzzFzg
x

Q
x






R

 

 

 �))())()(|)(|)(2 1

)(

dxdzzuzzF
x

Q
 





  
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 �)())()(|)(|))(2(|)(|)(
2 1

)(

2

)(
2

)(

dxdzzuzzFdzzFzg
x

Q
x

Q
x














 
R

 

 

 =)())(|)(|))(2(|)(|)(
2

)(

2

)(
2

)(

dxdzzzFcdzzFzg
x

Q
x

Q
x














 
R

 

 

 =)()))(|)((|
1

2
)(|)(|)(

2 1

)(

2

)(
2

)(

dxdzzmsignzFcdzzFzg
x

Q
x

Q
x





















 

R  

 

 (2)=)()|))((||)((|
1

2
)(|)(|)(

2 112

)(
2

)(

dxxsFxFcdzzFzg
x

Q
x













 



R  

 

Зараз ми скористаємося нерівністю Єнсена: 

 

 


  



  1

)(1

111

2

1
=|)))((|

2

1
|)(|

2

1
)(|))((||)((|

2

1
xxsFxFxsFxF  

 

З цього випливає, що 

 

 �)(2
1

2
)(|)(|)(

2
�(2) 1

)(

2

)(
2

)(

dxcdzzFzg x
x

Q
x





















R  

 

 =)(
1

)(2
)2(|)(|)( 1

)(

12

)(

dx
c

dzzFzg x
x

Q





 











R  

 

 =)()(|)(|)(2 1

)(
)(

21 dzdxzFzg x
z

D
 




 

 
R

 

 

 =)()()(|)(|)(
1

)(2
2 )(

)(

))(,(min

21 dzdzFzg
c

x

xm

zsz












 











R  
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 )()(
)(1

)(2
2=)()(

1

)(2
2� 21)(

)(

21 dzzg
c

dzzg
c z

z 












 





 

















RR
 

 

Щоб довести нерівність, вибираємо сім’ю 
tD  так, що )(=))(( xuxsu . Тоді, 

використовуючи нерівність Коші для B , одержуємо: 

 

 =)(
)(

)(
)()()(

))((2
�

)(

2

)(
2

)(

2

dxdz
z

zu
dzzuzg

xsF
B

x
D

x
D

x

















 
R

 

 

 =)()
1

)()(
()()()(

))((2 1

)(

2

)(
2

)(

2

dxdz
zmsignzu

dzzuzg
xsF

x
D

x
D

x























R  

 

 =)(
1

))(()(
)()()(

))((2 11
2

)(
2

)(

2

dx
xsuxu

dzzuzg
xsF

x
D

x










 






R  

 

 �)(
1

)(2
)()()(

))((2 1
2

)(
2

)(

2

dx
xu

dzzuzg
xsF

x
D

x










 




R  

 

 =)(
1

)(2
)()()(2

1
2

)(

dx
xu

dzzuzg
x

D








 




R  

 

 =)()()()()(
)(1

4 1

)(

2 dzdxxuzuzg
z

Q








 

 
 R

 

 

 




 )(

12 |()()(
)(1

4

z
QFuzuzg





 R
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 =)())()()()(1
)(

dzdxxFxuxu
z

Q
 



 

  

 

 




 |))((|))((|)(|)(()()(
)(1

4 112 zsFzsuzFzuzuzg 

 R
 

 

 �)())()()()(1
)(

dzdxxFxuxu
z

Q
 



 

  

 

 








))(()(()()(

)(1

4 2 zscuzcuzuzg
R

 

 

 =)()|)(||)(|)()(1
)(

dzdxxuxFxu
z

Q
 



 

  

 

 








)((2)()(

)(1

4 2 zcuzuzg
R

 

 

 �)()|)(||)()(|)()(1 1

)(

dzdxxuxFxuxu
z

Q
 



 

  

 

 








)((2)()(

)(1

4
� 2 zcuzuzg

R
 

 

 =)()))(
)(

()(1
)(

dzdxxmsign
xu

c
z

Q















  

 

 =)())(
)(12

)((2)()(
)(1

4 2 dzzu
c

zcuzuzg 






  


 R  

 

 =)())(
)(1

)(()()(
)(1

8
= 2 dzzuzuzuzg

c








  


 R  
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 )()(
)(1

8
= 2 dzzg

c





 R  

Тоді для 
2

1
==  : 

 

 ��)())((=)( 2

)( BAdxGxggVar x  
R

 

 

 )()(50�)()(
)(1

8

)(1

)(2
2 221 dzzgcdzzg

cc




 










RR
 

 

5.7  Зважена нерівність Пуанкаре 

  

 

Наслідок 7.1   

 )(
)(

)(
)(16�)(

2

2
2 dz

z

zF
zggVar 




R  

 

 

Доведення Щоб довести нерівність, вибираємо сім’ю tD  так, що 

|)(|=|))((| xFxsF . 

 

 

 �)())((=)( 2

)( dxGxggVar x  R  

 

 )()))(
)(

))((
)(())(

)(

)(
)(((

2 2

)(

2

)(
2
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dxdz
z

xsF
zgdz

z

zF
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x
D

x
Q

x





 

 R  

Покладемо: 
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 )())(
)(

)(
)((

2
= 2

)(
2

)(

dxdz
z

zF
zgC

x
Q

x


 

R  

 

 )())(
)(

))((
)((

2
= 2

)(
2

)(

dxdz
z

xsF
zgD

x
D

x


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Висновки 

  

Дисертаційна робота присвячена геометричній характеристиці міри як 
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ліфт зоноід та її застосуванню у доведеннях функціональних нерівностей. У 

дисертації одержано такі основні результати:   

    • досліджені властивості ліфт зоноідів для максимально 

узагальненого випадку циліндричної міри в банаховому нескінченно-

вимірному просторі;  

    • доведена теорема про однозначне представлення точок 

внутрішності випуклої замкненої оболонки носія міри як барицентра 

півпростору;  

    • введене поняття узагальненого ліфт зоноіда;  

    • введена умова на обернену логарифмічну нерівність Соболєва у 

термінах ліфт зоноідів;  

    • введена умова на узагальнену обернену логарифмічну нерівність 

Соболєва у термінах узагальнених ліфт зоноідів;  

    • введено новий критерій для прямої логарифмічної нерівності 

Соболєва, не потребуючий другої похідної від щільності міри;  

    • Доведено нерівність Пуанкаре для класу цензурованих гаусівських 

мір в dR ;  

    • Доведені мартингальні оцінки для ентропії та варіації;  

    • Доведені оцінки для логарифмічної нерівності Соболєва та 

Пуанкаре, як наслідки із мартингальних оцінок для ентропії та варіації.  
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