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Abstract. In the work numerical methods for solving the Richards–
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Анотацiя. В роботi розглянутi чисельнi методи розв’язання рiв-
няння Рiчардса–Клюта та способи їх побудови. Також запропо-
новано новий метод побудови адаптивної сiтки за простором та
побудованi чисельнi методи з його використанням. Проведений
порiвняльний аналiз даних чисельних методiв в умовах задачi з
вiдомим аналiтичним розв’язком.
Ключовi слова: математичне моделювання, чисельнi методи,
рiвняння Рiчардса–Клюта, порiвняльний аналiз.

Вступ

Задача масопереносу у пористому середовищi з межею насичення є однi-
єю з важливих задач математичної фiзики. За допомогою неї моделюють
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процеси зрошення та осушення, розповсюдження корисних речовин у ґрун-
тi, її також активно використовують у гiдрологiї та при побудовi iрига-
цiйних систем. Зазвичай її моделюють за допомогою рiвняння Рiчардса–
Клюта. За своєю природою воно є нелiнiйним елiптико-параблiчним рiв-
нянням. Через це основним iнструментом розв’язання рiвняння Рiчардса–
Клюта, а тим самим i моделювання масопереносу, є рiзноманiтнi чисельнi
методи. За рахунок обмеженої кiлькостi вiдомих аналiтичних розв’язкiв
рiвняння Рiчардса-Клюта, процес дослiдження ефективностi цих методiв
дещо ускладнений, проте за рахунок порiвняльного аналiзу та додаткових
оцiнок, що пов’язанi з фiзичною iнтерпретацiєю рiвняння, можна визначи-
ти переваги та недолiки тих чи iнших алгоритмiв.

Мета статтi: описати та порiвняти основнi методи чисельного моделюва-
ння розв’язкiв рiвняння Рiчардса–Клюта. Дана стаття мiстить опис основ-
них алгоритмiв чисельного моделювання (роздiл 2). У роздiлi 3 пропонує-
ться чисельний метод з адаптивним кроком по простору в залежностi вiд
другої похiдної наближеного розв’язку на попередньому кроцi. Роздiл 4
мiстить порiвняльний аналiз алгоритмiв на частковому випадку рiвняння
Рiчардса–Клюта, для якого вiдомий аналiтичний розв’язок. Також у статтi
описанi деякi модифiкацiї основних методiв, що були свого часу запропо-
нованi для пiдвищення ефективностi процесу моделювання.

1. Проблематика
Маємо рiвняння Рiчардса-Клюта

∂θ

∂t
= ∇ · (K∇(h+ z)) + s (1)

в областi Ω з початково-крайовими умовами

h(ω, t) = a(ω, t), ω ∈ Γ1, t > 0,

K
∂(h(ω, t) + z)

∂n
= b(ω, t), ω ∈ Γ2, t > 0,

c1(ω, t)h(ω, t) + c2(ω, t)K
∂(h(ω, t) + z)

∂n
= c3(ω, t), ω ∈ Γ3, t > 0,

h(ω, 0) = h0(ω), ω ∈ Ω,

де Γ1 + Γ2 + Γ3 = ∂Ω.
Також початково-крайовi умови можуть бути заданi у виглядi рiвнянь

вiдносно θ.
Стосовно результатiв вiдносно iснування, єдностi та iнших властивостей

розв’язкiв даного рiвняння можна звернутися до робiт [1–4]. Надалi вва-
жатимемо, що розв’язок рiвняння Рiчардса-Клюта iснує та єдиний.

Дане рiвняння має фiзичну iнтерпретацiю, у якiй змiннi мають насту-
пний сенс: θ — коефiцiєнт насиченостi (або вологостi) [безрозмiрний], h —
потенцiал напору (або тиску) [м], K — коефiцiєнт вологопроникностi сере-
довища [м/с], s — потужнiсть джерел (або стокiв) рiдини [1/с], z направле-
на вертикально вгору [м]. Таким чином рiвняння Рiчардса–Клюта описує
процес масо- або вологопереносу з максимальним рiвнем насичення.
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Рiвняння (1) мiстить три змiннi θ, h i K, пов’язанi двома наперед за-
даними (в загальному випадку нелiнiйними) залежностями, якi зазвичай
надаються у вже розв’язаному вiдносно двох з цих змiнних виглядi.

За рахунок добуткуK∇h у правiй частинi (1), рiвняння Рiчардса–Клюта
не має властивостi лiнiйностi, тому його аналiтичнi розвязки вiдомi лише
для дуже вузького кола часткових випадкiв значень параметрiв рiвняння.
Звiдси випливає, що основним iнструментом для моделювання розв’язкiв
рiвняння (1) є чисельнi методи.

Ефективнiсть процесу моделювання напряму залежить вiд якостi чи-
сельного методу, тому важливо знати переваги та недолiки тих чи iнших
параметрiв, що фiгурують у його побудовi.

2. Побудова чисельного методу
У цьому пунктi розглядаються три параметри побудови чисельного мето-

ду для моделювання розв’язку рiвняння Рiчардса–Клюта: форма рiвняння,
метод дискретизацiї часу та метод дискретизацiї простору.

А) Форма рiвняння.
Як було згадано вище, рiвняння Рiчардса–Клюта мiстить три пов’язанi

мiж собою змiннi θ, h i K. Кожну з них можна обрати як основну i пере-
писати рiвняння вiдносно неї. Так, якщо ми оберемо за основну змiнну θ,
то отримаємо рiвняння Рiчардса-Клюта у такiй формi:

∂θ

∂t
= ∇ · (D∇θ) +

∂K(θ)

∂z
+ s. (2)

Тут D — гiдравлiчна дифузивнiсть середовища [м2/c]. Якщо ж у якостi
основної змiнної обрати h, то маємо рiвняння Рiчардса–Клюта у так званiй
напорнiй (або головнiй, або h-) формi:

C
∂h

∂t
= ∇ · (K∇h) +

∂K

∂z
+ s, (3)

де C = ∂θ/∂h — вологоємкiсть середовища [1/м].
Цi двi форми найчастiше використовуються для подальшої дискретизацiї

та моделювання розв’язкiв, проте iнодi рiвняння Рiчардса–Клюта запису-
ють i вiдносно параметру K. Так, у роботi [5] саме через зведення рiвняння
(1) до рiвняння вiд змiнної K i подальшого аналiзу отримується аналiти-
чний розв’язок.

Також iнколи вигляд рiвняння (1) не змiнюють перед подальшими дiями.
Тодi кажуть, що рiвняння Рiчардса–Клюта записане у змiшанiй (або h-θ-)
формi.

Також для спрощення рiвняння (1) застосовують перетворення Кiрхгофа

ψ(h) =

∫ h

−∞
K(s)ds, (4)

та отримують рiвняння вiдносно нової змiнної ψ. Iнодi ця процедура може
суттєво полегшити подальше розв’язання рiвняння Рiчардса–Клюта. Так,
у роботi [6] застосовується перетворення Кiрхгофа до рiвняння (1) з вiдоми-
ми залежностями C(h) i θ(h), що описанi у [7]. У результатi перетворення

30



В. А. КОЛЕСНИКОВ

отримується лiнiйне вiдносно ψ рiвняння

C
∂ψ

∂t
= ∇ · (Ks∇ψ) +∇ · (Dψ) +∇ ·G, (5)

де C, Ks, D, G — кусково-сталi функцiї. Початково-крайовi умови змiнюю-
ться аналогiчним чином i рiвняння у такому виглядi розв’язується чисель-
но.

Таким чином, маємо декiлька еквiвалентних форм запису рiвняння Рi-
чардса–Клюта, кожну з яких можна використовувати як вiдправну точку
для подальшої дискретизацiї часу та простору.

Б) Дискретизацiя часу.
Зазвичай крок по часу ∆t обирається сталим, а у якостi схеми обирається

двокроковий неявний метод Ейлера. Проте за рахунок наявностi добутку
K∇h у правiй частинi (1), а також добутку

C
∂h

∂t

у лiвiй частинi (3), значення розв’язку на наступному кроцi за часом зада-
ється як розв’язок системи нелiнiйних рiвнянь. Для запобiгання цьому та
отриманнi лiнiйних систем використовується модифiкацiя методу Ейлера з
iтерацiєю Пiкара, як це робиться, наприклад, у роботi [8].

Рiдше використовують тришаровi схеми. Серед них можна, наприклад
видiлити апроксимацiю похiдної з роботи [9]:

∂h

∂t
≈ 3hn+1 − 4hn + hn−1

2∆t
. (6)

Також можна зустрiти чисельнi методи з адаптивним кроком по часу.
Серед робiт, якi дослiджували такi методи, можна зазначити [10,11].

В) Дискретизацiя простору.
Серед методiв дискретизацiї простору найчастiше вживаними є метод

скiнченних рiзниць (FDM) [10], метод скiнченних елементiв (FEM) [12] та
метод скiнченних об’ємiв (FVM) [13] зi сталими кроками за простором ∆z
у випадку одновимiрної задачi.

Для дво- та тривимiрних випадкiв методи скiнченних елементiв та скiн-
ченних об’ємiв зазвичай використовують розбиття простору, побудоване за
допомогою трiангуляцiї областi, досить ефективним у цьому планi є роз-
биття, що отримується з трiангуляцiї Делоне.

Якщо ж область має просту форму, як, наприклад, прямокутних чи пря-
мокутних паралелепiпед, то у якостi вибору вузлiв та базисних функцiй для
методу скiнченних елементiв iнколи обираються вiдповiдно рiвномiрна сi-
тка та добуток базисних функцiй, якi фiгурують в одновимiрному випадку.

Також використовуються адаптивнi кроки за простором, проте зустрiча-
ються на практицi такi схеми досить рiдко i вони ще не досить дослiдженi.
Серед основних робiт, присвячених цiй темi, можна видiлити [14–16].

Додаткову iнформацiю стосовно методiв дискретизацiї часу i простору
та огляду чисельних методiв розв’язання рiвняння Рiчардса–Клюта можна
знайти у роботах [8, 17–19].
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3. Модифiкацiя адаптивного кроку по простору для
одновимiрної задачi

В даному роздiлi описаний новий метод побудови адаптивної сiтки по
простору для обчислень на наступному часовому шарi у випадку однови-
мiрного рiвняння Рiчардса–Клюта. Данi iдеї та формули можна також ви-
дозмiнити для дво- та тривимiрних випадкiв. Основна iдея полягає в тому,
що, апроксимуючи розв’язок рiвняння Рiчардса–Клюта лiнiйними сплай-
нами з вершинами у вузлах сiтки, ми витрачаємо багато ресурсiв на пред-
ставлення розв’язку на частинi областi Ω, де похiдна функцiї стала, адже на
цьому промiжку розв’язок є просто вiдрiзком задавати його можна бiльш
розрiдженою сiткою.

Проте просте вiдкидання промiжних вузлiв може негативно вплинути
на якiсне представлення змiни функцiї розв’язку, коли при достатньо ве-
ликому значенню змiнної часу похiдна на цьому промiжку все ж почне
зазнавати змiн. Тому було вирiшено змiщувати вузли, в яких буде обчи-
слюватися значення розв’язку на наступному кроцi по часу в залежностi
вiд характеристик розв’язку на поточному кроцi. З вищенаведених мiрку-
вань було б бажано, щоб сiтка була бiльш розрiдженою в частинах областi,
де похiдна стала, а тому бiльш щiльною там, де ця похiдна сильно змiнює-
ться. Величину цих змiн можна характеризувати за допомогою другої по-
хiдної розв’язку на поточному кроцi. Звiсно, оскiльки на будь-якому кроцi
наближений розв’язок задається кусково-лiнiйною функцiєю, замiсть то-
чного значення похiдної буде використовуватися її чисельна апроксимацiя
вiдносно вузлiв сiтки на поточному кроцi.

Розглянемо умовний графiк модулю другої похiдної для деякого розв’яз-
ку одновимiрного рiвняння (1) на кроцi t. Даний графiк має точки локаль-
ного максимуму, де сiтка по простору для наступного кроку повинна бути
бiльш щiльною.

Таким чином, в одновимiрному випадку для кожного вузла поточної сi-
тки треба знайти напрямок до найближчого максимуму другої похiдної та
змiстити цей вузол у цьому напрямку. Проте цей метод має очевидну про-
блему: при збiльшеннi номеру кроку по часу вузли сiтки поступово будуть
наближатися до точок максимуму другої похiдної, сiтка буде ставати бiльш
i бiльш щiльною поблизу даних точок i в результатi це негативно вплине
на якiсть апроксимацiї.

Для того щоб уникнути цього, у якостi поточної сiтки, яку треба змiсти-
ти, буде обиратися рiвномiрна сiтка по простору, а модулi змiщення вузлiв
повиннi бути обмеженими. Таку адаптивну сiтку можна отримати, якщо
на кожному кроцi за часом змiщувати кожен вузол рiвномiрної сiтки за
формулою

zi = zi + δi ·
∆z

2
· 2

π
· arctan

∣∣∣∣100 · ∆2hi+δi
∆z2

∣∣∣∣,
z0 = z0, z1 = z1, zN = zN , zN−1 = zN−1,

тут zi (i = 0, N) — вузли рiвномiрної сiтки, ∆z — крок по простору при
рiвномiрнiй сiтцi, δi = ±1 в залежностi вiд того, в якому напрямку вiдносно
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на числовiй осi знаходиться найближчий локальний максимум другої похi-
дної, ∆2hi+δi

∆z2
— наближене значення другої похiдної побудованої на попере-

дньому кроцi по часу функцiї h, обчислене у вузлi i+ δi, 100 — коефiцiєнт
змiщення, потрiбний для того, щоб контролювати величину зсувiв.

Легко бачити, що за таких умов вузли сiтки не будуть змiщуватися на-
стiльки, щоб вiдстань мiж ними стала нульовою.

Процес пошуку напрямку та модулю змiщення для вузлiв на кожному
кроцi має складнiсть O(кiлькiсть вузлiв у рiномiрнiй сiтцi), що є порiвнян-
ним з процесом розв’язання утвореного СЛАР для знаходження значень
функцiї у вузлах на наступному кроцi, тому дана процедура не сильно
впливає на продуктивнiсть алгоритму. Варто зазначити, що дану процеду-
ру адаптацiї сiтки можна використовувати для всiх вищеописаних методiв
побудови СЛАР для значень розв’язку на наступному кроцi.

4. Обчислювальнi експерименти

Щоб порiвняти якiсть чисельних методiв, побудованих за допомогою ви-
бору параметрiв з попереднього пункту, проведемо обчислювальний експе-
римент. Для бiльшої наочностi у якостi параметрiв одновимiрного рiвняння
(1) оберемо такi, якi використовувалися у роботi [1], а саме:

∂θ

∂t
=

∂

∂z
(K(h)

∂

∂z
(h+ z)), z ∈ [0, L], t ≥ 0,

K(h) = Kse
αh, θ(h) = θr + (θs − θr)eαh,

h(0, t) = h0,

K(h(z, t))
∂

∂z
(h(z, t) + z)

∣∣∣∣
z=L

= qB,

h(z, 0) =
1

α
· ln qA − (qA − eαh0)e−αz,

L = 100, Ks = 1, α = 0.1, θs = 0.40,

θr = 0.06, qA = 0.1, qB = 0.9, h0 = 0.

За таких параметрiв, як було показано в цiй роботi, рiвняння Рiчардса–
Клюта можна звести до рiвняння вiд K i розв’язати аналiтично. Тодi розв’-
язок має вигляд

K = qB−(qB−eαh0)e−z−4(qB−qA)e
L−z
2 e−

z
4

∞∑
n=1

sin(λnz)sin(λnL)e−λ
2
nt

1 + (L/2) + 2λ2
nL

, (7)

де λ1, λ2, λ3, . . . — розв’язки вiдповiдної задачi Штурма-Лiувiля.
Для оцiнки чисельних розв’язкiв використовувалися абсолютнi (α) та

вiдноснi (δ) похибки для значень θ i h вiдносно їх значень при аналiти-
чному розв’язку, а також оцiнка, що iменується балансом маси i задається
формулою

MB(n) =

∑
i∈I(θ

n
i − θ0

i )∆z∑n
j=1(qjN − q

j
0)∆t

,
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де θji — значення коефiцiєнту насиченостi у вузлi i на кроцi по часу j, qj0, q
j
N

— значення потокiв через лiву та праву границi на кроцi по часу j.
Значення такої оцiнки, що близькi до 1, свiдчать про коректнiсть чи-

сельного методу для розв’язання задачi масо переносу. При пiдрахунку
абсолютних та вiдносних похибок аналiтичних розв’язок задавався частко-
вою сумою ряду (7) при N = 6. За такого значення N залишок ряду, а з
ним i похибку у обчисленнi K, θ i h можна оцiнити у 10−20.

Табл. 1 мiстить значення вищезгаданих оцiнок для деяких чисельних
методiв. Всюди, де не зазначено iнше, крок по часу ∆t був сталим та рiвним
0.1, крок по простору ∆z був сталим та дорiвнював 2, кiлькiсть iтерацiй
Пiкара N = 5. Значення похибок обчисленi при значеннi T = 5.

Значення чисельного наближення θ, яке використовувалося для пiдра-
хунку вiдповiдних абсолютних та вiдносних похибок, у випадку методiв,
що розв’язували рiвняння Рiчардса–Клюта у h-формi, було обчислене за
формулами, що задають залежностi мiж змiнними, i навпаки.

Табл. 1
Метод Форма рiвняння αh δh αθ δθ MB(%)
FDM h-форма 0.5817 9.115e-4 1.078e-3 9.063e-5 98.75
FEM h 8.0191 7.451e-3 1.551e-2 1.551e-2 97.57
FVM h 7.9183 7.450e-3 1.533e-2 7.608e-4 97.37
FDM θ-форма 0.3526 6.629e-4 6.902e-4 6.618e-5 98.83
FEM θ 4.9128 4.564e-3 9.485e-3 4.612e-4 98.01
FVM θ 4.9002 4.499e-3 9.476e-3 4.601e-4 98.03
FEM h-θ-форма 5.1130 4.751e-3 9.691e-3 4.712e-4 97.93
FVM h-θ 5.0021 4.593e-3 9.623e-3 4.672e-4 97.95
FEM Kirchhoff1 4.9118 4.564e-3 9.483e-3 4.611e-4 98.01
FVM Kirchhoff1 4.9696 4.676e-3 9.614e-3 4.772e-4 97.35
FEM2 h 0.3627 3.337e-4 7.104e-4 3.454e-5 98.31
FVM2 h 0.2761 2.598e-4 5.549e-4 2.754e-5 97.69
FEM3 h 0.7224 6.708e-4 1.434e-3 6.977e-5 98.59
FEM3 θ 4.8820 4.481e-3 9.037e-3 4.394e-4 98.11
FEM4 h 10.81 1.004e-2 2.106e-2 1.024e-3 99.72
FVM4 θ 0.1371 1.273e-4 2.694e-4 1.310e-5 98.36
FEM5 θ 23.12 2.149e-2 4.601e-2 2.237e-3 93.85

Варто зазначити, що хоч метод скiнчених рiзниць i дає кращi оцiнки,
нiж метод скiнченних елементiв та метод скiнченних об’ємiв, його незручно

1Рiвняння Рiчардса–Клюта лiнеаризовано за допомогою перетворення Кiрхго-
фа та зведено до (5).

2Похiдна по часу апроксимується за формулою (6).
3Наближений розв’язок рiвняння шукається у вузлах адаптивної сiтки, запро-

понованiй у роздiлi 3.
4Адаптивна сiтка + формула (6).
5Наближений розв’язок рiвняння шукається у вузлах адаптивної сiтки, запро-

понованiй у роздiлi 3, проте коефiцiєнт змiщення збiльшений до 10000.
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використовувати для областей довiльної форми, на яких дослiджується
рiвняння Рiчардса–Клюта.

Також можна оцiнити новий метод побудови адаптивної сiтки. Для рiв-
няння Рiчардса–Клюта у h-формi похибки при методi скiнченних елементiв
наближаються до похибок при методi скiнченних рiзниць при рiвномiрнiй
сiтцi, що свiдчить по суттєве пiдвищення ефективностi процесу моделюва-
ння розв’язку. Проте для θ-форми такого покращення не спостерiгається,
хоча значення оцiнок все ж дещо кращi за вiдповiднi при використаннi
методу скiнченних елементiв на рiвномiрнiй сiтцi. Остання строка Табл. 1
мiстить значення похибок при збiльшеному коефiцiєнту змiщення вузлiв
адаптивної сiтки. З результатiв можна бачити, що за рахунок невдало-
го пiдбору коефiцiєнту змiщення можна погiршити точнiсть наближеного
розв’язку. Подальший аналiз запропонованого методу може дати оцiнку
оптимального коефiцiєнту змiщення та характер його залежностi вiд пара-
метрiв рiвняння Рiчардса–Клюта.

Що стосується апроксимацiї похiдної по часу за формулою (6), то мо-
жна вiдзначити, що в цiлому використання такого наближення покращує
точнiсть у бiльшостi випадкiв, проте у комбiнацiї з адаптивною сiткою для
рiвняння у h-формi виникає ситуацiя, коли коефiцiєнт балансу маси суттє-
во покращується, проте iншi похибки збiльшуються. Але, варто зазначити,
величини цих похибок ненабагато бiльшi за вiдповiднi похибки при викори-
станнi звичайного методу скiнчених елементiв, що робить цю комбiнацiю
актуальним варiантом у випадках, коли баланс маси є прiориетною оцiн-
кою.

Також нижче наведенi рис. 1 з графiками аналiтичного та деяких чи-
сельних розв’язкiв при значеннях T = 5, T = 10, T = 15.

На рис. 2 зображенi масштабованi графiки поблизу точки мiнiмуму ана-
лiтичного розв’язку при T = 5.

Заключнi зауваження

За рахунок нелiнiйностi рiвняння Рiчардса–Клюта, чисельне моделюва-
ння є основним iнструментом отримання та аналiзу його розв’язкiв. По-
будовi та аналiзу алгоритмiв чисельного моделювання присвячено багато
робiт, проте найпопулярнiшими методами залишаються методи скiнченних
рiзниць та скiнченних елементiв з неявною схемою Ейлера з рiвномiрними
кроками по часу i простору. Така ситуацiя виникла через те, що модифi-
кацiї цих алгоритмiв, що реалiзуються за допомогою вибору адаптивних
крокiв по часу чи простору, або ж через лiнеаризацiю рiвняння Рiчардса–
Клюта за допомогою перетворення Кiрхгофа, не дають настiльки суттєвого
покращення точностi наближених розв’язкiв, щоб використовувати їх за-
мiсть iнтуїтивних та простiших у реалiзацiї стандартних методiв. Але це
не означає, що процес пошуку нових чисельних алгоритмiв та модифiкацiї
старих не має сенсу.

Запропонований у данiй статтi новий алгоритм побудови адаптивної сi-
тки за простором у випадку рiвняння Рiчардса–Клюта у напорнiй формi
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Рис. 1. Наближення аналiтичного розв’язку деякими методами

Рис. 2. Точний та наближенi розв’язки поблизу точки екстремуму
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для методу скiнченних елементiв на порядок пiдвищує точнiсть апроксима-
цiї розв’язку в порiвняннi з рiвномiрною сiткою за тих самих параметрiв.
Тому цей новий метод є перспективним для подальшого аналiзу.

Виявлення сильних та слабких сторiн чисельних методiв та вибiр най-
бiльш ефективних з них для конкретних параметрiв рiвняння Рiчардса–
Клюта є важливим питанням i може призвести до суттєвого покращення
ефективностi процесу моделювання в задачах масопересносу.
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