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ЗАГАЛЬНА  ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 
 

Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено дослiджен- ню асимптотич них 

властив остей статистич них мо делей поро д жених д ис- кретними спо стер еж ення ми марков ськ их про цесiв  

з пу ассо нов ими ш у ма - ми. В сучаснiй лiтературi з теоретичної статистики велику увагу придiля- ється 

побудовi асимптотично ефективних оцiнок, що напряму пов’язано iз такими асимптотичними 

властивостями статистичних моделей, як iн- формацiя Фiшера i ЛАН. Переважна бiльшiсть робiт 

присвячених цiй темi стосується дифузiйних моделей, або моделей в яких спостереження є 

незалежними величинами. Такi моделi описують великий клас реаль- них процесiв, однак iснує 

цiлий ряд задач, якi потребують аналiзу спо- стережень процесiв Левi. Зокрема, такi процеси 

використовуються при дослiд женнi мо д ел ей , що о пису ють тур бул ентнi сть , ек о но мiч них мод ел ей  

стохастичної нестабiльностi, коливань вартостi активiв тощо. 

У сучаснiй статистицi задача вибору асимптотично оптимальної оцiн- ки розв’язується за 

допомогою концепцiї локальної асимптотичної нормальн остi (коротко ЛАН) введен ої Ле  

Камом в 1960 р. Зокре- ма властивiсть ЛАН виявляється зручним i потужним iнструментом для 

встановлення нижньої границi ефективностi для статистичних моделей. 

Встановлення властивостi ЛАН є суттєвим кроком у статистичному аналiзi дослiджуваної 

моделi. Для моделей, породжених процесами Левi, цей крок залишається не дослiдженим. 

Властивiсть ЛАН статисти- чних моделей, що генеруються дискретними спостереженнями випадко- 

вого процесу керованого шумом Левi, була вивчена в основному у ви- падку, коли функцiя 

вiрогiдностi (або щонайменше її головна частина) вiдома в деякому смислi. У бiльшостi робiт 

розглядаються лише лiнiйнi моделi, тобто такi, в яких спостерiгається сам процес Левi, або спостерiга- 

єть ся пр о цес, що є розв’язк о м л iнi йного стох астич ного диференцiального рiвняння з шумом Левi 

(iншими словами, процес типу Орнштайна – Улен- бека) . Загальний нелiнi йний випадок зал ишає ться  

невив ч еним у з нач нiй  мiрi. 

Для розв’язання статистичних задач, якi потребують iнформацiю про функцiю вiрогiдностi, в 

якостi iнструмента в лiтературi ефективно ви- користовується числення Малявена. Вперше 

числення Малявена було розроблено для доведення iснування i гладкостi щiльностi розподiлу, в 

подальшому воно виявилось досить ефективним при дослiдженнi чутли- востi сподiвань вiдносно 

параметрiв. Метод iз застосуванням числення Малявена має природнi розширення для 

статистичних завдань. Так з лiтерату р и  вiдо ме  iнтегр аль не  пред ставл ення  малявенiвськ ого  типу  

по хiдної по параметру вiд логарифмiчної функцiї вiрогiдностi в моделi, по- родженiй дискретними 

спостереженнями дифузiї. За допомогою такого представлення доводиться властивiсть ЛАН. Проте 

питання про зручну версiю числення Малявена для моделей, заданих СДР з шумом Левi за- 

лиш ає ться  вiдк р итим.  

Особливий iнтерес становлять моделi, в яких крок спостереження пря- мує до нуля, а сам процес, 

що спостерiгається, забруднений фоновим шумом i, крiм того, може мати велику iнтенсивнiсть 

стрибкiв великої амплiтуди. 

Зв’язок роботи з науков ими програ мами, планами, темами. Дисертацiйна робота 

виконана в рамках державної бюджетної науково- дослiдної  теми № 11Б Ф 03 8-0 2 «Ево л юцi йнi  

системи: до слiд ж ення аналiт и- чних перетворень, випадкових флуктуацiй та статистичних закономiрно- 

стей» (номер державної реєстрацiї 0111U006561) i № 16БФ038-02 «Дослi- дження та статистичний 

аналiз асимптотичної поведiнки складних стоха- стичних неоднорiдних динамiчних систем» (номер 
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державної реєстрацiї 0116U002530) кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної ма- 

тематик и мех анiко- математичног о фак ультету Київ ськог о Нацiо нального унiверситету iменi Тараса 

Шевченка, що входить до комплексного тема- тичного плану науково-дослiдних робiт «Сучаснi 

математичнi проблеми пр иро доз навств а,  еко но мiки   т а  фiнансiв». 

Мета i задачi дос лiдження. Ме тою дисертацiйн ої роботи є розв’я- зання таких задач: 

∙ Встановити iснування густини перехiдної iмовiрностi розв’язку СДР з шумом Левi, i для неї 
знайти iнтегральнi представлення перших двох логарифмiчних похiдних по параметру, 
також побудувати iн- тегральне представлення логарифмiчної похiдної по параметру вiд 
густини перехiдної iмовiрностi процеса Левi з важкими хвостами. 

∙ До слiд ити достатнi  умов и регуля р но стi  статистич ног о експер именту, породженого дискретними 
спостереженнями розв’язку СДР з шу- мом Левi i встановити нижню оцiнку для квадратичної 
функцiї втрат пр и  о цiнюв аннi  невiдо мого  пар аметр а.  

∙ Знайти достатнi умови, за яких статистична модель, породжена дис- кретними спостереженнями 
процеса Маркова, має властивiсть ЛАН та довести властивiсть ЛАН, у випадку дискретних 
спостережень зi сталим кроком, моделей, заданих СДР з шумом Левi.  

∙ Для статистичних моделей зi сталим кроком спостережень процесу, 

заданого СДР з шумом Левi, побудувати алгоритм перевiрки   ефе- 

ктивностi методу оцiнювання i оцiнити втрати iнформацiї при умов- но му усер едненнi.  

∙ Довести властивiсть ЛАН для моделей, в яких iз прямуючим до нуля кроком спостерiгається 
процес Левi на фонi заважаючого шуму i довести, що вiдповiдна властивiсть ЛАН 
справджується рiвномiрно по класу заважаючих процесiв. 

Об‘єктом дослiдження є процеси Левi та СДР, керованi процесами Левi. 

Предметом дослiдження є властивiс ть ЛАН статисти чни х моде- лей, породжених 

спостереженнями процесiв Левi та розв’язкiв СДР з шу- мами Левi. 

Методи дослiдження. У дисертацiї використовуються два основ- них пiдходи. Спочатку 

формулюються достатнi умови ЛАН для статисти- чних мо делей, поро д жених д искр етними 

спо стер еження ми марк овсь ког о процесу. Цi умови узагальнюють класичний результат, 

запропонований Лє Камом для вибiрок з незалежних однаково розподiлених випадко- вих величин. 

З iншого боку, використовується числення Малявена для одержання iнтегрального представлення 

перших двох похiдних логари- фмiчної функцiї вiрогiдностi. Саме поєднання цих двох пiдходiв дає 

мо- жливiсть довести властивiсть ЛАН для моделей, породжених процесами Левi.  

Наукова новизна одержаних результатiв.  

∙ Встановлено iснування густини перехiдної iмовiрностi розв’язку СДР з шумом Левi, i для 
неї знайдено iнтегральнi представлення перших двох логарифмiчних похiдних по 
параметру, також побу- довано iнтегральне представлення логарифмiчної похiдної по пара- 
метру вiд густини перехiдної iмовiрностi процеса Левi з важкими хвостами. 

∙ До слiд ж ено до статнi  у мов и рег уля рностi  статистич ног о експер имен- ту,породженого 
дискретними спостереженнями розв’язку СДР з шу- мом Левi i встановлено нижню оцiнку 
для квадратичної функцiї втрат при оцiнюваннi невiдомого параметра. 

∙ Знайдено достатнi умови, за яких статистична модель, породжена дискретними спостереженнями 
процеса Маркова, має  властивiсть ЛАН та доведено властивiсть ЛАН у випадку дискретних 
спосте- режень зi сталим кроком моделей, заданих СДР з шумом Левi. 

∙ Для статистичних моделей зi сталим кроком спостережень процесу, заданого СДР з шумом 
Левi, побудувано алгоритм перевiрки ефе- ктивностi методу оцiнювання i оцiнено втрати 
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iнформацiї при умов- но му усер ед неннi.  

∙ Доведено властивiсть ЛАН для моделей, в яких iз прямуючим до ну- ля кроком спостерiгається 
процес Левi на фонi заважаючого шуму i доведено, що вiдповiдна властивiсть ЛАН 
справджується рiвномiрно по класу заважаючих процесiв. 

Практи чне значення  отри маних  результатiв. Дисертац iя  має як теоретичне, так i 

практичне значення. Теоретичне значення полягає у розробцi необхiдного математичного апарату 

для дослiдження асим- птотичних властивостей оцiнок параметрiв моделей, керованих процеса- ми 

Левi без дифузiйної компоненти. Практична цiннiсть одержаних ре- зультатiв полягає у тому, що їх 

можна використовувати при дослiдженнi явищ, що задаються СДР з шумами Левi: економiчних, 

фiзичних, геоло- гiчних, хiмiчних процесiв тощо. 

Особис тий внесок здобувача. Всi основнi результати дисертацiй- ної роботи отриманi 

здобувачем самостiйно. Зi спiльних з науковим керiв- ником О. М. Куликом статей до основної 

частини дисертацiйної роботи включенi лише тi результати, якi належать здобувачу. Зi спiльної з С. 

В. Боднарчуком статтi включенi лише тi результати, якi належать здобува- чу. 

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро- боти доповiдались на 

наукових семiнарах кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики механiко-

математичного факульте- ту Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, вiд- 

дiлу випадкових процесiв Iнституту математики НАН України, вiддiлу наукових дослiджень 

операцiй Iнституту кiбернетики iменi В.М. Глу- шкова НАН України, Department of Mathematical 

Sciences of Ritsumei- kan University, (Kusatsu, Japan), Osaka University (Osaka, Japan), кафе- дри 

математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей Нацiонального технi- чного унiверситету України 

”Київський полiтехнiчний iнститут”; на мiж- народних конференцiях: ”Modern stochastics: theory and 

applications III” (Kyiv, 2012), ”11-th international Vilnius conference on probability theory and 

mathematical statistics” (Vilnius, Lithuania, 2014), ”Probability, reli- ability and stochastic 

optimization” (Kyiv, 2015), ”Stochastic processes in abstract spaces”  (Kyiv, 2015). 

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 5 статей у фахових 

виданнях [1–5] та 5 тез доповiдей на конференцiях [6– 10].  

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя склада ється зi всту- пу, шести роздiлiв, 

висновкiв та списку використаних джерел. Повний обсяг дисертацiї становить 151 сторiнку, список 

використаних джерел за- ймає 10 сторiнок i мiстить 90 найменувань. 

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ 
 

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок роботи з науковими програмами, 

темами, планами, встановлено мету, задачi, пре- дмет, об’єкт та методи дослiдження, вказано наукову 

новизну, практичне значення отриманих в роботi результатiв та особистий внесок здобувача, 

наведено список публiкацiй здобувача та основний змiст дисертацiйної роботи. 

У першому роздiлi наводяться деякi означення та теореми викори- станi в змiстовнiй частинi 

дисертацiйної роботи. Цi вiдомостi роздiленi тематично на три групи. Перша група складається з 

теорем теорiї ви- падкових процесiв, друга – з означень i теорем статистики випадкових процес iв, 

третя – з граничних теорем для випадкових процесiв. 

Другий роздiл мiстить стислий iсторичний огляд лiтератури за тема- тикою дисертацiї та 

висвiтлює сучасний стан вивчення проблем, схожих до тих, що розглядаються в дисертацiйнiй 
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роботi. 

 
У третьому розділі за допомогою числення Малявена для процесів, заданих 

стохастичними диференціальними рівняннями, керованими шумом Леві без 
дифузійної компоненти будується інтегральне представлення логарифмічної похідної 

по параметру від густини перехідної імовірності, а також доводиться регулярність 
стохастичного експерименту. Основні результати цього розділу такі: 

Розглядається процес X , що є розв'язком рівняння   

 ,dd)(=d ttt ZtXaX  (1) 

 в якому Z  -- процес Леві без дифузійної компоненти, тобто  

 ).d,d(~)d,d(=
1||01|>|0

usuusuctZ
u

t

u

t

t  

Тут  -- пуассонова точкова міра з інтенсивністю )d(d us , а 

)d(d)d,d(=)d,d(~ ususus  -- відповідна компенсована міра. Крім цього про міру  

припускається наступне: 

H. (i) для деякого 0> ,  

 ;<)(2

1||
duu

u
 

(ii) для деякого 0>0u , звуження міри  на ],[ 00 uu  має додатну густину 

00

2 0,,0 uuC ; 

(iii) існує 0C  таке, що  

 ];(0,||),(|)(|),(|||)(| 0

2

0

1

0 uuuuCuuuCu  

(iv)  

 0.,})|:|({1log
1

uu  

  

 Теорема 1  3.1.  I. Нехай )(2,0 RCa , має обмежені похідні aa xxx

2, . 

Тоді марківський процес X  визначений рівнянням ((1)) має густину перехідної 

імовірності ),;( yxpt  відносно міри Лебега, яка допускає інтегральне представлення  

 .,0,>,>E=),;( Ryxtyyxp
t

Xtxt  

Функція ),;( yxp  неперервна по RR)(0,),,,( yxt . 

II. Нехай )(3,1 RCa  і має обмежені похідні ax , axx

2 , ax

2 , axx

3 , axxx

4  і  

 .,|),|(1|)(||)(| RxxCxaxa  

Тоді густина перехідної імовірності має похідну ),,;( yxpt  яка є 

неперервною по RR)(0,),,,( yxt . 

III. За умов твердження II, справджується  

 ),,;(),;(=),;( yxpyxgyxp ttt  

де  

 
³íàêøå.0,

0,>),;(,E
=),;(

1,

, yxp
yxg tt

t

yx

t  (2) 

Зауваження 2 Із тверджень II і III, випливає, що логарифм густини перехідної 

імовірності має неперервну похідну відносно  на відкритій підмножині 

RR)(0,  визначеній нерівністю 0>),;( yxpt  і на цій множині допускає 

інтегральне представлення  

 .E=),;(log 1,

, t

t

yxt yxp  

  
 

Другий результат розділу стосується базової властивості статистичного 
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експерименту   

 ),,
}

P),(,(
1=

{, n
kk

tx

nn RBR  (3) 

 породженого спостереженнями марківського процесу X  з xX =0
 в моменти 

часу 
ntt <<1
. Експеримент (3) є регулярним, якщо функція ),;( 0xpt

 -- 

неперервно диференційовна в ),(2 XL . 

  
 Теорема 3  3.2. Нехай умови твердження II Теореми 1 виконано і NR nx , , 

ntt <<<0 1
 -- фіксовані. 

Тоді статистичний експеримент ((3)) -- регулярний. Відповідна інформація 
Фішера дорівнює  

 ,)),;((E=)( 2

11
1=

k
t

k
t

kk
tx

n

k

XXtgI  

де 0:=0t .   

 
Оскільки в багатьох статистичних задачах виникає необхідність у другій 

похідній по параметру від логарифму густини перехідної імовірності p , в цьому ж 

розділі знайдено відповідне інтегральне представлення. Зокрема таке представлення 

дозволяє побудувати однокрокові асимптотично ефективні оцінки.  
 Четвертий розділ присвячений встановленню достатніх умов за яких 

справджується властивість ЛАН у випадку, коли процес задається рівнянням (1), а 

спостереження відбуваються зі сталим кроком h . Припускається, що міра Леві , 

задовольняє умовам:   

    • duumdu )(=)( , і для деякого (0,2)0,>C   

 0;,||)( 1 uuCum :  

 

    • Для деякого 0>  ;<)(|| 2

1||
duu

u
  

    • {0})\(1 RCm , існує 0>0u  таке що функція  

 )(|)(=|)( umumuu  

обмежена на }|{| 0uu  і .<)()(2

0
|>|

duu
uu

  

 

Доведення властивості ЛАН для описаної вище моделі проводиться в два 
етапи. Спочатку доводиться теорема про достатні умови ЛАН для загальної моделі, в 
якій спостережуваним є процес Маркова: 

Вважаємо, що існує густина перехідної імовірності ),,( yxpt  відносно -

скінченної міри )(dy . За марківською властивістю відношення функцій вірогідності  

 .
),;(

),;(
=),(

1)(0

1)(

1=

0

hkkhh

hkkhh
n

k

n
XXp

XXp
Z  

Припускаємо, що експеримент є регулярним. Результат формулюється в 
термінах функцій:  

 .),;(),;(2=),;(³),;(=),;( yxpyxqyxgyxpyxq hhhhh  

  
 Теорема 4  4.1. Нехай для деякої послідовності невипадкових додатньо 

визначених матриць }),,(=)({ 0 Nnnrnr   

 



✶
✸ 

 

    • NnxXXXgnrS hjjhh

n

j

n ,=,,;)(:= 01)(0

1=

 асимптотично нормальна 

відносно 0P  з параметрами 0 і . 
 

    • 0.=),;()(Elim
2

1)(0

1=

0
hjjhh

n

jn

XXgnr  

 

    • 0.=),;()(Elim
2

1)(0

1=

0
hjjhh

n

jn

XXgnr  

 

    • yXvnrqnr jhh

n

jNvn

,;)()(Esuplim 1)(0

1=

0

|<| X

 

0=)d(),;(
2

1)(0 yyXq jhh
. 

 

 Тоді послідовність статистичних моделей має властивість ЛАН в точці 
0
.   

 В цьому ж розділі доводиться наступна   
 Теорема 5  4.2. Нехай X  є розв'язком рівняння (1), в якому Z  задовольняє 

описані вище умови. Припустимо наступне:   
    • a  має обмежені похідні  

 ; , , , , , , 433322 aaaaaaa xxxxxxxxxxxxx
 

 

    • ,,|),|(1|)(||)(| RxxCxaxa   

    • .0,<
)(

lim ||
x

xa
x   

 Тоді послідовність статистичних моделей має властивість ЛАН.   
 

У  п'ятому розділі для описаної вище статистичної моделі будується алгоритм 
перевірки ефективності методу оцінювання. Точне знаходження інформації Фішера 

)( 0I  унеможливлюється з наступних причин: 

  
    • інваріантна міра процеса X  невідома, 
 

    • для функції g  відоме лише інтегральне зображення (див. формулу (2)), 

 

    • усереднення відносно розподілу моста, що відповідає процесу X  є занадто 
складним для реалізації.  

 
Для вирішення цієї проблеми пропонується наступна схема. Спочатку для 

заданої точності 0>  вибирається номер )(= 00 nn  такий, що   

 ,<))
1)

,,((E)( 2

0
(0

0
0

0 nhhnhx XXgI  (4) 

 потім за формулою для g  (див. (2)) та нерівністю Йєнсена для умовного 

математичного сподівання записується оцінка  

 .)(E))
1)

,,((E 2

0

2

0
(0

0
0 nXXg hxnhhnhx  

(для h  в третьому розділі наводиться точна формула). Остаточно одержуємо 

верхню оцінку для інформації по Фішеру:  

 .),(=:)(E)( 00

2

0
0

0 nJnI hx  
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Нехай вибрано метод оцінювання і 
n
ˆ  оцінка параметра  за цим методом. 

Асимптотичною якістю оцінки при n  може слугувати величина ),ˆ(E)( 00 nnlI  

яка інтерпретується як відносна ефективність оцінки відносно теоретичної границі 

Гаєка. Оскільки )( 0I  неможливо обчислити, замінюємо її верхньою оцінкою 

),( 00 nJ . Останнім кроком замінюємо математичні сподівання на вибіркові середні. 

Запропонований підхід дозволяє одержати як оцінку ефективності методу оцінювання 

так і оцінку долі випадковості, втраченої при усередненні (величина )()/,( 000 InJ ). 

Алгоритм перевірки ефективності методу оцінювання полягає в наступному: 

  

    • вибираємо метод оцінювання і будуємо оцінку 
n
ˆ  невідомого параметра 

0
;  

    • генеруємо N  траєкторій процеса X  заданого рівнянням (1) з 
n
ˆ=  і по 

кожній з них будуємо вибірку розміру n ;  

    • обчислюємо оцінки k

n
ˆ , Nk ,1,=  і знаходимо вибіркову 

дисперсію
2

1=

2 )ˆˆ(
1

=)ˆ( n

k

n

N

knN n
N

s ;  

    • обчислюємо 
0n  з міркувань близькості X  до стаціонарного розв'язку 

рівняння (1) і генеруємо ще N  траєкторій X  з 
n
ˆ= , по кожній з них обчислюємо 

)( 0

1

, nkh , Nk ,1,= ;  

    • знаходимо вибіркове середнє 2

0

1

,1=0 )(
1

=),ˆ( n
N

nJ kh

N

knN ;  

    • за значенням )ˆ(),ˆ( 2

0 nNnN snJ  робимо висновок про ефективність (при 

фіксованих параметрах N  і 0n ) методу і про втрату випадковості при умовному 

усередненні.  

 
Запропонований алгоритм ілюструється на конкретному прикладі.  
У  шостому розділі розглядається наступна модель. Процес Леві, заданий у 

формі   

 0,,= tUZtX ttt  (5) 

 спостерігається в точках },1,=,={ , nkkht nnk  зі змінним інтервалом між 

спостереженнями nh ; припускаємо, що 0nh  при n , так, що спостереження 

процеса X  мають високу частоту. Тут Z  -- локально -стійкий процес, а U  -- 
незалежний від нього процес Леві меншої активності ніж Z  і розглядається як 

заважаючий шум. 
Припустимо, що в представленні Леві -- Хінчіна процеса Z ,  

 ,=E )(tt
Zi

ee  

 має вигляд   

 ).(11=)( 1|| duuie u

ui

R
 (6) 

 

Про міру Леві  процеса Z  припускаємо наступне   

    • duumdu )(=)(  і для деякого (0,2)  

 0.>
,0,||

,0,||
)(

1

1

CC
uuC

uuC
um :  

 

    • {0})\(1 RCm , існує 0>0u  таке, що функція  



✶
✸ 

 

 )(|)(=|)( umumuu  

обмежена на множині }|{| 0uu  і задовольняє  

 <)()(2

0
|>|

duu
uu

 

для деякого 0> .  
 
Зазначимо, що умова H2 не вимагає від )(u  обмеженості для ``великих'' u ; ця 

умова справедлива для широкого класу процесів Z  таких як ``подібні до стійких'' 
процеси Леві з  

 ),()(=)( , umufum C
 

де 0||,)( uCuf .   

 Приклад 6 (Пом'якшкний -стійкий процес). Наприклад, при  

 ,=)(àáî,=)(,=)( ||221 uuu CeufCeufCeuf  

умови H1 і H2 виконані, хоча )(u  не є обмеженою.   

 
  
 Приклад 7 (Гладко затухаючий -стійкий процес). Нехай  

 0,>),(
],

1||)(=)( 1
11

[

1 uu
u

uufum
u

 

де f  неперервна на R , 0>f  при ],[ 11 uuu  така, що Cuf )(  коли 0u  і 

f  гладко зануляється поза інтервалом ],[ 11 uu  в такий спосіб, що функція 

)(/|)(||| ufufu  є локально обмеженою і крім того функція )()}(/|)(||{| 2 umufufu  -- 

du -інтегровна на множині }|{| 0uu  для деякого 0>  і 0>0u . Тоді умови H1, H2 

виконані. Зазначимо, що 1)(/|)(|||)( ufufuu . Частковим випадком функції f  

є  

 ).(
],

1
)1/()

=)(
11

[

11
1/(

u
u

uu
euf

u

uu
 

Нагадаємо, що для -стійкого процеса його міра Леві має густину   

 
0.<,||

0,>,||
=)(

1

1

,
uuC

uuC
um C  (7) 

 Позначимо   

 ).(
1|<|

=
1/

duu
u

tc
t

t
 (8) 

 Через 
C

Z
,

 позначаємо -стійкий процес, чия характеристична функція має 

вигляд ((6)) з мірою Леві ((7)), де CC ,  задані умовою H1. Нехай також C,  -- 

густина розподілу 
C

Z
,

1
. 

Для такої моделі в доведено наступне   

 Твердження 8  6.1. Нехай Z  задовольняє умови H1, H2, а U  -- процес Леві, 
незалежний від Z  і такий, що   

 00,1/ tUt t  (9) 

 за імовірністю. У випадку (1,2), додатково припускаємо, що  

 0.11/1/2

nhn  

Тоді в кожній точці 0  справджується властивість ЛАН з   

 ,)(0

0)(

=)(,10=)( 22

11

111/

1/2

n
n

hn hch

nnr  (10) 

 де  
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2
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2

0022 dxxxxx CCC  

Таким чином Теорема узагальнює результат, одержаний в роботi Y. Á ’it-Sahalia, J. Jacod (2007). 
Зокрема вiд основного процеса � вимагається 

лише локальна �-стiйкiсть, властивiсть ЛАН доводиться рiвномiрно по класу шумiв 

(справджується для всiх процесiв � , задовольняючих умову (9)), модель є двопараметричною 

(присутнiй тренд). 

ВИСНОВКИ 

 

У дисертацiйнi й роб отi  розро бл ено зруч ний апарат для вивч ення асим - птотичних властивостей 

оцiнок невiдомих параметрiв в динамiчних си- стемах заданих СДР з шумами Левi без дифузiйної 

компоненти. За до- помогою числення Малявена доведено властивiсть ЛАН статистичних 

моделей нелiнiйних з ”легкими хвостами” в шумах i лiнiйних з ”важки- ми хвостами”. Для 

статистичного експерименту зi сталим кроком спо- стереження знайдено нижню границю 

ефективностi оцiнок i побудовано алго р итм  перев iрк и  ефек тив но стi   мето ду  о цiнювання.  

У дисертацiйнiй роботi наведено наступнi результати: 

∙ Встановлено iснування густини перехiдної iмовiрностi розв’язку СДР з шумом Левi, i для 
неї знайдено iнтегральнi представлення перших двох логарифмiчних похiдних по 
параметру, також побу- довано iнтегральне представлення логарифмiчної похiдної по пара- 
метру вiд густини перехiдної iмовiрностi процеса Левi з важкими хвостами. 

∙ До слiд ж ено до статнi  у мов и рег уля рностi  статистич ног о експер имен- ту,породженого 
дискретними спостереженнями розв’язку СДР з шу- мом Левi i встановлено нижню оцiнку 
для квадратичної функцiї втрат при оцiнюваннi невiдомого параметра. 

∙ Знайдено достатнi умови, за яких статистична модель, породжена дискретними 
спостереженнями процеса Маркова, має властивiсть ЛАН та доведено властивiсть ЛАН у 
випадку дискретних спосте- режень зi сталим кроком моделей, заданих СДР з шумом Левi. 

∙ Для статистичних моделей зi сталим кроком спостережень процесу, заданого СДР з шумом 
Левi, побудувано алгоритм перевiрки ефективностi методу оцiнювання i оцiнено втрати 
iнформацiї при умов- но му усер ед неннi.  

∙ Доведено властивiсть ЛАН для моделей, в яких iз прямуючим до ну- 

ля кроком спостерiгається процес Левi на фонi заважаючого шуму i 

доведено, що вiдповiдна властивiсть ЛАН справджується рiвномiрно по класу заважаючих 

процесiв. 

Одержанi результати є актуальними як з теоретичної, так i з практи- чної точки зору. З одного 

боку в роботi були одержанi вагомi результати для моделей з досить загальними умовами на шум. 

З iншого боку, одержанi результати можна використати на практицi при дослiдженнi 

статистичних моделей, якi описують фiзичнi, бiологiчнi, хiмiчнi явища, процеси у фiнансовiй сферi та 

фондовому ринку, а також при встановленнi асимптотичних меж ефективностi для оцiнок параме- 

трiв у вiдповiдних моделях. 
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АНОТАЦIЯ 

 

Iваненко Д. О. Асимптотичнi властивостi оцiнок параметрiв марковських 

процесiв з пуассоновими шумами — Рукопис. 

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-мате- матичних наук за 

спецiальнiстю 01.01.05 — теорiя ймовiрностей i мате- матична статистика. — Київський 

нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка МОН України, Київ, 2016. 

Д исер тацi йну робо ту пр исвяч ено дослiдж енню асимпто тич них властивостей оцiнок параметрiв 

статистичних моделей породжених дискретними спостереженнями марковських процес iв з 

пуассоновими шумами. А саме, розроблено зручний апарат для вивчення асимптотичних власти- 

востей оцiнок невiдомих параметрiв в динамiчних системах заданих СДР з шумами Левi без 

дифузiйної компоненти. Зокрема, за допомогою чи- слення Малявена доведено властивiсть ЛАН 

статистичних моделей: нелiнiйних з ”легкими хвостами” в шумах i лiнiйних, з високою частотою 

спостережень i, можливо, ”важкими хвостами”. Для статистичного експерименту зi сталим кроком 

спостереження знайдено нижню границю ефективностi оцiнок i побудовано алгоритм перевiрки 

ефективностi мето ду  оцi нюв ання.  

Ключовi слова: процес Левi, ЛАН, асимптотична ефективнiсть, числення Малявена, СДР. 

 

АННОТАЦИЯ 
 

Иваненко Д. О. Асимптотические свойства оценок параме- тров марковских 

процессов с пуассоновыми шумами — Рукопись. Диссертация на соискание ученой степени 

кандидата физико-матема- 

тических наук по специальности 01.01.05 — теория вероятностей и ма- тематическ ая статистик а. — 

Киев ск ий нацио наль ны й у нив ер ситет имени Тараса Шевченко МОН Украины, Киев, 2016. 

Диссертационная работа посвящена исследованию асимптотических свойств оценок 

параметров статистических моделей, порожденных дискретны ми набл юд ения ми марк овск их  

пр оцессов с пу ассонов ы ми ш у мами. В работе разработан удобный  аппарат для изучения 

асимптотических свойств оценок неизвестных параметров в динамических системах, заданных 

СДУ с шумами Леви без диффузионной компоненты. С помощью исчисления Маллявэна доказано 

свойство ЛАН статистических моделей: нелинейных с ”легкими хвостами” в шумах и линейных, с 

высокой частото й набл юд ений и , воз мо ж но, ”тяж елы ми хво стами”. Для статистич еско го эксперимента с 

постоянным шагом наблюдений найдена нижняя граница эффективности оценок и построен алгоритм 

проверки эффективности мето да  о ценив ания.  

Ключевые слова: процесс Леви, ЛАН, асимптотическая эффектив- ность, исчисление 

Маллявэна, СДУ. 

ABSTRACT 

Ivanenko.  D. O. Asymptotic properties of parameters estimators  of Markov processes 

with Poisson noises — Manuscript. 

PhD Thesis in the speciality 01.01.05 — probability theory and mathemati- cal statistics. — Taras 

Shevchenko National University of Kyiv of the MES of Ukraine, Kyiv, 2016. 

The thesis is devoted to the study of asymptotic properties of statistical models with the data 

presented by Markov processes with Poisson noises. A comprehensive method is developed, which 
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applies well to the study of asymptotic properties of unknown parameters estimators in statistical 

system s gen er ated by disc ret e obs er vat ions of the solution to SDE with Lévy noises without the diffusion 

component. This method is based on an appropri- ate modification of the Malliavin calculus, and is used in 

the thesis to prove the LAN property for two types of statistical models: a nonlinear one with light tails of 

the noise, and a linear one with high frequency of observation and possibly heavy tails of the noise. 

The main results obtained in the thesis are the following: 

∙ The  version  of  M all iavin  calculus  for  fu n ction als  of  Lévy  pr o cess es  is d evelo p ed. The st o chast ic  

de rivative of Lévy pro cess �� is foun d, the 2nd ord er sto ch ast ic diffe re ntiability of the solut ion ��  

to SDE g en erat ed by 

��  is proved and the corresponding stochastic derivatives are evaluated. 

∙ Existence of transition probability density �  is established for the soluti- on to SDE generat ed by Lévy noi se. 

Integral representations of the fi rst two logarithmic derivatives with respec t to parameter for �  is given. 
Regularity of the statistic experiment generated by discretely observed solution SDE cont roll ed by Lévy 
process is est abli shed and the lower esti - mator of quadratic loss function in estimating the unknown parameter 
is found. 

∙ General sufficient condition for a statistical model generated by discrete 

observations of Markov process has LAN property is established.  

∙ The LAN property is proved in the case of discrete observations, with the co nst a nt step , of the 
solut ion to SDE driven by Lévy pr ocess.  

∙ The verification algori thm of the estimation method efficiency is constructed for the 
statistical models with the constant observation step of  the  pr ocess  given  by  solut ion  to  SDE  with  
Lévy  noise.  The  loss  of information in the conditional averaging is estimated. 

∙ Integral representation for logarithmic derivative of transition probabili- ty densi ty with respect to 
par am eter fo r Lévy pr ocesses with heavy tails is constructed. 

∙ The LAN pro perty is pr oved for the statistical m od el bas ed on a Lévy process observed on the 
background noise and discrete observations have high frequency. The corresponded LAN property 
holds true uniformly on class of noises. 

Ke ywords: Lévy pro cess, LAN, asymptotic efficiency, M all i avin calculus, SDE.  


