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Реферат

Магiстерська робота вмiщує 50 стор., 45 рис.
МОДЕЛЬ ДЮФФIНГА, ФАЗОВИЙ ПОРТРЕТ, ВIДОБРАЖЕННЯ ПУ-

АНКАРЕ, ДИСИПАЦIЯ, АТРАКТОР.
Для моделi Дюффiнга-Холмса (дисипативний осцилятор зi кубiчною

нелiнiйнiстю пiд дiєю зовнiшньої гармонiчної сили) аналiтично та за до-
помогою комп’ютерного моделювання дослiджено регулярний та стохасти-
чний рух.

Показано утворення перiодичних та квазiгармонiчних атракторiв у си-
стемi. Проаналiзовано рух системи при рiзних значеннях амплiтуди та ча-
стоти зовнiшньої сили. Показано, як поводить себе система при малих та
великих значеннях дисипацiї. Знайдено i розглянуто три рiзнi сценарiї утво-
рення дивних атракторiв в системi: утворення дивних атракторiв внаслiдок
стрибкiв з однiєї потенцiальної ями в iншу, а також внаслiдок перекриття
резонансiв субгармонiк та вищих гармонiк частоти зовнiшньої сили.
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ВСТУП

Модель Дюффiнга [3] дослiджується вже доволi давно. Але попри те,
що iснує багато лiтератури на дану тематику, залишилось багато нюан-
сiв, що потребують роз’яснення. Усi спроби описати модель Дюффiнга є
доволi складними для розумiння, i часто описуються лише на конкретних
прикладах не даючи iнтуїтивного розумiння поведiнки моделi. Зазвичай,
у лiтературi дослiджується модель Дюффiнга одночасно з кубiчною, ква-
дратичною нелiнiйнiстю та дисипацiєю. У попереднiх роботах (див., напри-
клад, [9, 10]) ми спробували описати "найпростiшу"консервативну модель
Дюффiнга беручи до уваги лише кубiчну нелiнiйнiсть. У нашiй роботi де-
тально описано поведiнку системи та природу появи стохастичної динамiки
у нiй. Наступним логiчним кроком є додавання дисипацiї в модель, що i
було зроблено в цiй роботi.

Як i для випадку консервативної моделi ми використовуємо обезро-
змiрене рiвняння Дюффiнга, вiдоме у лiтературi як рiвняння Уеди (див.
розд. 1.1). Це рiвняння доволi докладно проаналiзовано самим Уедою (див.,
наприклад, [13–17]). У [15] вiн використовував дещо модифiкований варi-
ант рiвняння - без врахування власних коливань. Для цiєї моделi наведено
дуже докладний аналiз, з мапою яка показує, який режим вiдбувається в
системi при рiзних значеннях параметра. У [17] разом зi спiвавторами Уе-
да розглянув i модель з врахуванням власних коливань, а саме з вiд’ємним
квадратом частоти власних коливань (адже варiант з додатним квадратом
частоти не дає можливостi отримати дивний атрактор). Але, система була
розглянута не надто детально i без якiсного пояснення явища.

У роботi [12] наприклад, дається лише загальний опис моделi Дюффiн-
га, показується випадок з дивним атрактором, але зовсiм не розглядається
система з вiд’ємним квадратом частоти власних коливань.

Доволi докладний опис рiвняння з вiд’ємним квадратом частоти на-
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ведено Холмсом у [4]. Саме через це, у лiтературi для моделi Дюффiнга з
вiд’ємним квадратом частоти власних коливань зустрiчається назва - осци-
лятор Дюффiнга-Холмса (так i будемо називати його у нашiй роботi). Але
все ж таки, даний аналiз є доволi складним для сприйняття, i не дає загаль-
ного опису поведiнки системи, оснований лише на конкретних прикладах.
Саме тому нами й була зроблено спробу, бiльш докладно проаналiзува-
ти дану модель, зокрема зрозумiти механiзми виникнення стохастики. На-
останок наведемо лiтературу, де дослiджувались приклади застосування
моделi Дюффiнга. У роботi [12] автори наводять приклади застосування
рiзних варiацiй моделi Дюффiнга (з та без врахування частоти власних
коливань). Основним прикладом є сталева балка на яку дiють магнiти. В
залежностi вiд закрiплення з обох чи одного кiнця, а також вiд дiї магнiтiв,
ця система описується рiзними варiацiями моделi Дюффiнга. У роботi [11]
розроблено електричний контур який є аналогом моделi Дюффiнга. По-
рiвняно результати якi дає електричний контур з числовими розв’язками
рiвняння. У роботi [5] наведено цiкавий приклад застосування моделi Дюф-
фiнга для створення стохастичної нейронної мережi для розв’язку задачi
комiвояжера. У роботах [1, 8] показано методи застосування квантового
варiанту моделi Дюффiнга для аналiзу квантового хаосу.

Метою даної роботи є дослiдження моделi Дюффiнга-Холмса, зокрема:

• дослiдження рiзних типiв атракторiв, що утворюються в системi,

• дослiдження сценарiїв появи стохастичної динамiки,

• залежнiсть положення стохастичних шарiв вiд параметрiв системи.
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Роздiл 1

ОПИС МОДЕЛI,
ОЗНАЧЕНЬ ТА МЕТОДIВ
ВИКОРИСТАНИХ В
РОБОТI

1.1 Обезрозмiрення рiвняння Дюффiнга. Рiв-
няння Уеди

У данiй роботi дослiджувалась модель Дюффiнга з дисипацiєю. Ця мо-
дель описує дисипативний осцилятор з кубiчною нелiнiйнiстю пiд дiєю зов-
нiшньої гармонiчної сили та задається рiвнянням:

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x+ βx3 = fm cos pt, (1.1)

де x — координата, t — час, δ — параметр дисипацiї, ω0 — резонансна
частота власних коливань, β — параметр кубiчної нелiнiйностi, fm, p —
амплiтуда та частота зовнiшньої сили. Рiвняння (1.1) є доволi складним
для аналiзу оскiльки має 5 параметрiв (δ, β, ω0, p, fm). Через цей факт, ми
вирiшили нормалiзувати рiвняння щоби зменшити кiлькiсть параметрiв.
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Для початку використаємо безрозмiрний час:

τ = ω0t; dt2 =
dτ 2

ω2
0

(1.2)

Тодi (1.1) набуде вигляду:

ω2
0ẍ+ 2δω0ẋ+ ω2

0x+ βx3 = fm cos
p

ω0
τ (1.3)

Далi, нормалiзуємо частоту зовнiшньої сили:

Ω =
p

ω0
, (1.4)

i подiлимо (1.3) на ω2
0. Отримаємо:

ẍ+
2δ

ω0
ẋ+ x+

β

ω2
0

x3 =
fm
ω2
0

cosΩτ (1.5)

Нормалiзуємо координату:

β

ω2
0

x2 = y2 ⇒ x =
yω0√
β

(1.6)

Внаслiдок чого отримуємо:

ω0√
β
ÿ +

2δ

ω0

ω0√
β
ẏ +

ω0√
β
y +

β

ω2
0

ω3
0

β3/2
y3 =

fm
ω2
0

cosΩτ (1.7)

Подiливши на ω0√
β

виходить:

ÿ +
2δ

ω0
ẏ + y + y3 =

√
β
fm
ω3
0

cosΩτ (1.8)

Наостанок, нормалiзуємо параметр дисипацiї та амплiтуду зовнiшньої сили:

D =
2δ

ω0
(1.9)

F =
fm

√
β

ω3
0

(1.10)
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Врештi-решт, отримуємо обезрозмiренне рiвняння Дюффiнга:

ÿ +Dẏ + y + y3 = F cosΩτ (1.11)

1.2 Типи рiвнянь Дюффiнга

У лiтературi зустрiчаються рiзнi варiацiї моделi Дюффiнга. В основ-
ному вони варiюються за двома параметрами: нелiнiйнiсть (квадратична,
кубiчна або обидвi), власнi коливання (з додатним або вiд’ємним квадратом
частоти власних коливань, або з нульовою частотою). У нашiй роботi роз-
глядається модель лише з кубiчною нелiнiйнiстю. Щодо частоти власних
коливань, то для зручностi та однозначностi, пропонуємо подiлити модель
Дюффiнга на три варiанти, з назвами, якi зустрiчаються в лiтературi (ми
наводимо обезрозмiреннi рiвняння):

• Модель Дюффiнга (класична) [3]:

ÿ +Dẏ + y + y3 = F cosΩτ (1.12)

• Модель Уеди [14]:
ÿ +Dẏ + y3 = F cosΩτ (1.13)

• Модель Дюффiнга-Холмса [4]:

ÿ +Dẏ − y + y3 = F cosΩτ (1.14)

1.3 Гамiльтонiан власних коливань системи

У цьому пiдроздiлi ми дослiдимо поведiнку гамiльтонiана моделi Дюф-
фiнга для рiзних типiв описаних у розд. 1.2. Для зручностi введемо пара-
метр ζ = {−1, 0, 1}, який визначає кожний з трьох типiв рiвнянь:

ÿ +Dẏ + ζy + y3 = F cosΩτ (1.15)
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Для того щоби визначити гамiльтонiан власних коливань системи покла-
демо зовнiшню силу i дисипацiю рiвними нулю (F = 0, D = 0):

ÿ + ζy + y3 = 0 (1.16)

Далi домножимо на ẏ:
ÿẏ + ζyẏ + y3ẏ = 0 (1.17)

Проiнтегруємо:
d

dτ

[
ẏ2

2
+ ζ

y2

2
+

y4

4

]
= 0 (1.18)

Це означає, що гамiльтонiан системи дорiвнює:

H =
ẏ2

2
+ ζ

y2

2
+

y4

4
(1.19)

На рис. 1.1–1.3 зображено залежнiсть гамiльтонiана вiд координати та по-
хiдної, проєкцiя цiєї залежностi на площину координата-похiдна, та перерiз
площиною ẏ = 0 вiдповiдно. Як видно, випадки ζ = 0, 1 вiдрiзняються один
вiд одного лише швидкiстю зростання гамiльтонiана. Видно, що для випад-
ку ζ = 1 гамiльтонiан зростає швидше, що випливає з рiвняння. Для випад-
ку ж ζ = −1 вигляд потенцiалу значно змiнюється. Внаслiдок вiд’ємного
квадрата частоти власних коливань у гамiльтонiана з’являється два мiнi-
муми замiсть одного. У цих мiнiмумах гамiльтонiан приймає вiд’ємнi зна-
чення, що добре видно на рисунках (вiд’ємним значенням вiдповiдає чер-
воний колiр). Це значно змiнює поведiнку системи, що буде показано далi.
Саме рiвняння з ζ = −1 (рiвняння Дюффiнга-Холмса) буде основним для
розгляду в нашiй роботi.

1.4 Методи аналiзу використанi в роботi

Оскiльки рiвняння Дюффiнга (Уеди) є занадто складним для точного
аналiтичного розв’язку, в роботi використовувались числовi методи мови
програмування python. Для числового розв’язку рiвняння використовува-
лась функцiя "scipy.integrate.odeint"мови програмування Python. Функцiя
"scipy.integrate.odeint"використовує метод Рунге-Кутта для iнтегрування
диференцiальних рiвнянь [6]. Цей метод використовує наближення, щоб
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значень параметра ζ. Колiр вiдповiдає значенню гамiльтонiана. Зокрема,
червоний колiр вiдповiдає негативним значенням.
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Рис. 1.3: Перерiз залежностi гамiльтонiана зображеної на рис. 1.1 площи-
ною ẏ = 0
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знаходити розв’язок диференцiального рiвняння на кожному кроцi iнтегру-
вання. Для кожного кроку метод Рунге-Кутта обчислює кiлька значень на
основi початкового значення та використовує їх для знаходження бiльш то-
чного значення функцiї наступного кроку. Цей процес повторюється, поки
не буде досягнуто кiнцевого часу iнтегрування або досягнуто максимальної
кiлькостi iтерацiй.

За допомогою цiєї функцiї, ми знаходили залежнiсть координати так
похiдної вiд часу з достатньою для нас точнiстю (яка автоматично визна-
чається функцiєю ’odeint’). Використовуючи це ми в першу чергу будували
тривимiрнi фазовi портрети (залежнiсть похiдної та координати вiд часу),
оскiльки наша система має пiвтора ступеня вiльностi. Також, ми будува-
ли так званi вiдображення Пуанкаре. Вiдображення Пуанкаре будуються
наступним чином:

• Побудова тривимiрного фазового портрета;

• Перерiз тривимiрного фазового портрета для кожного значення часу
τ = 2πn

Ω , де n — цiле число, таке що τ ∈ [0, τmax], де τmax повний час
iнтегрування.

• Кожна пара координата-похiдна з попереднього пункту наноситься
на одну i ту саму площину.

Ще одним метод аналiзу поведiнки системи є побудова спектрiв за до-
помогою перетворення Фур’є. Для цього використовувалась функцiя
"numpy.fft". Ця функцiя дає змогу знаючи дискретний розподiл по часу,
знайти спектр коливань використовуючи метод "Fast Fourier Transform"[2].

Для дисипативної моделi Дюффiнга також доцiльно використовувати
проєкцiя тривимiрного фазового портрета на площину координата-похiдна.
Якщо рух буде регулярним, то це буде замкнена лiнiя, в iншому ж випад-
ку — певна площа повнiстю заповнена точками (якщо взято достатнiй час
iнтегрування). Така проєкцiя фазового портрета далi у роботi буде назива-
тися фазовою площиною.

Також в роботi будувались графiки змiни спектрiв при змiнi одного з
параметрiв. На однiй осi вiдкладена спектрова частота, на другiй пара-
метр який змiнювався, а колiр вiдповiдає амплiтудi спектра. При цьому
початковi умови не змiнювались.
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Для визначення наявностi стохастичної динамiки в системi також роз-
раховувалась експонента Ляпунова [7, 18]. Для розрахунку експоненти Ля-
пунова числовими методами, розраховувались двi траєкторiї руху з двома
рiзними початковими координатами y1,0 та y2,0 такими що δy0 = |y1,0 −
y2,0| << 1 (ми використовували δy = 0.00001). Аналiзуючи траєкторiї зна-
ходилась експонента Ляпунова наступною формулою:

λ(τ) =
1

τ
ln

δy(τ)

δy(0)
(1.20)

Причому час τ має бути достатньо великий для точностi експоненти Ля-
пунова. За означенням якщо експонента Ляпунова бiльше нуля, то рух є
стохастичним, якщо ж менше — регулярним. Iншими словами, якщо двi
траєкторiї що починають рух початкових умов, що знаходяться достатньо
близько один до одного, залишаються близькими пiсля певного промiжку
часу, то рух на цьому промiжку часу є перiодичним, в iншому випадку —
стохастичним.

1.5 Рiзнi типи поведiнки моделi Дюффiнга

При дослiдженнi системи було виявлено декiлька рiзних типiв поведiнки
системи. За для того, щоби уникнути непорозумiнь i бути однозначними, у
цьому роздiлi чiтко визначимо усi означення руху в системи.

1.5.1 Перiодичний рух

Пiд перiодичним рухом мається на увазi рух частинки, що перiодично
повторюється з часом. Перiодичному руху вiдповiдає дискретний спектр.
Умову перiодичного руху можна записати наступним чином:

∃T ∀(y, ẏ) : y(τ) = y(τ + T ) та ẏ(τ) = ẏ(τ + T ). (1.21)

На фазовiй площинi перiодичному руху вiдповiдає будь-яка замкнена лi-
нiя, а на вiдображеннi Пуанкаре набiр точок, що не збiльшується з часом.
Кiлькiсть точок вiдповiдає вiдношенню перiоду руху до перiоду зовнiшньої
сили.
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1.5.2 Стохастичний рух

Стохастичний рух є протилежним перiодичному. Для нього не iснує пе-
рiоду, з яким координата i похiдна повторюються. Це означає, що коорди-
ната стохастично змiнює своє значення в межах певної дiлянки на фазовiй
площинi. Спектр при цьому звичайно є неперервним.

1.5.3 Стабiльний стан. Атрактори

Пiд стабiльним станом мається на увазi стан системи, що не змiнює-
ться з часом. Стабiльним станом системи може бути як i стохастичний рух
(дивний атрактор розд. 1.5.6) так i перiодичний рух системи (розд. 1.5.4).
Зазвичай, стабiльний стан системи спостерiгається не вiдразу у системi, а
починаючи з певного часу τstable. Узагальнюючи, стабiльний стан системи
— це такий стан, коли характер руху системи не змiнюється на промiжку
часу τ ∈ [τstable,∞]. Стабiльним стан системи також називають атракто-
ром. Ще одним визначенням атрактора може бути наступне: Атрактор —
множина точок у фазовому просторi, до якої збiгаються фазовi траєкторiї
дисипативної системи.

Пiд час дослiдження моделi Дюффiнга ми визначили, що в нiй iснує
три типи атракторiв.

1.5.4 Перiодичний атрактор

Перший тип атрактора вiдповiдає перiодичному руху i в лiтературi має
назву "перiодичний атрактор"[12]. Характер рух для даного типу атракто-
ра наступний:

• початок руху з заданих початкових умов;

• поступова змiна амплiтуди коливань;

• перехiд до перiодичного стабiльного стану;

Спектр коливань для перiодичного атрактора, навiть на промiжку часу, де
вiдбувається перехiд до стабiльного стану є дискретним. Експонента також
є вiд’ємною i пiд час переходу i для стабiльного стану.
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1.5.5 Квазiстохастичний атрактор

Квазiстохастичний атрактор є характерним для малих значень параме-
тра дисипацiї та вiдрiзняється вiд перiодичного атрактора тип, що пiд час
переходу до перiодичного стабiльного часу рух є стохастичним. Вiдповiдно,
спектр для коливань пiд час переходу є неперервним, а експонента додатна.
Але для стабiльного стану рух є перiодичним, i експонента вiд’ємна.

1.5.6 Дивний атрактор

Дивним атрактором є такий рух системи, для якого стабiльним станом
є стохастичний рух. Експонента є додатною й пiд час переходу i для ста-
бiльного стану. У розд. 1.5.6 наведено тип руху в системi (стохастичний чи
регулярний) для рiзних промiжкiв часу i рiзних типiв атракторiв.

На рис. 1.4 наведено приклади змiни експоненти Ляпунова для рiзних
типiв атракторiв, а на рис. 1.5 епюри коливань для двох рiзних початко-
вих умов: (y0, , ẏ0) та (y0 + 0.00001, ẏ0). Дослiдження сценарiїв утворення
дивних атракторiв є головною метою нашої роботи, i буде описано у насту-
пних роздiлах. Варто також зазначити, що доцiльно буде порiвнювати саме
максимальнi значення показника Ляпунова на певних промiжках. Як бачи-
мо, перiодичний атрактор завжди має негативну експоненту Ляпунова на
усьому промiжку, i коливання доволi швидко згасають перетворюючись на
коливання з постiйною амплiтудою. Для квазiстохастичного атрактора ми
бачимо, що до певного значення часу (τstable - показано штрихованою пома-
ранчевою лiнiєю) максимальне значення експоненти має позитивнi значен-
ня (стохастичний рух), а пiсля нього лише негативнi (регулярний рух). Вiд-
повiдну поведiнку демонструє й епюра коливань, де видно, що до певного
часу двi траєкторiї поводять себе стохастично i сильно вiдрiзняються, але
пiсля стабiлiзацiї вони знову сходяться. Дивний атрактор же завжди має
позитивний показник Ляпунова (негативний тiльки на початковiй дiлянцi,
коли точки ще не встигли розiйтись), а епюри вiдповiдно поводять себе сто-
хастично, i рiзняться завжди. Варто зазначити, що роздiлити перiодичний
та квазiстохастичний атрактор зазвичай буває доволi важко, оскiльки час
переходу до стабiльного стану може бути доволi короткий, через що, на-
приклад, побудувати спектр з якiсною роздiльною здатнiстю неможливо.
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Час τ ∈ [0, τstable) τ ∈ [τstable,∞)
Перiодичний атрактор Регулярний Регулярний

Квазiстохастичний атрактор Стохастичний Регулярний
Дивний атрактор Стохастичний Стохастичний

Табл. 1.1: Порiвняння атракторiв
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Рис. 1.4: Залежнiсть експоненти Ляпунова вiд часу для випадку перiоди-
чного, квазiстохастичного та дивного атракторiв.

Рис. 1.5: Порiвняння максимальних значень показника Ляпунова для ви-
падкiв перiодичного, квазiстохастичного та дивного атракторiв для двох
дуже близьких початкових умов.
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Роздiл 2

ПОВНИЙ АНАЛIЗ
ДИСИПАТИВНОЇ
МОДЕЛI
ДЮФФIНГА-ХОЛМСА

У цьому роздiлi ми спробуємо досягти головної мети нашої роботи, а
саме зрозумiти та описати поведiнку моделi Дюффiнга-Холмса, дослiдити
якi атрактори вона може утворювати, сценарiй появи стохастики та пара-
метри якi для цього потрiбнi.

2.1 Резонанснi кривi

Для початку побудуємо резонанснi кривi основної гармонiки. Для цього
розглянемо рiвняння Дюффiнга для рiзних типiв (1.15):

ÿ +Dẏ + ζy + y3 = F cosΩτ

I пiдставимо розв’язок у виглядi:

y = AeiΩτ + A∗e−iΩτ (2.1)
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Оскiльки ми знаходимо резонанснi кривi, то нас цiкавлять тiльки сталi
амплiтуди коливань (A ̸= f(τ)). Пiдставивши у (1.15), отримуємо:

A
[
−Ω2 + iDΩ + ζ + 3AA∗] = F

2
(2.2)

Домноживши на комплексно спряжене обидвi частини рiвняння i ввiвши
iнтенсивнiсть коливань I = AA∗ отримуємо:

I
[(
3I + ζ − Ω2

)2
+D2Ω2

]
=

F 2

4
(2.3)

Розв’язавши дане рiвняння числовим методом можна знайти залежнiсть
iнтенсивностi вiд частоти зовнiшньої сили. Взявши корiнь вiд iнтенсивно-
стi отримуємо залежнiсть модуля амплiтуди вiд частоти зовнiшньої сили.
На рис. 2.1 зображено залежностi модуля амплiтуди вiд частоти зовнiшньої
сили (резонанснi кривi) для моделi Дюффiнга-Холмса. Як видно на лiво-
му рисунку, введення в систему дисипацiї обмежує максимальну амплiтуду
коливань. На вiдмiну вiд консервативного випадку, де амплiтуда нескiнчен-
но збiльшується при збiльшеннi частоти зовнiшньої сили, в дисипативному
випадку вона обмежена. На вiдмiну вiд розмiрного рiвняння Дюффiнга,
нахил резонансної кривої не можна змiнювати, оскiльки коефiцiєнт при y3

внаслiдок обезрозмiрення не змiнюється i дорiвнює одиницi. З правого ри-
сунка видно, що при збiльшеннi амплiтуди зовнiшньої сили збiльшується та
амплiтуда основного резонансна. На правому рисунку штрихованою лiнiєю
також зображено залежнiсть максимальної амплiтуди вiд частоти зовнi-
шньої сили, яку не важко знайти з (2.3) продиференцiювавши його по Ω:

Imax =
2Ω2 −D2 − 2ζ

6
(2.4)

На рис. 2.2 також зображено резонанснi кривi для рiзних моделей (рiзних
значень параметра ζ). Як бачимо, для правого рисунка (випадок велико-
го значення амплiтуди зовнiшньої сили та параметра дисипацiї) резонанснi
кривi не сильно змiнюються для рiзних моделей. Причина цього факту в
тому, що коли F та D великi, то внесок доданка y у рiвняння є малим у
порiвняння з iншими, тому моделi майже не вiдрiзняються. Для випадку
ж малих амплiтуд зовнiшньої сили та слабкою дисипацiї, ми бачимо що ре-
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Рис. 2.1: Резонанснi кривi моделi Дюффiнга-Холмса для рiзних значень па-
раметрiв дисипацiї та амплiтуди зовнiшньої сили. На лiвому рисунку стала
амплiтуда зовнiшньої сили, а на правому — параметр дисипацiї. Штрихо-
ваною лiнiєю показано залежнiсть максимуму модуля амплiтуди.

зонанснi кривi суттєво вiдрiзняються для рiзних моделей. Зокрема, можна
побачити, що для малих частот зовнiшньої сили, ми маємо рiзну кiлькiсть
резонансiв для рiзних моделей.

2.2 Випадок слабкої дисипацiї

2.2.1 Консервативна модель

Розпочнемо дослiдження моделi Дюффiнга-Холмса (ζ = −1) з випад-
ку слабкої дисипацiї. Але для цього, спочатку розглянемо консервативну
модель. У попереднiх роботах (див., наприклад, [9]) ми розглядали консе-
рвативну модель Дюффiнга. Консервативнiй моделi характерна наступна
поведiнка. Вiдображення Пуанкаре для консервативного випадку зазвичай
має певну кiлькiсть особливих точок типу "центр"та декiлька точок типу
"сiдло". Стохастична динамiка вiдбувається або на дiлянках перекриття
нелiнiйних резонансiв (мiж центрами) або бiля петлi сепаратисти. При-
чому навколо центрiв є певна область регулярного руху яка називається
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Рис. 2.2: Резонанснi кривi для рiзних значень параметра ζ.

"острiвцями регулярного руху". Варто зазначити, що для консервативно-
го випадку кiнцевий стан системи дуже сильно залежить вiд початкових
умов.

На рис. 2.3 можна побачити зображення Пуанкаре для консервативно-
го випадку. Варто вiдразу нагадати, що у такому випадку, регулярному
вiдповiдатимуть замкненi лiнiї, а стохастичному — дiлянка заповнена сто-
хастично розподiленими точками (якщо збiльшити у багато разiв час iн-
тегрування, то ця дiлянка буде повнiстю заповнена точками). Ми бачимо
три характерних центри, якi вiдповiдають основнiй гармонiцi, та острiвцi
регулярного руху навколо них. Система має саме три центри, а не два,
через те, що ми розглядаємо модель з подвiйною потенцiальною ямою. Та-
кож, ми бачимо меншого розмiру острiвцi (сiрий колiр) навколо центрiв,
що вiдповiдають гармонiкам вищих порядкiв. Варто також зазначити, що
таких острiвцiв може бути бiльше, однак їх важко знайти, i для нашого
аналiзу достатнiй лише один випадок. Також, ми бачимо зону стохастики
яка знаходиться мiж основними центрами.
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Рис. 2.3: Зображення Пуанкаре для консервативної моделi Дюффiнга-
Холмса. Рiзний колiр вiдповiдає рiзним початковим умовам.
F = 0.1;D = 0;Ω = 1.

2.2.2 Введення в систему слабкої дисипацiї

Тепер розглянемо випадок, коли в системi присутня слабка дисипацiя -
D = 0.01. На рис. 2.4 можна побачити проєкцiю всього фазового портре-
та на площину координата-похiдна для моделi зi слабкою дисипацiєю для
коливань що встановились. Як вже зазначалось ранiше, для дисипативної
моделi доцiльнiше будувати саме повний фазовий портрет, а не вiдображе-
ння Пуанкаре, адже вiдображення Пуанкаре у цьому випадку, наприклад,
буде просто однiєю точкою (зображено трикутником на рисунку). Варто за-
значити, що пiд коливаннями що встановились, мається на увазi для другої
половини часу iнтегрування, коли система вже вийшла на стабiльний стан.
Факт того, що вiдображення Пуанкаре має лише одну точку у цьому випад-
ку, означає, що коливання маю частоту рiвну частотi зовнiшньої сили. Як
ми бачимо, у системi залишилось лише три стабiльнi стани (якi б початковi
умови ми не взяли, врештi-решт система прийде до одного з цих станiв).
Також, можна побачити, що в системi повнiстю вiдсутня стохастика. На
рис. 2.2 зображено резонансну криву для випадку D = 0.01. Зрозумiло,
що для випадку без дисипацiї ця крива суттєво змiниться лише тим, що не
буде обмежена згори. Але для Ω = 1 суттєвих змiн не вiдбудеться.
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Рис. 2.4: Фазова площина для моделi Дюффiнга-Холмса зi слабкою диси-
пацiєю. Рiзний колiр вiдповiдає рiзним початковим умовам. Чорними три-
кутниками позначенi вiдображення Пуанкаре. F = 0.1;D = 0.01; Ω = 1.

2.2.3 Перетворення центрiв у фокуси

У цьому пiдроздiлi розглянемо бiльш детально усi три стабiльнi стани,
та порiвняємо дисипативну модель з консервативною. На рис. 2.5 зображе-
но порiвняння для певних початкових умов. Як бачимо, у цьому випадку,
правий малий острiвець на вiдображеннi Пуанкаре консервативної моделi
перетворився на стабiльний фокус. На лiвому рисунку можна побачити,
як точка поступова притягується до правого фокуса. А на правому рисун-
ку для випадку вже встановлених коливань, можна побачити, що фокус
(зелений трикутник) якраз знаходиться близько до попереднього центра.
Отже, можна стверджувати що центр з малим острiвцем регулярного руху
на вiдображеннi Пуанкаре перетворився на стiйкий фокус. Резонанси якi
є центрами для консервативного випадку, i фокусами для дисипативно-
го випадку, мають майже однаковi положення, що вiдповiдає резонансним
кривим. Також, можна помiтити, що початковi умови для дисипативно-
го випадку лежать на дiлянцi, яка для консервативного випадку лежить
в областi стохастики. Отже, можна стверджувати, що попереднi дiлянки
стохастики перетворились на квазiстохастичнi атрактори. Зрозумiло, що
аналогiчно вiдбувається i з лiвим малим острiвцем.

Розглянемо тепер випадок великого острiвця. На рис. 2.6 зображено ви-
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Рис. 2.5: Порiвняння дисипативної та консервативної моделi Дюффiнга-
Холмса (y0 = ẏ0 = 0). Чорним кольором показано вiдображення Пуанкаре
для консервативної моделi (теж саме що i на рис. 2.3). Лiворуч червоним —
проєкцiя фазової траєкторiї для дисипативної моделi (D = 0.01;). Право-
руч червоним — теж саме для стабiльного стану (τ > τstable). Зелений три-
кутник — вiдображення Пуанкаре для дисипативної моделi. F = 0.1; Ω = 1.
Лiворуч в кутку правого рисунка збiльшена дiлянка фазової площини. Си-
нiм квадратом позначено початок траєкторiї.
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Рис. 2.6: Порiвняння дисипативної та консервативної моделi Дюффiнга-
Холмса для початкових умов (y0 = ẏ0 = 0). Всi позначення аналогiчнi до
рис. 2.5. D = 0.01.

падок для траєкторiї, що починається з iншої початкової умови, i тепер ми
бачимо, що стабiльний стан, що у цьому випадку також є сталим фокусом
(зелений трикутник), тепер вiдповiдає бiльшому острiвцю. Причому, варто
зазначити, що фокус (зелений трикутник) тепер не збiгається з попереднiм
центром, але проєкцiя фазового портрета проходить через центр. Факт то-
го, що фокус вiддалився вiд попереднього положення центра є властивим
для дисипативних моделей. Вiн пов’язаний з тим, що уявна частина ам-
плiтуди тепер не рiвна нулю, через що значення похiдної в момент часу
τ = 2πn/Ω (що вiдповiдає вiдображенню Пуанкаре) теж ненульове, тому i
вiдображення Пуанкаре тепер не лежить на вiсi ẏ = 0. На рис. 2.7 показа-
но змiну положення фокуса при змiнi параметра дисипацiї. Видно, що при
збiльшеннi параметра дисипацiї, фокус поступова вiддаляється вiд центра.

Пiдсумовуючи, при додаваннi до моделi Дюффiнга-Холмса слабкої ди-
сипацiї вiдбувається наступне:

• Особливi точки консервативної моделi типу центр перетворюються
на стабiльнi фокуси.

• Дiлянки, що вiдповiдали острiвцям регулярного руху навколо центрiв
перетворюються на перiодичнi атрактори.
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Рис. 2.7: Змiна положення фокуса при змiнi параметра дисипацiї.

• Дiлянки, що вiдповiдали стохастичному руху перетворюються на ква-
зiстохастичнi атрактори.

• Новi стiйкi фокуси, що утворилися в системi вiдповiдають суто ви-
мушеним коливанням, якi вiдбуваються на частотi зовнiшньої сили.
Перехiд до усталеного режиму вiдповiдає згасанню вiльної компонен-
ти.

2.3 Випадок сильної дисипацiї

У цьому роздiлi розглянемо поведiнку моделi, коли в системi прису-
тня сильна дисипацiя. Для цього ми встановимо певне значення параметра
дисипацiї (D = 0.4) та частоти зовнiшньої сили (Ω = 2), i поступово змiню-
ючи амплiтуду зовнiшньої сили будемо дивитись як поводить себе система.
Для початку побудуємо так званий спектральний графiк. У цьому випадку
пiд спектральним графiком мається на увазi такий на якому показується
змiна спектра при змiнi амплiтуди зовнiшньої сили. На рис. 2.8 та ????
зображено спектральнi графiки для рiзних дiлянок амплiтуди зовнiшньої
сили. По вiсi абсцис на них вiдкладена спектрова частота, а по вiсi орди-
нат амплiтуда зовнiшньої сили. Кольором позначена висота пiкiв спектра.
Зазначимо, що усi спектри будувались для одних i тих самих початкових
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умов (y0 = ẏ = 0). Побудованi спектральнi графiки дають змогу дiзнатися
при яких значеннях амплiтуди зовнiшньої сили буде регулярна чи стохасти-
чна динамiка. Якщо спектр дискретний (є тiльки декiлька спектральних
пiкiв) то динамiка регулярна, якщо неперервний (смуга вздовж осi абсцис
майже одного кольору) - стохастична. Дивлячись на спектральнi графiки,
можна побачити, що при збiльшеннi амплiтуди зовнiшньої сили в системi
перiодично з’являються стохастичнi шари. У подальших пiдроздiлах буде
розiбрано усi сценарiї появи стохастики у системi, але для початку роз-
глянемо лише регулярнi випадки. На графiках також червонiм та синiм
кольором злiва показано значення показника Ляпунова для вiдповiдних
значень амплiтуди зовнiшньої сили. Синiй колiр — показник бiльше ну-
ля, динамiка стохастична; Червоний колiр показник менше нуля, динамiка
регулярна. Оскiльки всi розрахунки зробленi для коливань, що встанови-
лись, то фактично наш метод дає змогу розрiзнити тiльки дивний атрактор
вiд перiодичного (квазiстохастичного). Щоб розрiзнити квазiстохастичний
атрактор вiд перiодичного, треба iнший аналiз.

Розглянемо для початку докладно випадок, коли амплiтуда зовнiшньої
сили менше F = 3.5. На рис. 2.8 зображено спектральний графiк для цiєї
дiлянки.

2.3.1 Регулярний рух всерединi малих потенцiальних

ям

Можна побачити, що для зовсiм малих значень амплiтуди зовнiшньої
сили (до f ∼ 0.7) ми бачимо суто регулярний рух з частотою зовнiшньої
(Ω = 2), а також подвоєною i потроєною частотою (2Ω, 3Ω). На рис. 2.9
зображено фазову площину для рiзних початкових умов (для коливань що
встановились) та спектр коливань. Як видно на фазовiй площинi для та-
ких параметрiв моделi є тiльки два стабiльнi стани, якi вiдповiдають двом
малим потенцiальним ямам. Штрихованої лiнiєю показано положення цих
потенцiальних ям (лiнiя вiдповiдає мiсцям де потенцiал рiвен нулю). Як
бачимо, обидвi стабiльнi стани знаходяться всерединi цих ям. На рис. 2.10
показано одну з траєкторiй, на якiй видно як частинка поступово притя-
гається до одного зi стабiльних станiв (опускається в одну з потенцiальних
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Рис. 2.8: Спектральний графiк для дiлянки F = [0, 3.5]. D = 0.4; Ω = 2.

ям). Зрозумiло, що положення стабiльного стану визначається амплiтудою
зовнiшньої сили (при сталих D та Ω), i при її збiльшеннi точка буде пiдi-
йматися по потенцiальнiй ямi, що означатиме розширення траєкторiї ста-
бiльного стану. На рис. 2.11 показано випадок, коли траєкторiя стабiльного
стану максимально наблизилась до нулiв малих потенцiальних ям. Як ба-
чимо, рух все ще регулярний, а спектр має тi самi пiки, що i ранiше.

2.3.2 Утворення дивного атрактора при наближеннi

до нуля потенцiалу

На рис. 2.12 показано як поводить себе система при подальшому збiль-
шеннi амплiтуди зовнiшньої сили. Як бачимо, поступово збiльшуючи F ми
наблизились до нуля потенцiалу. При цьому в системi утворюється дивний
атрактор. Причина його утворення полягає у випадкових стрибках мiж ко-
ливаннями в околах трьох стацiонарних точок: стацiонарна точка типу "сi-
дло"яка знаходиться в точцi y = ẏ = 0, i два центри на днi потенцiальних
ям. Iншими словами, можна сказати, що частинка стохастично перестрибує
з однiєї потенцiальної ями в iншу, i навпаки. Утворення дивного атрактора
вiдбувається рiзко, можна побачити що амплiтуди на рис. 2.11 та рис. 2.12
вiдрiзняються лише на сотi. На рис. 2.13 також окремо показано вiдобра-
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Рис. 2.9: Спектр коливань та фазова площина (коливань що встановились)
для рiзних початкових умов. F = 0.5;D = 0.4; Ω = 2. Чорними квадратами
показанi вiдображення Пуанкаре. Хрестиками — центри малих потенцiаль-
них ям. Синьою штрихованою лiнiєю — нуль потенцiалу. На усiх наступних
рисунках такi самi позначення.

Рис. 2.10: Траєкторiя притягання частинки до одного зi стабiльних станiв.
F = 0.5;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.11: Стабiльний стан для випадку близького до нуля потенцiалу. F =
0.785;D = 0.4; Ω = 2.

27



Рис. 2.12: Утворення дивного атрактора поблизу нуля потенцiалу. F =
0.79;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.13: Вiдображення Пуанкаре для випадку зображеного на рис. 2.12.
F = 0.79;D = 0.4; Ω = 2.

ження Пуанкаре для цього випадку. Як бачимо, вiдображення Пуанкаре
з невеликої кiлькостi точок перетворилось на дiлянку заповнену великою
кiлькiстю точок.

2.3.3 Перехiд вiд дивного атрактора до регулярної ди-

намiки

Поведiнка системи залишається подiбною на усьому промiжку стоха-
стичного шару: F ∼ [0.79, 0.91]. При переходi системи вiд стохастичного
до регулярного стану можна побачити доволi цiкаву картину, як, напри-
клад для F = 0.92 (рис. 2.14 i 2.15). Як можна побачити, при таких умовах
в системi спiвiснують стохастичний i регулярнi атрактори. Тобто в систе-
мi починає зникати дивний атрактор i з’являтись регулярний. Цей перехiд
вiдбувається теж доволi швидко (як i поява стохастичного шару), але тут
нам вдалося отримати випадок умовної сепаратриси (границя мiж двома
станами системи). На який з атракторiв потрапить точка залежить вiд по-
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Рис. 2.14: Випадок резонансу вищого порядку F = 0.92;D = 0.4; Ω = 2.
Праворуч вiдображення Пуанкаре. По центру фазова площина. Стрiлками
показанi точки вiдображення Пуанкаре для регулярного випадку. Рiзний
колiр вiдповiдає рiзним початковим умовам. Спектр вiдповiдає регулярно-
му випадку.

чаткових умов. Цiкаво, що перiодичних атракторiв iснує декiлька навiть
при одних i тих самих початкових умовах, (на рис. 2.14 i 2.15 наведенi два
рiзнi при однакових значеннях параметрiв). Перiодичний атрактор у данiй
ситуацiї явно є резонансом вищого порядку, оскiльки на спектрi ми чiтко
бачимо пiки на кратних значеннях частоти зовнiшньої сили (на рис. 2.15
наприклад на частотi 1/3Ω, що на вiдображеннi Пуанкаре вiдповiдає трьом
точкам). Варто зазначити, що отримати такi регулярнi траєкторiї доволi
важко, i вони утворюються лише на певних дуже малих дiапазонах зов-
нiшньої сили та початкових умов, що є характерною ознакою сепаратриси
мiж рiзними станами системи. На рис. 2.16 зображено мапа розподiл стоха-
стичної та регулярної динамiки в залежностi вiд початкових умов. Тобто,
якщо взяти початковi умови у "червонiй зонi то точка потрапить на регу-
лярний атрактор, а якщо у "синiй зонi дивний атрактор. Як ми бачимо,
у даному випадку, залишилась лише невелика дiлянка, яка вiдповiдає сто-
хастичнiй динамiцi. З рис. 2.16 можна зробити наступний висновок про
перехiд системи зi стохастичного до регулярного руху. Можна припуска-
ти, що при збiльшеннi амплiтуди зовнiшньої сили дiлянка для початкових
умов, що призводить до стохастики поступово зменшується, поки повнiстю
не зникає.
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Рис. 2.15: Випадок ще одного резонансу вищого порядку F = 0.92;D =
0.4; Ω = 2. Праворуч вiдображення Пуанкаре. По центру фазова площина.
Стрiлками показанi точки вiдображення Пуанкаре для регулярного випад-
ку. Рiзний колiр вiдповiдає рiзним початковим умовам. Спектр вiдповiдає
регулярному випадку.
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Рис. 2.16: Мапа розподiлу стохастичного та регулярного руху для рiзних
початкових умов F = 0.92;D = 0.4; Ω = 2. Синiй колiр — стохастика,
червоний — регулярний рух.
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Рис. 2.17: Випадок регулярного руху мiж двома стохастичними шарами
F = 1.1;D = 0.4; Ω = 2.

2.3.4 Утворення дивного атрактора внаслiдок перекри-

ття нелiнiйних резонансiв

Перекриття третинної гармонiки з основною

З рис. 2.8 видно, що при подальшому збiльшеннi амплiтуди зовнiшньої
сили в системi спостерiгається регулярний рух, поки ми не переходимо до
ще одного стохастичного шару. Варто зазначити, що для регулярного руху
(рис. 2.17 ми тепер отримуємо лише один стабiльний стан. Також, як бачи-
мо, ми тепер маємо явний резонанс на частотi 1/3Ω, появу якого буде по-
яснено нижче. Коли ми наближаємось до значень амплiтуди зовнiшньої си-
ли F ≈ 1.4 у системi починається з’являтися другий стохастичний шар. На
вiдмiну вiд першого шару, цей формується поступово за так званим сцена-
рiєм Фейгенбаума. Пiд сценарiєм Фейгенбаума мається на увазi послiдовне
подвоєння перiоду коливань. Як можна побачити на спектральному графi-
ку (рис. 2.8, в спектрi це вiдповiдає появi нових частот рiвно посерединi
мiж двома попереднiми. На фазовому портретi це означатиме розщеплен-
ня траєкторiй. За сценарiєм Фейгенбаума бiфуркацiйнi точки утворюють
збiжну послiдовнiсть, а стохастика наступає при переходi через границю
цiєї послiдовностi, що ми й бачимо у даному випадку. На рис. 2.19–2.21
зображено вiдповiдний перехiд i розщеплення фазових траєкторiй.

Якщо ж говорити про причину появи стохастичного шару, то на вiдмiну
вiд попереднього випадку, де це пояснювалась наближенням до нульового
потенцiалу i перестрибуванням з однiєї потенцiальної ями в iншу, тут тако-
го не вiдбувається, адже як можна побачити на рис. 2.17 точка вже вийшла
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Рис. 2.18: Каскад бiфуркацiй для F = [1.2, 1.5]D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.19: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
1.26;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.20: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
1.34;D = 0.4; Ω = 2.
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Рис. 2.21: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
1.395;D = 0.4; Ω = 2.

за межi двох малих потенцiальних ям. Тому причина має бути в iншому.
Щоби розiбратись, варто побудувати резонанснi кривi для гармонiк ви-
щих порядкiв. Для цього будемо користуватись методом аналогiчним до
розд. 2.1, але врахуємо також внесок гармонiк з частотами Ω/2 та Ω/3 та
постiйної складової. тобто пiдставлятимемо розв’язок у виглядi:

y = AeiΩτ +BeiΩτ/2 +DeiΩτ/3 + к.с. + C, (2.5)

де A,B,D — комплекснi амплiтуди вiдповiдних гармонiк, а C — постiй-
на складова. Пiдставивши вiдповiдний розв’язок у рiвняння Дюффiнга-
Холмса (розд. 2.1 при ζ = −1), i прирiвнявши доданки при експонентах
з показниками (0,Ωτ,Ωτ/2,Ωτ/3, можна отримати систему рiвнянь для
комплексних амплiтуд. Далi, варто замiнити комплекснi амплiтуди на вiд-
повiднi квадратурнi компоненти:

A = a+ ib (2.6)

B = c+ id (2.7)

D = q + iw (2.8)

Пiдставивши це у попередньо отриманi рiвняння i прирiвнявши дiйснi i
уявнi частини, отримуємо систему з семи рiвнянь:

6a2C+6ac2− 6ad2+6b2C+12bcd+6c2C+C3+6Cd2+6Cq2+6Cw2−C = 0
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3a2b+aDΩ+3b3+6bc2+3bC2+6bd2+6bq2+6bw2−bΩ2−b+6cCd+3q2w−w3 = 0

6a2c+6acC+6b2c+6bCd+3c3− c2

4
+3cC2+3cd2+6cq2+6cw2−c− dDΩ

2
= 0

6a2d−6aCd+6b2d+6bcC+3c2d− cd

4
+
cDΩ

2
+3C2d+3d3+6dq2+6dw2−d = 0

6a2q + 3aq2 − 3aw2 + 6b2q + 6bqw + 6c2q + 3C2q +

+6d2q − DwΩ

3
+ 3q3 + 3qw2 − qΩ2

9
− q = 0

6a2w − 6aqw + 6b2w + 3bq2 − 3bw2 + 6c2w + 3C2w +

+6d2w +
DqΩ

3
+ 3q2w + 3w3 − wΩ2

9
− w = 0

3a3 + 3ab2 + 6ac2 + 3aC2 + 6ad2 + 6aq2 + 6aw2 − aΩ2 −

−a− bDΩ + 3c2C − 3Cd2 − F

2
+ q3 − 3qw2 = 0

Зрозумiло, що аналiтичну таку систему розв’язати неможливо, тому ми
використовували числовi методи. Розрахувавши квадратурнi компоненти
для даних параметрiв моделi можна резонанснi кривi вiдповiдних гармонiк,
використовуючи:

|A| =
√
a2 + b2 (2.9)

|B| =
√

c2 + d2 (2.10)

|D| =
√
q2 + w2 (2.11)

Тож, побудуємо певний аналог резонансних кривих, тiльки замiсть звичної
частоти як змiнного параметра оберемо амплiтуду зовнiшньої сили, щоби
порiвняти результат з нашими попереднiми розрахунками. На . 2.22 можна
побачити вiдповiднi резонанснi кривi. Помаранчевим кольором на графiках
зображенi стохастичнi дiлянки. Можна побачити, що для першого стоха-
стичного шару, ми маємо лише основну гармонiку, що пiдтверджує наше
твердження про те, що цей шар утворюється лише внаслiдок перестрибува-
ння точки з однiєї потенцiальної ями в iншу. Для другого ж стохастичного
шару, ситуацiя зовсiм iнша. Можна побачити, що тут субгармонiки набува-
ють своїх максимальних значень, що дає змогу стверджувати, що другий
стохастичний шар утворюється внаслiдок перекриття нелiнiйних резонан-
сiв. Для перевiрки нашого твердження подивимось на вiдповiднi фазовi
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Рис. 2.22: Резонанснi кривi для основної гармонiки, та гармонiк з частотами
Ω/3 та Ω/2. D = 0.4; Ω = 2. Червоний колiр — основна гармонiка, залений -
1/3Ω, синiй - 1/2Ω. Помаранчевим кольором показанi дiлянки стохастики.

площини на дiлянцi другого стохастичного шару. На рис. 2.23 зображе-
но дивний атрактор на якому явно видно внесок субгармонiки на часто-
тi 1/3 частоти зовнiшньої сили. На резонанснiй кривiй, можна побачити,
що субгармонiка з частотою 1/3Ω має найбiльшу амплiтуду серед iнших
гармонiк при таких значеннях параметрiв. Також, як бачимо, стохастика
починається коли рiзниця амплiтуд приймає певного граничного значен-
ня i резонанси перекриваються. До F ≈ 1.4, ми не бачили стохастику, бо
там амплiтуда третинної гармонiки значно перевищувала амплiтуду основ-
ної. Саме тому на рис. 2.17 ми бачили резонанс на частотi 1/3Ω. Якщо
далi збiльшувати амплiтуду зовнiшньої сили, то пiк на частотi 1/3Ω буде
зменшуватися, спектр ставатиме все бiльш плоским (рис. 2.24), поки ми
не дiйдемо до певного значення амплiтуди зовнiшньої сили, де стохастика
зникне.
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Рис. 2.23: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
1.5;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.24: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
1.9;D = 0.4; Ω = 2.
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Рис. 2.25: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
1.96;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.26: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
1.99;D = 0.4; Ω = 2.

Перекриття вторинної гармонiки з основною

Наступним етапом є домiнування гармонiки на частотi 1/2Ω. На рис. 2.25
зображено вiдповiдний резонанс на цiй частотi. Пiсля цього в системi зно-
ву буде спостерiгатись подвоєння перiоду (сценарiй Фейгенбаума ??), який
приведе до появи третього стохастичного шару, що зображений на рис. 2.27.
Якщо ж ще далi збiльшувати амплiтуду зовнiшньої сили (рис. 2.28), то в
системi з’являться два стабiльнi стани — дивний атрактор та перiодичний
атрактор на частотi зовнiшньої сили, оскiльки як видно на рис. 2.22 на
основнiй гармонiцi з’являється верхня гiлка. I пiсля певного граничного
значення, де амплiтуда нижньої гiлки основної гармонiки вже стане бiль-
шою за амплiтуди вторинної субгармонiки, ми знову будемо бачити регу-
лярний атрактор на основнiй гармонiцi (рис. 2.29, а також невеликий пiк
на гармонiцi 3Ω.
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Рис. 2.27: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
2.1;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.28: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
2.5;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.29: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
3.5;D = 0.4; Ω = 2.
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Рис. 2.30: Спектральний графiк для дiлянки F = [0, 100]. D = 0.4; Ω = 1.

2.3.5 Утворення дивних атракторiв внаслiдок перекри-

ття резонансiв вищих гармонiк.

На рис. 2.30 показано спектральний графiк для наступного промiжку
амплiтуд зовнiшньої сили: F = (0, 100]. Як бачимо, пiсля третього стоха-
стичного шару є великий промiжок регулярного руху. Система поводить
себе аналогiчно до випадку рис. 2.29, i має. При переходi за певне грани-
чне значення (F ≈ 18.6) в спектрi з’являється гармонiка з частотою 2Ω

i стабiльний стан розщеплюється на два симетричнi стани. На рис. 2.31–
2.33 можна порiвняти два випадки для амплiтуд трошки менше та бiльше
граничного значення, та значно бiльше вiдповiдно.

При подальшому збiльшеннi амплiтуди зовнiшньої сили ми пiдходимо
до нового стохастичного шару як видно на рис. 2.30. Оскiльки ми попере-
дньо бачили появу гармонiк вищих порядкiв, можна припускати, що новий
стохастичний шар утворюється внаслiдок перекриття резонансну на гар-
монiцi 2Ω з основною гармонiкою (рис. 2.36. На спектральних графiках
чiтко видно, що поява стохастичного шару знову супроводжується подвоє-
нням перiоду коливань. Пiсля цього стохастичного шару з’являється знову
регулярна дiлянка що вiдповiдає резонансу на частотi (2 + 1/3)Ω (??, пе-
рекриття якого призводить до появи ще одного стохастичного шару (??).
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Рис. 2.31: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
18.5;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.32: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
18.7;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.33: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
40;D = 0.4; Ω = 2.
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Рис. 2.34: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
50;D = 0.4; Ω = 2.

Рис. 2.35: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
70;D = 0.4; Ω = 2.
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Рис. 2.36: Спектр, фазова площина та вiдображення Пуанкаре для F =
91;D = 0.4; Ω = 2.
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Рис. 2.37: Спектральний графiк для дiлянки F = [0, 1000]. D = 0.4; Ω = 1.

Якщо ще далi збiльшувати амплiтуди зовнiшньої сили, то зрозумiло що
будуть з’являтись стохастичнi шари що вiдповiдають все вищим i вищим
гармонiкам (як видно на рис. 2.37. Зрозумiло, що поява гармонiк вищих
порядкiв не є обмеженою, тому кiлькiсть стохастичних шарiв необмежена,
i вони будуть з’являтись зажди при збiльшеннi амплiтуди зовнiшньої сили
до нескiнченостi, тiльки буде збiльшуватись вiдстань мiж ними.
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2.3.6 Змiна положення стохастичних шарiв при змiнi

частоти зовнiшньої сили

У цьому роздiлi розглянемо змiну положення стохастичних шарiв при
змiнi частоти зовнiшньої сили. На рис. 2.38 наведено мапу змiни положе-
ння стохастичних шарiв при змiнi частоти зовнiшньої сили, а на рис. 2.39
також умовно позначено положення рiзних типiв атракторiв. Вона будува-
лась таким самим чином, як i мапа на рис. 2.16 тобто брались рiзнi значен-
ня параметрiв при одних i тих самих початкових умовах, i розраховувався
показник Ляпунова. Як можна побачити, на цiй дiлянцi змiни амплiтуди
зовнiшньої сили, ми бачимо усi три першi стохастичнi шари, якi розгляда-
лись у роздiл. 2.3.2 i 2.3.4, положення яких змiнюється при змiнi частоти
зовнiшньої сили, зокрема граничнi амплiтуди збiльшуються при збiльшен-
нi амплiтуди зовнiшньої сили. Можна припускати, що вони зростають за
кубiчним законом, оскiльки в системi присутня саме кубiчна нелiнiйнiсть.
Також, що варто зазначити, що ми можемо розрiзняти цi три шари й при
iнших значеннях частоти зовнiшньої сили, але також видно, що при деяких
частотах вони перетинаються. Знизу також видно стохастичний шар, що
вiдповiдає вищим гармонiкам, його не видно на частотi Ω = 2 на даному
графiку, через обмежений промiжок по амплiтудi, але видно при менших
частотах. Як бачимо, його граничнi амплiтуди зовнiшньої сили навпаки
зростають. На рис. 2.40 взято бiльшу дiлянку амплiтуди зовнiшньої сили.
На цьому рисунку добре видно появу гармонiк вищих i вищих порядкiв,
також видно як їхнi граничнi значення амплiтуд зростають при збiльшеннi
частоти зовнiшньої сили.
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Рис. 2.38: Мапа змiни положення стохастичних шарiв при змiнi частоти
зовнiшньої сили. F = [0.1, 4.1];D = 0.4. Синiй колiр — стохастична дина-
мiка, червоний — регулярна.

Рис. 2.39: Умовне положення рiзних типiв атракторiв. D = 0.4. Синiй колiр
— стохастична динамiка, червоний — регулярна.
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Рис. 2.40: Мапа змiни положення стохастичних шарiв при змiнi частоти
зовнiшньої сили. F = [10, 100];D = 0.4. Синiй колiр — стохастична дина-
мiка, червоний — регулярна.
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi зроблений загальний аналiз поведiнки моделi Дюффiнга-
Холмса. Зокрема:

• Використанi методи, якi дають змогу ретельно дослiджувати стоха-
стичну модель, зокрема побудова стохастичних кривих, вiдображень
Пуанкаре, мап залежностей станiв системи вiд початкових умов та
вiд параметрiв системи.

• Показано, що при введеннi в систему слабкої дисипацiї, областi стоха-
стичної динамiки перетворюються на квазiатрактори, а острiвцi стiй-
кого руху, якi там iснували — на стiйкi фокуси, наявнiсть яких i обме-
жує тривалiсть квазiстохастичної динамiки.

• При розглядi сильної дисипацiї показано, що у системi iснують три
причини, якi викликають появу дивних атракторiв у системi:

– Коливання точки поблизу нуля потенцiалу, що призводить до
стохастичних стрибкiв точки з однiєї потенцiальної ями в iншу.
Причина цих стрибкiв поява у системi двох особливих точок ти-
пу "центр"i одного "сiдла".

– Поява дивного атрактора внаслiдок перекриття нелiнiйних резо-
нансiв, що вiдповiдають субгармонiкам частоти зовнiшньої сили.

– Поява дивного атрактора внаслiдок перекриття вищих гармонiк
(з частотами кратними частотi зовнiшньої сили).

• Показано, що двi останнi причини супроводжуються так званим сце-
нарiєм Фейгенбаума (перiодичне подвоєння перiода коливань).
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• Показано, що положення областей, де виникають дивнi атрактори за-
лежить вiд частоти та амплiтуди зовнiшньої сили, а також параметра
дисипацiї.
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