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2. Постановка задачі.

Розглядатимемо систему, що складається з 
двох тіл. Одне тіло може рухатись вздовж 
горизонтальної осі, друге тіло закріплене на 
підвісі до першого і являю собою маятник. 
Еволюція такої двомасової системи описується 
системою двох диференціальних рівнянь другого 
порядку 
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де 1x  – визначає положення першого тіла 
відносно горизонтальної осі, уздовж якої це тіло 
може рухатись, 2x  – положення другого тіла 
відносно тієї ж горизонтальної осі, 1m , 2m  – маси 
першого і другого тіл відповідно, l  – довжина 
підвісу другого тіла до першого, rF  – сила опору, 
що діє на перше тіло під час його руху унаслідок 
зовнішніх факторів, pF  – зовнішня сила, що 
спричиняє рух першого тіла уздовж горизон-
тальної осі, і змінюється у заданих межах 

max max[ , ],p p pF F F  (2) 

maxpF  – стала, яка задає максимальну рушійну 
силу, що може діяти на перше тіло, g  – стала 
прискорення вільного падіння. 

При русі під дією сили pF  на перше тіло 
двомасової системи, що розглядається, зі стану 
спокою у цій системі можуть виникати коливні 
процеси, спричинені другим тілом системи, яке 
знаходиться на підвісі до першого тіла. Керуючи 
силою pF , можна керувати коливними 
процесами у системі і, навіть, досягти припи-
нення коливань, перевівши систему до рівно-
мірного руху з деякою додатною швидкістю. 

Розглядатимемо процес руху розглядуваної 
двомасової системи зі стану спокою до рівно-
мірного руху з додатною швидкістю, вибираючи 
керування зовнішньою силою так, щоб 
якнайшвидше припинити коливні процеси у 
системі. 

Таким чином, процес, що розглядається, 
описується системою (1) з крайовими умовами 
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де 0 0v   – задана швидкість якої система має 
досягти, 0T   – кінцевий момент часу, який є 

нефіксованим і залежить від керування 
зовнішньою силою pF . 

Отже, будемо розглядати задачу оптималь-
ного керування, у якій керована система 
описується крайовою 
Задачею (1), (3), (4), керуючим параметром 
виступає зовнішня сила pF  з областю допу-
стимих керувань (2), і критерієм якості 

inf .T    (5) 
Для розв'язання задачі (1) – (5) використову-

ватимемо принцип максимуму Понтрягіна [8, 9]. 

3. Оптимальне керування системою

Для зручності подальшого розгляду постав-
леної задачі уведемо такі позначення: 
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Тоді еволюційна система (1) переписується у 
вигляді 
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а задача (1) – (5)  – 
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де max ma 1x /p pf F m . 
Перш ніж розв'язувати одержану задачу (7), 

еквівалентну вихідній задачі (1) – (5), звернемо 
увагу на умову 1 2( ) ( )y T y T   на правому кінці (у 
кінцевий момент часу). Враховуючи інші умови 
на правому кінці, відразу маємо, що 2 ( ) 0y T  . 
Тоді для виконання указаної умови потрібно, 
щоб 1( ) 0y T  , а для цього достатньо встановити 
значення рушійної сили pf  у кінцевий момент 
часу T  рівною 1sig  nrf y , тобто 1( ) si  gnp rf T f y . 
І, якщо в подальшому (для значень t T ) 
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залишити значення рушійної сили без змін, тобто 
1( ) sign p rf t f y  для t T , то після моменту часу 

T  одержимо рівномірний рух двомасової 
системи із заданою додатною швидкістю 0v . 

При розв'язанні задачі для визначеності 
розглядатимемо випадок руху системи зі стану 
спокою у додатному напрямку координатної осі. 

Застосовуючи принцип максимуму 
Понтрягіна, з умови максимуму маємо, що 
оптимальне керування визначається функцією 
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де 3( )t  – компонента розв'язку 
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який задовольняє умови трансверсальності 
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де 0 7, ,   – множники Лагранжа у функції 
Лагранжа 
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Розв'язуючи систему (9), одержуємо 
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де 1 2 3 4, , ,K K K K  – довільні сталі. І, враховуючи 
умови (10), маємо 2 0K  . 

Таким чином, для явного визначення 
оптимального керування ( )pf t  (8) одержуємо 
функцію 3( )t  у вигляді 

3 1 3 4( ) cos( ) sin( ).t K K p qt K p q t       
В залежності від значень констант 1 3 4, ,K K K  

функція 3( )t  може, або не змінювати знак на 
інтервалі[0, ]T , або змінювати знак скінченну 
кількість разів на вказаному інтервалі. 

4. Побудова програмного керування

Розглянемо окрема декілька випадків пове-
дінки функції 3( )t , а саме, випадки, коли ця 
функція є знакосталою, і коли змінює знак. 

Для скорочення записів позначимо 
1signp ru f f y  , тоді еволюційна система, що 

описує рух двомасової системи, переписується у 
вигляді 
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а її фазові траєкторії задаються системою 
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де 1 2 3, , RC C C   – довільні сталі, які визначають 
кожну конкретну траєкторію, що проходить 
через конкретну точку. 

У ситуації, коли функція 3( )t  є знакоста-
лою, тобто 3( ) 0t   , якщо система рухається у 
додатному напрямку координатної осі, і, від-
повідно, max( ) , 0,p pf t f t   не представляється 
можливим перевести розглядувану двомасову 
систему із початкового стану (3) у кінцевий 
стан (4), бо траєкторії системи (6) не можуть 
одночасно проходити через точки фазового 
простору, які задають початковий і кінцевий стан 
двомасової системи. 

Якщо функція 3( )t  змінює знак, для 
одержання керування зовнішньою силою, що діє 
на перше тіло, і переведення системи із 
початкового стану у кінцевий стан достатньо, 
щоб функція 3( )t  один раз змінила знак на 
інтервалі [0, ]T . Точка переключення керування 
визначається системою 
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де 1 2,x x  – положення в момент переключення, 

10 20,y y  – швидкості тіл до моменту переключен-
ня керування, 1 2,T Ty y – швидкості тіл після мо-
менту переключення керування, 1 2,u u  – керуван-
ня зовнішньою силою до переключення керу-
вання (коли 3( ) 0t  ) і після переключення 
керування (коли 3( ) 0t  ), Tx  – кінцеве поло-
ження системи. 

5. Висновки

У роботі розглянуто систему, що складається 
з двох тіл, перше з яких може рухатись вздовж 
горизонтальної осі, друге – є маятником, який 
знаходиться на підвісі до першого тіла. Для такої 
двомасової системи розглянуто розгінний рух зі 
стану спокою до заданої швидкості, а саме, 
розглянуто задачу усунення коливних процесів, 
які виникають у системі після початку руху зі 
стану спокою. У роботі, використовуючи 
принцип максимуму Понтрягіна, побудовано 
програмне оптимальне зовнішньою силою, яка 
діє на перше тіло і спричиняє рух системи. 
Побудоване керування має одну точку 
переключення. 
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Розглянуто задачу про коливання в’язкопружного стержня при кінематичному навантаженні, 
прикладеному на одному з його кінців. Досліджено властивості гумоподібного матеріалу на прикладі 
бутилкаучука, з якого складається стержень. Отримані амплітудно-частотні характеристики для 
напруження та деформації. На основі скінченно-елементної моделі побудовано розв'язок задачі з 
врахуванням в'язкопружних властивостей бутилкаучука. Проведені порівняння при трьох різних 
значеннях температури матеріалу. Проаналізовано результати згідно з класичною теорією 
пружності, зроблені відповідні висновки щодо поведінки даного гумоподібного матеріалу. Перевірено 
достовірність значень частот для перших резонансів на основі теоретичних розрахунків.  
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By using the complex moduli the problem on vibration of the viscoelastic rod was solved. The complex 
shear and Young's moduli of a rubberlike material should exhibit the same dependence on frequency. The 
viscoelastic rod under kinematic loading was considered. The properties of rubberlike materials such as 
filled butyl rubber were investigated. The transition frequencies of high-damping materials occur at or near 
frequencies that are normally of interest in vibration problems at room temperature. The strain and stress 
amplitude-frequency characteristics at temperatures of 5,20, and 350C were obtained. For solving the 
problem a finite element model was applied. According to the theory of elasticity an analysis of the results 
was done. Conclusions about the behavior of the filled butyl rubber were made. The reliability of the values 
of frequencies on the first resonances was checked. Butyl rubber is essentially polyisobutylene, in which a 
small proportion of the isobutylene molecules has been replaced by isoprene. Using the graphs of frequency-
response curves at three different values of the temperature were compared. The numerical results by the 
general theoretical laws on vibration in damped mechanical systems were confirmed.        
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1. Вступ

Дослідження дисипативних властивостей
матеріалів стало необхідним в сучасній науці. В 
таких сферах як повітряна, морська та авто-
мобільна промисловість використання в’язко- 
пружних матеріалів та дисипативних компонен-
тів зробило можливим працювати навіть у ви-
падках, коли коливання є небезпечними для ме-
ханічних та електронних систем або неспри-
ятливі для людського комфорту чи продуктив-
ності роботи. В даній статті дослідження зосе-
реджене на динамічних та механічних власти-
востях гумоподібних в’язкопружних матеріалів, 

які стали основою для інженерів та фізиків при 
роботі з коливальними системами. Це питання є 
найбільш важливим для морських суден та 
аерокосмічних кораблів. В даній роботі до-
сліджуються дисипативні властивості гумопо-
дібних матеріалів на прикладі заповненого бу-
тилкаучука при різних температурах. Внутрішнє 
затухання гумоподібних матеріалів описується 
стаціонарними рівняннями руху. Бутилкаучук є 
компонентом твердого ракетного палива, а також 
він використовується в будівельній, гумотехніч-
ній сферах промисловості, наприклад для виго-
товлення антикорозійних, герметизуючих, гідро-
ізолюючих покриттів. Резонансні частоти таких 
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