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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СИМ-
ВОЛIВ, ОДИНИЦЬ СКОРОЧЕНЬ I ТЕРМI-
НIВ

Позначення

H Векторний простiр над полем дiйсних або комплексних чисел разом
зi скалярним добутком — функцiєю вiд двох змiнних ⟨·, ·⟩

N Множина натуральних чисел: {1, 2, 3, . . . }

R Множина дiйсних чисел

R𝑁 𝑁 -вимiрний простiр з дiйсними координатами

I𝑛 Одинична матриця розмiру 𝑛

𝐼 Злiченна множина iндексiв, така як Z, N або 0,...,N-1
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ВСТУП

Дипломна робота присвячена побудовi майже рiвнокутних жорстких
фреймiв, для яких оператори фреймiв пiдсистем добре обумовленi.

Зазвичай фрейми використовуються в обробцi сигналiв, проте вони
також мають багато застосувань у математицi та iнженерiї, включаю-
чи зв’язок i обробку зображень, теорiю операторiв, гармонiйний аналiз,
псевдодиференцiальнi оператори, передачу даних зi "стираннями", гео-
фiзику, квантовi обчислення тощо.

Важливою рисою, що робить фрейми фундаментальним iнструмен-
том у цих областях є їх "надповнота", яка дозволяє представляти векто-
ри наборами чисел, стiйкими до квантування, стiйкими до адитивного
шуму. Фрейми забезпечують стабiльну реконструкцiю пiсля стирань i
надають бiльше можливостей для передачi сигналу.

Об’єктом дослiдження даної дипломної роботи є рiвнокутнi набори лi-
нiй, жорсткi фрейми, рiвнокутнi жорсткi фрейми та фрейми Грассмана.
Рiвнокутнi фрейми мають безпосереднє вiдношення до щiльного пакува-
ння куль i квантової теорiї iнформацiї.

Рiвнокутнi жорсткi фрейми особливо цiкавi та кориснi. Зокрема,
Холмс i Поулсен показали, що рiвнокутнi жорсткi фрейми забезпечують
кодування з виправленням помилок, яке є максимально стiйким до двох
стирань, дивись [8]. Тому, предметом дослiдження роботи є iснування та
побудова дiйсних жорстких фреймiв, якi є рiвнокутними або максималь-
но близькими до рiвнокутних.

Також пiдставою для вивчення фреймiв є те, що фрейми узагальню-
ють базиси. "Завдяки своїм багатим теоретичним властивостям i числен-
ним практичним застосуванням рiвнокутнi жорсткi фрейми є, мабуть,
найважливiшим класом скiнченновимiрних фреймiв, i вони є природним
вибором, коли хтось намагається поєднати переваги ортонормованого ба-
зису iз концепцiєю надлишковостi, що забезпечується фреймами" [6].

Хорошим джерелом для ознайомлення з теорiєю фреймiв є праця
Пiтера Казаци та Джити Кутиньок, [4].

У роздiлi 1, Огляд лiтератури, ми даємо деякi основнi визначення,
обговорюємо мотивацiю для вивчення рiвнокутних наборiв лiнiй i рiвно-
кутних жорстких фреймiв, а також надаємо деякi з важливих чинних
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результатiв як довiдкову iнформацiю.
У роздiлi 2 наведено постановку задачi, а саме - побудувати рiвноку-

тний жорсткий фрейм з 22 векторiв в R20, для цього використано технiку
обчислення спектра невiд’ємно визначеного оператора, збуреного одно-
вимiрним ортопроектором. Також зроблено експериментальнi побудови
рiзноманiтних фреймiв з оператором фрейму

(︀
1 + 1

10

)︀
I20 та наведено за-

гальний алгоритм побудови.
У роздiлi 3 проведено теоретичнi дослiдження, практичнi експери-

менти та знайдено лiтературнi оцiнки на можливi значення 𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖)

для фреймiв з оператором
(︀
1 + 1

10

)︀
I20 з 22 векторiв. Крiм того, зроблено

порiвняння кутiв, 𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖), якi є в конструкцiї з теоретичними оцiнка-
ми.

Додатки мiстять комп’ютернi результати у виглядi коду i матриць, а
також деякi додатковi докази.



7

1 Огляд лiтератури

"Ортонормованi базиси є всюдивживаним i надзвичайно потужним
iнструментом, який пронизує всi галузi математики. Проте в деяких ви-
падках представлення функцiї або оператора надповної охоплюючої си-
стеми є кращим, нiж використання ортонормованого базису. Однiєю з
причин цього може бути те, що ортонормований базис з бажаними вла-
стивостями не iснує. Iншою важливою причиною є навмисне введення
надмiрностi з метою виправлення помилок у теорiї кодування.

Маючи справу з надповними охоплюючими системами, природнiм є
звернення до концепцiї фреймiв."[2]

1.1 Загальнi вiдомостi про фрейми

Означення 1. Послiдовнiсть векторiв 𝐹 = {𝑓𝑘}𝑘∈𝐼 , що належить до (се-
парабельного) гiльбертового простору H, є фреймом в H, якщо iснують
константи 0 < 𝐴 ≤ 𝐵 < ∞ такi, що

𝐴‖𝑓‖2 ≤
∑︁
𝑘∈𝐼

|⟨𝑓, 𝑓𝑘⟩|2 ≤ 𝐵‖𝑓‖2 (1.1.1)

для довiльного 𝑓 ∈ H.

Означення 2. Фрейм 𝐹 = {𝑓𝑘}𝑘∈𝐼 називається жорстким, якщо iснує
𝐴 > 0 таке, що ∑︁

𝑘∈𝐼

|⟨𝑓, 𝑓𝑘⟩|2 = 𝐴‖𝑓‖2

для довiльного 𝑓 ∈ H.

Наступнi поняття пов’язанi з фреймом 𝐹 :

а) Константи 𝐴 i 𝐵 в (1.1.1) називаються нижньою та верхньою межею
фрейму вiдповiдно. Найбiльша нижня межа фрейму i найменша
верхня межа фрейму позначаються 𝐴𝑜𝑝, 𝐵𝑜𝑝 i називаються оптималь-
ними межами фрейму;
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б) Якщо 𝐴 = 𝐵 = 1, 𝐹 є фреймом Парсеваля;

в) Якщо ‖𝑓𝑖‖ = ‖𝑓𝑗‖ = 𝑐 для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, то 𝐹 є рiвнонормованим
фреймом;

г) Якщо ‖𝑓𝑖‖ = 1 для всiх 𝑖 ∈ I, то 𝐹 є одинично нормованим фреймом.

Означення 3. Одинично нормований фрейм, для якого iснує константа
𝑐 така, що

|⟨𝑓𝑖, 𝑓𝑗⟩| = 𝑐, для довiльних 𝑖 ̸= 𝑗,

називається рiвнокутним фреймом з кутом 𝑐. Тут 𝑐 фактично є косину-
сом гострого кута мiж рiвнокутними прямими, що вiдповiдають векто-
рам фрейму.

Очевидно, що будь-який ортонормований базис є рiвнокутним.

Означення 4. Нехай 𝐹 = {𝑓𝑖}𝑖∈𝐼 є фреймом у H з межами 𝐴,𝐵. Тодi

1. асоцiйований оператор аналiзу 𝑇 : H → 𝑙2 визначається як

𝑇𝑓 =
∑︁
𝑖∈𝐼

⟨𝑓, 𝑓𝑖⟩𝑒𝑖, для довiльного 𝑓 ∈ H,

де {𝑒𝑖}𝑖∈𝐼 є ортонормованим базисом 𝑙2.

2. спряжений до оператора аналiзу оператор синтезу фрейму 𝑇 * : 𝑙2 →
H визначається як

𝑇 *(𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑎𝑖𝑓𝑖.

Крiм того,

‖𝑇𝑓‖2 =
∑︁
𝑖∈𝐼

|⟨𝑓, 𝑓𝑖⟩|2, для довiльного 𝑓 ∈ H.

Якщо для фрейму {𝑓𝑖}𝑀𝑖=1 в R𝑁 запишемо оператор аналiзу 𝑇 в ма-
тричному виглядi, то отримаємо𝑀×𝑁 матрицю, рядки якої утворюють
фрейм, а в матрицi оператора синтезу 𝑇 * стовпчики є векторами фрейму
в стандартному базисi.
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Означення 5. Нехай {𝑓𝑖}𝑖∈𝐼 є послiдовнiстю векторiв в H з асоцiйова-
ним з нею оператором аналiзу 𝑇 . Тодi оператор фрейму 𝑆 : H → H
визначається наступним чином

𝑆𝑓 = 𝑇 *𝑇𝑓 =
∑︁
𝑖∈𝐼

⟨𝑓, 𝑓𝑖⟩𝑓𝑖.

З означення випливає, що

⟨𝑆𝑓, 𝑓⟩ =
∑︁
𝑖∈𝐼

|⟨𝑓, 𝑓𝑖⟩|2

Очевидно, що оператор фрейму 𝑆 = 𝑇 *𝑇 є додатним, самоспряженим i
оборотним оператором в H.

Лема 6. Оператор фрейму 𝑆 фрейму {𝑓𝑖}𝑖∈𝐼 в H з межами 𝐴,𝐵 є

додатним самоспряженим оборотним оператором, що задовольняє

𝐴 · I ≤ 𝑆 ≤ 𝐵 · I,

де символ I позначає одиничну матрицю, розмiри якої визначаються

контекстом.

Оператор фрейму забезпечує точну формулу для вiдновлення:

𝑓 =
∑︁
𝑖∈𝐼

⟨𝑓, 𝑓𝑖⟩𝑆−1𝑓𝑖, для довiльного 𝑓 ∈ H.

З оборотностi оператора фрейму 𝑆 випливає, що послiдовнiсть
{𝑆−1𝑓𝑖}𝑖∈𝐼 також є фреймом в H.

Твердження 7. Нехай 𝐹 = {𝑓𝑖}𝑖∈𝐼 фрейм в H з оператором аналiзу 𝑇

та оператором фрейму 𝑆. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

а) 𝐹 жорсткий фрейм;

б) 𝑆 = 𝐴I, де I - тотожний оператор, А - дiйсне число;

в) Для довiльного 𝑓 ∈ H,

𝑓 =
1

𝐴

𝑀∑︁
𝑚=1

⟨𝑓, 𝑓𝑚⟩𝑓𝑚;
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г) Для довiльного 𝑓 ∈ H,

𝐴‖𝑓‖2 =
𝑀∑︁

𝑚=1

|⟨𝑓, 𝑓𝑚⟩|2.

"Жорсткi фрейми мають властивiсть, що всi власнi значення асоцi-
йованого оператора фрейму збiгаються. Також найбiльше та найменше
власнi значення оператора фрейму з довiльними власними значеннями є
оптимальними межами фрейму."[4]

Теорема 8. Нехай {𝑓𝑖}𝑖∈𝐼 фрейм в H з оператором фрейму 𝑆, який має

власнi значення 𝜆1 ≥ · · · ≥ 𝜆𝑛. Тодi 𝜆1 збiгається з оптимальною верх-

ньою межею фрейму, а 𝜆𝑛 є оптимальною нижньою межею фрейму.

Означення 9. Фрейм 𝐹 = {𝑓𝑘}𝑀𝑘=1 в H𝑁 називається full spark фреймом,
якщо стирання будь-яких 𝑀 −𝑁 векторiв утворює базис H𝑁 . Тобто для
будь-якого Ω ⊂ {1, · · · ,𝑀}, |Ω| = 𝑀 − 𝑁 , послiдовнiсть {𝑓𝑘}𝑀𝑘=1,𝑘 /∈Ω все
ще є фреймом в H𝑁 .

Full spark фрейми досить спецiалiзованi й не зустрiчаються дуже ча-
сто. Проте вiдомо, що кожен фрейм є як завгодно близьким до full spark
фрейму, див. [4].

Примiтка. В данiй роботi ми завжди матимемо H = R𝑁 для деякого
𝑁 ∈ N.

1.2 Фрейми Грассмана

У цьому роздiлi ми керуємося статтею [2].
Не накладаючи жодних iнших умов на фрейм, ми можемо покласти

𝑀 = 𝑁 i побудувати з векторiв {𝑓𝑘}𝑀𝑘=1 фрейм в R𝑁 , що буде орто-
нормованим базисом. Але якщо ми хочемо вийти за рамки цього три-
вiального випадку i побудувати фрейм, що справдi є надповним, тодi в
середньому число |⟨𝑓𝑘, 𝑓𝑙⟩| сильно залежатиме вiд надмiрностi фрейму.
Модуль |⟨𝑓𝑘, 𝑓𝑙⟩| можна розглядати як "мiру надлишкової повноти" фре-
йму. Очевидно, що чим меншою є надмiрнiсть, тим менше ми очiкуємо
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|⟨𝑓𝑘, 𝑓𝑙⟩|. В просторi R𝑁 надмiрнiсть 𝜌 фрейму {𝑓𝑘}𝑀𝑘=1 визначається як
𝜌 = 𝑀/𝑁 .

Означення 10. Для заданого одинично нормованого фрейму {𝑓𝑘}𝑀𝑘=1 в
H ми визначаємо максимальну кореляцiю фрейму 𝑀({𝑓𝑘}𝑀𝑘=1) як

𝑀({𝑓𝑘}𝑀𝑘=1) = max
𝑘,𝑙,𝑘 ̸=𝑙

{|⟨𝑓𝑘, 𝑓𝑙⟩|}.

Означення 11. Послiдовнiсть векторiв {𝑓𝑘}𝑀𝑘=1 в H називається Грас-
смановим фреймом, якщо вона є розв’язком

min{𝑀({𝑓𝑘}𝑀𝑘=1)},

де мiнiмум береться по всiм фреймам одиничної норми {𝑓𝑘}𝑀𝑘=1 в H.

Отже, фрейм Грассмана мiнiмiзує максимальну кореляцiю мiж еле-
ментами фрейму серед усiх фреймiв одиничної норми, якi мають одна-
кову надмiрнiсть.

Також вiдомо, що

𝑀({𝑓𝑘}𝑀𝑘=1) ≥

√︃
𝑀 −𝑁

𝑁(𝑀 − 1)
.

Якщо в наведенiй вище нерiвностi досягається рiвнiсть, то фрейм
Грасмана називається оптимальним.

Бiльше iнформацiї про фрейми Грассмана наведено в статтi [2].

1.3 Рiвнокутнi жорсткi фрейми та умови їх iснуван-

ня

Згiдно зi статтею [1] рiвнокутний жорсткий фрейм може бути пред-
ставлений в матричному виглядi, як 𝑁 × 𝑀 матриця з одинично нор-

мованими стовпцями та ортогональними рядками з нормою
√︁

𝑀
𝑁 . Його

ключова властивiсть полягає в тому, що абсолютнi скалярнi добутки мiж
парами стовпцiв (мiж парами векторiв) є iдентичними та мiнiмальними.
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У результатi рiвнокутнi жорсткi фрейми узагальнюють геометричнi вла-
стивостi ортонормованого базису.

Геометрично рiвнокутнi жорсткi фрейми можна розглядати як набо-
ри прямих, що проходять через початок координат. Таким чином, для
побудови 𝑀 елементного рiвнокутного жорсткого фрейму нам потрiбен
набiр з 𝑀 прямих, що проходять через початок координат у R𝑁 i є рiв-
нокутними. Тобто якщо ми виберемо набiр векторiв одиничної довжини
{𝑓𝑚}𝑀𝑚=1, по одному на кожнiй прямiй, то |⟨𝑓𝑘, 𝑓𝑙⟩| є константою. Цей
скалярний добуток являє собою косинус гострого кута мiж прямими.

Наступну нерiвнiсть вперше виявив Уолш у контекстi теорiї кодува-
ння, вона визначає нижню межу кута, утвореного набором рiвнокутних
прямих.

Теорема 12. Якщо {𝑓𝑚}𝑀𝑚=1 є одинично нормованим фреймом в R𝑁 , то

𝑀({𝑓𝑚}𝑀𝑚=1) = max
𝑚̸=𝑛

|⟨𝑓𝑚, 𝑓𝑛⟩| ≥

√︃
𝑀 −𝑁

𝑁(𝑀 − 1)
(1.3.1)

Рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли {𝑓𝑚}𝑀𝑚=1 є рiвнокутним

жорстким фреймом. У цьому випадку межа фрейму дорiвнює 𝑀
𝑁 .

Крiм того, якщо 𝐹 є одинично нормованим жорстким рiвнокутним
фреймом, то

𝜃 = |⟨𝑓𝑚, 𝑓𝑛⟩| =

√︃
𝑀 −𝑁

𝑁(𝑀 − 1)
.

Покладемо

𝛼 =
1

𝜃
.

1.3.1 Оцiнки числа елементiв рiвнокутного жорсткого

фрейму

Наступна теорема визначає верхню межу для максимальної кiлькостi
рiвнокутних прямих (i, отже, кiлькостi елементiв рiвнокутного фрейму)
в R𝑁 .
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Теорема 13. (Gerzon) Якщо iснує 𝑀 рiвнокутних прямих в R𝑁 , то

𝑀 ≤ 𝑁(𝑁 + 1)

2

є верхньою межею кiлькостi прямих.

Теорема 14. (Theorem С) Припустимо, що 1 < 𝑁 < 𝑀 − 1 та iснує

𝑁 ×𝑀 рiвнокутний жорсткий фрейм. Тодi, для дiйсних рiвнокутних

жорстких фреймiв,

𝑀 ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑁(𝑁 + 1)

2
,
(𝑀 −𝑁)(𝑀 −𝑁 + 1)

2
}.

З попередньої нерiвностi випливає, що

2𝑁 + 1 +
√

8𝑁 + 1

2
≤ 𝑀 ≤ 𝑁(𝑁 + 1)

2
.

1.3.2 Необхiднi умови iснування рiвнокутних жорстких

фреймiв

Важлива теорема про структуру рiвнокутних прямих була наведена
Пiтером Нейманом.

Теорема 15. (Peter Neumann) Якщо iснує 𝑀 рiвнокутних прямих в

R𝑁 , 𝑀 > 2𝑁 , з кутом 1
𝛼, то 𝛼 — непарне цiле число.

Таким чином, якщо 𝐹 є одинично нормованим жорстким рiвнокутним
фреймом з 𝑀 > 2𝑁 i кутом 𝜃 = 1

𝛼 , то 𝛼 є непарним цiлим числом.
Наступнi теореми визначають необхiднi умови iснування рiвнокутних

жорстких фреймiв.

Теорема 16. (Holmes-Paulsen) Якщо 𝑁 < 𝑀 i iснує рiвнокутний жорс-

ткий фрейм з 𝑀 векторами в R𝑁 , то

(𝑀 − 2𝑁)

√︃
𝑀 − 1

𝑁(𝑀 −𝑁)
є цiлим числом.

Два попереднi результати були вдосконаленi в [1], де автори доводять
наступне:
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Теорема 17. (Theorem A) Припустимо, що 1 < 𝑁 < 𝑀 − 1. Коли

𝑀 ̸= 2𝑁 дiйсний рiвнокутний жорсткий фрейм iснує, лише якщо√︂
𝑁(𝑀 − 1)

𝑀 −𝑁
i

√︂
(𝑀 −𝑁)(𝑀 − 1)

𝑁
є непарними цiлими числами.

Зокрема, 𝑀 є парним числом. Крiм того, якщо 𝑀 = 2𝑁 , рiвнокутний

жорсткий фрейм одиничної норми може iснувати лише якщо 𝑁 є не-

парним числом, а 2𝑁 − 1 є сумою двох квадратiв.

У таблицi на рисунку 1 наведено всi пари (𝑁,𝑀) з 𝑀 ≤ 100 i 𝑁 ≤
𝑀/2, якi вiдповiдають умовам теорем A та C i для яких iснують дiйснi
рiвнокутнi жорсткi фрейми.

Рис. 1: Пари (𝑁,𝑀) з𝑀 ≤ 100 i 𝑁 ≤ 𝑀/2, для яких iснує дiйснозначний
жорсткий фрейм.

В даному пiдроздiлi ми представили основнi вiдомостi про рiвнокутнi
жорсткi фрейми, зокрема, ряд обмежень на їх iснування, якi допомага-
ють пояснити, чому їх побудов є складною задачею. Ми також побачи-
ли, що проблема побудови рiвнокутних жорстких фреймiв пов’язана з
проблемою побудови рiвнокутних прямих, що є однiєю з найглибших i
найскладнiших проблем у математицi.

1.4 Одновимiрнi збурення компактних операторiв

Примiтка. Попри те, що тематика даного роздiлу прямо не пов’язана з
рiвнокутними жорсткими фреймами, результати наведенi в даному роз-
дiлi надалi будуть застосованi в алгоритмi для побудови рiвнокутного
жорсткого фрейму.
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У працi Васудева, [3], розглядається зсув спектра компактного само-
спряженого оператора, що дiє в гiльбертовому просторi H, який вiдбу-
вається при додаваннi до нього невiд’ємного одновимiрного проектора.

Розглянемо компактний самоспряжений оператор 𝐴 у гiльбертовому
просторi H. 𝑃 позначає одновимiрний проектор на нормований вектор 𝑥

з H, такий що 𝑃𝑦 = ⟨𝑦, 𝑥⟩𝑥 для кожного 𝑦 з H. 𝐵 є оператором 𝐴 + 𝑡𝑃 ,
𝑡 > 0.

Теорема 18. Припустимо, що нульовий простiр 𝐴 порожнiй. Мiж

кожною парою рiзних, послiдовних власних значень (𝜆𝑖, 𝜆𝑖+1) є точно

одне власне значення 𝐵 в одному з iнтервалiв (𝜆𝑖, 𝜆𝑖+1], [𝜆𝑖, 𝜆𝑖+1) або

(𝜆𝑖, 𝜆𝑖+1).

Таким чином, при додаваннi до оператора 𝐴 одновимiрного проекто-
ра 𝑃 , вiдбувається зсув спектру i власнi значення нового оператора 𝐵

перемежовуються з власними значеннями оператора 𝐴.

Теорема 19. Нехай {𝜆𝑖} i {𝜇𝑖} двi рiзнi монотоннi послiдовностi дiй-

сних чисел, кожна з яких має нуль як єдину граничну точку. Далi при-

пустимо, що 𝜇𝑗 належить до (𝜆𝑗, 𝜆𝑗+1) для кожного 𝑗 i
∑︀∞

𝑘=1(𝜇𝑘 − 𝜆𝑘)

збiгається. Нехай 𝐴 компактний самоспряжений оператор у гiльбер-

товому просторi H, який має власнi значення 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . ). Тодi

iснує нормований вектор 𝑥 i вiдповiдний одновимiрний проектор 𝑃 , та-

кий що для вiдповiдного 𝑡 > 0 оператор 𝐵 = 𝐴+𝑡𝑃 має власнi значення

𝜇𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . ).

Скористаємося деякими результатами з доведення теореми 19, з пов-
ним доведенням даної теореми можна ознайомитись в [3].

Розглянемо функцiю

Φ(𝜉) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝜉 − 𝜇𝑘

𝜉 − 𝜆𝑘
=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝜆𝑘 − 𝜇𝑘

𝜉 − 𝜆𝑘

)︂
=

= 1 +
𝑚1

𝜆1 − 𝜉
+

𝑚2

𝜆2 − 𝜉
+ · · · +

𝑚𝑛

𝜆𝑛 − 𝜉
, (1.4.1)

де𝑚𝑘 додатнi. Останнiй перехiд здiйснено за допомогою розкладу в суму
елементарних дробiв за умови, що всi 𝜆𝑖 рiзнi.
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Якщо всi 𝜆𝑖 рiзнi, то

𝑚𝑠 = lim
𝜉→𝜆𝑠

Φ(𝜉)(𝜆𝑠 − 𝜉) = lim
𝜉→𝜆𝑠

𝑛∏︁
𝑘=1

𝜉 − 𝜇𝑘

𝜉 − 𝜆𝑘
(𝜆𝑠 − 𝜉)

= −

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝜆𝑠 − 𝜇𝑘)

𝑛∏︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑠

(𝜆𝑠 − 𝜆𝑘)

.

(1.4.2)

Згiдно з доведенням теореми 19,
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑚𝑘 = 1.
Вiзьмемо вектор 𝑥 з координатами (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), де 𝑎𝑖 є довiльним

розв’язком рiвняння 𝑎𝑖
2 = 𝑚𝑖. Тодi вектор 𝑥 є нормованим, а оператор

𝑃 виглядає наступним чином:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1

𝑎2
...
𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠(︀𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑛
)︀

Отже, якщо ми покладемо 𝑡 = 1, то за допомогою формули (1.4.2)
при заданих власних значеннях 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) i 𝜇𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) можна
побудувати одновимiрний проектор 𝑃 , що збурює спектр оператора 𝐴 i
оператор 𝐵 = 𝐴 + 𝑃 має власнi значення 𝜇𝑖.
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2 Побудова майже Грассманових жорстких
фреймiв

2.1 Постановка задачi

Розглянемо 𝑃1, 𝑃2, · · · , 𝑃𝑚 - оператори проектування на одновимiрнi
пiдпростори. Нехай проектор 𝑃𝑖 проектує на вектор 𝑓𝑖, набiр векторiв
(𝑓𝑖)

𝑚
𝑖=1 утворює фрейм 𝐹 . Тодi координати довiльного вектора 𝑥 ∈ H по

фрейму 𝐹 дорiвнюють

𝑦𝑖 =
⟨𝑥, 𝑓𝑖⟩
‖𝑓𝑖‖2

.

По координатах 𝑦𝑖 можна однозначно вiдтворити вектор 𝑥:

𝑥 = 𝐴−1(𝑦1𝑓1 + 𝑦2𝑓2 + · · · + 𝑦𝑚𝑓𝑚), де 𝐴 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖.

У разi втрати частини сигналу при передачi iнформацiї з шумом,
iнформацiю, тобто вектор 𝑥, можна вiдновити по тих координатам, що
залишаться:

𝑥 = 𝐴𝑘
−1(

𝑚∑︁
𝑖=1,𝑖̸=𝑘

𝑦𝑖𝑓𝑖), де 𝐴𝑘 =
𝑚∑︁

𝑖=1,𝑖 ̸=𝑘

𝑃𝑖.

Таким чином, важливе значення при вiдновленнi iнформацiї має обо-
ротнiсть суми операторiв проектування за умови того, що з початкової
суми 𝐴 вiдкинуто декiлька проекторiв.

Тому, ми працюватимемо з одинично нормованими жорсткими фре-
ймами, тобто послiдовностями одиничних векторiв 𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑚 у 𝑛 ви-
мiрному гiльбертовому просторi H з наступною властивiстю. Якщо 𝑃𝑖 є
ортогональною проекцiєю на 𝑠𝑝𝑎𝑛⟨𝑓𝑖⟩, то

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃𝑚 = 𝛼I, (2.1.1)

де I — тотожний оператор у H.
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Наша увага зосереджена на full spark фреймах, фреймах, якi зали-
шаються фреймом пiсля видалення будь-яких 𝑀 −𝑁 векторiв з набору
векторiв (𝑓𝑖)

𝑀
𝑖=1 i для яких будь-який оператор виду∑︁

𝑖∈Ω

𝑃𝑖 (2.1.2)

є оборотним, якщо |Ω| ≥ 𝑁 .
З практичної точки зору, ми шукаємо фрейми з "хорошим"числом

обумовленостi для довiльного оператора в (2.1.2) i з фiксованим значен-
ням надмiрностi (𝑀−𝑁)/𝑁 . Це дає можливiсть ефективно вiдновлювати
iнформацiю, закодовану фреймом, коли якась її частина втрачена. Рiвно-
кутнi жорсткi фрейми та фрейми Грассмана є найкращими прикладами
таких фреймiв. Саме тому, ми зосередимо свою увагу на побудовi такого
виду жорстких фреймiв.

Якщо 𝐹 є жорстким фреймом у 𝑛 вимiрному просторi з 𝑚 одинично
нормованими векторами, то оператор фрейму 𝑆 = 𝜆I, де 𝜆 = 𝑚

𝑛 . У цьому
випадку, константа 𝜆 називається коефiцiєнтом надмiрностi. Доведення
цього твердження нведено в статтi [7].

Оскiльки

𝑆𝑓 =
𝑚∑︁
𝑖=1

⟨𝑓, 𝑓𝑖⟩𝑓𝑖 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖𝑓, то

𝑆 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖.

В нашiй роботi ми розглядаємо 𝑁 = 20 - розмiрнiсть простору R𝑁 ,
𝑀 = 22 - кiлькiсть елементiв фрейму.

Таким чином, мета даної роботи полягає у побудовi фрейму з 22 ве-
кторiв в R20, такого що якi б 2 вектори ми не виключили (10% iнформацiї
- координат фрейму), iнформацiю про координати початкового вектора
все одно можна вiдновити. Тобто при вiдкиданнi декiлькох проекторiв
все одно залишається фрейм, у оператора фрейму якого добре число
обумовленостi.
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2.2 Перевiрка iснування фрейму з заданими розмiр-

ностями

Перевiримо, чи виконуються необхiднi умови iснування рiвнокутних
жорстких фреймiв для заданих в постановцi задачi розмiрностей. На-
гадаємо, що 𝑁 = 20 - розмiрнiсть простору R𝑁 , 𝑀 = 22 - кiлькiсть
елементiв фрейму.

Перевiримо умови теореми А, ст. 14:√︂
𝑁(𝑀 − 1)

𝑀 −𝑁
=

√︂
20 · 21

2
= 14.49√︂

(𝑀 −𝑁)(𝑀 − 1)

𝑁
=

√︂
2 · 21

20
= 1.449

Обидва числа не є непарними цiлими. Отже, вiдповiдно до теореми А,
для заданих 𝑀 та 𝑁 дiйсний рiвнокутний жорсткий фрейм не iснує.
Також даний результат пiдтверджується практичними експериментами.

Тому, надалi спробуємо побудувати жорсткий фрейм з 22 векторiв в
R20, який є максимально близьким до рiвнокутного, за допомогою екс-
периментальних побудов рiзноманiтних фреймiв з оператором фрейму(︀
1 + 1

10

)︀
I20. Також знайдемо практичнi та теоретичнi оцiнки на можли-

вi значення 𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖), порiвняємо кути в конструкцiї з теоретичними
оцiнками.

2.3 Алгоритм побудови проекторiв

Цiлю даного пiдроздiлу є побудова у двадцяти вимiрному просторi
двадцяти двох операторiв проектування на одиничнi вектори таких, що

22∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖 =

(︂
1 +

1

10

)︂
I20.

Загальний вигляд проектора рангу 1, що дiє в двовимiрному просторi(︃
𝑥

√︀
𝑦 − 𝑦2√︀

𝑦 − 𝑦2 1 − 𝑦

)︃
,
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це проекцiя на лiнiю з кутом нахилу 𝜃, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃.
Згiдно з працею Halmos, Two Subspaces, [5], можемо покласти

𝑃1 =

(︂
1 0

0 0

)︂
,

𝑃2 =

(︂
𝑥

√
𝑥− 𝑥2

√
𝑥− 𝑥2 1 − 𝑥

)︂
.

Тодi

𝑃1 + 𝑃2 ≃
(︂

1 + 𝜀 0

0 1 − 𝜀

)︂
, (2.3.1)

де ≃ позначає унiтарну еквiвалентнiсть.
В наведенiй вище рiвностi, (2.3.1),

𝜀 = 𝑐𝑜𝑠𝛼1,2,

де 𝛼1,2 - кут мiж проекторами 𝑃1 i 𝑃2. Доведення даного факту наведено
у роздiлi 2.4 на сторiнцi 24.

Оскiльки в унiтарно еквiвалентних матриць спiвпадають визначники
та власнi значення, то обчисливши визначник 𝑃1 + 𝑃2 i пiдставивши в
якостi власного значення 1 + 𝜀 можна знайти формулу для обчислення
𝑥:

𝑥 = 𝜀2.

Алгоритм побудови наступних проекторiв:

1) Експериментально ми надавали 𝜀 рiзнi значення з кроком ∆ = 1
1000

вiд 0 до 0.1, результати наведено в додатку Б.

Якщо 2 проектори в сумi дають хоч одне власне значення бiльше
1.1, то при додаваннi будь-якого iншого проектора буде вiдбуватись
зсув спектра i збiльшення максимально власного числа. В такому
випадку, неможливим буде досягнення межi 1.1. При 𝜀 бiльшому за
0.1, 1 + 𝜀 > 1.1. Тому, 𝜀 обираємо в межах вiд 0 до 0.1.

2) Пiдiбрали 𝑃3 так, щоб спектр 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 дорiвнював

𝜎(𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3) =

⎛⎝1.1 0 0

0 𝑦1 0

0 0 1.9 − 𝑦1

⎞⎠ .
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Для пiдбору було використано технiку збурення спектра i формулу
(1.4.2) з роздiлу 1.4:

𝑠1 =

√︃
−(𝜆1 − 𝜇1)(𝜆1 − 𝜇2)(𝜆1 − 𝜇3)

(𝜆1 − 𝜆2)(𝜆1 − 𝜆3)
,

𝑠2 =

√︃
−(𝜆2 − 𝜇1)(𝜆2 − 𝜇2)(𝜆2 − 𝜇3)

(𝜆2 − 𝜆1)(𝜆2 − 𝜆3)
,

𝑠3 =

√︃
−(𝜆3 − 𝜇1)(𝜆3 − 𝜇2)(𝜆3 − 𝜇3)

(𝜆3 − 𝜆1)(𝜆3 − 𝜆2)
.

(2.3.2)

Тут 𝜆1 = 1 + 𝜀, 𝜆2 = 1 − 𝜀, 𝜆3 = 0, 𝜇1 = 1.1, 𝜇2 = 𝑦1, 𝜇3 = 1.9 − 𝑦1.

𝑃3 =

⎛⎝𝑠1

𝑠2

𝑠3

⎞⎠(︀𝑠1 𝑠2 𝑠3

)︀
Кожне зi значень 𝑠𝑖 можна обирати як додатного, так i вiд’ємного
знаку. Також сума 𝑠𝑖

2 дорiвнює одиницi.

Пiдбiр 𝑦1 здiйснювався з кроком ∆1 = 1
100 вiд 𝜆2 = 1−𝜀 до 𝜆1 = 1+𝜀

так, щоб кути мiж 𝑃1 i 𝑃2, 𝑃2 i 𝑃3 та 𝑃1 i 𝑃3 були однаковими.

3) Таким чином, три проектори дають вже одне власне число 1.1, а iншi
потрiбно ще змiнювати.

4) Так як i в 2) пiдбиралися 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, пiдбираємо 𝑃4 так, щоб⎛⎜⎜⎜⎝
1, 1 0 0 0

0 𝑦1 0 0

0 0 1.9 − 𝑦1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝑃4 ≃

⎛⎜⎜⎜⎝
1.1 0 0 0

0 1.1 0 0

0 0 𝑦2 0

0 0 0 1.8 − 𝑦2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

тут ≃ позначає унiтарну еквiвалентнiсть.

𝑃4 будуємо наступним чином

𝑃4 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

𝑠1

𝑠2

𝑠3

⎞⎟⎟⎟⎠(︀0 𝑠1 𝑠2 𝑠3

)︀
,
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де для обчислення (𝑠𝑖)𝑖=1,3 покладаємо

𝜆1 = 𝑦1,

𝜆2 = 1.9 − 𝑦1,

𝜆3 = 0,

𝜇1 = 1.1,

𝜇2 = 𝑦2,

𝜇3 = 1.8 − 𝑦2.

5) Аналогiчно пiдбираються 𝑃5, 𝑃6, · · · 𝑃20. Для 𝑃20:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1.1 0 . . . 0 0 0

0 1.1 . . . 0 0 0
... ... . . . ... ... ...
0 0 . . . 𝑦17 0 0

0 0 . . . 0 0.3 − 𝑦17 0

0 0 . . . 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ 𝑃20 ≃

≃

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1.1 0 . . . 0 0 0

0 1.1 . . . 0 0 0
... ... . . . ... ... ...
0 0 . . . 1.1 0 0

0 0 . . . 0 𝑦18 0

0 0 . . . 0 0 0.2 − 𝑦18

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Для побудови 𝑃𝑖 на 𝑖-му кроцi знаходимо (𝑠𝑖)𝑖=1,3, покладаючи 𝜆1 i
𝜆2 рiвними 𝜇2 i 𝜇3 з (𝑖 − 1)-го кроку, вiдповiдно, 𝜆3 = 0. 𝜇1 = 1.1,
𝜇2 = 𝑦𝑖−2, а 𝜇3 пiдбирається так, щоб

𝜆1 + 𝜆2 = 0.1 + 𝜇2 + 𝜇3.

Остання рiвнiсть випливає з лiнiйностi слiду

𝑡𝑟(𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃𝑖−1) + 𝑡𝑟(𝑃𝑖) = 𝑡𝑟(𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃𝑖−1 + 𝑃𝑖).

У разi рiвностi 𝜆1 i 𝜆2 на 𝑖-му кроцi (𝜇2 = 𝜇3 на (𝑖 − 1)-му кроцi)
обчислення (𝑠𝑖)𝑖=1,2 за формулами наведеними в пунктi 2), (2.3.2),
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є неможливим. Тому, обчислюємо 𝑠3 за формулою (2.3.2), а 𝑠1 i 𝑠2

знаходимо з рiвностi 𝑠1
2 + 𝑠2

2 + 𝑠3
2 = 1. Для знаходження 𝑠1 ми

експериментально надавали йому рiзнi значення з кроком 1
100 вiд 0

до
√

1 − 𝑠3
2, тодi 𝑠2 =

√
1 − 𝑠3

2 − 𝑠1
2.

6) Будуємо

𝑃21 + 𝑃22 =

(︂
1.1 − 𝑦18 0

0 0.9 + 𝑦18

)︂
за формулою (2.3.1).

7) На кожному кроцi 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, · · · 𝑃𝑖 переходили до еквiвалентних
проекторiв за допомогою унiтарного оператора 𝑈𝑖 так, щоб

𝑈𝑖
*(𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + · · · + 𝑃𝑖)𝑈𝑖 =⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1.1 0 . . . 0 0 0 0

0 1.1 . . . 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ...
0 0 . . . 1.1 0 0 0

0 0 . . . 0 𝑦𝑖−2 0 0

0 0 . . . 0 0 2 − (𝑖− 2)( 1
10) − 𝑦𝑖−2 0

0 0 . . . 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Для знаходження унiтарного оператора 𝑈𝑖 було застосовано сингу-
лярний розклад (SVD) матрицi суми 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + · · · + 𝑃𝑖.

8) Таким чином, пiсля кроку 5) ми мали

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃20 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1.1 0 . . . 0 0 0

0 1.1 . . . 0 0 0
... ... . . . ... ... ...
0 0 . . . 1.1 0 0

0 0 . . . 0 𝑦18 0

0 0 . . . 0 0 0.2 − 𝑦18

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
9) Крок 8) разом з 6) дають

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃20 + 𝑃21 + 𝑃22 = (1.1)I20.
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Примiтка. При побудовi 𝑃𝑖 на 𝑖-му кроцi пiдбiр 𝑦𝑖−2 здiйснювався з
кроком ∆4 = 1

100 . Межi в яких пiдбирався 𝑦𝑖−2 знаходяться з системи{︃
𝑦𝑖−2 ∈ [𝜆2;𝜆1];

2 − (𝑖− 2)( 1
10) − 𝑦𝑖−2 ≤ 𝜆2.

Для побудови i-го проектора обиралося таке значення 𝑦𝑖−2, щоб кути
(𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖))

𝑖−1
𝑗=1 були максимально близькими до теоретично

оптимального значення 0.004761 i не наближалися до критичного значе-
ння 0.01.

В додатку А.1 наведено програмну реалiзацiю алгоритму, на прикла-
дi побудови перших п’яти проекторiв. Код написано в системi
комп’ютерної алгебри - Maple. Всi значення 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 18, якi було викори-
стано для побудови проекторiв 𝑃3, 𝑃4, · · · , 𝑃22, наведено в додатку A.2,
ст. 37.

2.4 Спектр суми двох проекторiв

Нехай одновимiрний оператор проектування 𝑃1 проектує на вектор
𝑣1, а 𝑃2 проектує на вектор 𝑣2. Довжини ‖𝑣𝑖‖ дорiвнюють 1. Покладемо
𝐴 = 𝑃1 + 𝑃2, 𝐴 може проектувати максимум на двовимiрний простiр.
Для довiльного вектора 𝑥 ∈ R2:

𝐴𝑥 = 𝑃1𝑥 + 𝑃2𝑥.

Знайдемо власнi значення матрицi 𝐴.
Перший власний вектор 𝑢1 матрицi 𝐴 лежить на бiсектрисi кута 𝛼,

кута мiж 𝑃1 i 𝑃2. Тодi

𝑃1𝑢1 = 𝑐𝑜𝑠
(︁𝛼

2

)︁
‖𝑢1‖𝑣1 = 𝑐𝑜𝑠

(︁𝛼
2

)︁
𝑣1,

𝑃2𝑢1 = 𝑐𝑜𝑠
(︁𝛼

2

)︁
‖𝑢1‖𝑣2 = 𝑐𝑜𝑠

(︁𝛼
2

)︁
𝑣2,

𝐴𝑢1 = 𝑃1𝑢1 + 𝑃2𝑢1 = 𝑐𝑜𝑠
(︁𝛼

2

)︁
(𝑣1 + 𝑣2) = 2𝑐𝑜𝑠2

(︁𝛼
2

)︁
= 1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼.
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Оскiльки 𝐴 - ермiтова матриця, то власнi вектори матрицi 𝐴 перпен-
дикулярнi i їх довжина дорiвнює 1, ‖𝑢𝑖‖ = 1.

Перше власне значення матрицi 𝐴: 𝜆1 = 1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼. Друге власне
значення 𝜆2 можна обчислити використовуючи перпендикулярнiсть вла-
сних векторiв або скориставшись властивiстю слiду. Тодi 𝜆2 = 2 − 𝜆1 =

1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼.
Отже, спектр оператора 𝑃1 + 𝑃2 дорiвнює

𝜎(𝑃1 + 𝑃2) = {1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼; 1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼}.

Узагальнивши попереднiй результат, отримаємо формулу для значе-
ння спектра суми двох довiльних одновимiрних операторiв проектування
𝑃𝑖 i 𝑃𝑗:

𝜎(𝑃𝑖 + 𝑃𝑗) = {1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖𝑗; 1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖𝑗},

де 𝛼𝑖𝑗 позначає кут мiж проекторами 𝑃𝑖 i 𝑃𝑗.

2.5 Оцiнки можливих значень кутiв мiж векторами

За допомогою елементарних геометричних мiркувань можна пока-
зати, що якщо 𝑃1, 𝑃2, · · · , 𝑃𝑛 - оператори проектування на одновимiрнi
пiдпростори, то

𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖𝑗𝑃𝑖,

де 𝛼𝑖𝑗 позначає кут мiж векторами, на якi проектують оператори 𝑃𝑖 та
𝑃𝑗.

Взявши слiд вiд обох частин попередньої рiвностi i врахувавши, що
𝑡𝑟(𝑃𝑖) = 1, отримаємо формулу для знаходження кута мiж проекторами
𝑃𝑖 та 𝑃𝑗:

𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖) = 𝑡𝑟(𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖𝑗𝑃𝑖) = 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖𝑗𝑡𝑟(𝑃𝑖) = 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖𝑗. (2.5.1)

Саме за допомогою наведеної вище формули, (2.5.1), програмно об-
числювалися кути мiж проекторами.
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2.5.1 Теоретична оцiнка кутiв мiж векторами

рiвнокутного фрейму

Згiдно з нерiвнiстю Уолша, (1.3.1), якщо {𝑓𝑚}𝑀𝑚=1 є одинично нормо-
ваним фреймом в R𝑁 , то

max
𝑚̸=𝑛

|⟨𝑓𝑚, 𝑓𝑛⟩| ≥

√︃
𝑀 −𝑁

𝑁(𝑀 − 1)
,

де рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли {𝑓𝑚}𝑀𝑚=1 є рiвнокутним
жорстким фреймом.

Таким чином, якби для заданих 𝑀 = 22 та 𝑁 = 20 iснував дiйсний
рiвнокутний жорсткий фрейм, то

max
𝑚 ̸=𝑛

|⟨𝑓𝑚, 𝑓𝑛⟩| =

√︃
𝑀 −𝑁

𝑁(𝑀 − 1)
=

√︂
2

20 · 21
=

√
0.004761 = 0.069.

Тобто квадрат косинуса кута мiж векторами, 𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖), дорiвнював
би 0.004761.

2.5.2 Пряма оцiнка кутiв мiж векторами

Розглянемо суму проекторiв

22∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖 =

(︂
1 +

1

10

)︂
I20.

Домножимо рiвнiсть з обох сторiн на 𝑃1 та використаємо те, що 𝑃1 є
проектором i 𝑃1

𝑛 = 𝑃1, де 𝑛 ∈ N.

𝑃1(𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃22)𝑃1 =

(︂
1 +

1

10

)︂
𝑃1

2 =

(︂
1 +

1

10

)︂
𝑃1,

𝑃1 + 𝑃1𝑃2𝑃1 + 𝑃1𝑃3𝑃1 + · · · + 𝑃1𝑃22𝑃1 =

(︂
1 +

1

10

)︂
𝑃1.
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Вiзьмемо слiд вiд обох частин попередньої рiвностi

𝑡𝑟(𝑃1 + 𝑃1𝑃2𝑃1 + 𝑃1𝑃3𝑃1 + · · · + 𝑃1𝑃22𝑃1) = 𝑡𝑟

(︂(︂
1 +

1

10

)︂
𝑃1

)︂
.

Оскiльки 𝑡𝑟(𝑃1) = 1, то

1 + 𝑡𝑟(𝑃1𝑃2𝑃1 + 𝑃1𝑃3𝑃1 + · · · + 𝑃1𝑃22𝑃1) = 1 +
1

10
,

𝑡𝑟(𝑃1𝑃2𝑃1 + 𝑃1𝑃3𝑃1 + · · · + 𝑃1𝑃22𝑃1) =
1

10
.

Отже,
22∑︁
𝑗=2

𝑡𝑟(𝑃1𝑃𝑗𝑃1) =
1

10
.

Тодi найбiльше 𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖) ≥ 1
210 .

Якщо всi 𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖) однаковi, то всi проектори розташованi пiд одним
кутом i

𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖) =
1

10 · 21
= 0.004761.

З цiєї рiвностi випливає безпосередня оцiнка для кутiв мiж проекторами.
За умови рiвнокутностi фрейму, квадрат косинуса кута мiж проекторами
дорiвнює 0.004761.

2.5.3 Експериментальнi оцiнки кутiв мiж векторами

Практично в нашiй конструкцiї оптимальнi теоретичнi значення кутiв
не досягаються, оскiльки рiвнокутнi жорсткi фрейми в обранiй розмiр-
ностi не iснують. Тому, при побудовi операторiв проектування ми пiд-
бирали параметри так, щоб отримати жорсткий фрейм з 22 векторiв в
R20, кути якого є максимально близькими до теоретичного оптимального
значення, значення яке досягається при рiвнокутностi фрейму.

Крiм того, при побудовi проекторiв значення пiдбиралися так, щоб
квадрати косинусiв кутiв мiж проекторами не наближалися до критично-
го значення 0.01. Якщо 𝑡𝑟(𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑖) = 0.01, то косинус кута мiж проекто-
рами 𝑃𝑖, 𝑃𝑗 дорiвнює 0.1. Тодi слiд суми проекторiв дорiвнює 𝜎(𝑃𝑖+𝑃𝑗) =
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{1 + 0.1; 1 − 0.1} i при вiдкиданнi цих проекторiв з конструкцiї одне з
власних значень оператора фрейму пiдсистеми стане нульовим. В такому
випадку, матриця оператора фрейму є виродженою i вiдновлення iнфор-
мацiї не можливе.

В результатi численних комп’ютерних експериментiв нам вдалося по-
будувати проектори 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 такi, що

𝑡𝑟(𝑃1𝑃2𝑃1) = 𝑡𝑟(𝑃1𝑃3𝑃1) = 𝑡𝑟(𝑃2𝑃3𝑃2) = 0.0025.

Програмна реалiзацiя пiдбору параметрiв для побудови рiвнокутних
перших трьох проекторiв наведена в додатку Б.

Проте побудова четвертого оператора 𝑃4 такого, що утворював би
рiвнi кути з першими трьома проекторами виявилася не можливою. У
випадку, коли з одним або навiть двома проекторами 𝑃4 утворює кут
0.0025, кут мiж 𝑃4 та третiм проектором досягає критичного значення.
Цей результат також пiдтверджується викладками наведеними у попе-
редньому пiдроздiлi 2.5.2. Програмну реалiзацiю наведено в додатку В.

Також одним з комп’ютерних експериментiв був пошуку третього
проектора при 𝑡𝑟(𝑃1𝑃2𝑃1) = 0.004761. Однак пiдбiр параметрiв для побу-
дови третього проектора, який утворює кут 0.004761 з першим i другим
проектором одночасно теж є не можливим, як це показано в додатку Г.

В результатi побудови двадцяти двох операторiв проектування, най-
бiльший квадрат косинуса кута мiж двома проекторами дорiвнює
0.00989. Зi значення всiх кутiв, отриманих в конструкцiї, можна ознайо-
митись в додатку Д.

2.6 Число обумовленостi

Знайдемо теоретично можливе число обумовленостi оператора фре-
йму при вiдкиданнi довiльних двох проекторiв.

Припустимо, що iснує рiвнокутний жорсткий фрейм заданої розмiр-
ностi, тодi косинуси всiх кутiв мiж векторами дорiвнює 0.069, згiдно з ви-
кладками наведеними в роздiлi 2.5. Тому, для будь-яких двох проекторiв
𝑃𝑖, 𝑃𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 22 спектр суми дорiвнює 𝜎(𝑃𝑖+𝑃𝑗) = {1+0.069; 1−0.069}.
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Теоретичне число обумовленостi дорiвнює

1.1

1.1 − 1.069
=

1.1

0.031
= 35.48.

Отже, число обумовленостi теоретично не краще 35.48.
Практично в нашiй конструкцiї теоретичного значення числа обумов-

леностi досягти не можливо, оскiльки рiвнокутнi жорсткi фрейми в обра-
нiй розмiрностi не iснують. Бiльше того в результатi експериментiв най-
бiльший кут мiж проекторами дорiвнює 0.00989, це квадрат косинуса
кута мiж проекторами 𝑃15 i 𝑃20.

Тодi найбiльше власне число суми двох проекторiв дорiвнює
1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼15,20 = 1 + 0.09945, де 𝛼15,20 - кут мiж 𝑃15, 𝑃20.

Практичне число обумовленостi дорiвнює

1.1

1.1 − 1.09945
=

1.1

0.00055
= 2000.

Таким чином, найгiрше число обумовленостi експериментально побу-
дованої конструкцiї дорiвнює 2000.

Зi значеннями оптимальних параметрiв, якi було використано для
побудови фрейму, можна ознайомитись в додатку A.2, ст. 37.
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ВИСНОВКИ

В дипломнiй роботi було побудовано жорсткий фрейм з 22 векторiв в
R20, оператор фрейму якого дорiвнює

(︀
1 + 1

10

)︀
I20. Даний фрейм є стiй-

ким до втрати 10% iнформацiї, тобто якi б два вектори ми не виключили,
iнформацiю все одно можна вiдновити.

Для побудови було використано вiдомий спосiб обчислення збурення
спектра невiд’ємно визначеного оператора одновимiрним ортопроекто-
ром та виведено формули, за допомогою яких при заданих власних зна-
ченнях 𝜆𝑖, 𝑖=1,𝑛 i 𝜇𝑖, 𝑖=1,𝑛 можна побудувати одновимiрний проектор 𝑃 , що
збурює спектр оператора 𝐴, який має власнi значення 𝜆𝑖. Тодi оператор
𝐵 = 𝐴 + 𝑃 має власнi значення 𝜇𝑖.

Крiм того, було знайдено новий пiдхiд до знаходження фреймiв та-
ких, що оператор фрейму навiть пiсля вiдкидання декiлькох векторiв
фрейму має нормальне число обумовленостi, та запропоновано загаль-
ний алгоритм для їх побудови. При цьому даний пiдхiд не залежить вiд
рiвнокутностi фрейму, вiн прямо будує фрейм. Проте при побудовi не-
обхiдно пiдбирати константи за допомогою чисельних методiв, що ще
чекають на узагальнення.

Також було зроблено аналiз та численнi перевiрки за допомогою
комп’ютера, котрi вказують на те, що для деяких розмiрностей фреймiв,
в нашому випадку це двадцяти вимiрний простiр з 22 векторами, оцiнки
на кути мiж векторами практично побудованих моделей дуже сильно вiд-
хиляються вiд теоретично допустимих. Було побудовано бiльше 1000000
фреймiв i серед них вибрано в певному сенсi оптимальний з точки зору
надiйностi вiдновлення iнформацiї.

Таким чином, в дипломнiй роботi було виведено формули та наведе-
но алгоритм для побудови жорстких фреймiв, практичне значення яких
полягає у потенцiйнiй можливостi їх застосування для розв’язання пра-
ктичних та теоретичних задач у рiзних галузях науки. Теоретичне зна-
чення результатiв полягає у поглибленнi знань про нерiвнокутнi жорсткi
фрейми, що можуть бути використанi в теорiї iнформацiї.
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Додаток А

Програмна реалiзацiя алгоритму та параметри для побудови проекторiв

А.1 Програмна реалiзацiя алгоритму для побудови

проекторiв

Розглянемо побудову перших п’яти проекторiв, для решти алгоритм
є аналогiчним.
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А.2 Параметри для побудови проекторiв

В результатi численних перевiрок за допомогою комп’ютера, для по-
будови жорсткого фрейму з 22 векторiв в R20, кути якого якомога бiльше
вiддаленi вiд критичного значення 0.01, було обрано наступнi параметри

𝑥 = 0.0025,

𝑦1 = 0.95,

𝑦2 = 0.95,

𝑦3 = 0.9,

𝑦4 = 0.8,

𝑦5 = 0.8,

𝑦6 = 0.75,

𝑦7 = 0.65,

𝑦8 = 0.65,

𝑦9 = 0.6,

𝑦10 = 0.5,

𝑦11 = 0.5,

𝑦12 = 0.45,

𝑦13 = 0.35,

𝑦14 = 0.35,

𝑦15 = 0.3,

𝑦16 = 0.2,

𝑦17 = 0.2,

𝑦18 = 0.15.

Таким чином,

𝑃1 + 𝑃2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.05; 0.95),

𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; 0.95; 0.95),

𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + 𝑃4 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; 1.1; 0.95; 0.85),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃5 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; 1.1; 1.1; 0.9; 0.8),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃6 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.8; 0.8),
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𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃7 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.8; 0.7),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃8 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.75; 0.65),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃9 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.65; 0.65),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃10 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.65; 0.55),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃11 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.6; 0.5),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃12 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.5; 0.5),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃13 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.5; 0.4),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃14 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.45; 0.35),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃15 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.35; 0.35),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃16 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.35; 0.25),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃17 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.3; 0.2),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃18 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.2; 0.2),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃19 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.2; 0.1),

𝑃1 + 𝑃2 + · · · + 𝑃20 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1.1; · · · 1.1; 0.15; 0.05),

𝑃21 + 𝑃22 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(0.95; 0.95).
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Додаток Б

Програмна реалiзацiя пiдбору параметрiв для побудови рiвнокутних
перших трьох проекторiв
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Додаток В

Програмна реалiзацiя пошуку четвертого проектора такого, що
утворював би рiвнi кути з першими трьома проекторами
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Додаток Г

Програмна реалiзацiя пошуку третього проектора при
𝑡𝑟(𝑃1𝑃2𝑃1) = 0.004761
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Додаток Д

Результат побудови, кути мiж векторами

На зображенi наведеному вище можна помiтити цiкаву закономiр-
нiсть, значення кутiв мiж проекторами 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6 та iншими проектора-
ми повторюються. Надалi дана закономiрнiсть буде повторюватись для
кожних трьох послiдовних проекторiв.
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