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Abstract. This article demonstrates an approach to optimal control
of humidity using point sources for the two-dimensional problem. The
mathematical model is based on Richards-Klute equation. The desi-
red humidity state at the last moment is set and the solution should
reach it from the known initial state by optimal source power. The
moisture is assumed incompressible, the temperature and external
pressure are constant.
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Анотацiя. У статтi демонструється пiдхiд до оптимального ке-
рування вологiстю за допомогою точкових джерел для двовимiр-
ної задачi. Математична модель основана на рiвняннi Рiчардса-
Клюта. В останнiй момент часу задано бажаний розподiл воло-
гостi, до якого з вiдомого початкового стану за допомогою ке-
рування потужнiстю джерел має прямувати розв’язок. Рiдина
вважається нестискуваною, температура та зовнiшнiй тиск є по-
стiйними.
Ключовi слова: управлiння, оптимiзацiя, рiвняння Рiчардса-
Клюта.

Вступ
Задачi переносу вологи у пористому середовищi класично базуються на

законi Дарсi та його модифiкацiях, рiвняння Рiчардса є розповсюдженим
для лiнiйних та нелiнiйних постановок задач [1]. Оскiльки врахувати усi
фiзичнi та хiмiчнi фактори впливу на процес складно, вводиться ряд спро-
щень — рiдину вважаємо нестискуваною, тиск та температуру постiйни-
ми. Задача моделювання вологостi є достатньо поширеною. Аналiтичнi ре-
зультати розподiлу вологи при впливi кiлькох точкових джерел та про-
позицiя щодо лiнеаризацiї деяких типiв нелiнiйних рiвнянь наведенi у [2].
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Деякi алгоритми пошуку наближеного розв’язку нелiнiйних рiвнянь, пи-
тання iснування та єдиностi розглянуто у [3]. В залежностi вiд пiдходу до
моделювання, початкова задача може бути нелiнiйною або квазiлiнiйною
[4, 5]. Емпiричнi залежностi для процесу переносу вологи у кiлькох типiв
ґрунтiв проаналiзовано в [6]. До лiнеаризованого рiвняння пiсля його дис-
кретизацiї за часом та простом, застосовується позмiнно-трикутний метод,
наведений у [7]. За цим методом вiдбувається перехiд до системи лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь з урахуванням граничних умов, що залежить
вiд двох координат у просторi та моменту часу. Для розв’язання даної
системи використовується метод Гаусса або метод Якобi [8]. Часова та про-
сторова дискретизацiя для рiвняння Рiчардса дослiджена у [9–11]. Задача
оптимального керування процесом переносу вологи все ще є актуальною.
Питанням iснування та єдиностi розв’язку задачi оптимiзацiї для лiнiйних
систем та деяких нелiнiйних систем дослiджено у [12–15].

Дана робота використовує метод оптимiзацiї, розглянутий у [14]. Поча-
ткове наближення оптимальної потужностi джерела шукається як сума
рiзниць квадратiв мiж значеннями бажаного стану у кiнцевий момент часу
та аналогiчними значеннями, отриманими у результатi керування. Щодо
спряжених операторiв, для побудови спряженого рiвняння використовую-
ться результати, наведенi у [16–20].

Таким чином, дана робота поєднує лiнеаризацiю початкової постановки
задачi, перехiд до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнять та оптимiзацiю
потужностi джерела.

1. Загальна постановка задачi

Процес моделюється згiдно [1]

∂ν

∂t
= div(KgradΨ)− ∂K

∂z
.

Вiдповiдно, введено позначення Ψ — гiдравлiчний потенцiал рiдини, K —
водопроникнiсть, ν — вологiсть середовища, t — час, z — вертикальна ко-
ордината простору. Дане рiвняння може описувати як однорiдне, так i не-
однорiдне середовище.

У випадку, коли K та Ψ залежать лише вiд ν, то зручно ввести дифу-
зiйнiсть

D(ν) = K(ν)
dΨ

dν
та пiдставивши її, отримати

∂ν

∂t
= div (D grad ν)− dK

dν

∂ν

∂z
.

Функцiональнi залежностi K(ν), Ψ(ν), D(ν) можуть бути нелiнiйними, то-
му вводиться потенцiал Кiрхгофа

Θ =

ν∫
ν1

D(ν)dν.
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Тодi можна сформулювати рiвняння у виглядi
1

D (ν)

∂Θ

∂t
= div gradΘ− 1

K(ν)

dK

dν

∂ν

∂z
.

2. Лiнiйна постановка задачi
Скористаємось результатами Новосельського [2], де дослiджено вплив

зосереджених джерел на вологiсть грунту.
Розглянемо задачу переносу вологи у вертикальнiй площинi на обмеже-

нiй областi

∂ω

∂t
=

∂

∂x

[
Kx(ω)

∂H

∂x

]
+

∂

∂z

[
Kz(ω)

∂H

∂z

]
+

N∑
j=1

Qj(t)δ(x− xj)δ(z − zj),

z = {0, L2},
∂ω

∂z
= 0,

x = {0, L1},
∂ω

∂x
= 0,

ω(x, z, 0) = ϕ(x, z), (x, z) ∈ Ω,

у якiй позначено H = Ψ(ω)− z — напор, Dz(ω) = Kz(ω)
dψ

dω
— дифузiйнiсть

вздовж осi z, Ω0 = [(x, z) : 0 < x < L1, 0 < z < L2], z = z0 — рiвень поверхнi
грунту. Аналогiчно до [17], визначимо проникнiсть за кожним вимiром

Kx(ω) = k1k(ω), Ky(ω) = k2k(ω), Kz(ω) = k3k(ω),

де k1, k2, k3 — фiльтрацiйнi коефiцiєнти вiдповiдно до головних вiсей Ox,
Oy, Oz, k(ω) — функцiя вологостi грунту. Для переходу до безрозмiрної
задачi використовуємо коефiцiєнти: x̃ = β1

L1
x, z̃ = β3

L2
z, τ = αt

T , β3 = 0.5`,

β1 =

√
k3

k1
β3, β2 =

√
k3

k1
β3, α = 〈Dz〉β2

2 .

Перетворення Кiрхгофа подається як

Θ =
4π
√
k1k2

Q∗k3β3

ω∫
0

Dz(ω)dω,

Тодi лiнеаризована та обезрозмiрена постановка задачi матиме вигляд:

LΘ =
∂Θ

∂τ
−∆Θ + 2

∂Θ

∂z̃
= 4π

N∑
j=1

qj(τ)δ(x̃− x̃j)δ(z̃ − z̃j),

(x̃, z̃, τ) ∈ Ω× (0, T ),

z̃ = {0, 1}, ∂Ω

∂z̃
= 0,

x̃ = {0, 1}, ∂Θ

∂x̃
= 0,

(x̃, z̃, τ) ∈ Γ× [0, 1).
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Початковi умови задано у виглядi

Θ(x̃, z̃, 0) = ϕ1(x̃, z̃), (x̃, z̃) ∈ Ω,

згiдно позначень, qj =
Qj
Q∗

, Q∗ — векторний параметричний масштабний

множник, Ω, Γ — безрозмiрнi аналоги Ω0, Γ0, 〈Dz〉 — середнє значення
Dz(ω), ϕ1 = Θ(ϕ).

На перехiд до лiнiйної задачi накладено умови [2]:

– лiнiйнiсть зв’язку мiж Θ(ω) та Kz(ω): D−1
z (ω)

dKx(ω)

dω
= ` = const;

– для лiнеаризацiї використовується замiна

∂ω

∂t
=

k3β3Q
∗

4π
√
k1k2

1

Dz(ω)

∂Θ

∂t
' k3β

3
3Q
∗

4π
√
k1k2

∂Θ

∂τ
.

Такий пiдхiд дозволяє звести частину нелiнiйних задач до лiнеаризова-
них.

3. Управлiння та оптимiзацiя
Задача керування формулюється аналогiчно [14] щоб скористатись до-

веденими iснуванням та єдинiстю розв’язку.
Позначимо rβ — точки знаходження джерел деякої невiдомої потужностi

qβ(t). Концентрацiя рiдини φ(x, z, t) представлена неперервною функцiєю.
Задача полягає у знаходженнi qβ(t), β = 1, p згiдно умови мiнiмiзацiї моду-
ля рiзницi цiльового значення вологостi ϕ(x, z, t) та фактичними показни-
ками точкових вимiрювальних пристроїв u(x, z, t).

Будемо вважати оптимальне управлiння приналежним гiльбертовому
простору з визначеним нижче скалярним добутком

〈X,Y 〉 =

p∑
β=1

T∫
0

xβ(t)yβ(t)dt.

Оптимiзацiйний функцiонал запишемо у виглядi

Jα(Q) =
m∑
m=1

T∫
0

∫
Ω

(φ(t)− u(t, x, z)dxdz)2dt+ α‖Q‖2,

в якому α > 0 — регуляризацiйний параметр, що враховує похибки. Тодi
поставлена оптимiзацiйна задача управлiння зводиться до вигляду

Jα(Q∗) = min
Q∈H

Jα(Q).

Варiацiйний алгоритм [14] мiстить пряму задачу, спряжену задачу та
крок уточнення:

– пряма задача

∂Θ(k)

∂τ
+ LΘ(k) = f (k), 0 < t ≤ T, Θ(k)(0) = g(x);
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– спряжена задача

−∂ψ
(k)

∂τ
+ L∗ψ(k) = 2(Θ(k) − φ(t)), 0 < t ≤ T, ψ(k)(T ) = 0;

– пошук наступного наближення значення оптимальної потужностi

Q(k+1) −Q(k)

τk+1
+ Ψ(k) + αQ(k) = 0, k = 0, 1, . . .

Покладемо 0 < α < min(τ, h2).
Таким чином, задача оптимiзацiї потребує знаходження спряжених опе-

раторiв [16–20].

4. Модельна задача
Розглядається двовимiрна область, на яку дiє джерело постiйної iнтен-

сивностi та вологiсть задана у початковий момент часу. Цiльову вологiсть
представляє досяжна неперервна функцiя. Оптимiзацiйний пiдхiд полягає
у пошуку iнтенсивностi, за якої досягається максимально схожа вологiсть
у кiнцi часового промiжку.

Дослiджується двовимiрна задача вигляду

LΘ =
∂Θ

∂τ
− ∂2Θ

∂z̃2
− ∂2Θ

∂x̃2
+ 2

∂Θ

∂z̃
= −f(x̃, z̃, τ) + 4πqjδ (z̃ − z̃j) δ (x̃− x̃j) .

Коефiцiєнти водопроникностi взятi рiвними 0.1 за всiма осями, на ни-
жнiй границi областi задано умову непроникностi, перетворення Кiрхгофа
подається у виглядi

Θ =
4π
√
k1k2

Q∗k3β3

(
−2 + 2e0.5ω

)
.

Часова дискретизацiя виконується з 10000 крокiв у випадку явної та 100
кроками у випадку неявної схеми, а за простором — h = 1

30 . Для прямого
рiвняння запишемо згiдно позмiнно-трикутного методу [7] систему рiвнянь
вигляду:

Λ(x̃, z̃) = Λ1(x̃) + Λ2(z̃) =
∂Θ

∂τ
− (ϕ(x̃, z̃) +

1

h
ϕ1(x̃) +

1

h
ϕ2(z̃))

З урахуванням граничних умов, система в загальному виглядi розпису-
ється, як

Λ1(x̃) =


2
h (ux) , x̃ = 0;
(ux)x, 0 < x̃ < 1;

2
h (−ux) , x̃ = 1

Λ2(z̃) =


2
h (uy) , z̃ = 0;

(uy)y − 2uŷ, 0 < z̃ < 1;
2
h (−uy) , z̃ = 1

Тут ŷ позначає центральну рiзницеву похiдну.
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ϕ1(x̃) = ϕ2(z̃) = 0

Для кутового джерела покладемо

ϕ(x̃, z̃) =

{
4πq, x̃ = 0, z̃ = 0;
0, 0 < x̃ ≤ 1, 0 < z̃ ≤ 1

Для джерела посерединi верхньої границi маємо

ϕ(x̃, z̃) =

{
4πq, x̃ = 0.5, z̃ = 0;
0, iнакше

У результатi значення Θ(x̃, ζ) визначається з початкових та крайових
умов, але вони залежать вiд q.

Початкове значення оптимальної потужностi джерела обчислюється iз
задачi оптимiзацiї для кiнцевого моменту часу

min
q

 N∑
i,j=1

(Θ(x̃i, z̃j ; q)− φ(x̃i, z̃j))
2 + αq2

 .

Враховуючи, що Θ ≥ 0, у якостi наближеного розв’язку можна обрати
значення, отримане з рiвностi нулю похiдної цього функцiоналу.

Для зручностi, виведемо спiввiдношення переходу вiд Θ до ω та навпаки.
Отримаємо перетворення:

Θ =
4π
√
k1k2

Q∗k3β3

ω∫
0

Dz(ω)dω = [k1 = k2 = k3, Q∗ = 1, β3 = 0.5] =

= 8π
(
2e0.5ω − 2

)
Тодi обернене перетворення має вигляд:

Θ

16π
= e0.5ω − 1⇒ ln

(
Θ

16π
+ 1

)
= 0.5ω ⇒ ω = 2 ln

(
Θ

16π
+ 1

)

Введемо позначення z∗ =
z̃i
h
, x∗ =

x̃i
h
. Цiльову функцiю вологостi за-

дамо як результат моделювання при потужностi 10. Iтерацiйний пошук
оптимальної потужностi виконується починаючи зi значення, близького до
нуля.

Для цiєї функцiї вiдхилення знайденої потужностi вiд оптимальної скла-
дає приблизно 2 вiдсоткiв.

Графiки вiдхилень та iзолiнiї Θ для випадкiв кутового джерела та дже-
рела посерединi границi z = 0 наведено нижче (Рис. 1, 2, 3, 4).
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Рис. 1.

Рис. 2.
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Рис. 3.

Рис. 4.
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Таким чином, для перевiрки точностi алгоритму цiльова функцiя має бути
досяжною, а початкове наближення потужностi пришвидшує роботу мето-
ду.

Висновки

При виконаннi умов переходу, початкову задачу можна звести до лiнеа-
ризованої за допомогою перетворення Кiрхгофа. Даний пiдхiд також вико-
ристовує позмiнно-трикутний метод для запису системи лiнiйних рiвнянь,
розв’язавши яку можна отримати залежнiсть вологостi у кiнцевий момент
часу вiд потужностi джерела у явному виглядi. Точнiсть розв’язку задачi
оптимiзацiї залежить вiд досяжностi цiльової функцiї.
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