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Опис:
Дана робота присвячена вивченню обчислювальних можли-

востей нейронних мереж для задачi апроксимацiї функцiй, об-
ґрунтуванню методiв та алгоритмiв апроксимацiї довiльних не-
перервних функцiй за допомогою нейронних мереж, а також ра-
цiональностi використання цього пiдходу для даного класу задач.
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Вступ

Апроксимацiя функцiй є фундаментальною задачею у бага-
тьох прикладних галузях, таких як аналiз даних, розпiзнавання
образiв, прогнозування, класифiкацiя, у тих випадках коли стано-
вить iнтерес вiдображення мiж вхiдними та вихiдними даними,
але його явна формула невiдома, натомiсть задано лише пари
(x, f (x)).

Iснують рiзнi методи, що вирiшують цю задачу, i класичнi
чисельнi методи зазвичай потребують пiдбору багатьох параме-
трiв для апроксимацiї людиною, таких як вигляд апроксимуючої
функцiї, її степiнь, якщо це полiном, вiд яких напряму залежать
результати та точнiсть апроксимацiї. Окрiм цього, набуває поши-
рення використання штучних нейронних мереж, тому що в теорiї
це може дозволити створити алгоритм, який апроксимуватиме
довiльну неперервну функцiю на заданому промiжку iз заданою
точнiстю, i при цьому бути повнiстю автоматизованим.

Основною проблемою є те, що при вивченнi обчислюваль-
них можливостей штучних нейронних мереж та їх використан-
ня з метою апроксимацiї функцiй, виникає багато питань щодо
обмеженостi класiв задач, якi вони можуть вирiшувати, точно-
стi апроксимацiї, необхiдних умов для їх застосування, а також
пошуку явного конкретного алгоритму, що дозволить цiлком ав-
томатизувати процес апроксимацiї довiльної функцiї.

В роботi розглянуто теоретичнi аспекти, що допомагають ви-
рiшити цi питання та можливостi розширення класу задач апро-
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ксимацiї, що можуть бути вирiшенi за допомогою використання
нейронних мереж. Основною метою роботи є конструкцiя ней-
ронної мережi, яка дозволить, обравши довiльну неперервну фун-
кцiю на деякому компактi, апроксимувати її iз заданою точнiстю,
що на сьогоднiшнiй день залишається вiдкритим питанням.
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Задача апроксимацiї

Загалом, апроксимацiя функцiй дуже широко застосовується
в усiх областях, де потрiбне їх представлення. Отже, розглянемо
задачу апроксимацiї, маємо:

xi ∈ Rm, i = 1, 2, ..., N - N вхiдних векторiв;
di ∈ R1, i = 1, 2, ..., N - N дiйсних чисел.
Будемо шукати невiдому функцiю f (x) : Rm → R1, що задо-

вольняє iнтерполяцiю, для якої:
f (xi) = di, i = 1, 2, ..., N .
Метою є мiнiмiзацiї похибки апроксимацiї, яка найчастiше

обчислюється за формулою:

E(f ) = 1
2

N∑
i=1

(di − f (xi))
2.
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Узагальнення теореми Стоуна

Базовим теоретичним результатом в областi апроксимацiї
функцiй є теорема Вейєрштрасса, що стверджує: неперервну фун-
кцiю вiд n змiнних - f (x1, x2, ..., xn) на замкненiй обмеженiй мно-
жинi можна рiвномiрно наблизити послiдовнiстю полiномiв.

Проте результат теореми Вейєрштрасса можна узагальнити
та посилити [6], розглянувши компактний простiр X та алгебру
C(X) неперервних дiйснозначних функцiй наX , теоремою Стоуна:
нехай E ⊆ C(X) - замкнена пiдалгебра в C(X), 1 ∈ E, де 1 - фун-
кцiя, визначена рiвнiстю 1(x) = 1, x ∈ X , i для довiльних x, y ∈ X
iснує функцiя g ∈ E, така що g(x) 6= g(y), тодi E = C(X).

Таким чином теорема Стоуна розглядає функцiї на довiльно-
му компактi, i доводить щiльнiсть кiльця многочленiв вiд довiль-
ного набору функцiй, що роздiляють точки. Окрiм апроксимацiї
функцiй многочленами та їх узагальненнями, можливо реалiзу-
вати наближення функцiй багатьох змiнних за допомогою компо-
зицiй та лiнiйних операцiй, саме цим оперують штучнi нейроннi
мережi. Зазначимо, що наступнi розглянутi теореми про апро-
ксимацiю, що стосуються нейронних мереж, охоплюють класичну
теорему Стоуна.
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Нейроннi мережi

Штучнi нейроннi мережi, як вiдомо, є штучними аналогами
бiологiчних нейронних мереж мозку людини. В загальному, ней-
ронну мережу можна формально представити у виглядi вiдобра-
ження Nω,θ : Rn → Rm, що залежить вiд набору ваг ω та набору
параметрiв θ, до якого можна вiднести вид активацiйної функцiї,
шари, зв’язки мiж нейронами та iншi особливостi архiтектури.

Детальнiше розглядатимемо один iз найпростiших видiв шту-
чних нейронних мереж - багатошарову нейронну мережу прямого
зв’язку, що складається з 3 або бiльше з’єднаних мiж собою ша-
рiв нейронiв: вхiдного шару, 1 або кiлькох прихованих шарiв та
вихiдного шару.

Означимо формально:
Багатошаровою нейронною мережею з прямим зв’язком, ви-

значеною на дiйснозначному n-вимiрному просторi, є вiдображе-
ння N : Rn → Rm, таке що для кожного x ∈ Rn, N(x) є компози-
цiєю функцiй: N(x) = fk+1 ◦ fk ◦ ... ◦ f1(x), де k ∈ Z - кiлькiсть
прихованих шарiв, k ≥ 1, fi : Rdi−1 → Rdi, 1 ≤ i ≤ k + 1 визнача-
ються так: fi(y) = φi(W

(i); y; bi), де W (i) = W di
di−1 - дiйснозначна

матриця розмiрностi di−1 × di, bi ∈ Rdi - величина змiщення, φi -
активацiйна функцiя (обмежена, неперервна та не тотожно ста-
ла), при цьому d0 = n, dk+1 = m, di ∈ Z, 1i ≤ k - ширина i-того
прихованого шару, max{d0, ..., dk+1} - ширина мережi.
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Унiверсальна апроксимацiйна теорема

Розглянемо першу i другу апроксимацiйнi теореми, що є
одними з перших результатiв розвитку нейронних мереж, i дово-
дять, що багатошарова нейронна мережа прямого зв’язку з одним
прихованим шаром i не полiномiальною активацiйною функцiєю,
наприклад сигмоїдою:

σ(x) = 1
1+e−x , може апроксимувати будь-яку функцiю, непе-

рервну на компактнiй множинi з Rn. Проте iснують недолiки, що
стають на шляху практичного використання цього методу, такi
як експоненцiальне зростання ширини прихованого шару, та вiд-
сутнiсть конструктивного доведення цих фактiв, що не дозволяє
увести однозначний алгоритм для побудови такої мережi.

Усе це робить теоретичнi аспекти побудови нейронних мереж
та питання щодо їх меж у можливому використаннi як унiвер-
сальних апроксиматорiв цiкавим для багатьох дослiдникiв. Зокре-
ма, можна показати, що iснують неперервнi на компактнiй мно-
жинi функцiї, що не можуть бути апроксимованi нейронною мере-
жею за умови обмеженостi ширини шарiв, незалежно вiд глибини
мережi.

Будемо розглядати метод знаходження ваг багатошарової
нейронної мережi прямого зв’язку з двома прихованими шара-
ми, що апроксимує довiльне скiнченне вiдображення мiж двома
трiангульовними множинами у метричному просторi, що має кон-
структивне доведення, а тому залежить лише вiд бажаної точно-
стi апроксимацiї. Пiдхiд базується на результатах обчислюваль-
ної топологiї: можливостi моделювання трiангульовних множин

9



симплекцiйними комплексами, та вiдповiдно апроксимувати не-
перервне вiдображення мiж двома трiангульовними множинами
вiдображенням мiж симплекцiйними комплексами, а також мо-
жливостi моделювання вiдображення мiж симплекцiйними ком-
плексами нейронними мережами прямого зв’язку з двома прихо-
ваними шарами.

Користуючись введеними позначеннями, сформулюємо один
з найважливiших теоретичних результатiв вивчення нейронних
мереж прямого зв’язку - унiверсальну апроксимацiйну теорему
(або теорему Цибенка) [7]:

Унiверсальна апроксимацiйна теорема: нехай A - довiльна ком-
пактна пiдмножина Rn, С(А) - простiр дiйснозначних неперерв-
них функцiй на А, тодi для будь-якого ε > 0 i будь-якої функцiї
g ∈ C(A), iснує нейронна мережа з прямим зв’язком з одним при-
хованим шаром N : Rn → R, визначена як N(x) = f2 ◦ f1(x), де
f1(y) = φ1(W

(1); y; b1), f2(y) = W (2)y, i N апроксимує функцiю g:
|N(x) - g(x)| < ε для всiх x ∈ A.

Проте залишається вiдкритим питання про алгоритм побу-
дови мережi, яка здiйснюватиме апроксимацiю для кожної кон-
кретної функцiї, оскiльки вiдомi доведення теореми не є констру-
ктивними, i не пропонують загального алгоритму побудови мере-
жi, тому розглядати їх тут не будемо. Натомiсть можемо запро-
понувати конструктивне доведення за умови, що мережа матиме
2 прихованих шари, а результат буде дiйсним для трiангульовних
множин, замiсть довiльних компактних, проте насправдi таке ви-
рiшення охоплює бiльшiсть можливих задач.
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Симплекцiйнi комплекси

Далi нам будуть потрiбнi поняття симплекцiйних комплексiв
та iншi, пов’язанi з ними факти.

Загалом, симплекцiйнi комплекси є математичними об’єктами,
що декомпонують топологiчний простiр на простiшi частини, то-
му використовуються для представлення топологiчних просторiв.
По сутi, вони складаються з набору симплексiв (n-вимiрних те-
траедрiв). Щоб формалiзувати поняття симплексу, введемо поня-
ття афiнної незалежностi точок:

Афiнною оболонкою пiдмножини A афiнного або векторного
простору є множина :

{
i∑

j=1

λjxj|i > 0, xj ∈ A, λj ∈ R,
i∑

j=1

λj = 1}.

Елементи деякої множини є афiнно незалежними, якщо жо-
ден елемент цiєї множини не належить афiннiй оболонцi iнших її
елементiв.

Таким чином формалiзуємо поняття симплексу:
Нехай v0, v1, ..., vi−i+1 афiнно незалежна точка в Rn(i ≤ n);

тодi i-симплексом, σ = (v0, v1, ..., vi), є опукла множина

{x ∈ Rn|x =
i∑

j=0

λjvj, λj ≥ 0,
i∑

j=0

λj = 1}, а точки v0, v1, ..., vi -

вершини σ, i - розмiрнiсть σ, σ′ - грань σ, якщо σ′ - i′-симплекс,
де i′ ≤ i та вершини σ′ є вершинами σ.

Симплекцiйний комплекс К є скiнченним набором симпле-
ксiв, таким що:
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1. σ ∈ K i σ′ є невласною пiдмножиною σ означає, що σ′ ∈ K;
2. σ, µ ∈ K означає, що σ ∩ µ - порожнiй або грань обох.

Введемо ще деякi позначення:
позначатимемо через |K| простiр, що є об’єднанням усiх сим-

плексiв симплекцiйного комплексу К разом iз топологiєю Евклi-
дового простору, у якому вони лежать;

L є пiдкомплексом симплекцiйного комплексу К, якщо L ⊆
K;

j-остовом є такий пiдкомплекс симплекцiйного комплексу К,
що мiстить усi сиплекси К розмiрностi ≤ j (позначається K(j));

симплекс σ ∈ K є максимальним симплексом симплекцiйно-
го комплексу К, якщо вiн не є гранню жодного iншого симплексу,
що входить в К;

симплекс σ1 є сусiднiм до симплексу σ2 у симплекцiйному
комплексi К, якщо σ1 i σ2 мають спiльне ребро у К.

Наприклад, на наступному малюнку зображено симплекцiй-
ний комплекс, на якому зокрема: (O) - 0-симплекс; (H, J) - 1-
симплекс; (A, B, C) - 2-симплекс; (P, Q, R, N) - 3-симплекс; (A,
B) - одна iз граней симплекса (A, B, C):

Симплекцiйний комплекс K’ є пiдрозбиттям симплекцiйного
комплексу K, якщо:

1. |K| = |K’|,
2. σ′ ∈ K ′ означає, що iснує σ ∈ K, таке що σ ⊆ σ′.
Особливо важливим способом пiдрозбиття симплекцiйного

комплексу є барицентричне пiдрозбиття; зазначимо, що барицентром

b(σ) i-симплексу σ = (v0, ..., vi) є b(σ) =
i∑

j=0

1
j+1vj.

Щоб ввести поняття барицентричного пiдрозбиття симпле-
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кцiйного комплексу (позначатимемо Sd K), зазначимо, що бари-
центричне пiдрозбиття 0-остова K визначається як множина вер-
шин К, тобто SdK(0) = K(0), i маючи SdK(i−1) - барицентричне
пiдрозбиття (i-1)-остова K, SdK(i) будується шляхом додавання
барицентра кожного i-симплекса як нової вершини i з’єднання
його iз симплексами, що розбиває межi цього i-симплексу. Iтера-
цiйне застосування операцiї барицентричного пiдрозбиття позна-
чається SdtK, t - кiлькiсть застосувань.

Проiлюструємо на малюнку:
Дiаметром симплексу σ симплекцiйного комплексу К (позна-

чається δ(σ)) є: δ(σ) = max{||x− y|| | x, y ∈ σ}, а max{δ(σ)|σ ∈
K} позначатимемо через m(K).

Th 1: Нехай K - симплекцiйний комплекс, ε > 0, тодi iснує
t > 0, таке що m(SdtK) ≤ ε.

Зiркою симплексу σ симплекцiйного комплексу K є множи-
на усiх симплексiв iз К, гранню яких є σ, позначатимемо st(σ),
формально:
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st(σ) = {µ ∈ K|∃ξ ∈ K : σ ⊆ ξ, µ ⊆ ξ}.
Нехай К i L - симплекцiйнi комплекси, картою вершин на-

зивається функцiя ϕ : K(0) → L(0), така що вiдображає вершини
кожного симплексу iз K у вершини симплексу iз L.

Карта вершин ϕ може бути розширена до неперервного вiд-
ображення ϕc : |K| → |L|:

нехай K i L - симплекцiйнi комплекси, i ϕ : K(0) → L(0) - кар-
та вершин, формалiзуємо поняття симплекцiйного вiдображення
ϕc, породженого вiдображенням ϕ: нехай x ∈ |K|, тодi iснує i-

симплекс σ = (v0, ..., vi) iз K i такi λj ≥ 0, що
i∑

j=0

λj = 1 i

x =
i∑

j=0

λjvj, тодi ϕc =
i∑

j=0

λjϕ(vj).

При цьому якщо g : |K| → |L| - неперервне вiдображення,
симплекцiйне вiдображення ϕc : |K| → |L|, породжене картою
вершин ϕ : K(0) → L(0), є симплекцiйною апроксимацiєю, якщо
g(|st(v)|) ⊂ |st(ϕ(v))| для кожної вершини v iз K.

I нарештi, оперуючи усiма введеними поняттями та результа-
тами, можемо перейти до розгляду важливого результату, що ба-
зується на теорiї симплекцiйних комплексiв - симплекцiйної апро-
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ксимацiйної теореми:
Симплекцiйна апроксимацiйна теорема: Якщо g : |K| → |L|

- неперервне, то iснує достатньо велике значення t > 0, що ϕc :

|SdtK| → |L| - симплекцiйна апроксимацiя g.

15



Розширення симплекцiйної апроксимацiй-
ної теореми

Розглядаючи симплекцiйну апроксимацiю мiж двома симпле-
кцiйними комплексами, зауважимо, що апроксимацiйний пiдхiд
використовує карту вершин, а вона у свою чергу може бути ви-
ражена як штучна нейронна мережа. До того ж, симплекцiйна
апроксимацiя може бути пiдiбрана таким чином [2], що апрокси-
муватиме неперервну карту мiж просторами, що лежать в основi
симплекцiйних комплексiв. Параметри нейронної мережi можуть
бути отриманi з карти вершин, тому таким шляхом можна знайти
нейронну мережу, що апроксимує неперервну функцiю на про-
сторах, що лежать в основi двох симплекцiйних комплексiв. З
цих мiркувань можна зробити висновок, що симплекцiйна апро-
ксимацiйна теорема може бути взята за основу для отримання
результату, близького до унiверсальної апроксимацiйної теореми.

Для цього формалiзуємо зв’язок мiж топологiчними просто-
рами та симплекцiйними комплексами:

Трiангуляцiя топологiчного простору X складається з сим-
плекцiйного комплексу K та гомеоморфiзму τ : X → |K|.

Зазначимо, що простори, що трiангульовнi симплекцiйними
комплексами є всюди компактними i можуть бути помiщеними в
Rn для деякого n.

Введемо розширенi поняття, пов’язанi з дiаметром симпле-
ксiв:

Нехай X - трiангульовний топологiчний простiр, (K, τ ) - трi-
ангуляцiя X, розширений дiаметр симплекса визначається:

δ̃(σ) = max{||x− y|| : x = τ−1(a), y = τ−1(b), a, b ∈ σ},
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i max {δ̃(σ)|σ ∈ K} позначається через m̃(K,τ)(X).

Отже, в наступнiй теоремi розглянемо побудову штучної ней-
ронної мережi прямого зв’язку з двома прихованими шарами для
симплекцiйного вiдображення ϕc : |K| → |L|, де усi симплекси K
та L є максимальними симплексами з максимальною розмiрнiстю.

Th 2: Нехай ϕc : |K| → |L| - симплекцiйне вiдображення,
де K i L побудованi iз максимальних симплексiв максимальних
розмiрностей, тодi штучна нейронна мережа прямого зв’язку з
двома прихованими шарами Nϕ, така що ϕc(x) = Nϕ(x) для всiх
x ∈ |K| може бути визначена явно.

Доведення:
Вважатимемо, що |K| ⊂ Rn i |L| ⊂ Rm, K складається iз

k максимальних n-симплексiв {σ1, ..., σk}, де σi = [vi0, ..., v
i
n] для

всiх i, L складається iз l максимальних m-симплексiв {µ1, ..., µl},
де µj = [vj0, ..., v

j
m] для всiх j.

Визначимо багатошарову мережу прямого зв’язку Nϕ такої
структури:

вхiдний шар складається iз d0 = n нейронiв;
перший прихований шар складається з d1 = k(n+1) нейронiв;
другий прихований шар складається з d2 = l(m+1) нейронiв;
i вихiдний шар складається з d3 = m нейронiв.
Тодi Nϕ = f3 ◦ f2 ◦ f1, де fi(y) = φ(W (i); y; bi), i = 1, 2, 3.

Представимо точку x iз Rn у виглядi k(n+1) вектора. Цей вектор
може бути розглянутий як спiвставлення k векторiв розмiрностi
n+1, по одному для кожного з k симплексiв комплексу K. Кожен
вектор розмiрностi k представляє барицентричну координату x
для вiдповiдного симплексу. Матриця ваг для отримання виходу
першого прихованого шару, W (1), i вiдповiдне змiщення b1, мо-
жуть бути отриманi з рiвнянь для отримання барицентричних
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координат таким шляхом:

W (1) =


W(1)

1

.

.

.

W(1)
k

 ∈Mk(n+1)×n;

де W (1)
i ∈Mk(n+1)×n є:

(
vi0 ... vin
1 ... 1

)
−1 = (W(1)

i | Bi); i b1 =


B1

.

.

.

Bk

.

Матриця ваг мiж першим та другим прихованим шаром за-
дає карту вершин; таким чином K задано у першому прихованому
шарi k(n+ 1) нейронами, а L задано l(n+ 1) нейронами, тодi ма-
триця складається з 0-iв та 1-ць, де 1 - означає, що вiдповiдна вер-
шина з’єднана через карту вершин, 0 - нi. Тодi матриця W (2) ви-
значається наступним шляхом: W (2) = (W

(2)
s1,s2) ∈ Ml(m+1)×k(n+1),

де s1 = j(r + 1), s2 = i(t + 1) для i = 1, ..., k; j = 1, ..., l; t =

0, ..., n; r = 0, ...,m; i b2 = 0;

W(2)
s1,s2 =

{
1 ϕ(vit) = wj

r,
0 iнакше;

Вихiд другого прихованого шару може бути розглянутий як
спiвставлення l векторiв розмiрностей m + 1, по одному для ко-
жного симплекса у комплексi L. Кожен з векторiв представляє
барицентричнi координати ϕc(x), що належить кожному симпле-
ксу. На наступному кроцi φ3(W (3); y; b3) перетворює цей вектор i
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дає на виходi декартовi координати ϕc(x). Звiдси:
W (3) = (W

(3)
1 ...W

(3)
l ) ∈Mm×l(m+1),

де W (3)
j = (uj0...u

j
m); b3 = 0.

Таким чином данi функцiї визначаються, для перших двох
шарiв:

φi(W
(i); y; bi) = W (i)y + bi для i = 1, 2.

Для 3 шару φ3 визначається так:

φ3(W
(3); y; b3) =

l∑
j=1

zjψ(yj)

l∑
j=1

yj

,

де zj = W
(3)
j yj, y =


y1
.

.

.

yl

 ∈ M l(m+1); yj ∈ Rm+1, ψ(yj) = 1,

якщо усi координати yj ≥ 0, ψ(yj) = 0 iнакше.
Таким чином показано, що нейронна мережа прямого зв’язку

з двома прихованими шарами може поводитись так само як сим-
плекцiйне вiдображення.

Розглянемо розширення симплекцiйної апроксимацiйної тео-
реми, що передбачає явно заданий алгоритм для розрахунку сим-
плекцiйної апроксимацiї якої завгодно точностi для неперервної
функцiї g : |K| → |L| мiж двома просторами, в яких лежать
симплекцiйнi комплекси K i L. Для цього розглянемо наступне
твердження:

Th 3: Нехай g : |K| → |L| - неперервна функцiя мiж двома
просторами, в яких лежать симплекцiйнi комплекси K i L, тодi
для довiльного ε > 0 iснують t1, t2 > 0, такi що ϕc : |Sdt1K| →
|Sdt2K| - є симплекцiйною апроксмацiєю g, i ||g − ϕc|| ≤ ε.
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Доведення: Ранiше у роздiлi, де розглядались симплекцiйнi
комплекси, була сформульована теорема про те, що для довiль-
ного симплекцiйного комплексу K, та ε > 0, iснує t > 0, таке
що m(SdtK) ≤ ε; тодi iз симплекцiйної апроксимацiйної теореми,
iснує t1, таке що ϕc : |Sdt1K| → |Sdt2K| є симплекцiйною апро-
ксимацiєю g, крiм того оскiльки m(Sdt2K) ≤ ε, то ||g − ϕc|| ≤ ε.
Звiдси може бути побудований явний алгоритм для побудови та-
кої симплекцiйної апроксимацiї.

Th 4: Нехай g : |K| → |L| - неперервна функцiя, для до-
вiльного ε > 0, можна явно задати нейронну мережу N з прямим
зв’язком з двома прихованими шарами, таку що ||N − g|| ≤ ε.

Доведення випливає iз попередньої теореми (звiдси iснує сим-
плекцiйна апроксимацiя ϕc функцiї g, така що ||g − ϕc|| ≤ ε) та
теореми 2 (iснує Nϕ, така що ϕ = Nϕ).

Попереднi результати можуть бути розширенi на трiангу-
льовнi простори. Тодi якщо гомеоморфiзми трiангуляцiй вiдомi,
то розширення буде конструктивним. Тут ми введемо iншу, кон-
структивну версiю унiверсальної апроксимацiйної теореми, що за
певних умов апроксимуватиме довiльну неперервну функцiю як
iз заданою точнiстю, користуючись симплекцiйною апроксима-
цiйною теоремою.

Th 5: Нехай (K, τ ) - трiангуляцiя простору X , тодi для до-
вiльного ε > 0 iснують n та γ > 0, що якщо m(SdnK) ≤ γ, то
m̃(SdnK,τK)(X) ≤ ε.

Доведення: Нехай x, y0 ∈ |K|, якщо x та y0 належать σ0 ∈ K,
тодi ||x − y0|| ≤ δ(σ0) i ||τ (x) − τ (y0)|| ≤ δ̃(σ0). Iнакше x та y0
можуть належати до одного симплекса в SdK, або нi. Якщо так,
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нехай y1 = y0; якщо нi, нехай y1 - така що, x, y1 ∈ σ1 i σ1 ∈ Sdσ0.
Тому ||x − y1|| ≤ δ(σ1) ≤ δ(σ0), i ||τ (x) − τ (y1)|| ≤ δ̃(σ1) ≤ δ̃(σ0).
Можна також записати: ||x− yt|| ≤ δ(σn) ≤ ... ≤ δ(σ1) ≤ δ(σ0), i
||τ (x)− τ (yt)|| ≤ δ̃(σt) ≤ ... ≤ δ̃(σ1) ≤ δ̃(σ0). Таким чином задано
послiдовнiсть {yi}ti=0, що збiгається до x. Тодi для довiльного ε >
0, iснує n, таке що ||τ (x)−τ (yn)|| ≤ ε. Без обмеження загальностi
вважатимемо, що δ̃(σn) = m̃(SdnK,τ)(X), тодi можемо вважати, що
γ = m(SdnK).

Наслiдок: Для довiльного ε > 0 та (K, τ ) - трiангуляцiї X ,
iснує t, таке що m̃(SdtK) ≤ ε.

Доведення: за теоремою 1 iснує t′, таке що m(Sdt
′
K) ≤ γ,

тодi iз попередньої теореми iснує t, таке що m̃(SdtK,X) ≤ ε.

Нарештi, маючи неперервне вiдображення g мiж двома трi-
ангульовними просторами X та Y , можемо отримати два симпле-
кцiйнi комплекси K та L, що лежать в цих просторах, i симпле-
кцiйну апроксимацiю ϕc, що апроксимує g.

Th 6: Нехай X та Y - трiангульовнi топологiчнi простори,
g : X → Y - неперервне вiдображення, ε > 0, тодi iснують трiан-
гуляцiї (K, τK), (L, τL) просторiв X, Y вiдповiдно, i симплекцiйна
апроксимацiя ϕc : |Sdt1K| → |Sdt2L|, така що ||g−τ−1L ◦ϕc◦τK|| ≤
ε.

Доведення: За останнiм наслiдком, iснує t2, таке що m̃(Sdt2L̃,τL)
(Y ) ≤

ε. Далi згiдно симплекцiйної апроксимацiйної теореми: iснують t1
i ϕ̃, такi що ϕ̃ : Sdt1K̃ → Sdt2L̃ є симплекцiйною апроксимацiєю
τL̃ ◦ g ◦ τ

−1
K̃

. Зважаючи на те, що |Sdt1K̃| = |K̃| i |Sdt2L̃| = |L̃|,
можна визначити симплекцiйне вiдображення ϕ̃c : |K̃| → |L̃|, по-
роджене ϕ̃, а також ϕc = τ−1

L̃
◦ ϕ̃c ◦ τK̃, K = Sdt1K̃, L = Sdt2L̃.

Оскiльки m̃(L,τL)(Y ) ≤ ε, тодi ||g − τ−1L ◦ ϕc ◦ τK|| ≤ ε.
Th 7: Нехай g : X → Y - неперервна функцiя, (K, τK), (L, τL)
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- трiангуляцiї просторiвX та Y вiдповiдно. Тодi нейронна мережа
N прямого зв’язку з двома прихованими шарами, що апроксимує
g iз заданою точнiстю може бути задана явно.

Доведення: Iз останньої теореми, iснує симплекцiйна апро-
ксимацiя ϕc функцiї g, що апроксимує g з довiльною точнiстю,
i з теореми 2 iснує N , що N = ϕc на всьому iнтервалi, тому N
апроксимує g х довiльною точнiстю.

Таким шляхом уведено ефективний метод побудови нейрон-
ної мережi прямого зв’язку з двома прихованими шарами, що
апроксимує неперервну функцiю мiж трiангульовними простора-
ми. Недолiками пiдходу може бути складнiсть знаходження го-
меоморфiзмiв мiж трiангульовними просторами. Проте, ссновним
внеском та перевогаю такого пiдходу є те, що ваги такої мережi
можуть бути зручно обрахованi без процесу навчання, що дуже
оптимiзує розв’язання задачi.
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Мережа, що здiйснює кусково-сталу апро-
ксимацiю

Для прикладу практичного застосування розглянемо явну
конструкцiю нейронної мережi з прямим зв’язком, що здiйснює
кусково-сталу апроксимацiю будь-якої функцiї однiєї чи багатьох
змiнних [3], ваги якої визначаються явно, тому вона не потребує
чисельної оптимiзацiї для навчання. Дана конструкцiя передба-
чає використання 2 прихованих шарiв зi щонайбiльше n2 нейро-
нами. Не виключається можливiсть iснування схожих нейронних
мереж з прямим зв’язком з меншою кiлькiстю нейронiв, проте з
бiльш складною конструкцiєю, це питання залишається цiкавим
для дослiдження.

Запропонована нейромережа, окрiм того, що являє собою чер-
говий новий приклад конструктивного доведення унiверсальних
апроксимацiйних властивостей нейронних мереж з прямим зв’язком,
також є практичним iнструментом для дослiдження реальних да-
них.

Постановка задачi
Розглянемо задачу апроксимацiї невiдомої функцiї f : D →

R, де D - невласна пiдмножина Rd, d ≥ 1,

x = (x1, ..., xd) - координата,
набiр даних: (x(1),f (1)),..., (x(n),f (n)), n>1,
x(k) - k-та координата;
f(k) = f (x(k)) + εk,

k=1,...,n, де εk ≥ 0 - можлива похибка.
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Вважаємо, що випадок нетривiальний, тобто n>1.

Структура мережi
Мережа складається з шару входу, що мiстить d ≥ 1 ней-

ронiв, якi вiдповiдають вхiдному сигналу розмiрностi d, i шару
виходу, що мiстить 1 нейрон, який вiдповiдає шуканому значенню
функцiї f. Функцiєю активацiї є функцiя Хевiсайда (одиничний
стрибок):

s(x) =

{
1 x ≥ 0

0 x < 0

Перший прихований шар складається з n(n-1) нейронiв
(n > 1). Подiлимо цi нейрони на n умовних груп, кожна з яких
вiдповiдно мiстить n-1 нейронiв. Для позначення приналежностi
нейрона першому прихованому шару використаємо позначення
N (1) i використовуватимемо подвiйну iндексацiю таким способом:
N

(1)
k,j , де 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, j 6= k. Тут iндекс k = 1,...,n вказує

на номер групи, iндекс j вказує на розташування у k-й групi.
Варто зауважити, що це лише схема iндексацiї для однозна-

чної iдентифiкацiї нейронiв надалi, при цьому усi нейрони пер-
шого прихованого шару отримують однаковi сигнали iз вхiдного
шару.

Вихiд нейронiв першого прихованого шару явно визначається
формулою:

z
(1)
k,j(x) = s(wk,jx-bk,j),
де 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, j 6= k,
wk,j = x(k) - x(j),
bk,j = 1

2(x
(k) - x(j))(x(k) + x(j)).

Зважаючи на вигляд функцiї активацiї, вираз z(1)k,j(x) також
приймає значення з множини {0,1}. Тодi вектор виходу k-ї групи
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можна записати так:
z
(1)
k (x) = (...,z(1)k,k−1,z

(1)
k+1,...)

T ∈ {0, 1}n−1,
1 ≤ k ≤ n.

Другий прихований шар складається з n нейронiв, ко-
жен з яких отримує сигнал лише з нейронiв однiєї вiдповiдної
йому групи першого прихованого шару. Вихiд нейронiв другого
прихованого шару визначається формулою:

z
(2)
k (x) = s(1z(1)k (x) - b(2)),
k=1,...,n,
1 = (1,...,1)T ∈ Rn−1,

b(2) = n - 1.
Для уникнення неочiкуваних ефектiв, спричинених заокру-

глювальною помилкою комп’ютера, при реалiзацiї можна вважа-
ти: b(2) = n−1−ε, де 0 < ε < 1. Вiдповiдно, z(2)k (x) також приймає
значення iз множини {0,1}.

Шар виходу отримує сигнали з усiх нейронiв другого при-
хованого шару, i вихiд задається формулою:

y(x) =
n∑
k=1

f(k)z(2)k .

Наступна схема iлюструє описану структуру:

Апроксимацiйнi властивостi
Введемо поняття дiаграми Вороного для множини точок X

= {x(1),...,x(n)} ⊂ D, де D - невласна пiдмножина Rd, 2 ≤ n <∞ i
x(i) 6=x (j) для i 6= j. Дiаграма Вороного являє собою таке розбиття
множини X на областi - комiрки Вороного, кожна з яких мiстить
одну iз точок множини X i усi точки простору, що ближчi до даної
точки множини X, нiж до будь-якої iншої точки цiєї множини.
Взявши за вiдстань мiж точками евклiдову норму, отримаємо такi
формальнi означення: область
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V (i) = {x | ||x−x(i)||2 ≤ ||x - x (j)||2,∀i 6= j} є комiркою Вороного
точки x(i), а множина V(X) = {V (1),...,V (n)} є дiаграмою Вороного
для множини точок X.

Приклад дiаграми Вороного на площинi для 5 точок:

Сформулюємо та доведемо теорему про апроксимацiйнi вла-
стивостi описаної нейронної мережi з прямим зв’язком:

Th: Вихiд даної нейронної мережi є кусково-сталою апрокси-
мацiєю функцiї f(x) за набором даних {x(k), f(x(k))}nk=1, i при n ≥
2:
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y(x) =
n∑
k=1

f(x(k))IV (k)(x).

* Тут V (k) - комiрка Вороного точки x(k), вiдповiдно iндика-
тор:

IV (k)(x) =

{
1 x ∈ V (k)

0 x /∈ V (k)

Доведення:
Нехай xcepk.j = 1

2(x(k) + x(j)) - середня точка мiж точками x(k)

та x(j) для всiх x(k) та усiх x(j), де k = 1,...,n, n ≥ 2, j 6= k.
Тодi з визначення виходу першого прихованого шару z

(1)
k,j = 1

тодi i тiльки тодi, коли (x(k) − x(j))x ≥ (x(k) − x(j))xcepk.j , звiдси
(x− xcepk.j )(x(k) − x(j)) ≥ 0.

{ x | (x − xcepk.j )(x(k) − x(j)) = 0 } - центральна гiперплощина,
що роздiляє точки x(k) та x(j). Тому (x − xcepk.j )(x

(k) − x(j)) ≥ 0

включає усi точки, що лежать ближче до x(k), анiж до x(j). Тому
отримуємо, що:

{x | z(1)k,j(x ) = 1} = {x | ||x - x (k)||2 ≤ ||x - x (j)||2} для всiх
1 ≤ k ≤ n, j 6= k.

Вихiд k-того нейрону другого прихованого шару z(2)k = 1 тодi
i тiльки тодi, коли z(1)k,j = 1 ∀j 6= k. Звiдси:

{x | z(2)k,j(x ) = 1} = {x | ||x - x (k)||2 ≤ ||x - x (j)||2 ∀j 6= k} =
V(k), ix(k).

Таким чином вихiд мережi y(x) =
n∑
k=1

f(k)z(2)k є кусково-сталою

функцiєю у формi y(x) =
n∑
k=1

f(x(k))IV (k)(x).
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Th: Вважаючи f(x) диференцiйовною функцiєю, що має обме-
женi похiднi першого порядку, i мiру µ такою, що:∫

D ||x||
2
2dµ(x) <∞,

похибка апроксимацiї розглянутої мережi задовольняє нерiв-
нiсть:
||y − f ||L2dµ(D) ≤ (sup

x∈D
||∇f (x)||2)(

n∑
i=1

∫
V (i) ||x(i) − x||22dµ(x))

1
2 .

* Тут без обмеження загальностi вважаємо:∫
D dµ(x) = 1.

Доведення:
Iз попередньої теореми:

||y − f ||L2dµ(D) =
n∑
i=1

∫
V (i) |f (x(i))− f (x)|2dµ(x) =

n∑
i=1

∫
V (i) |

∫ 1

0 (x(i) − x)∇f (tx(i) + (1− t)x)dt|2dµ(x) ≤
n∑
i=1

∫
V (i)(||x(i) − x)||2

∫ 1

0 ||∇f (tx(i) + (1− t)x)||2dt)2dµ(x) ≤
n∑
i=1

( sup
x∈V (i)

||∇f (x)||2)2
∫
V (i) ||x(i) − x)||22dµ(x) =

(sup
x∈D
||∇f (x)||2)2

n∑
i=1

∫
V (i) ||x(i) − x)||22dµ(x).

Наслiдок: Вважаючи D обмеженою:
||y − f ||L2dµ(D) ≤ (sup

x∈D
||∇f (x)||2)δ,

де δ = max
1≤i≤n

diam(V (i)),

diam(A) = sup
x,x′∈A

||x− x′||2 - дiаметр обмеженого набору А.
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Доведення випливає iз попередньої теореми, бо:
n∑
i=1

∫
V (i) ||x(i) − x)||22dµ(x) ≤ δ2

n∑
i=1

∫
V (i) dµ(x) = δ2.

При цьому якщо вхiднi данi {x(j)}nj=1 нормально розподiленi
на обмеженiй множинi D, то δ ∼n−1d , де d - розмiрнiсть простору,
звiдси похибка мережi виражається так:
||y − f ||L2dµ(D) ∼ O(n

−1
d ).

Обчислювальнi експерименти
Програмна реалiзацiя запропонованої мережi для випадку

однiєї змiнної (для функцiї sin(5πx)) з рiвномiрно розподiленими
на вiдрiзку [0, 1] навчальними даними мовою Python наведена у
додатку А.

Будемо дослiджувати 1000 вхiдних даних. Вiзьмемо спочатку
невеликий набiр рiвномiрно розподiлених навчальних даних - 25:

100:
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200:

З графiкiв бачимо, що отримано кусково-сталу апроксима-
цiю дослiджуваної функцiї, при цьому з iлюстрацiй чiтко видно,
що зi зростанням кiлькостi навчальних даних, зростає i точнiсть
апроксимацiї. Отже, така апроксимацiя є досить ефективною i
даний алгоритм будує її iз максимальною можливою точнiстю i
не потребує довгого часу виконання, проте кусково-стала апро-
ксимацiя сама по собi є не найефективнiшим методом, тому далi
ми спробуємо реалiзувати бiльш складнi конструкцiї.
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Багатошаровий перцептрон

Тепер, згiдно Унiверсальної апроксимацiйної теореми, реалiзує-
мо багатошаровий перцептрон з двома прихованими шарами для
нашої задачi, його загальний схематичний вигляд:

Будемо використовувати бiблiотеку TensorFlow. Для апро-
ксимацiї оберемо функцiю sin(x) на промiжку [0,10]. Згенеруємо
10000 випадково розподiлених навчальних точок i 500 тестових.
Функцiєю активацiї буде функцiя ReLu, що має вигляд:

r(x) =

{
x x ≥ 0

0 x < 0

Реалiзацiя наведена у додатку Б.
Отримаємо таку модель:
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Model: "sequential_1"
___________________________________________________________
Layer (type) Output Shape Param #
===========================================================
dense_1 (Dense) (None, 500) 1000
___________________________________________________________
dense_2 (Dense) (None, 100) 50100
___________________________________________________________
dense_3 (Dense) (None, 1) 101
===========================================================
Total params: 51,201
Trainable params: 51,201
Non-trainable params: 0

Оберемо оптимiзатор Adam, що використовує метод стоха-
стичного градiєнтного спуску, що базується на адаптивному оцi-
нюваннi моментiв першого та другого порядку, i будемо викори-
стовувати 20 епох для навчання. Натренувавши модель, отрима-
ємо апроксимацiю для тестових точок:
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Середньоквадратична похибка складає 2.532e-05, тому ре-
зультати дуже точнi.

Тепер оберемо бiльш складну функцiю:
y = sin(x2)(cos(x+ 2))2 + (sin(x))3 на промiжку [0, 10], її гра-

фiк:

I використаємо ту ж саму кiлькiсть даних, i ту ж мережу з
тими ж парамертами, отримаємо (апроксимованi значення зеле-
ним кольором):

Результат значно гiрший, середньоквадратична похибка скла-
дає 0.11145571385591223.
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При цьому при збiльшеннi кiлькостi навчальних даних, або
кiлькостi нейронiв у прихованих шарах, достатньої точностi до-
сягти все одно складно, а час виконання росте настiльки, що по-
стає питання про доцiльнiсть та оптимальнiсть використання ме-
режi такої структури для даного класу функцiй.

Проблема у тому, що використання багатошарового перце-
птрона має свої недолiки [4], зокрема погану збiжнiсть для зна-
чних нелiнiйностей, що ми i бачимо на останньому прикладi. Крiм
цього, схильнiсть застрягати на небажаних локальних мiнiмумах
i довгий час навчання через повiльну збiжнiсть.

Тому далi, щоб оптимiзувати вирiшення цiєї проблеми, ми
розглянемо iншi конструкцiї нейронних мереж прямого зв’язку.
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Мережа радiальних базисних функцiй

Введемо поняття радiальної базисної функцiї:
нехай деяка точка c є центром; дiйснозначна функцiя, чиє зна-

чення залежить вiд вiдстанi до центру c: φ(x) = φ(||x− c||) нази-
вається радiальною базисною функцiєю.

Розглянемо нейронну мережу радiальних базисних функцiй
(RBFN - radial basis function network), яка вводиться замiною гло-
бальної функцiї активацiї у багатошаровому перцептронi, на ло-
кальну радiальну базисну функцiю [5].

Вперше така мережа була запропонована у 1988 роцi, i фа-
ктично, являє собою об’єднання радiальних функцiй у нейронну
мережу з одним прихованим шаром, схему якої можна побачити
на малюнку:
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До кожного прихованого вузла застосовується активацiйна
функцiя φ. Таким чином, вихiд визначається центром ~c, а також
параметром b, що називається шириною:

φj(ξ) = φj(||~x− ~c||/b), j = 1, 2, ...,m.
φ може бути довiльною радiальною базисною функцiєю, най-

поширенiшими є гаусiвська, мультиквадратична i обернена муль-
тиквадратична. Центральнi вектори, параметр b i вихiднi ваги
регулюються адаптивно у процесi навчання. Компоненти ci на
початку можуть обиратись випадково iз вхiдних даних, або як се-
реднє за кластерами. За фiксованими центрами i шириною b, ва-
ги wi, що мiнiмiзують похибку, обчислюються шляхом розв’язку
псевдооберненої системи лiнiйних рiвнянь [4], у матричному за-
писi:

W = Φ+Y ,

де Φ =


φ(x1, c1) ... φ(x1, cm)

φ(x2, c1) ... φ(x2, cm)

.. .. ..

φ(xd, c1) ... φ(xd, cm)

 - вихiд базисних функцiй φ,

i Φ+ = (ΦTΦ)−1ΦT - псевдообернена матриця.
Тому (у випадку гаусiвської активацiйної функцiї) факти-

чно на виходi отримаємо лiнiйну комбiнацiю деяких, оптимально
пiдiбраних гаусiвських функцiй, як це показано на графiку:
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У Додатку В ралiзуємо цю мережу згiдно описаної структу-
ри, обравши у якостi активацiйної функцiї гаусiвську. Залишає-
ться обрати кiлькiсть центрiв ci, очевидно, що чим бiльш складна
функцiя, тим бiльше центрiв знадобиться. Спробуємо апроксиму-
вати останню функцiю, описану в попередньому роздiлi з тою ж
кiлькiстю тренувальних та тестових точок, з кiлькiстю центрiв -
50:

Отримана апроксимацiя значно краща, нiж у випадку бага-
тошарового перцептрона, середньоквадратична похибка складає
0.046879.

I уже збiльшивши кiлькiсть центрiв до 100, отримаємо:

Середньоквадратична похибка - 6.073615e-06.
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При цьому час виконання - близько 12 секунд, значно менший
нiж при використаннi багатошарового перцептрона.

Проаналiзуємо залежнiсть похибок вiд кiлькостi центрiв, для
кiлькостi центрiв вiд 10 до 150 iз кроком 10:

При цьому точнiсть, окрiм кiлькостi тренувальних даних, на-
пряму залежить лише вiд кiлькостi центрiв. Отже, можна зроби-
ти висновок, що для довiльно складної неперервної функцiї однiєї
змiнної знайдеться достатня кiлькiсть центрiв, щоб мережа радi-
ально базисних функцiй апроксимувала її iз довiльною точнiстю.

У Додатку Г реалiзуємо описану мережу для випадку апро-
ксимацiї функцiї багатьох змiнних на прикладi функцiї

z = sin(x+ y), при x, y ∈ [0, 10]. Зауважимо, що апроксимацiя
функцiї двох змiнних потребує бiльше часу, i точнiсть у загаль-
ному випадку, росте повiльнiше, нiж для функцiй однiєї змiнної.
Використавши 1000 центрiв, отримаємо апроксимацiю:
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Похибка складає 0.002579288, результат досить непоганий, i,
аналогiчно, теоретично може бути пiдвищений за рахунок збiль-
шення лише кiлькостi центрiв або тренувальних точок.
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Висновки

Отже, в роботi ми розiбрались, як працюють i отримують
результат нейроннi мережi для задачi апроксимацiї функцiй, бу-
ло розглянуто теоретичнi основи апроксимацiї функцiй, зокрема
багатьох змiнних, нейронними мережами прямого зв’язку, розши-
рення теореми Стоуна, в тому числi унiверсальну апроксимацiй-
ну теорему, симплекцiйну апроксимацiйну теорему, їх констру-
ктивнi доведення та передбачення явного алгоритму побудови
мереж, а також їх використання для обґрунтування можливо-
стей наближення нейронними мережами; питання узагальнення
i максимального розширення класу задач, розв’язних нейронни-
ми мережами за рахунок використання трiангульовних просторiв,
дослiджено використання багатошарового перцептрона та його
недолiкiв для задачi апроксимацiї, розглянуто i протестовано вдо-
сконалену модель нейронної мережi, що використовує радiальнi
базиснi функцiї у якостi активацiйних, i дозволяє апроксимувати
довiльно складну неперервну функцiю на вiдрiзку без значних
затрат часу.
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Додатки

Додаток А

import math
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X = 0.00

def fnn(X):
input = []
k = 0.000000000000001
while k <= 1:

input.append(k)
k += 0.02

n = len(input)

hidden_l1 = [[0]*n for i in range(n)]
for i in range(n):

for j in range(n):
hidden_l1[i][j] = X*(input[i] - input[j])
- 0.5*(input[i] - input[j]) * (input[i] + input[j])
if (hidden_l1[i][j] <= 0):

hidden_l1[i][j] = 0
else:

hidden_l1[i][j] = 1
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hidden_l2 = [0]*n
for i in range(n):

for j in range(n):
hidden_l2[i] += hidden_l1[i][j]

hidden_l2[i] += 1-n
if (hidden_l2[i] < 0):

hidden_l2[i] = 0
else:

hidden_l2[i] = 1

appr_func = [0]*n
for i in range(n):

appr_func[i] = math.sin(5*math.pi*input[i])
answer = 0
for i in range(n):

answer += appr_func[i]*hidden_l2[i]
return answer

ask = []
t = 0.00000000000000001
while t <= 1:

ask.append(t)
t += 0.01

res = [0.0]*len(ask)
for i in range(len(ask)):

res[i] = fnn(ask[i])

xs = []
sin_vals = []
x = 0.0
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while x < 1.0:
sin_vals += [math.sin(5*math.pi*x)]
xs += [x]
x += 0.003

plt.scatter(ask, res, c=’green’, s=6)
plt.plot(xs, sin_vals, color = ’grey’, linestyle = ’dashed’)
plt.show()
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Додаток Б

import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
import math
import random
from keras.models import Sequential
from tensorflow.keras.layers import Dense

x_train = []
for i in range(0, 10000):

x = random.uniform(0, 10)
x_train.append(x)

x_test = []
for i in range(0, 500):

x = random.uniform(0, 10)
x_test.append(x)

y_train = []
for x in x_train:

y = math.sin(x)
y_train.append(y)

plt.figure(figsize=(8,8))
plt.scatter(x_train, y_train, c = ’green’, s = 5)

def make_model():
model0 = Sequential()
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model0.add(Dense(500, input_dim=1, activation=’relu’))
model0.add(Dense(100, activation=’relu’))
model0.add(Dense(1))

return model0

model0 = make_model()
model0.summary()

model0.compile(
loss=’mean_squared_error’,
optimizer=’adam’,
metrics=[’mse’]
)

model0.fit(x_train, y_train, epochs=20, batch_size=10)

predictions = model0.predict(x_test)

plt.scatter(x_test, predictions, c = ’green’, s = 4)

plt.figure(figsize=(8,8))
plt.scatter(x_train, y_train, c = ’grey’, s = 5)
plt.scatter(x_test, predictions, c = ’green’, s = 50,
marker = ’.’)
plt.show()

y_test_actual = []
for x in x_test:
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y = math.sin(x)
y_test_actual.append(y)

from sklearn.metrics import mean_squared_error

mse = mean_squared_error(y_test_actual, predictions)
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Додаток В

import numpy as np
from scipy.linalg import norm, pinv
from scipy import *
from matplotlib import pyplot as plt
import math
from sklearn.metrics import mean_squared_error

class RBFN:
def __init__(self, indim, n_cent, outdim):

self.indim = indim
self.outdim = outdim
self.n_cent = n_cent
self.centers = [random.uniform(-1, 1, indim)
for i in range(n_cent)]
self.b = 8
self.W = random.random((self.n_cent, self.outdim))

def basisfunc(self, c, d):
assert len(d) == self.indim
return exp(-self.b * norm(c-d)**2)

def activation(self, X):
G = zeros((X.shape[0], self.n_cent), float)
for ci, c in enumerate(self.centers):

for xi, x in enumerate(X):
G[xi,ci] = self.basisfunc(c, x)

return G
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def train(self, X, Y):
rand_idx = random.permutation(X.shape[0])
[:self.n_cent]
self.centers = [X[i,:] for i in rand_idx]
G = self.activation(X)
self.W = dot(pinv(G), Y)

def test(self, X):
G = self.activation(X)
Y = dot(G, self.W)
return Y

n = 10000
x = []
for i in range(0, n):

xx = random.uniform(0, 10)
x.append(xx)

x = np.array(x)
x = x.reshape(n, 1)

x_test = []
for i in range(0, 500):

xx = random.uniform(0, 10)
x_test.append(xx)

x_test = np.array(x_test)
x_test = x_test.reshape(500, 1)

y = []
for xx in x:

yy = math.sin(xx**2)*(math.cos(xx+2))**2
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+(math.sin(xx))**3
y.append(yy)

rbfn = RBFN(1, 100, 1)
rbfn.train(x, y)
y_test = rbfn.test(x_test)

plt.figure(figsize=(15, 6))
plt.scatter(x, y, c=’grey’, s = 5)
plt.scatter(x_test, y_test, c=’green’, s = 20)
plt.show()
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Додаток Г

n = 10000
xy = []
for i in range(0, n):

x1 = random.uniform(0, 10)
y1 = random.uniform(0, 10)
pair = [x1, y1]
xy.append(pair)

xy=np.array(xy)
xy.reshape(n, 2)

x_test = []
for i in range(0, 500):

x1 = random.uniform(0, 10)
y1 = random.uniform(0, 10)
pair = [x1, y1]
x_test.append(pair)

x_test=np.array(x_test)
x_test.reshape(500, 2)

y = []
for xx in xy:

yy = math.sin(xx[0]+xx[1])
y.append(yy)

rbfn = RBFN(2, 1000, 1)
rbfn.train(xy, y)
y_test = rbfn.test(x_test)
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y_test_actual = sin(x_test)
y_test_actual = []
for xx in x_test:

yy = math.sin(xx[0]+xx[1])
y_test_actual.append(yy)

mse = mean_squared_error(y_test_actual, y_test)

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from matplotlib import cm

XP=[]
YP=[]
for t in x_test:

XP.append(t[0])
YP.append(t[1])

XP = np.array(XP)
YP = np.array(YP)

fig = plt.figure(figsize=(12, 10))
ax = fig.add_subplot(111, projection="3d")
X, Y = np.mgrid[0:10:200j, 0:10:200j]
Z = np.sin(X+Y)
ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap=cm.YlGn, lw=0.5,
rstride=1, cstride=1)

ax.scatter(XP, YP, y_test, c=’green’, s = 40)
plt.show()
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