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Abstract. Computational algorithms for modeling of multiphase
hydrodynamics processes with take of phase transitions will be di-
scussed. The algorithms are based on discretization of conservation
laws for mass, momentum, and energy in integral and differential
forms. The time and spatial discretization is natural and numerical
simulations are realized as direct computer experiments. The experi-
ments are implemented as a computer simulation of the dynamics of
a multiphase carrier fluid containing particles that can undergo, for
example, graphite–diamond phase transitions and calculations are gi-
ven. Modification of the algorithms have also been developed to take
into account the influence of viscosity when simulating the dynamics
of a multiphase fluid in porous media.
Keywords: discretization, conservation laws, particle-in-cell, large
particles, phase transitions.

Анотацiя. Розглянуто обчислювальнi алгоритми моделювання
багатофазних гiдродинамiчних процесiв з урахуванням фазових
перетворень. Алгоритми заснованi на дискретизацiї законiв збе-
реження маси, iмпульсу та енергiї в iнтегральнiй та диференцi-
альнiй формах. Такi часовi та просторовi дискретизацiї є при-
родними та чисельне моделювання реалiзується у виглядi пря-
мих комп’ютерних експериментiв. Цi експерименти реалiзованi
як комп’ютерне моделювання динамiки багатофазної рiдини, що
мiстить частки, якi можуть зазнавати фазовi перетворення, на-
приклад, графiт–алмаз. Наведено розрахунки. Також розробле-
но модифiкацiю цих алгоритмiв для врахування впливу в’язкостi
при моделюваннi динамiки рiдини в пористих середовищах.
Ключовi слова: дискретизацiя, закони збереження, частки в
комiрках, великi частки, фазовi перетворення.
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Вступ
Однiєю з найцiкавiших проблем сучасної науки є розробка математи-

чних моделей i методiв дослiдження процесiв багатофазної гiдродинамiки
та фiльтрацiї в складних системах. Комп’ютерне моделювання є важливим
i часто єдиним iнструментом для вирiшення таких наукових та iнженерних
проблем. Математичне i чисельне моделювання також грає важливу роль в
розумiннi сутi явищ i процесiв, дослiджуваних в сучаснiй механiцi, фiзицi i
хiмiї. Вивчення та оптимiзацiя фiзико-хiмiчних процесiв, що вiдбуваються в
багатофазних речовинах в областi фазових перетворень, вимагають досить
точного визначення значень тискiв, енергiй i швидкостей, що виникають в
рiзних точках цих речовин на вiдповiднi моменти часу. Визначення значень
таких величин, можливо на основi чисельного та комп’ютерного моделю-
вання нелiнiйних процесiв багатофазної гiдродинамiки та фiльтрацiї, що
враховує основнi положення теорiї фазових перетворень.

Одним iз пiдходiв до розробки таких моделей є пiдхiд представлений в
монографiї [1] та заснований на концепцiї багатофазних суцiльних середо-
вищ. Однак, загальнi багатофазнi рiвняння, що характеризують такi сере-
довища й представленi в [1], не є замкнутими i мiстять невизначенi доданки.
Таким чином, на даний момент в лiтературi практично вiдсутнi замкнутi
математичнi моделi, що описують процеси з урахуванням фазових пере-
творень. Задача про побудову загальних моделей, що враховують фазовi
перетворення, поставлена В. I. Юдовiчем як одна з основних задач матема-
тичної фiзики [2]. Ця проблема не буде вирiшена тут, але буде представлено
конкретний пiдхiд для розрахунку параметрiв багатофазних середовищ в
областi фазових перетворень. Цей пiдхiд ґрунтується на дискретизацiї за-
конiв збереження маси, iмпульсу та енергiї, чисельна реалiзацiя якої була
представлена у роботах [3] i [4]. Однак, така комп’ютерна реалiзацiя не
була стiйкою и потребувала значних ресурсiв при розрахунках.

Для виправлення цих недолiкiв була розроблена нова реалiзацiя методу
моделювання динамiки багатофазних рiдин з урахуванням фазових пере-
творень. Ця реалiзацiя ґрунтується на результатах робiт [5] i [6], де наведе-
но строгий математичний пiдхiд, що веде до моделей багатофазної гомоге-
нiзацiї для задач дифузiї у композитних середовищах. Пiдхiд, який вико-
ристовує замкнутi рiвняння багатофазної гомогенiзацiї для моделювання,
був анонсований у роботах [7] i [8]. При чисельнiй реалiзацiї цього методу
використовується комбiнування вiдомих методiв часток в комiрках Харлоу
[9], великих часток Бiлоцерковського [10, 11], гомогенiзацiї (усереднення)
Бахвалова [12] та врахованi положення теорiї фазових перетворень [13, 14].
У наступному параграфi будуть наведенi розрахунковi формули такого пiд-
ходу i надалi прокоментованi результати розрахункiв та графiки розподiлу
величин, якi добре узгоджуються з експериментальними даними [15, 16].

Методи часток широко використовуються для моделювання динамiки
однорiдних рiдин та плазми [17–21]. Методи часток були узагальненi та-
кож до методу згладжених часток для моделювання рiзноманiтних проце-
сiв динамiки рiдин [22–25]. Приклади розрахункiв за такими алгоритмами
та докладну бiблiографiю можна знайти у роботах [21] та [25].
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1. Моделювання багатофазних потокiв

Моделювання динамiки багатофазних рiдин i матерiалiв в областi ви-
соких тискiв, швидкостей та енергiй з урахуванням фазових перетворень
буде засновано на пiдставi припущення про локальний збiг тискiв у кожнiй
з фаз рiдин та дискретизацiї законiв збереження за допомогою гомогенiза-
цiї на комiрках розрахункової сiтки [7, 8]. Припущення про локальний збiг
тискiв є природним, оскiльки «при високих тисках властивостi твердого
тiла наближаються до властивостей рiдини, а для сумiшей рiдин характер-
ний збiг їхнiх тискiв» ([1], с. 242). Таким чином, розглядається алгоритм
моделювання, для якого чисельна дискретизацiя є природною, i алгоритми
розрахункiв реалiзуються як комп’ютерне моделювання динамiки несучої
рiдини, що мiстить частки, якi можуть зазнавати фазовi перетворення. Цi
перетворення моделюються з урахуванням основних положень теорiї фазо-
вих перетворень та законiв термодинамiки [13, 14]. Такий пiдхiд є адеква-
тним фiзичнiй та математичнiй сутностi таких процесiв, оскiльки закони
збереження та термодинамiки залишаються виконаними i на дискретному
рiвнi в рамках прийнятої точностi розрахункiв.

Чисельна реалiзацiя моделювання динамiки рiдин в областi високих ти-
скiв, швидкостей та енергiй з урахуванням фазових перетворень буде пред-
ставлена надалi, де передбачається, що рiдини, якi розглядаються, є нео-
днорiдними та нев’язкими. Неоднорiдностi рiдини розглядаються як малi
частки однiєї рiдини розподiленої в iншiй (несучiй) рiдини. Загальне чи-
сло таких часток може бути досить великим, i цi частки можуть зазнавати
фазовi перетворення. При проведеннi розрахункiв використовується ком-
бiнування методу часток в комiрках [9], методу великих часток [10, 11]
та методу гомогенiзацiї [12]. У цих алгоритмах використовуються ейлерiв
та лагранжiв пiдходи одночасно i розрахунки заснованi на дискретизацiї
законiв збереження, представлених у наступнiй iнтегральнiй формi∫

V (t)

∂ρ

∂t
dτ = −

∫
S(t)

(ρW ) · η ds,

d

dt

∫
V (t)

ρWdτ = −
∫
S(t)

p η ds, (1)

d

dt

∫
V (t)

ρE dτ = −
∫
S(t)

(pW ) · η ds,

де V (t) i S(t) позначають об’єм i поверхню деякої лагранжевої областi рi-
динi, η є зовнiшньою нормаллю для такої областi, p = p(ρ,E) та ρ,W,E
позначають шуканi невiдомi щiльнiсть, швидкiсть i повну енергiю, вiдповiд-
но. У випадку розгляду тривимiрної лагранжевої областi, швидкiсть може
бути представлена у виглядi W = (u, v, w). Як вiдомо [10, 11] закони збере-
ження (1) є еквiвалентними законам збереження маси, моментiв i енергiї,
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що можуть бути представленi у наступнiй диференцiальнiй формi
∂ρ

∂t
+ div(ρW ) = 0,

∂ρW

∂t
+ div(ρW⊗W ) +∇p = 0, (2)

∂ρE

∂t
+ div(ρWE) + div(pW ) = 0,

де W ⊗W позначає тензорний квадрат вектора-функцiї W = W (t, x, y, z),
заданої в точцi (x, y, z) деякої ейлерової областi Ω ⊂ R3 в момент часу
t ∈ [0, T ] для деякого додатного T .

Конкретнi типи рiдин (речовин або матерiалiв) визначаються в цих рiв-
няннях через визначення форми рiвняння стану, яке може бути подане у
виглядi p = p(ρ, J), де J = E −W 2/2 позначає внутрiшню питому енергiю.
Надалi, для конкретизацiї обчислювальних формул припускається слiдую-
чи [1, 14], що рiвняння стану розглянутих рiдин мають вигляд

p = P (ρ) + ρΓ(ρ)J, (3)

де P (ρ) i Γ(ρ) позначають пружну складову рiвняння стану i коефiцiєнт
Грюнайзена для вiдповiдної рiдини, що визначенi в [1, 14]. Крiм того, кое-
фiцiєнт Грюнайзена з (3) задається формулою

Γ(ρ) = Γo + Γ1(ρ/ρo), (4)

що справедлива для багатьох рiдин, металiв i продуктiв детонацiї вибухо-
вих речовин у широкому дiапазонi змiни щiльностi [1, 14], де ρo позначає
початкову щiльнiсть, а Γo i Γ1 постiйнi речовини. Припускається також, що

P (ρ) = ρocoγ
−1((ρ/ρo)

γ − 1), (5)

де ρo, co i γ є постiйними речовини, наприклад, для графiту початкова
щiльнiсть ρo = 2.25 g/sm3, для алмазу початкова щiльнiсть ρo = 3.51 g/sm3

та iншi постiйнi визначенi, наприклад, в [1, 14].
Для просторової дискретизацiї в чисельних розрахунках область Ω, що

займана рiдиною, розбивається на комiрки малого розмiру з рiвномiрними
кроками ∆x,∆y,∆z за просторовими змiнними. Кожнiй такiй комiрцi при-
писується номер i, j, k та усередненi значення щiльностi, швидкостi, тиску
i енергiї, яки вiдносяться до центру комiрки i позначаються

ρnijk, unijk, vnijk, wnijk, pnijk, Enijk. (6)

Iндекс n у цих позначеннях вказує на номер часового кроку, оскiльки роз-
рахунки проводяться крок за кроком з малим часовим iнтервалом ∆t, по-
чинаючи iз заданої початкової конфiгурацiї параметрiв рiдини.

Рiдина, що заповнює кожну з таких комiрок i, j, k розглядається як су-
купнiсть декiлькох часток. При цьому, частки, що вiдповiдають несучiй
рiдинi, що заповнює комiрку з номером i, j, k розглядаються як об’єднана
велика частка (як у методi великих часток [10]), а включення, що вiдпо-
вiдають вкрапленням графiту, розглядаються як сукупнiсть малих часток
в комiрцi i, j, k (як у методi часток в комiрках [9, 11]).
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Значення щiльностi, швидкостi, тиску i енергiї, що приписуються таким
великим часткам, вiдносяться до центру комiрки i позначаються

ρbnijk, ubnijk, vbnijk, wbnijk, pbnijk, Ebnijk. (7)

Система включень, наприклад, графiту перенумеровується та моделюється
малими частками. Малим часткам приписуються просторовi координати,
щiльнiсть, тиск, об’єм i внутрiшня енергiя

xns , yns , zns , ρns , pns , Ons , Jns . (8)

Iндекс s у цих позначеннях вiдповiдає номеру частки й змiнюється вiд
одиницi до S, де S позначає число всiх часток, що заповнюють область Ω.
Крiм того, кожнiй частки (у якiй може виникнути, наприклад, i алмазна
фаза з перебiгом часу) на часовому кроцi n приписуються щiльнiсть гра-
фiтової складової, її енергiя й об’єм i масова частка вмiсту графiту

ρngs, Jngs, Ongs, Wn
gs. (9)

За цими величинами для кожної частка з номером s на часовому кроцi n
обчислюються об’єм алмазної складової Onas i її щiльнiсть ρnas та внутрiшня
енергiя Jnas. Щiльнiсть графiтової складової визначається з рiвностi

ρngsO
n
gs = ρnsO

n
sW

n
gs (10)

через масову частку графiтуWn
gs. Передбачається, що графiтова й алмазна

складовi кожної частки мають однаковi температуру та тиск. Останнє iз
цих припущень виражається рiвнiстю

Pg(ρ
n
gs) + ρngsΓg(ρ

n
gs)J

n
gs = Pa(ρ

n
as) + ρnasΓa(ρ

n
as)J

n
as, (11)

а припущення про збiг температур такої частки з номером s має вигляд

c−1g (Jngs − Jg(ρngs)) = c−1a (Jnas − Ja(ρnas)), (12)

де cg i ca позначають сталi, обумовленi питомою теплоємнiстю при постiй-
ному об’ємi, а Jg(ρ

n
gs) i Ja(ρnas) позначають пружнi складовi внутрiшнiх

питомих енергiй у рiвняннi стану для графiту та алмазу.
За умови, що Ongs, ρngs i Jngs заданi для частки з номером s на часово-

му кроцi n − 1, рiвняння (10)–(12) розглядаються як система рiвнянь для
визначення невiдомих Onas, ρnas i Jnas. Тобто, всi значення з (9) та значення
тиску для частки з номером s на часовому кроцi n є визначеними та мо-
жна визначити об’єм i щiльнiсть графiтових та алмазних складових малих
часток, що перебувають в комiрцi з номером i, j, k як усередненi значення.

На цьому кроцi виникає важлива рiзниця з методом робiт [3] i [4], де
система рiвнянь (10)–(12) доповнювалася до системи iз шiстьох рiвнянь для
визначення об’єму та щiльнiсть графiтових i алмазних складових малих
часток. Тут використається тiльки три рiвняння (10)–(12) для знаходження
трьох невiдомих Onas, ρnas i Jnas. Розрахунки за такою модифiкацiєю методу
виявляються бiльш зручнiшими та стiйкими при комп’ютерної реалiзацiї.
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У якостi щiльностi i внутрiшньої енергiї для комiрки i, j, k обираються
усередненi за складовими такої комiрки компонентам значення

ρnijk =
ρbnijkO

bn
ijk + ρsnijkO

sn
ijk

Oijk
, Jnijk =

ρbnijkJ
bn
ijkO

bn
ijk + ρsnijkJ

sn
ijkO

sn
ijk

ρnijkOijk
,

де, наприклад, Jbnijk та Jsnijk позначають внутрiшню енергiю великої та ма-
лої часток у даний час, що завершує опис спiввiдношень для обчислення
усереднених значень i значень, що вiдносяться до великих i малих часток.

Нарештi, для врахування граничних умов при дискретизацiї задач (1)
та (2), область Ω оточується системою фiктивних комiрок [10], у яких зна-
чення параметрiв iз (6)–(9) визначаються так, щоб на межi ∂Ω виконува-
лися вiдповiднi межовi умови в рамках прийнятої точностi, обумовленої
величинами ∆x, ∆y, ∆z, ∆t та загальним числом малих часток S.

Чисельнi розрахунки проводяться крок за кроком з досить малим ча-
совим iнтервалом ∆t, починаючи iз заданої початкової конфiгурацiї даної
неоднорiдної рiдини, що визначає значення параметрiв з (6)–(9) при n = 0.
Вiдповiдний часовий крок переходу з часового шару з номером n − 1 на
часовий шар з номером n для моделювання руху даної неоднорiдної рi-
дини iз включеннями графiту розбивається на чотири етапи: пiдготовчий,
ейлерiв, лагранжiв i заключний етапи. Такi етапи спiвпадають з вiдповiд-
ними етапами роботи [4] з урахуванням, що використовується тiльки три
рiвняння (10)–(12) для знаходження трьох невiдомих Onas, ρnas i Jnas.

Таким чином, слiдуючи [4] iз зазначеними змiнами, на першому ейлеро-
вому етапi при переходi з часового шару з номером n − 1 обчислюються
промiжнi значення швидкостей i енергiї, де припускається вiдсутнiсть по-
току маси часток через межi ейлерових комiрок, що вiдповiдає переносу
моментiв i енергiї в кожнiй комiрцi, обумовленому силами тиску вiдповiдно
до рiвнянь моментiв i енергiї. При цьому на першому попередньому етапi,
внутрiшня енергiя великих i малих часток, що знаходяться у кожнiй комiр-
цi, розподiляється мiж цими частками так, щоб тиск i температура в цiй
комiрцi були рiвними у вiдповiдностi iз (10)–(12). Спочатку обчислюються
промiжнi значення швидкостей ūnijk, v̄

n
ijk, w̄

n
ijk, i енергiї Ē

n
ijk для комiрки з

номером i, j, k за такими формулами

ūnijk = unijk −
pni+1,j,k − pni−1,j,k

2 ∆x

∆t

ρnijk
, v̄nijk = vnijk −

pni,j+1,k − pni,j−1,k
2 ∆y

∆t

ρnijk
,

w̄nijk = wnijk −
pni,j,k+1 − pni,j,k−1

2 ∆z

∆t

ρnijk
,

Ēnijk = Enijk −
pni+1/2,j,ku

n
i+1/2,j,k − p

n
i−1/2,j,ku

n
i−1/2,j,k

∆x

∆t

ρnijk
− (13)

−
pni,j+1/2,kv

n
i,j+1/2,k − p

n
i,j−1/2,kv

n
i,j−1/2,k

∆y

∆t

ρnijk
−

−
pni,j,k+1/2w

n
i,j,k+1/2 − p

n
i,j,k−1/2w

n
i,j,k−1/2

∆z

∆t

ρnijk
,
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де для обчислення усереднених значень промiжного тиску та швидкостей
на вiдповiдних межах комiрки використовуються наступнi формули

pni+1/2,j,k =
pni+1,j,k + pni,j,k

2
, pni−1/2,j,k =

pni,j,k + pni−1,j,k
2

,

uni+1/2,j,k =
uni+1,j,k + uni,j,k

2
, uni−1/2,j,k =

uni,j,k + uni−1,j,k
2

,

vni+1/2,j,k =
vni+1,j,k + vni,j,k

2
, vni−1/2,j,k =

vni,j,k + vni−1,j,k
2

, (14)

wni+1/2,j,k =
wni+1,j,k + wni,j,k

2
, wni−1/2,j,k =

wni,j,k + wni−1,j,k
2

i аналогiчнi формули використовуються для обчислення значень pni,j+1/2,k,

pni,j,k+1/2, . . . , w
n
i,j−1/2,k, w

n
i,j,k−1/2, якi визначають усередненi значення тиску

та швидкостей з (13) на вiдповiдних межах комiрки з номером i, j, k.
На лагранжевому етапi при переходi вiд часового шару n до шару n+ 1

використовуються промiжнi значення швидкостi (14) для обчислення масо-
вих потокiв Mn

i+1/2,j,k,M
n
i−1/2,j,k,M

n
i,j+1/2,k,M

n
i,j−1/2,k, M

n
i,j,k+1/2 iMn

i,j,k−1/2
через межi комiрки з номером i, j, k за формулами

Mn
i+1/2,j,k = ρ̄ni+1/2,j,kū

n
i+1/2,j,k∆y∆z∆t,

Mn
i−1/2,j,k = ρ̄ni−1/2,j,kū

n
i−1/2,j,k∆y∆z∆t,

Mn
i,j+1/2,k = ρ̄ni,j+1/2,kv̄

n
i,j+1/2,k∆x∆z∆t,

Mn
i,j−1/2,k = ρ̄ni,j−1/2,kv̄

n
i,j−1/2,k∆x∆z∆t, (15)

Mn
i,j,k+1/2 = ρ̄ni,j,k+1/2w̄

n
i,j,k+1/2∆x∆y∆t,

Mn
i,j,k−1/2 = ρ̄ni,j,k−1/2w̄

n
i,j,k−1/2∆x∆y∆t,

де промiжнi потоки щiльностi розраховуються за такими формулами

ρ̄ni+1/2,j,k =

{
ρni,j,k, якщо uni+1/2,j,k ≥ 0,

ρni+1,j,k, якщо uni+1/2,j,k < 0,

ρ̄ni−1/2,j,k =

{
ρni−1,j,k, якщо uni−1/2,j,k ≥ 0,

ρni,j,k, якщо uni−1/2,j,k < 0,

ρ̄ni,j+1/2,k =

{
ρni,j,k, якщо vni,j+1/2,k ≥ 0,

ρni,j+1,k, якщо vni,j+1/2,k < 0,

ρ̄ni,j−1/2,k =

{
ρni,j−1,k, якщо vni,j−1/2,k ≥ 0,

ρni,j,k, якщо vni,j−1/2,k < 0,
(16)

ρ̄ni,j,k+1/2 =

{
ρni,j,k, якщо wni,j,k+1/2 ≥ 0,

ρni,j,k+1, якщо wni,j,k+1/2 < 0,

ρ̄ni,j,k−1/2 =

{
ρni,j,k−1, якщо wni,j,k−1/2 ≥ 0,

ρni,j,k, якщо wni,j,k−1/2 < 0.
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Таким чином, для розрахунку промiжних потокiв (16), якi використову-
ються для обчислення потокiв (15) через межi комiрки i, j, k , враховано
напрями швидкостей ūni+1/2,j,k, ū

n
i−1/2,j,k, . . . , w̄

n
i,j,k+1/2, w̄

n
i,j,k−1/2.

Значення (16) апроксимують масоперенос вiдповiдно до закону збереже-
ння маси, що виражається першим рiвнянням в (2). Розрахунковi форму-
ли (13) i (14) фактично є рiзницевою апроксимацiєю для решти рiвнянь
системи (2), якi виражають закони збереження iмпульсу та енергiї, якщо
доданки з дивергенцiєю дорiвнюють нулю. Вiдповiдно, апроксимацiя та-
ких доданкiв, що визначають передачу iмпульсiв та енергiї, виконується на
заключному етапi при переходi вiд часового шару n до шару n+ 1.

На третьому етапi для обчислення остаточних значень параметрiв ви-
користовуються масовi потоки (15), якi визначають динамiку рiдини на
часовому шарi n+ 1 для комiрки з номером i, j, k за формулами

ρn+1
ijk = ρnijk −

− O−1ijk

(
Mn
i+1/2,j,k −M

n
i−1/2,j,k + Mn

i,j+1/2,k−

− Mn
i,j−1/2,k + Mn

i,j,k+1/2 −M
n
i,j,k−1/2

)
,

un+1
ijk =

ρnijk

ρn+1
ijk

unijk−

−O−1ijk
(
ūni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − ū

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + ūni,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− ūni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + ūni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − ū

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,

vn+1
ijk =

ρnijk

ρn+1
ijk

vnijk− (17)

−O−1ijk
(
v̄ni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − v̄

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + v̄ni,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− v̄ni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + v̄ni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − v̄

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,

wn+1
ijk =

ρnijk

ρn+1
ijk

wnijk−

−O−1ijk
(
w̄ni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − w̄

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + w̄ni,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− w̄ni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + w̄ni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − w̄

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,

En+1
ijk =

ρnijk

ρn+1
ijk

Enijk−

−O−1ijk
(
Ēni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − Ē

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + Ēni,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− Ēni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + Ēni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − Ē

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,
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де Oijk = ∆x∆y∆z позначає об’єм комiрки та усередненi значення промi-
жних швидкостей (швидкiснi потоки) ūni+1/2,j,k, ū

n
i−1/2,j,k, . . . , w̄

n
i,j,k−1/2 об-

числюються за формулами, подiбними до (15) i (16), в яких ρnijk слiд замi-
нити на unijk, v

n
ijk, w

n
ijk вiдповiдно. Аналогiчнi формули (15) i (16) викори-

стовуються для усереднених промiжних енергiй Ēni+1/2,j,k, . . . , Ē
n
i,j,k−1/2.

На заключному етапi обчислень даної модифiкацiї, приймається в розра-
хунок рух розглянутих часток пiд дiєю обчислених моментiв, що вiдповiдає
лагранжевому етапу розглянутої апроксимацiї рiвняння збереження маси.
На цьому етапi моделюється перемiщення часток за час ∆t i обчислюються
потоки маси i енергiї через границi ейлерових комiрок.

Новi координати частки з номером s обчислюються за формулами

xn+1
s = xns + uns∆t, yn+1

s = yns + vns∆t, zn+1
s = zns + wns∆t, (18)

де швидкiсть uns , v
n
s , w

n
s даної частки обчислюється за промiжним значе-

нням швидкостей iз використанням лiнiйної iнтерполяцiї по комiрках, що
розташованi поблизу комiрки з номером i, j, k. Пiсля порiвняння нових ко-
ординат часток (18) з координатами ейлерових комiрок визначається, чи
залишилася конкретна частка в колишнiй комiрцi або перейшла в сусiдню i
у яку саме. На основi такого порiвняння моделюється перенос маси з деякої
конкретної комiрки у сусiднi комiрки, обумовлений рухом малих i великих
часток. Для моделювання переносу маси обчислюються попередньо потоки
маси через вiдповiднi границi сiтки. Крiм того, на цьому етапi моделюється
перенос енергiї з деякої конкретної комiрки у сусiднi комiрки, який обумов-
лений рухом малих часток через границi комiрок. За промiжними значен-
нями також обчислюються потоки маси через границi комiрки з номером
i, j, k, яки обумовленi рухом великих часток, вiдповiдно (13) та (14).

На четвертому заключному етапi, потоки маси i вiдповiднi потоки швид-
костi використовуються для обчислення значень параметрiв

ρn+1
ijk , un+1

ijk , vn+1
ijk , wn+1

ijk , pn+1
ijk , En+1

ijk ,

якi визначають динамiку рiдини, на новому часовому шарi для комiрки
з номером i, j, k, вiдповiдно (15) та (17). Наведенi спiввiдношення завер-
шують опис алгоритму обчислення всiх значень параметрiв з (6)–(9), що
описують динамiку розглянутої неоднорiдної рiдини iз включеннями гра-
фiту на новому часовому шарi з номером n+ 1.

Важливою вiдмiннiстю розглянутої модифiкацiї методу часток вiд мето-
ду робiт [3] i [4] є обчислення перерозподiлу усереднених маси i енергiї в
конкретнiй комiрцi на основi рiвностей (10)–(12), якi виводяться з умови
збiгу тиску та температури. Такий перерозподiл враховується на попере-
дньому та заключному етапах розрахункiв, що суттєво полiпшило чисельну
стiйкiсть та зручнiсть алгоритму комп’ютерного моделювання.

2. Чисельне моделювання процесiв з фазовими перетвореннями

Представлений чисельний алгоритм був розроблений для моделювання з
урахуванням фазових перетворень наступного фiзичного процесу синтезу.
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Припустимо, наприклад, що частинки графiту розподiленi рiвномiрно у
мiднiй сумiшi з концентрацiєю 20% в металевому цилiндрi дiаметром два
сантиметри та довжиною десять сантиметрiв, який розмiщений симетри-
чно вдовж осi цилiндру вибухової речовини (наприклад, гексогену) дiаме-
тром шiсть сантиметрiв та довжиною десять сантиметрiв. Такi пристрої є
типовими для синтезу штучних алмазiв [15, 16, 26].

Детонацiя вибухової речовини з одного iз торцiв цилiндра призводить до
горiння цiєї речовини i поширенню детонацiйної хвилi вздовж осi цилiндра.
Графiки розподiлу тискiв та щiльностi на центральному перерiзi цилiндра,
що змiнюються в процесi горiння наведенi на рисунках 1 та 2. Розглянутий
процес горiння досить швидкоплинний i завершується практично через 20
мiкросекунд тобто однiєї п’ятдесятої частини секунди. Наведений розподiл
щiльностi нагадують слiд, сформований на початку руху ракети, що цiл-
ком природно, оскiльки i в процесi руху ракети i при детонацiї цилiндра
вибухової речовини вiдбуваються iдентичнi процеси горiння.

Рис. 1. Розподiл тискiв в момент часу 10 та 14 мiкросекунд.

Рис. 2. Розподiл щiльностi в момент часу 10 та 14 мiкросекунд.

Процес горiння вибухової речовини iндукує хвилю обтиснення в цилiндрi
з графiтовим порошком. Ця хвиля в свою чергу iнiцiює конiчну хвилю в
самому цилiндрi з порошком. Зародження i розвиток цiєї хвилi, добре iлю-
струються рисунком 3. Теоретичнi побудови форми таких хвиль проведенi,
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наприклад, в роботi [26] за допомогою методу ударних адiабат. Тут слiд
зазначити, що метод ударних адiабат має сенс тiльки для одновимiрних
ударних хвиль i використання цього методу для конiчних хвиль не цiлком
коректно. Конiчнi хвилi, що сходять з зовнiшнiх меж цилiндра з порошком
i зображенi на рисунку 4, перетинаються через деякий час уздовж осi ци-
лiндра та формують кумулятивний (сконцентрований) сплеск або горб, що
поширюється уздовж осi, що ясно представлено на рисунках 3 та 4. Фор-
мування такого кумулятивного горба типово при зародженнi та розвитку
динамiки сильних хвиль цунамi. Цей ефект використовується також при
розробцi кумулятивних снарядiв. Теоретичнi побудови в роботi [26] не вка-
зують на виникнення кумулятивного ефекту, що занижує практично в три
рази максимальнi значення температур i тискiв представлених в цiєї роботi
в порiвняннi зi значеннями на рисунках 3 та 4. Однак, виникнення куму-
лятивного ефекту в конiчних хвилях вiдомо та використовується при прое-
ктуваннi кумулятивних снарядiв та розрахунках параметрiв хвиль цунамi.
Виникнення кумулятивного ефекту в конiчних хвилях при моделюваннi
також вiдомо та описано, наприклад, в роботi [27], де замiсть цилiндрiв
розглядаються розрахунки для цилiндричних конусiв.

Рис. 3. Розподiл тискiв в момент часу 10 та 12 мiкросекунд.

Рис. 4. Розподiл тискiв в момент часу 14 та 16 мiкросекунд.
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Максимальнi значення тискiв, розподiл яких представлено на останнiх
рисунках 3 i 4, змiнюються з часом вiд p = 40ГПа до p = 85ГПа (з ма-
ксимумом в момент часу 16 мiкросекунд). Аналогiчно в цих розрахунках,
максимальнi значення температур змiнюються з часом вiд T = 1800oK до
T = 3300oK. Таких значень достатньо для фазового перетворення части-
нок, розташованих поблизу осi цилiндра, оскiльки типовi тиск та темпера-
тура p = 20ГПа та T = 1500oK, характернi для прямого переходу графiту
в алмаз [13, 15]. Теоретичне обґрунтування таких процесiв прямих та зво-
ротних фазових переходiв наведено, наприклад, в роботi [28].

У результатi проведених розрахункiв та комп’ютерних експериментiв
встановлено, що близько 20% частинок графiту розташованого поблизу осi
цилiндра переходять в частинки алмазу, що добре узгоджується з вiдомими
експериментальними даними, наведеними в [15] та [16].

Методи часток були узагальненi до методу згладжених (або розмитих)
часток [22, 23], щоб моделювати рiзноманiтнi проблеми динамiки рiдин.
Огляд та бiблiографiя для цього методу наведенi в [25]. Цей метод також
застосовувався для моделювання багатофазних потокiв у [24], де наведено
огляд такого застосування методу згладжених часток. Однак у цих роботах
не пояснюється, як визначити доданки перерозподiлу мiж фазами, i цi до-
данки постулюються з фiзичних мiркувань. Цей пiдхiд неможливо узагаль-
нити на проблеми, в яких допустимi фазовi переходи. Цiкаво, що цей метод
згладжених часток, розроблений початково для задач гiдродинамiки, ви-
явився корисним i для моделювання проблем дифузiї, теплопровiдностi та
наноматерiалiв [29] як метод часток не пов’язаних сiткою.

3. Моделювання процесiв фiльтрацiї в пористих середовищах
Представлений комбiнацiйний метод був розроблений для чисельного

моделювання швидкоплинних фiзичних процесiв. Такi процеси вiдбуваю-
ться протягом декiлькох десяткiв мiкросекунд. Отже, вплив в’язкостi був
недостатньо значущим при моделюваннi таких процесiв. Однак цей метод
є актуальним також для моделювання процесiв, в яких вплив в’язкостi є
значним. Такi процеси, як правило, не є швидкiсними. Крiм того, при мо-
делюваннi швидкоплинних процесiв прийнято вводити «штучну» в’язкiсть
для полiпшення стабiльностi чисельних алгоритмiв [10], що також можна
розглядати як моделювання динамiки рiдини з урахуванням ефекту в’яз-
костi.

Закони збереження маси, моментiв та енергiї для в’язких рiдин можна
представити вiдповiдно до [10, 30] у такiй диференцiальнiй формi

∂ρ

∂t
+ div(ρW ) = 0,

∂ρW

∂t
+ div(ρW⊗W ) +∇p = (19)

= div(µ∇W ) +∇((µ+ λ)divW ),

∂ρE

∂t
+ div(ρWE) + div(pW ) = div(τ ·W ) + div(k∇Θ),
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де використовуються позначення для законiв збереження з рiвнянь (2).
Крiм того, величина Θ є позначенням для температури, яка зазвичай про-
порцiйна внутрiшнiй енергiї, k є коефiцiєнтом теплопровiдностi, µ та λ
позначають коефiцiєнти динамiчної та об’ємної в’язкостi, якi визначаються
типом рiдини i задовольняють нерiвностям k > 0, µ > 0, 2µ+ 3λ ≥ 0.

Вiдповiдно до [30] передбачається, що виконуються рiвнiсть λ = −(2/3)µ
та закон стану Стокса, згiдно з яким τ = 2µD − ((2/3)µ divW )I, де I по-
значає одиничний тензор, а тензор швидкостi деформацiї D визначаються
як напiвсума тензора ∇W i транспонованого тензора (∇W )∗. Закони збе-
реження маси, моментiв та енергiї для в’язких рiдин в iнтегральнiй формi
наведенi, наприклад, в монографiї [30].

Система рiвнянь (19) вiдрiзняється вiд системи рiвнянь (2) лише наяв-
нiстю доданкiв, обумовлених в’язкими та тепловими ефектами. Тому усi
основнi спiввiдношення представленого методу можуть бути збереженi з
урахуванням таких доданкiв на ейлеровому етапi у (13). Наприклад, мо-
жна замiнити таки доданки неявною рiзницевою апроксимацiєю у форми

ūnijk −
ūni+1,j,k − 2 ūni,j,k + ūni−1,j,k

ρnijk3 (∆x)2
4µ∆t−

ūni,j+1,k − 2 ūni,j,k + ūni,j−1,k
ρnijk (∆y)2

µ∆t −

−
ūni,j,k+1 − 2 ūni,j,k + ūni,j,k−1

ρnijk (∆z)2
µ∆t = unijk −

pni+1,j,k − pni−1,j,k
ρnijk2 ∆x

∆t +

+
vni+1,j+1,k − vni+1,j−1,k − vni−1,j+1,k + vni−1,j−1,k

ρnijk3 ∆x∆y
µ∆t +

+
wni+1,j,k+1 − wni+1,j,k−1 − wni−1,j,k+1 + wni−1,j,k−1

ρnijk3 ∆x∆z
µ∆t ,

v̄nijk −
v̄ni+1,j,k − 2 v̄ni,j,k + v̄ni−1,j,k

ρnijk (∆x)2
µ∆t−

v̄ni,j+1,k − 2 v̄ni,j,k + v̄ni,j−1,k
ρnijk3 (∆y)2

4µ∆t −

−
v̄ni,j,k+1 − 2 v̄ni,j,k + v̄ni,j,k−1

ρnijk (∆z)2
µ∆t = vnijk −

pni,j+1,k − pni,j−1,k
ρnijk2 ∆y

∆t +

+
uni+1,j+1,k − uni−1,j+1,k − uni+1,j−1,k + uni−1,j−1,k

ρnijk3 ∆y∆x
µ∆t +

+
wni,j+1,k+1 − wni,j+1,k−1 − wni,j−1,k+1 + wni,j−1,k−1

ρnijk3 ∆y∆z
µ∆t ,

w̄nijk −
w̄ni+1,j,k − 2 w̄ni,j,k + w̄ni−1,j,k

ρnijk (∆x)2
µ∆t−

w̄ni,j+1,k − 2 w̄ni,j,k + w̄ni,j−1,k
ρnijk (∆y)2

µ∆t −

−
w̄ni,j,k+1 − 2 w̄ni,j,k + w̄ni,j,k−1

ρnijk3 (∆z)2
4µ∆t = wnijk −

pni,j,k+1 − pni,j,k−1
ρnijk2 ∆z

∆t +

+
uni+1,j,k+1 − uni−1,j,k+1 − uni+1,j,k−1 + uni−1,j,k−1

ρnijk3 ∆z∆x
µ∆t +

+
vni,j+1,k+1 − vni,j−1,k+1 − vni,j+1,k−1 + vni,j−1,k−1

ρnijk3 ∆z∆y
µ∆t ,
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де передбачається, що коефiцiєнт µ є сталим. Якщо коефiцiєнт нi є ста-
лим, слiд використовувати бiльш складне рiзницеве наближення. Аналогi-
чнi змiни слiд внести у спiввiдношення, що залишилося для Ēnijk у рiзни-
цевих наближеннях (13), щоб врахувати в’язкi та тепловi ефекти.

Використання неявної схеми у такому випадку є природним, оскiльки
умови стiйкостi для явних схем є досить жорсткими, наприклад, згiдно
до [10, 11]. Звичайно, зручнiше подати останнє рiвняння у (19) у формi

∂ρcΘ

∂t
− div(k∇Θ) = div(τ ·W )− div(ρWE)− div(pW )− (ρK)′t,

оскiльки внутрiшня енергiя може бути представлена у виглядi J = cΘ,
де c позначає теплоємнiсть при постiйному об’єму та K = E − J це кiне-
тична енергiя, яка має вигляд K = u2/2 + v2/2 + w2/2. Використовуючи
такi рiвняння, нескладно презентувати неявне наближення для останнього
рiвняння з (19), яке слiд врахувати у наближеннi (13).

Отже, практично без змiни представленого методу можна враховувати
в’язкi та тепловi ефекти при моделюваннi процесiв у пористому середови-
щi. Зокрема, на першому ейлеровому етапi вищезазначенi спiввiдношення
призводять до неявної схеми та необхiдностi обертати рiзницевий опера-
тор для цього наближення. Для обертання такого оператора можуть бути
використанi добре вiдомi методи розщеплення. Крiм того, для моделюван-
ня динамiки багатофазних рiдин у пористих середовищах необхiдно замо-
розити частинки, що мають вiдповiднi розмiри, наприклад, встановивши
uns = vns = wns = 0 у лагранжевому рiвняннi динамiки частинок (18).

Висновоки

Таким чином, розроблено нову модифiкацiю методу чисельного моделю-
вання динамiки багатофазних рiдин, речовин та матерiалiв в областi висо-
ких тискiв, швидкостей та енергiй з урахуванням фазових перетворень на
пiдставi припущення про локальний збiг тискiв у кожнiй з фаз матерiалiв
та дискретизацiї законiв збереження. Алгоритми розрахункiв цього методу
реалiзуються як комп’ютерне моделювання динамiки багатофазної несучої
речовини, що мiстить частки, якi можуть зазнавати фазовi перетворення
графiт–алмаз. Таки перетворення моделюються з урахуванням основних
положень теорiї фазових перетворень та законiв термодинамiки. Наведено
результати розрахункiв, що заснованi на розробленої чисельної реалiзацiї,
та графiки динамiчного розподiлу шуканих величин тискiв i щiльностi, яки
добре узгоджуються з експериментальними даними. Розроблено також мо-
дифiкацiю цього методу для урахування ефектiв в’язкостi при моделюваннi
динамiки багатофазної рiдини в пористих середовищах. Модель руху такої
рiдини у пористому середовищi отримано при заморожуваннi руху части-
нок вiдповiдного розмiру у презентованому методi.

Робота виконана за пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України: про-
єкт 0122U002026 та грант Мiнiстерства освiти i науки України на перспе-
ктивний розвиток наукового напряму «Математичнi науки та природознав-
ство» у Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевченка.
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