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Вступ

Останнiм часом моделювання, аналiз i контроль бiомеханiчними систе-
мами є одними з найбiльш складних проблем. У цьому контекстi теорiя
систем керування, заснована на реальних, експериментальних даних, є
ключовим iнструментом, який може бути застосований для вирiшення
сучасних бiомеханiчних i механiчних проблем, таких як стабiлiзацiя шту-
чних систем. Бiомеханiчнi моделi рiзної складностi широко використову-
валися при вивченнi координацiї рухiв, напр. [8]. Однак бiльша частина
iснуючих методiв має обмежену придатнiсть до реальних потреб. Систе-
ма контролю поставою людини вмiщує широку рiзноманiтнiсть вимог.
ЦНС повинна вибрати вiдповiднi структури активацiї м’язiв для асорти-
менту збурень рiзних типiв i величин, вiдповiдно до бiомеханiчних обме-
жень.

Цiкаво дослiдити, як цi моделi можуть бути адаптованi для вирiше-
ння актуальних проблем бiомеханiки i для вирiшення конкретних про-
блем в нейрофiзiологiї людини. Стабiльнiсть постави у людини в прямо-
му i тихому станi добре пiдходить для моделювання, вона є iдеальною
стартовою експериментально-дослiдною платформою для застосування
моделювання до конкретних проблем управлiння ЦНС. Метою даного
дослiдження є розумiння функцiонування ЦНС, а також розробка си-
стем контролю нейро-м’язової стимуляцiї з метою вiдновлення функцiї
спинного мозку у поранених. У цьому контекстi необхiдно приймати рi-
шення щодо того, якi м’язи стимулювати i запропонувати вiдповiдну
систему контролю для носних роботiв (наприклад, екзоскелетiв). Ви-
моги - це не тiльки здатнiсть м’язiв протидiяти силi тяжiння, але i їх
здатнiсть прискорювати тiло. Оскiльки сила, що виробляється м’язом,
викликає прискорення в багатьох суглобах, верхня межа кутових при-
скорень будь-якого одного суглоба залежить вiд силових здiбностей всiх
м’язiв. Виконання навiть простих завдань, таких як стабiлiзацiя постави,
часто передбачає загальну координацiю бiльш нiж одного суглобу. Тому
доцiльно вивчати не тiльки одиночнi суглобовi кутовi прискорення, а й
вектори, що описують одночаснi кутовi прискорення декiлькох суглобiв
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[9].
Також, дуже важливим зараз є те, що активний розвиток високо-

технологiчного протезобудування в свiтi призвело до появи все бiльш
досконалих конструкцiй протезiв i протезованих систем, проектування i
виготовлення яких здiйснюється з використанням жорстких, а також на
базi пружних елементiв (тросовi i ремiннi передачi та iн.). На початково-
му етапi проектування подiбних пристроїв особлива увага придiляється
математичному моделюванню їх руху, яке повинно бути проведено вiд-
повiдно до законiв i принципами руху людини. Динамiку перемiщення
нижнiх кiнцiвок людини доцiльно розглядати в комплексi, тобто поряд
з методами, що дозволяють вивчити та дослiдити динамiку детермiно-
ваних елементiв його будови (наприклад, кiстки i суглоби), доцiльно за-
стосовувати методи, що дозволяють дослiджувати закони руху його пру-
жних елементiв (м’язи та сухожилля).

В цiй роботi одним iз завдань буде розв’язок задачi стабалiзацiїї для
системи, що описує реакцiю ЦНС, трьома рiзними способами, побудувати
керування та дослiдити iхнi вiдмiнностi.

Також в цiй роботi буде висвiтлена комплексна математична модель
руху нижнiх кiнцiвок людини. Модель, що описує рух детермiнованих
елементiв ноги людини, представлена в формi звичайної динамiчної си-
стеми. Отримана математична модель дозволяє дослiджувати фiзичнi
процеси, що виникають пiд час руху людини, пов’язанi з визначенням
значень кутiв вiдхилення ланок.

Робота має наступний вигляд: в першому розiдiлi розглядається побу-
дова математичної моделi, яка буде основою для розв’язку задачi стабi-
лiзацiї постави людини, також описана комплексна математична модель
руху нижнiх кiнцiвок людини, пов’язана з визначенням значень кутiв
вiдхилення ланок; в другому роздiлi описуються теоретичнi вiдомостi
про усi методи, якi будуть використанi для побудови керування. Перший
метод - розв’язок задачi оптимальної стабiлiзацiї за допомогою методу
функцiй Ляпунову, в якому будується керування оберненого типу, за до-
помогою розв’язку алгебраїчного рiвняння Рiккатi. Два iншi методи –
розв’язки задачi стабiлiзацiї, де в першому знов використовується метод
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функцiй Ляпунова, а в другому – побудова керування, на основi мето-
ду демпфування, де на керування накладаються обмеження двох рiзних
типiв. В третьому роздiлi описується використання теоретичних даних
для розв’язання задачi стабiлiзацiї системи керування, що описує поставу
людини, показанi результати використання програми для знаходження
вiдповiдi. В четвертому роздiлi описується алгоритм побудови розв’язку
задачi про перехiд iз фiксованої точки на наперед задану поверхню для
комплексної математичної моделi руху нижнiх кiнцiвок людини. Також
в цьому роздiлi висвiтлено детальнi вiдомостi про роботу програми та
iнструменти, якi були використанi для iї реалiзацiї.
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1 Математичнi моделi

1.1 Математична модель руху нижнiх кiнцiвок з ре-

акцiєю ЦНС

Розглянута модель була запропонована [8], має три стани: суглобовi ку-
ти, швидкостi i прискорення (вектори x, ẋ, ẍ вiдповiдно), як показа-
но на рис.1.1 (а). Вони описують головну динамiку i найбiльш важливi
властивостi системи. Цi стани зiбранi в x(t). Крутнi моменти, що виро-
бляються м’язами i зовнiшнiми силами, що виробляються збуреннями,
дiють на тiло, в результатi чого рух описується компонентами вектора
станiу x, ẋ, ẍ. Оскiльки цi кiнематичнi характеристики x, ẋ, ẍ та мо-
менти T сили є єдиними змiнними, якi можна достовiрно вимiряти (або
оцiнити) для порiвняння з моделлю, вони будуть iдеальними входами та
виходами для моделi керування центральною нервовою системою. Для
вiдображення вхiдних кутових прискорень, що досягаються у суглобах в
областi щиколотки та iдентифiкацiї системи контролю стану та просто-
ру, ми використовуємо «можливi набори прискорень» (МНП), розробле-
нi [8]. Це набiр всiх кутових прискорень суглоба (зiбраних у вектор ẍ),
якi можуть бути отриманi будь-якою комбiнацiєю можливих активацiй
м’язiв (тобто з нормалiзованими рiвнями активацiї в межах дiапазону
0 ≤ ai ≤ 1, i = 1, 2, ...m суглобiв). МНП може бути знайдений з вiдобра-
ження, отриманого з рiвнянь руху, геометрiї опорно-рухового апарату i
м’язових властивостей, припускаючи, що м’язи скорочуються повiльно,
а динамiка збудження-скорочення є швидким вiдношенням до руху. Для
моделi сагiтальної площини, яка дозволяє рухатися до гомiлковостопно-
го, колiнного i кульшового суглобiв, цей набiр є багатогранником в про-
сторi кутового прискорення, представленого на рис. 1.1. Таким чином,
МНП може використовуватися як мiра прискорення, яка може бути до-
сягнута в будь-якому напрямку в областi прискорення гомiлковостопного
суглоба для заданого обсягу нервових зусиль. Враховуючи припущення
вище, нервовi зусилля еквiвалентнi кiлькостi м’язової сили, нормалiзова-
ної до максимально можливої сили. Форма МНП корисна для визначення
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стратегiй щиколотки та стегна, що базуються виключно на кiнематицi.
На основi аналiзу МНП на рис. 1.1 (с) отримуємо модель управлiння

ẍank

ẍknee

ẍhip

 = b ·

(
uank

uhip

)
=


1 −7.7

0 0

0 24.5


(
uank

uhip

)

Рис. 1.1: a) Прискорення суглобiв; b) Стани системи; c) МНП

де uank та uhip є управлiння ЦНС, пов’язане зi стратегiями щиколотки
та стегна (стовпцi b), вiдповiдно у випадку, коли стратегiя колiнного
суглоба не розглядається.

Визначаючи одиничну стратегiю управлiння як гомiлковостопної та
стегнової стратегiї, основу b використовують для пошуку кутових при-
скорень суглоба. Перший стовпець b (стратегiя щиколотки) знайдений
шляхом вимiрювання ширини багатокутника МНП (див. рис. 1.1 (c))
вздовж осi щиколотки, тодi як другий стовпчик (стратегiя стегна) зна-
йдений шляхом вимiрювання МНП вздовж довгої осi [8]. Цi двi страте-
гiї, описанi векторами в областi щиколотки, можуть служити основою
для всiх рухiв щиколотки. Будь-яке перемiщення (в якому колiна ста-
ють прямими) можуть бути вираженi як комбiнацiя стратегiй стегна
i гомiлковостопного суглоба. Визначаючи величину кожного базисного
вектора, щоб вiдповiдати максимально можливого прискорення в цьому
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напрямку, основа може також враховувати нейроннi зусилля, пов’язанi
зi стратегiями.

Модель має наступнi обмеження, що мають вiдношення до людської
пози. Цi обмеження включають [9]: а) Колiна залишаються прямими (як
експериментально спостерiгали в людських реакцiях на зворотнi збуре-
ння опорної поверхнi, яка висуває тiло вперед); б) Ноги тримаються на
землi; в) Обмеження на максимальнi сили м’язiв. Звiдси отримаємо обме-
ження:

ẍknee = 0; ccm0 ≤ cTcmx ≤ ccm1, (1)

cTheelẍ ≤ cheel0; cTtoeẍ ≤ ctoe0, (2)

де x - вектор стану.
У результатi, стратегiя стегна може бути визначена як рух уздовж

обмежень (1) i (2), в той час як стратегiя щиколотки заснована на при-
скореннях вздовж осi щиколотки. Крiм обмежень моделювання та ней-
ронних зусиль, пов’язаних з рухом, кiлькiсть ступенiв свободи в системi
може бути зменшена. Обмеження положення тiла характеризують гори-
зонтальне розташування центру тiла тiла, який повинен залишатися над
базою опори для стiйкої позицiї. Тому система зменшеного порядку має
вигляд [8]).

ẋ = Ax+Bu,

де вектор стану та керування

x ≡


xank

xhip

˙xank

˙xhip

 , u ≡

(
uank

uhip

)
.

Системнi матрицi A, B включають як механiку тiла, так i динамiку
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датчикiв, залежно вiд бажаної складностi моделi, вони мають форму

A ≡


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 , B ≡


0 0

0 0

1 −7.7

0 24.5

 .

Розглянута модель включає мiнiмальнi набори станiв. Для того, щоб
розрiзняти збурення, якi достатньо малi, щоб протиставити їх страте-
гiї щиколотки, i тi, якi достатньо великi, щоб вимагати стратегiї стегна,
ЦНС повинна мати iнформацiю як вiд нижнього, так i вiд верхнього да-
тчикiв для оцiнки руху центру мас. Експериментальнi данi свiдчать, що
iнформацiя про повноцiнний стан також є доступною i використовується
при виборi стратегiї управлiння. Тому передбачається, що всi механiчнi
стани, у довiльнiй реалiзацiї, доступнi або оцiненi ЦНС для використан-
ня при формуваннi управлiння. Основна вимога моделi полягає в тому,
що вона адекватно представляє поведiнку вводу-виводу людської систе-
ми, що складається з датчикiв, контролерiв i приводiв. Будемо вважати,
що ЦНС, що складається з безлiчi нелiнiйних нейронних елементiв, буде
вести себе лiнiйно [9].

1.2 Комплексна математична модель руху нижнiх

кiнцiвок людини

У процесi руху людини беруть участь наступнi групи м’язiв [3]:

1. Для руху щодо тазостегнового суглоба: черевна - клубова, велика i
мала сiдничнi м’язи.

2. Для руху щодо колiнного суглоба: двоголовий i чотириголового м’яза
стегна.

3. Для руху щодо гомiлковостопного суглоба: литковий м’яз, зовнiшнi
i переднi м’язи гомiлки.
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Зазвичай м’язи, якi здiйснюють згинання (флексори), знаходяться по-
переду, а що виробляють розгинання (екстензори) - ззаду вiд суглоба.
Тiльки в колiнному i гомiлковостопному суглобах переднi м’язи виро-
бляють розгинання, а заднi - згинання [3].

На рис. 1.2 представлена спрощена схема будови нижнiх кiнцiвок лю-
дини [3].

Рис. 1.2: Структурна схема будови нижньої кiнцiвки людини: 1 - тазосте-
гновий суглоб; 2 - колiнний суглоб; 3 - гомiлковостопний суглоб; 4 - тазова
кiстка; 5 - стегнова кiстка; 6 - кiстка гомiлки; 7 - стопа; 8 - двоголовий м’яз
стегна; 9 - чотириглавий м’яз стегна; 10 - литковий м’яз.

Кiстки стегна, гомiлки, стопи i їх суглоби нами прийнятi за абсолютно
детермiнованi (жорсткi) елементи, тому динамiку їх перемiщення буде-
мо розглядати в рамках звичайної динамiчної системи (ОДС). Динамiку
м’язової системи нижнiх кiнцiвок людини можна дослiджувати методом
кiнцевих елементiв, що застосовуються до пристроїв з пружними елемен-
тами [3]. Мета дослiдження - створення математичного комплексу опису
перемiщення людини, який дозволить вивчити динамiку руху нижнiх
кiнцiвок людини i використовувати отриманi результати моделювання в
процесi проектування протезованих пристроїв.

Досягнення поставленої мети пов’язано с наступними задачами:

• Здiйснити математичне моделювання руху людини, яке описується
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системою звичайних диференцiальних рiвнянь.

• Побудувати керування для розв’язку задачi переходу системи iз фi-
ксованої точки на наперед задану поверхню.

• Реалiзувати програму, за допомогою якої можна буде побудувати
траєкторiї для керування та фазових координат для розв’язку вка-
заної задачi.

Схема, що дозволяє провести математичне моделювання руху нижнiх
кiнцiвок людини в рамках ОДС, представлена на рис. 1.3 [3]. Найбiльш
ефективним методом дослiдження динамiки руху детермiнованих еле-
ментiв нижньої кiнцiвки людини на початковому етапi їх моделювання
є метод, запропонований I. Като [7]. Переваги цього методу - просто-
та системи диференцiальних рiвнянь, якi використовуються для опису
руху людини, i вiдсутнiсть необхiдностi використовувати спецiалiзоване
обладнання для вимiрювання фiзичних параметрiв руху людини.

Рис. 1.3

Залежностi суставних моментiв Mi = f(θi) мають наступний вигляд
[7]:
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{I1 +m1a
2
1 + (m2 +m3)l

2
1}θ̈1+

+{m2l2l1 cos(θ1 − θ2) +m3l1l2 cos(θ1 − θ2)}θ̈2+

+{m3l1a3 cos(θ1 − θ3)}θ̈3−

−(G1a1 +G2l1 +G3l1) sin θ1 = M1 −M2 −M3,

{m2l1a2 cos(θ1 − θ2) +m3l1l2 cos(θ1 − θ2)}θ̈1+

+{I2 +m2a
2
2 +m3l

2
2}θ̈2+

+{m2l2a2 cos(θ2 − θ3)}θ̈3 − (G2a2 +G3l2) sin θ2 = M2 −M3,

{m3l1a3 cos(θ1 − θ3)}θ̈1 + {m3l2a3 cos(θ2 − θ3)}θ̈2 + (I3 +m3a
2
3)θ̈3−

−G3a3 sin θ3 = M3,

де m1,m2,m3 - вiдповiднi маси ланок; l1, l2, l3 – довжини мiж суглобами;
a1, a2, a3 - довжини мiж центрами тяжiння ланки та вiдповiдного суглоба;
b1, b2, b3 – довжини мiж ентрами тяжiння ланки та вiдповiдної точки
опори; G1, G2, G3 – вага ланки; M1,M2,M3 – суглобнi моменти; θ1, θ2, θ3
– кутовi координати, обчисленi вiд вертикалi.

З систем рiвняння составимо системи диференцiальних рiвнянь для
визначення кутiв для визначення кутiв обертання вiдносно тазостегно-
вого i колiнного суглобiв.

θ̈1 = M1−M2−M3−a cos(θ1−θ2)θ̈2−b cos(θ1−θ3)θ̈3+c sin θ1
d ,

θ̈2 = M2−M3−a cos(θ1−θ2)θ̈1−f cos(θ2−θ3)θ̈2+g sin θ2
n ,

θ̈3 = M3−b cos(θ1−θ3)θ̈1−m cos(θ2−θ3)θ̈2+G3a3 sin θ3
s ,

(3)

де a = (m2l2l1 + m3l1l2), b = m3l1a3, c = (G1a1 + G2l1 + G3l1), d = I1 +

m1a
2
1+(m2+m3)l

2
1, e = (m2a2+m3l2)l1, f = m3l2a3, g = (G2a2+G3l2), n =

I2 +m2a
2
2 +m3l

2
2,m = m3l2a3, s = I3 +m3a

2
3;
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2 Методи побудови керувань для розв’язання

задачi стабiлiзацiї

2.1 Задача оптимальної стабiлiзацiї для стацiонарної

системи

2.1.1 Постановка задачi оптимальної стабiлiзацiї

Нехай керований процес опусється рiвнянням

ẋ = f(t, x, u), t > 0, (4)

у якому x ∈ Rn, u ∈ Rr, вектор-функцiя f(t, x, u) визначена в областi
‖x‖ ∈ Ω ⊂ Er, де H - задана постiйна, а Ω - вiдкрита або замкнена
область в Rr [4]. Крiм того, нехай у цiй областi функцiя f(t, x, u) непе-
рервна по t та неперервно диференцiйовна за сукупнiстю iнших змiнних,
а

fi(t, θ
n, θr) ≡ 0, t = 1, 2, ..., n

где θq – нульовий вектор порядку q. Допустимим керування вважаються
кусковоо неперервнi вектор-функцiї u = u(t) зi значеннями в Ω. Керу-
вання типу u = u(t, x) також вважається допустими, якщо воно кусково
неперервне по t та непереревно дифернцiйовне по x. Нехай також, що на
розв’язку задачi Кошi

ẋ = f(t, x, u(t, x)), t > 0, x(0) = x0, ‖x0‖ ≤ H,

керування u(t, x) приймає зачення з областi Ω принаймнi за достатньо
малих значень t, t > 0.

Нехай далi ω(t, x, u) – невiд’ємна скалярна функцiя, визначена в ука-
занiй вище областi змiни t, x та u. Задача оптимальної стабiлiзацiї має
такий вигляд: потрiбно знайти таке допустиме керування u = u(t, x),
щоб [2]:
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• тривiальний розв’язок рiвняння

ẋ = f(t, x, u(t, x)) (5)

був асимптотично стiйким;

• функцiонал

I[u] =

∫ ∞
0

ω(t, x, u)dt

приймав найменше значення при цьому керваннi та вiдповiдному
розв’язку (5) за будь-якої початкової умови x(0) = x0, ‖x0‖ ≤ Y.

Для розв’язку задачi оптимальної стабiлiзацiї скористуємось iдеями
другого методу Ляпунова [5]. Позначимо через V (t, x1, ..., xn) функцiю
Ляпунова, визначену в областi

t ≥ 0, ‖x‖ ≤ H. (6)

Введемо далi позначення

B[V, t, x, u] =
∂V (t, x)

t
+

n∑
i=1

∂V (t, x)

xi
fi(t, x, u) + ω(t, x, u). (7)

Очевидно, якщо при якомусь виборi функцiй V (t, x) та u(t, x) в обла-
стi (6) виконується рiвнiсть

B[V (t, x), t, x, u(t, x)] = 0,

тодi в силу формули (7), повна похiдна V (t, x), в силу рiвняння (5), в
областi (6) задовiльняє умову

dV (t, x(t))

dt
= ω(t, x(t), u(t, x(t))).

Теорема. Якщо для диференцiального рiвняння (4) можна знайти
таку додатно визначену функцiю V (t, x), що має нескiнченно малу ви-
щу границю та разом з функцiєю u(t, x) задовiльняє в областi (6) умо-
вам [4]:
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• функцiя ω(t, x) = ω(t, x, u(t, x)) є додаьно визначеною;

• має мiсце нерiвнiсть

B[V (t, x), t, x, u(t, x)] = 0;

• яким би не був вектор u, має мiсце нерiвнiсть

B[V (t, x), t, x, u] > 0,

то керування u = u(t, x) є оптимальним. При цьому виконується
рiвнiсть∫ ∞

0

ω(t, x(t), u(t, x(t)))dt = min
u

∫ ∞
0

ω(t, x(t), u)dt = V (0, x(0)).

2.1.2 Постановка задачi оптимальної стабiлiзацiї для стацiо-
нарної лiнiйної системи керування

Тепер розглянемо стационарну лiнiйну систему керування

ẋ = Ax+Bu,

деA,B – постiйнi матрицi розмiрностi n×n та n×r вiдповiдно, а критерiй
оптимальностi має вигляд [4]

I[u] =

∫ ∞
0

[x∗Qx+ βu∗Ru]dt,

де матриця Q – невiд’ємна постiйна, R – додатня постiйна. В цьому ви-
падку функцiю V будемо шукати у виглядi

V =
n∑

i,k=1

cikxixk = x∗Cx,
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де cik, i, k = 1, ..., n – постiiйнi. Тодi формула (7), що визначає функцiю
B, можна записати так

B[V, t, x, u] =
∂V

∂t
+

(
∂V

∂x

)∗
(Ax+Bu) + x∗Qx+ βu∗Ru. (8)

На оптимальному керуваннi u = u(t, x) функцiя (8) повинна досягати
свого мiнiмума та при цьому повинна виконуватись умова [4]

B[V, t, x, u(t, x)] = 0. (9)

З умови мiнiмума знаходимо

u(t, x) = − 1

2β
R−1B∗

∂V

∂x
,

та з визначення функцiї V , отримуємо

u(t, x) = −1

β
R−1B∗Cx. (10)

Пiдставляємо знайдене керування у (8) та використовуємо умову (9),
виходить

∂V

∂t
+ (

∂V

∂x
)∗Ax− 1

4β
(
∂V

∂x
)∗BR−1B∗

∂V

∂x
+ x∗Qx = 0,

Пiдставивши похiдну V в це рiвняння, отримуємо

CA+ A∗C − 1

β
CBR−1BC +Q = 0,

де 0 - квадратна матриця з нульовими елементами. Отримане рiвняння
- алгебраїчне рiвняння Рiккатi, в якому потрiбно знайти постiйну симе-
тричну матрицю C, що задовiльняє цьому рiвнянню.

При цьому оптимальне керування знаходиться за формулою (10).
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2.2 Метод функцiй Ляпунова

Маємо нелiнiйну автономну систему керування, яка у загальному випад-
ку має вигляд:

dx(t)

dt
= F (x, t) +G(x, t)u(x)

Тут x ∈ Rn - вектор фазових координат, F (x, t) -n - вимiрна ветор-
функцiя, неперервна за t i локально лiпшицева за x, G(x, t)-n×m – ма-
триця з компонентами, неперервними за t i локально лiпшицевими за x,
u – m – вимiрний вектор керування. Керування u вибирається у класi з
оберненим зв’язком, u = u(x, t), u(0, t) = 0, F (0, t) = 0, t ≥ 0 [2].

Згiдно з прямим методом Ляпунова, будь-яке керування u з оберне-
ним зв’язком, яке задовiльняє умовi [1]

∂V (x, t)

∂t
+ 〈gradxV (x, t), F (x, t) +G(x, t)u(x)〉 = −W (x, t), (11)

є стабiлiзуючим законом керування. Тут V (x, t),W (x, t) – додатновизна-
ченi функцiї, при цьому V (x, t) допускає нескiнченно малу вищу грани-
цю. Отже, в рамках методу функцiй Ляпунова розв’язок задачi стабiлi-
зацiї зводиться до побудови множини керувань з оберненим зв’язком, що
забезпечують виконання спiввiдношення (11). Тодi

〈G∗(x, t)gradxV (x, t), u(x)〉 = −W (x, t)− ∂V (x, t)

∂t
−

−〈gradxV (x, t), F (x, t)〉.

Подамо функцiю керування у виглядi [6]

u(x, t) =

u1(x), ‖x‖ > ε,

0, ‖x‖ < ε.
(13)

Керування u1(x, t) вибирається у виглядi [1]

u1(x, t) = −λ(x, t)G∗(x, t)gradxV (x, t), (14)

де λ(x, t) – скалярна функцiя, яку потрiбно визначити.
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2.3 Метод демпфування

Розглянемо систему керування

dx(t)

dt
= f(x(t), u(t), t), (15)

де x−n-вимiрний вектор фазових координат, f(x, u, t)−n-вимiрна вектор-
функцiя, неперервна за сукупнiстю змiнних, u = u(t)−r-вимiрний вектор
керування, що належить класу кусково неперервних функцiй, u(t) ∈ G,
G− компакт в Rr, x(t0) = x0, t ≥ t0 [1]. Розв’язок системи (15), що вiд-
повiдає керуванню u та початковiй умовi x(t0) = x0 будемо позначати
x(t, u, x0, t0). Нехай

S = {(x, t) : ψ(x, t) = 0},

де ψ ∈ C(Rn+1) i задача керування системою (15) полягає у знаходженнi
допустимого керування u(t) ∈ G такого, що iнтегральна крива системи
(15) в деякий момент часу попадає з фiксованого положення на поверх-
ню S. При цьому можуть бути заданi обеження на фазову змiнну та
керування [2].

Розглянемо функцiю V (x, t), яка характеризує вiдстань вiд точки x
в момент t до поверхнi S. Тодi сформульована задача керування може
бути зведена до мiнiмазцiї V (x, t) на розв’язках системи (15). У цьому
полягає змiст оптимального керування по вiдношенню до демпфування
функцiї.

Означення. Керування u∗ називається оптимальним по вiдношен-
ню до демпфування функцiї V , якщо функцiя V максимально спадає
вздовж траеторiї x∗(t) = x(t, u∗)[1].

Припустимо, що функцiя V (x, t) є неперервно диференцiйованою.
Знайдемо повну похiдну функцiї V на розв’язках системи (15)

dV

dt
=
∂V

∂t
+ 〈gradxV (x, t), f(x, u, t)〉 = W (x, t).

згiдно означення, оптимальне керування по вiдношенню до демпфування
функцiї V доставляє функцiї W (x, u, t) найменше вiд’ємне значення.

Теорема. Нехай виконуються такi умови [1]:
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• керування u∗ є оптимальним по вiдношенню до демпфування фун-
кцiї V (x, t);

• функцiя V (x, t) > 0 коли ψ(x, t) 6= 0 i V (x, t) = 0 при ψ(x, t) = 0;

• повна похiдна функцiї V (x, t) на розв’язках системи (15) при керу-
ваннi u = u∗ рiвна -1.

Тодi керування u∗ є оптимальним за швидкодiєю при переводi системи
(15) зi стану x(t0) = x0 на поверхню S = {(x, t) : ψ(x, t) = 0}.
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3 Алгоритми розв’язання задачi керування

поставою людини для математичної моде-

лi руху нижнiх кiнцiвок з реакцiєю ЦНС

3.1 Отримання експерементальних даних

Бiомеханiчнi експериментальнi дослiдження були проведенi вченими ла-
бораторiї бiомеханiки Технологiчного унiверситету мiста Лодзь [9].

Рис. 3.1: Мiсце знаходження маркерiв

Рис. 3.2: Експерименти: моделювання стоячих вiдхилень

Для отримання кiнематичних даних для дослiдження руху викори-
стовувалася система захоплення руху OptiTrack, обладнана спецiальним
програмним забезпеченням. Система має точнiсть 0,5 мм, роздiльну зда-
тнiсть 1,3 млн. пiкселiв, частоту дискретизацiї 120 FPS. Для спостереже-
ння за рухом (рис. 3.1) використовувався маркерс всього тiла, заснований
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на протоколi Рiццолi. 42 маркери захоплення руху були розмiщенi на тiлi
моделi для надiйного вiдстеження маркерiв в режимi реального часу для
забезпечення подальшого аналiзу в середовищi MatLab.

Для того, щоб провести аналiз i отримати реальну кiнематику данi i
характеристики траєкторiй як опорних значень стоячих стiйок, експери-
ментальнi випробування проводилися на здорових чоловiкiв-добровольцях,
без будь-яких нервових i м’язових порушень (маса тiла 70 кг i висота тiла
183 см), що вiдхилялись рiзним чином. В ходi експерименту було засто-
совано кiлька вiдхилень [9].

Експерименти для моделювання вертикально стоячих вiдхилень (кут
a – кут згинання щиколотки), а точки активацiї контролера - на рис. 3.2.
Опорнi значення для робочих точок були отриманi з цих експеримен-
тiв i були використанi для валiдацiї розробленої стратегiї управлiння.
Для одержання робочих точок для контролера ми використовуємо вбу-
дований кiнематичний движок реального часу, який використовує чiтку
iнформацiю про унiкальну структуру скелета для забезпечення високо-
точних даних. Точна функцiональна оцiнка вимагає ретельної iдентифi-
кацiї та вiдстеження даних. Данi тестування були зiбранi з платформи i
використанi для збору та аналiзу даних. Було проведено серiю експери-
ментiв [9].

Використовуючи доступнi iнструменти MatLab, ми розраховуємо опор-
нi значення кутiв i швидкостей кутових траєкторiй за даними експери-
ментами (1) - (5), якi проводилися з 2 добровольцями (70 кг маси тiла
/ 183 см. кг маси тiла / 179 см, вiдповiдно). Кадр даних [350-500] вiд-
повiдає часовому iнтервалу t(sec) = [4; 8]. На рис. 3.3, 3.5, 3.7, 3.9, 3.11
наведено графiк наборiв даних (1) - (5).

Вiдхилення максимального кута дорiвнює sin(α) = 0, 44 в експери-
ментi 5 (див. рис. 3.11 i 3.12). Кадри даних експериментiв (1) - (5) трива-
ють вiд точок A (початковi вiдхилення) до точок C (кiнцевi значення).
Точки B є контрольними точками активацiї (див. рис. 3.3, 3.5, 3.7, 3.9,
3.11). Для обчислення розрахункових швидкостей. Ми пiдготуємо кри-
ву завантажених даних, використовуючи вiдповiдну панель iнструмен-
тiв Curve Fitting Toolbox. Ми використовуємо полiноми для iнтерполяцiї
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Рис. 3.3: Моделювання збурень - Експеримент (1): A - початок експери-
менту; B - максимальне вiдхилення; C - кiнцеве положення (цiльове)

Рис. 3.4: Експеримент (1) - зворотня траєкторiя: D - точка активацiї керу-
вання; E - обчислення похiдної;

та характеризуємо данi, використовуючи глобальну пiдгонку для того,
щоб отримати простi емпiричнi моделi кожного експерименту. Основни-
ми перевагами вiдiбраного полiномiального пiдходу є розумна гнучкiсть
для даних, якi не є занадто складними. На рис. 3.4, 3.6, 3.8, 3.10, 3.12
представленi траєкторiї повернення, а також їх сплайн-наближення. То-
дi еталоннi швидкостi обчислюються як похiднi полiномiальних функцiй
зворотних дорiжок, представлених на рис. 3.4, 3.6, 3.8, 3.10, 3.12 у вiдпо-
вiдних точках E, припускаючи, що максимальне значення знаходиться в
серединi траєкторiя.

Аналiзуючи набори даних експериментiв (1) - (5), отримаємо нелi-
нiйнi моделi, якi є полiномами ступенiв 4-6 вiдповiдно. Коефiцiєнти роз-
раховуються з 95 вiдсотками довiрчого iнтервалу. Точнiсть пiдходiв ви-
значається сумою квадратiв вiдхилень (SSE), R-квадратом (R-square),
скоригованим R-квадратом (adjusted R-square), середньо квадратичним
вiдхиленням (RMSE). Похiднi обчислювали, як описано нижче, в точках
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Рис. 3.5: Моделювання збурень - Експеримент (2): A - початок експери-
менту; B - максимальне вiдхилення; C - кiнцеве положення (цiльове)

Рис. 3.6: Експеримент (2) - зворотня траєкторiя: D - точка активацiї керу-
вання; E - обчислення похiдної;

E, якi вiдповiдають серединi зворотних шляхiв i мають плавну деграда-
цiю [9].

Експеримент (1). З даних, отриманих в експериментi (1), отриму-
ємо полiном ступеня 4 у наступному виглядi

f(x) = p1x
4 + p2x

3 + p3x
2 + p4x+ p5.

Отримуємо коефiцiєнти:
p1 = −0.001955, (−0.002281,−0.001629);

p2 = 0.0374, (0.03131, 0.0435);

p3 = −0.2561, (−0.2973,−0.2148);

p4 = 0.712, (0.5929, 0.8311);

p5 = −0.5035, (−0.6269,−0.38),

Результати SSE: 0.07621, R-square: 0.9141, Adjusted R-square: 0.9135,
RMSE: 0.01139, (рис. 3.4).
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Рис. 3.7: Моделювання збурень - Експеримент (3): A - початок експери-
менту; B - максимальне вiдхилення; C - кiнцеве положення (цiльове)

Рис. 3.8: Експеримент (3) - зворотня траєкторiя: D - точка активацiї керу-
вання; E - обчислення похiдної;

Експеримент (2). З даних, отриманих в експериментi (2), отриму-
ємо полiном ступеня 5 у наступному виглядi

f(x) = p1x
5 + p2x

4 + p3x
3 + p4x

2 + p5x+ p6.

Отримуємо коефiцiєнти:
p1 = −5.557e− 05, (−0.0002942, 0.0001831);

p2 = 0.002943, (−0.00199, 0.007875);

p3 = −0.04429, (−0.08418,−0.004408);

p4 = 0.2821, (0.1246, 0.4395);

p5 = −0.8159, (−1.119,−0.5129);

p6 = 1.025, (0.798, 1.252).

SSE: 0.003351, R-square: 0.9803, Adjusted R-square: 0.9801, RMSE: 0.002705.
(рис. 3.6).

Експеримент (3). Для 3-го набору даних будуємо полiном 3-го сту-
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Рис. 3.9: Моделювання збурень - Експеримент (4): A - початок експери-
менту; B - максимальне вiдхилення; C - кiнцеве положення (цiльове)

Рис. 3.10: Експеримент (4) - зворотня траєкторiя: D - точка активацiї ке-
рування; E - обчислення похiдної;

пеня у такiй формi

f(x) = p1x
3 + p2x

2 + p3x+ p4.

Отримуємо коефiцiєнти:
p1 = −0.001909, (−0.004265, 0.0004461);

p2 = 0.08274, (0.00106, 0.1644);

p3 = −1.178, (−2.12,−0.2357);

p4 = 5.886, (2.269, 9.503).

SSE: 0.0108, R-square: 0.9431, Adjusted R-square: 0.9425, RMSE: 0.006049,
(рис. 3.8).

Експеримент (4). Для 4-го набору даних будуємо полiном 4-го сту-
пеня

f(x) = p1x
4 + p2x

3 + p3x
2 + p4x+ p5.

Отримуємо коефiцiєнти:
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Рис. 3.11: Моделювання збурень - Експеримент (5): A - початок експери-
менту; B - максимальне вiдхилення; C - кiнцеве положення (цiльове)

Рис. 3.12: Експеримент (5) - зворотня траєкторiя: D - точка активацiї ке-
рування; E - обчислення похiдної;

p1 = 0.002227, (0.001896, 0.002558);

p2 = −0.04223, (−0.04852,−0.03593);

p3 = 0.2822, (0.2393, 0.3251);

p4 = −0.8002, (−0.9235,−0.6769);

p5 = 1.191, (1.066, 1.317).

SSE: 0.3193, R-square: 0.7619, Adjusted R-square: 0.7605, RMSE: 0.02173
(рис. 3.10).

Експеримент (5). Для 5-го набору даних будуємо полiном 4-го
ступеня

f(x) = p1x
4 + p2x

3 + p3x
2 + p4x+ p5.

Отримуємо коефiцiєнти:
p1 = 3.098e− 05(−0.0001003, 0.0001623);

p2 = 0.003211(0.0007842, 0.005638);

p3 = −0.04814(−0.06408,−0.03219);

p4 = 0.1688(0.1251, 0.2126);
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p4 = 0.2617(0.2199, 0.3035).

SSE: 0.08068, R-square: 0.9755, Adjusted R-square: 0.9754, RMSE: 0.01067,
(рис. 3.12) .

Аналiзуючи кожен набiр даних (1) - (5), до таблицi 1 зiбранi наступнi
данi: xref – цiльовi значення вiдхилень кутiв кожного експерименту; xref
– кутовi швидкостi, розрахованi як похiднi сплайнiв в певних точках E,
як описано вище; початковi значення xinit (координати точок D) [9].

3.2 Алгоритм оптимальної стабiлiзацiї

Для того, щоб обрати правильну вiдповiдь, центр вибору управлiння об-
числює механiчнi стани для вибору кiлькостi вiдповiдей, необхiдних для
протидiї порушенням. Цей центр оцiнює рiзницю мiж оцiненим станом i
бажаним станом i обирає вiдповiдну траєкторiю, а також вигоди вiд зво-
ротного зв’язку. Контрольний вiдбiрний центр ефективно вибирає вiд-
повiдну матрицю посилення. Модель системи керування (19) передбачає
отримання необхiдного вектору стану x(t) з найвищих рiвнiв ЦНС, по-
рiвняння його з вимiряним станом i генерування команди u в просторi
uank i uhip. Регулювання станiв x(t) до заданого стану x(t), визначеного з
експериментальних даних, було отримано з бiомеханiчних випробувань.

Будемо обчислювати лiнiйно-квадратичний регулятор для визначен-
ня траєкторiй, що мiнiмiзують цiльову функцiю. Розроблене керування
переводить стани системи до заданих точок, визначених за допомогою
статичних експериментальних даних, якi вимiрюються. [9]

Зробивши замiну x(t) = x+ y, u = u+ v, де u визначена з рiвняння

Ax+Bu = 0.

Тодi отримуємо цiльове керування, за якого система ẏ = Ay + Bv має
нульову позицiю рiвноваги:

u = −B−1Ax.
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Шукатимемо u у виглядi

u = u−K(x− x),

причому u повинна мати такi властивостi:

• u(x) є асимтотично стiкою,

• u(x) мiнiмiзує функцiонал.

J =

∫ ∞
0

[(x− x)TQ(x− x) + (u− u)TR(u− u)]dt, (16)

де Q та R є ваговими матрицями.
Оптимальна траєкторiя xopt(t), що залежить також i вiд u(t), мiнi-

мiзує отриманий функцiонал (16). Обидвi матрицi Q та R обираються
довiльно, але повиннi залишатись сталими, симетричними та додатньо
визначеними.

Визначемо квадратичну форму

V (x) = (x− x)TP (x− x),

де P – наперед задана симетрична, стала, додатньо визначена матриця.
Якщо можна буде показати, що V < 0 на усiх траєкторiях (окрiм x = x,
де V = 0), тодi усi траєкторiї повиннi наближатись до x з визначеним
ранiше керуванням. Отримується такий результат, оскiльки V має єди-
ний глобальний мiнiмум на x. Якщо кожна траєкторiя зменшує V , тодi
будь-яка траєкторiя наближається до x [5].

Тодi використовуючи теорiю з пiдроздiлу 2.1 , та розв’язавши алге-
браїчне рiвняння Рiкаттi (невiдома матриця P )

PA+ ATP − PBR−1BTP = −Q, (17)

отримуємо K = R−1BTP . За наперед заданими матрицями Q та R,
розв’язавши рiвняння (17), отримуємо матрицю P , а знаючи її, можна
отримати K. Тодi потрiбне керування знайдене.
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Результати експерименту

Оберемо ваговi матрицi

Q =


0.9 0 0 0

0 2.1 0 0

0 0 2.2 0

0 0 0 3

 , R =

(
1.3 0

0 1

)
.

Тодi матриця P набуває вигляду

P =


1.9637 0.2048 1.0523 0.3218

0.2048 2.636 0.3823 0.1777

1.0523 0.3823 2.3333 0.7194

0.3218 0.1777 0.7194 0.2963

 ,

а матриця K :

K = R−1BTP =

(
0.8095 0.2941 1.7949 0.5534

−0.2195 1.4098 −0.3414 1.7197

)
.

З вигляду системи стає очевидним, що для будь-яких x0, x, u = (0, 0)T .
Нехай x0 = (2, 4, 0.8, 1)T , x = (3, 9, 0, 0)T . Проiнтегрувавши систему (19)
чисельним методом Рунге-Кутти четвертого порядку, отримуємо такi ре-
зультати на промiжку 0 ≤ t ≤ 40 (рис. 3.13).

Далi змiнимо x0 та x. Нехай x0 = (3, 14, 23, 27.4)T , x = (100, 9, 0, 0)T .
Проiнтегрувавши систему (19) чисельним методом Рунге-Кутти четвер-
того порядку, отримуємо такi результати на промiжку 0 ≤ t ≤ 40 (рис.
3.14).

Нехай тепер x0 = (5, 7, 12, 5.4)T , x = (13, 2, 0, 0.03)T . Проiнтегрував-
ши систему (19) чисельним методом Рунге-Кутти четвертого порядку,
отримуємо такi результати на промiжку 0 ≤ t ≤ 40 (рис. 3.15).

Тепер змiнимо вагову матрицю Q, залишивши при цьому початкову,
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Рис. 3.13: x0 = (2, 4, 0.8, 1)T , x = (3, 9, 0, 0)T .

Рис. 3.14: x0 = (3, 14, 23, 27.4)T , x = (100, 9, 0, 0)T .

цiльову точку та матрицю R. Нехай

Q =


0.2 0 0 0

0 4 0 0

0 0 5 0

0 0 0 8

 .

31



Рис. 3.15: x0 = (5, 7, 12, 5.4)T , x = (13, 2, 0, 0.03)T .

Тодi матриця P набуває вигляду

P =


1.0954 0.0853 0.5004 0.1538

0.0853 5.7961 0.4371 0.2175

0.5004 0.4371 2.7502 0.8469

0.1538 0.2175 0.8469 0.3808

 ,

а матриця K:

K = R−1BTP =

(
0.385 0.3362 2.1155 0.6514

−0.0857 1.9629 −0.4276 2.8077

)
.

Тодi результат виконання програми (рис. 3.16). Змiнемо початкову i

кiнцеву точки:
x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T .

Оберемо ваговi матрицi

Q =


1 0 0 0

0 4 0 0

0 0 5 0

0 0 0 8

 , R =

(
4 0

0 5

)
.
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Рис. 3.16: x0 = (5, 7, 12, 5.4)T , x = (13, 2, 0, 0)T .

Тодi матриця P набуває вигляду

P =


2.8933 0.2805 1.6954 0.5161

0.2805 5.8946 0.7088 0.3826

1.6954 0.7088 4.955 1.5202

0.5161 0.3826 1.5202 0.7086

 ,

а матриця K :

K = R−1BTP =

(
0.5651 0.2363 1.6517 0.5067

−0.1023 0.9788 −0.2274 1.4138

)
.

Тодi отримуємо такi результати (рис. 3.17).

3.3 Алгоритм методу функцiй Ляпунова

Пiдставимо (13) - (14) у (12). Отримуємо

λ(x, t) =
W (x, t) + ∂V (x,t)

∂t + 〈gradxV (x, t), F (x, t)〉
‖G∗(x, t)gradxV (x, t)‖2

. (18)
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Рис. 3.17: x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T .

Пiдставивши (18) у (14), отримуємо стабiлiзуюче керування.
Будемо обирати функцiї V (x),W (x) у виглядi

V (x) = (x− x)TP (x− x), W (x) =
V (x)

2
.

Тодi керування має вигляд

u(x, t) =
(x−x)TP (x−x)

2 + 〈gradx((x− x)TP (x− x)), F (x, t)〉
‖G∗(x, t)gradx((x− x)TP (x− x))‖2

.

В позначеннях нашої системи: G(x, t) = B, F (x, t) = A.

Результати експерименту

Оберемо функцiю
V (x) = (x− x)TP (x− x),

де

P =


1.9637 0.2048 1.0523 0.3218

0.2048 2.636 0.3823 0.1777

1.0523 0.3823 2.3333 0.7194

0.3218 0.1777 0.7194 0.2963

 .

Тодi на промiжку 0 ≤ t ≤ 30 отримуємо такий результат (рис. 3.18). Для
iнших початкових та цiльових точок при тiєї ж матрицi P , результати
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Рис. 3.18: x0 = (0.44, 0.5, 0, 0)T , x = (0.2, 0, 0, 0.06)T .

можна побачити на рис. 3.19 та рис. 3.20. Змiнимо теперь матрицю P :

Рис. 3.19: x0 = (0.18, 0.8, 0, 0)T , x = (0, 0, 0, 0.04)T .

P =


2.8933 0.2805 1.6954 0.5161

0.2805 5.8946 0.7088 0.3826

1.6954 0.7088 4.955 1.5202

0.5161 0.3826 1.5202 0.7086

 .

Тодi отримуємо результат на рис. 3.21. Змiнемо початкову i кiнцеву то-
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Рис. 3.20: x0 = (0.36, 0.4, 0, 0)T , x = (0.2, 0, 0, 0.03)T .

Рис. 3.21: x0 = (0.18, 0.8, 0, 0)T , x = (0, 0, 0, 0.04)T .

чки:
x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T .

Оберемо ваговi матрицi

Q =


1 0 0 0

0 4 0 0

0 0 5 0

0 0 0 8

 , R =

(
4 0

0 5

)
.
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Тодi матриця P набуває вигляду

P =


2.8933 0.2805 1.6954 0.5161

0.2805 5.8946 0.7088 0.3826

1.6954 0.7088 4.955 1.5202

0.5161 0.3826 1.5202 0.7086

 ,

а матриця K :

K = R−1BTP =

(
0.5651 0.2363 1.6517 0.5067

−0.1023 0.9788 −0.2274 1.4138

)
.

Таким чином отримуємо результат на рис. 3.22.

Рис. 3.22: x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T .

3.4 Алгоритм на основi методу демпфування

У нашому випадку маємо лiнiйну систему звичайних диференцiальних
рiвнянь

ẋ = Ax+Bu. (19)

Для нашого випадку оберемо квадратичну форму

V (x) = (x− x)TP (x− x),
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де P – наперед задана симетрична, стала, додатньо визначена матриця.
Функцiя V (x) визначає вiдстань вiд точки x до x. Побудуємо керування
u так, щоб функцiя V спадала найбiльшим чином вздовж траєкторiї
системи (19). Побудуємо повну похiдну функцiї V на розв’язках системи
(19). Отримуємо

W (x) = 〈P (Ax+Bu)− x, x− x〉+

+〈P (x− x), Ax+Bu− x〉 −→ min
u
.

Переписавши вираз (20) у трохи iншому виглядi, отримаємо

〈P (Ax− x), x− x〉+ 〈P (x− x), Ax− x〉+

+〈PBu, x− x〉+ 〈P (x− x), Bu〉 −→ min
u
.

Очевидно, що u входить у цей вираз тiльки лiнiйно, тому зробивши де-
кiлька перетворень, стає зрозумiлим, що, для того, щоб мiнiмiзувати (20),
потрiбно розв’язати таку оптимiзацiйну задачу:

〈u,BTP T (x− x) +BTP (x− x) −→ min
u
. (22)

Далi будемо розглядати:ψ(x) = 0, ‖x‖ ≤ ε,

ψ(x) = 1, iнакше.

3.4.1 Обмеження на координати вектора керування

Нехай на функцiю керування u = (u1, u2)
T маємо обмеження вигляду|u1| ≤ r1,

|u2| ≤ r2.
(23)

Перепишемо (22) у виглядi

u1(b
T
1 P (x− x) + bT1 P

T (x− x)) + u2(b
T
2 P (x− x) + bT2 P

T (x− x)),
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де b1 та b2 – стовпчики матрицi B. Оскiльки (23), то в (22) випливає, що
функцiя W отримує найменше значення приu1 = −sign(bT1 P (x− x) + bT1 P

T (x− x)),

u2 = −sign(bT2 P (x− x) + bT2 P
T (x− x)).

(24)

Пiдставляючи (24) у (19), отримуємо оптимальну систему керування по
вiдношенню до демпфування функцiї V (x, t), в якiй права частина є роз-
ривною.

Результати експерименту

Оберемо функцiю V (x, t) у виглядi

V (x) = (x− x)TP (x− x), P =


1.9637 0.2048 1.0523 0.3218

0.2048 2.636 0.3823 0.1777

1.0523 0.3823 2.3333 0.7194

0.3218 0.1777 0.7194 0.2963

 ,

Для параметрiв

r1 = 0.2, r2 = 0.1,

x0 = (0.44, 0.5, 0, 0)T , x = (0.2, 0, 0, 0.06)T ,

отримуємо результат на рис. 3.23.
Змiнивши початковi i кiнцевi точки, отримуємо результати на рис.

3.24.
Змiнемо початкову i кiнцеву точки:

x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T
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Рис. 3.23: r1 = 0.2, r2 = 0.1, та x0 = (0.44, 0.5, 0, 0)T , x = (0.2, 0, 0, 0.06)T .

Рис. 3.24: r1 = 0.2, r2 = 0.1, та x0 = (0.36, 0.4, 0, 0)T , x = (0.2, 0, 0, 0.03)T .

Оберемо ваговi матрицi

Q =


1 0 0 0

0 4 0 0

0 0 5 0

0 0 0 8

 , R =

(
4 0

0 5

)
.
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Тодi матриця P набуває вигляду

P =


2.8933 0.2805 1.6954 0.5161

0.2805 5.8946 0.7088 0.3826

1.6954 0.7088 4.955 1.5202

0.5161 0.3826 1.5202 0.7086

 ,

а матриця K :

K = R−1BTP =

(
0.5651 0.2363 1.6517 0.5067

−0.1023 0.9788 −0.2274 1.4138

)
.

Також мають мiсце значення для обмежень на керування:

r1 = 3, r2 = 2.

Результат для такого набору параметрiв можна побачити на рис. 3.25.

Рис. 3.25: r1 = 3, r2 = 2, x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T .
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3.4.2 Обмеження на норму вектора керування

Нехай маємо обмеження на u = (u1, u2)
T вигляду

‖u‖ ≤ r, r ≥ 0. (25)

Розв’язавши (22), методом множникiв Лагранжа з обмеженнями (25),
отримуємо

umin(x) = −r BTP T (x− x) +BTP (x− x)

‖BTP T (x− x) +BTP (x− x)‖
.

Результати експерименту

Наведемо декiлька прикладiв використання цього методу. Нехай

V (x) = (x− x)TP (x− x), P =


1.9637 0.2048 1.0523 0.3218

0.2048 2.636 0.3823 0.1777

1.0523 0.3823 2.3333 0.7194

0.3218 0.1777 0.7194 0.2963

 ,

а r = 0.25. Тодi результат виконання программи на рис. 3.26

Рис. 3.26: x0 = (0.44, 0.5, 0, 0)T , x = (0.2, 0, 0, 0.06)T .
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Далi для iнших точок (рис. 3.27, 3.28):

Рис. 3.27: x0 = (0.18, 0.8, 0, 0)T , x = (0, 0, 0, 0.04)T .

Рис. 3.28: x0 = (0.36, 0.4, 0, 0)T , x = (0.2, 0, 0, 0.03)T .

Змiнемо початкову i кiнцеву точки:

x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T
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Рис. 3.29: r1 = 3, r2 = 2, x0 = (3, 9, 7, 2)T , x = (10, 2, 0, 0)T .

Оберемо ваговi матрицi

Q =


1 0 0 0

0 4 0 0

0 0 5 0

0 0 0 8

 , R =

(
4 0

0 5

)
.

Тодi матриця P набуває вигляду

P =


2.8933 0.2805 1.6954 0.5161

0.2805 5.8946 0.7088 0.3826

1.6954 0.7088 4.955 1.5202

0.5161 0.3826 1.5202 0.7086

 ,

Також має мiсце значення для обмеження на керування:

r = 2.

Для такого набору параметрiв, отримуємо результат на рис. 3.29 а ма-
триця K :

K = R−1BTP =

(
0.5651 0.2363 1.6517 0.5067

−0.1023 0.9788 −0.2274 1.4138

)
.
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4 Розв’язання задачi про перехiд iз фiксо-

ваної точки на наперед задану поверхню

для комплексної математичної моделi ру-

ху нижнiх кiнцiвок людини

4.1 Постановка задачi про перехiд iз фiксованої то-

чки на наперед задану поверхню

Розглянемо систему керування

dx(t)

dt
= f(x(t), u(t), t), (26)

де x−n-вимiрний вектор фазових координат, f(x, u, t)−n-вимiрна вектор-
функцiя, неперервна за сукупнiстю змiнних, u = u(t)−r-вимiрний вектор
керування, що належить класу кусково неперервних функцiй, u(t) ∈ G,
G− компакт в Rr, x(t0) = x0, t ≥ t0 [1]. Розв’язок системи (26), що вiд-
повiдає керуванню u та початковiй умовi x(t0) = x0 будемо позначати
x(t, u, x0, t0).

Нехай S - деяка поверхня, яка має вигляд:

S = {(x, t) : ψ(x, t) = 0}, (27)

де ψ ∈ C(Rn+1) i задача керування системою (15) полягає у знаходженнi
допустимого керування u(t) ∈ G такого, що iнтегральна крива системи
(15) в деякий момент часу попадає з фiксованого положення на поверхню
S [1].

4.2 Лiнеаризацiя

Наступним кроком для розв’язку задачi використаємо лiнеаризацiю си-
стеми. Для цього будемо вважати, що

θ1, θ2, θ3 −→ 0.
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Розкладемо, наприклад, функцiю cos(θ1−θ2) в ряд Тейлора. Оскiльки
θ1, θ2 −→ 0, то θ1 − θ2 −→ 0. Тодi

cos(θ1 − θ2) = 1− (θ1 − θ2)2

2
+ o((θ1 − θ2)2).

Аналогiчним чином отримуємо розклад для cos(θ1−θ3), cos(θ2−θ3), cos(θ2−
θ3).

Тепер розкладемо sin(θ1), sin(θ2), sin(θ3). Виписавши для sin(θ1) вiд-
повiдним чином отримаємо i для iнших.

sin(θi) = θi + o(θi), i = 1..3.

Далi, використавши цi результати, можемо переписати (3) у такому
виглядi: 

θ̈1 = M1−M2−M3−aθ̈2−bθ̈3+cθ1
d ,

θ̈2 = M2−M3−aθ̈1−fθ̈2+gθ2
n ,

θ̈3 = M3−bθ̈1−mθ̈2+G3a3θ3
s .

(28)

Цю систему можна представити у матричному виглядi

CΘ̈ = DΘ + EM, (29)

де

C =


1 a

d
b
d

e
n 1 f

n
b
s

m
s 1

 , D =


c
d 0 0

0 g
n 0

0 0 G3a3
s

 , E =


1 1 −1

0 1 −1

0 0 1

 (30)

Для того, щоб прибрати другу похiдну Θ, введемо додаткову змiнну Ω:

Θ̇ = Ω.
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Таким чином, можемо переписати систему у виглядi:

θ̇1 = ω1,

θ̇2 = ω2,

θ̇3 = ω3,

CΩ̇ = DΘ̇ + EM.

З вигляду матрицi C у (30) можна допустити, що матриця C не є ви-
родженою. Тодi, можна домножити у (29) на C−1, i тодi систему можна
переписати у виглядi:

θ̇1 = ω1,

θ̇2 = ω2,

θ̇3 = ω3,

Ω̇ = C−1DΘ + C−1EM.

Тодi цю систему можна виписати у такому виглядi:

ẋ = Ax+Bu, (31)

де

x =



ω1

ω2

ω3

θ1

θ2

θ3


, u =


M1

M2

M3

 , A =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0

0 0 0 C−1D

0 0 0


,

B =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

C−1E


.

47



Тепер, обравши довiльну точку x̄1, визначимо S з (27), як окiл точки
x1, тобто

S = Oε(x1),

де Oε(x1) – ε -окiл точки x1.

4.3 Використання методу демпфування

З алгоритму, наведеного в цiй роботi у роздiлi (3.4), оскiльки побудова,
для нашого випадку оберемо квадратичну форму у виглядi:

V (x) = (x− x)TP (x− x),

де P – наперед задана симетрична, стала, додатньо визначена матриця.
Функцiя V (x) визначає вiдстань вiд точки x до x. Побудуємо керування
u так, щоб функцiя V спадала найбiльше вздовж траєкторiї системи
(19). Побудуємо повну похiдну функцiї V на розв’язках системи (19).
Отримуємо

W (x) = 〈P (Ax+Bu)− x, x− x〉+

+〈P (x− x), Ax+Bu− x〉 −→ min
u
.

Переписавши вираз (32) у трохи iншому виглядi, отримаємо

〈P (Ax− x), x− x〉+ 〈P (x− x), Ax− x〉+

+〈PBu, x− x〉+ 〈P (x− x), Bu〉 −→ min
u
.

Очевидно, що u входить у цей вираз тiльки лiнiйно, тому зробивши де-
кiлька перетворень, стає зрозумiлим, що, для того, щоб мiнiмiзувати (32),
потрiбно розв’язати оптимiзацiйну задачу:

〈u,BTP T (x− x) +BTP (x− x) −→ min
u
. (34)
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Далi будемо розглядати ψ(x) = 0, ‖x‖ ≤ ε,

ψ(x) = 1, iнакше.

В цьому випадку система ẏ = Ay + Bv має нульову позицiю рiвноваги,
якщо u дорiвнює:

u = −B−1Ax,

де x(t) = x+ y, u = u+ v.

4.3.1 Обмеження на координати вектора керування

Нехай маємо обмеження на u = (u1, u2, u3)
T вигляду

|u1| ≤ r1,

|u2| ≤ r2,

|u3| ≤ r3.

(35)

Перепишемо (34) у виглядi

u1(b
T
1 P (x− x) + bT1 P

T (x− x)) + u2(b
T
2 P (x− x) + bT2 P

T (x− x))+

+u3(b
T
3 P (x− x) + bT3 P

T (x− x))
,

де b1, b2 та b3 - стовпчики матрицi B.
Оскiльки (35), то в (34) випливає, що функцiя W отримує найменше

значення при 
u1 = −sign(bT1 P (x− x) + bT1 P

T (x− x)),

u2 = −sign(bT2 P (x− x) + bT2 P
T (x− x)),

u3 = −sign(bT3 P (x− x) + bT3 P
T (x− x)).

(36)

Пiдставляючи (36) у (31), отримуємо оптимальну систему керування по
вiдношенню до демпфування функцiї V (x, t).
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Результати експерименту

В усiх експериментах оберемо ε = 10−3, а матрицю P у виглядi:

P =



1.5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 1.5 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 1.5 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 637.32 23.89 29.2

0.0 0.0 0.0 23.89 3.61 2.89

0.0 0.0 0.0 29.2 2.89 19.1


Експеримент 1.

Нехай параметри системи в (31)

m1 = 1.0,m2 = 2.0,m3 = 3.0, l1 = 2.0, l2 = 4.0, l3 = 4.0,

a1 = 1.9, a2 = 1.2, a3 = 1.5, b1 = 0.0, b2 = 0.0, b3 = 0.0,

G1 = 0.2, G2 = 0.9, G3 = 0.4, I1 = 0.0, I2 = 0.0, I3 = 0.0,

a = 40.0, b = 240.0, c = 2.98, d = 23.61, e = 28.8, f = 18.0,

g = 2.68, n = 50.88,m = 18.0, s = 6.75.

.

За таких параметрiв матриця A набуває вигляду:

A =



1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 0.0 −0.004 0.003

0.0 0.0 0.0 −0.005 0.056 0.0

0.0 0.0 0.0 0.013 −0.009 0.0


,

а матриця B:
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B =



0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0

0.0 −0.075 0.103

−0.037 1.102 −1.028

0.105 −0.275 0.063


.

Оберемо початкову точку x0, та кiнцеву точку x таким чином:

x0 = (0, 0, 0, 0.8, 0.1, 0.4)T ,

x = (0, 0, 0, 0.4, 0.3, 0.2)T .

Для цiєї точки, u = (−0.1018,−0.0336,−0.0178)T . Також оберемо значе-
ння r1, r2, r3:

r1 = 0.8, r2 = 0.3, r3 = 0.4.

Проiнтегрувавши систему (31) чисельним методом Рунге-Кутти четвер-
того порядку, отримуємо такi результати (рис. 4.30). Розв’язок був отри-
ман в точцi T = 72.442:

Рис. 4.30: x0 = (0, 0, 0, 0.8, 0.1, 0.4)T , x = (0, 0, 0, 0.4, 0.3, 0.2)T .
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Експеримент 2.

Залишимо всi параметри такими ж, але змiнемо обмеження на керуван-
ня:

r1 = 0.5, r2 = 0.2, r3 = 0.35.

Проiнтегрувавши систему (31) чисельним методом Рунге-Кутти че-
твертого порядку, отримуємо результати, зображенi на рисунку 4.31.
Розв’язок був отриман в точцi T = 129.912.:

Рис. 4.31: x0 = (0, 0, 0, 0.8, 0.1, 0.4)T , x = (0, 0, 0, 0.4, 0.3, 0.2)T .

Експеримент 3.

Залишимо всi параметри такими ж, як в Експериментi 1, але змiнемо
початкову i кiнцеву точки:

x0 = (0, 0, 0, 0.2, 0.6, 0.5)T ,

x = (0, 0, 0, 0.7,−0.4, 0.6)T .

Проiнтегрувавши систему (31) чисельним методом Рунге-Кутти че-
твертого порядку, отримуємо результати, зображенi на рисунку 4.32.Розв’язок
був отриман в точцi T = 79.75 :
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Рис. 4.32: x0 = (0, 0, 0, 0.2, 0.6, 0.5)T , x = (0, 0, 0, 0.7,−0.4, 0.6)T .

Експеримент 4.

Залишимо всi параметри такими ж, як в Експериментi 1, але змiнемо
обмеження:

r1 = 0.8, r2 = 0.6, r3 = 0.9.

Але цього разу, розв’яжемо одразу три задачi про перехiд iз точки в
точку, тобто спочатку потрiбно перевести систему з x0 в x1, потiм з x1

в x2, i завершити в точцi x3. Таким чином можна побудувати будь-яку
послiдовнiсть руху системи, яка потрiбна у дослiдженнi.

Оберемо послiдовнiсть точок таким чином:

x0 = (0, 0, 0, 0.2, 0.6, 0.5)T ,

x1 = (0, 0, 0, 0.7,−0.4, 0.6)T ,

x2 = (0, 0, 0, 0.2, 0.1, 0.8)T ,

x3 = (0, 0, 0, 0.6, 0.2, 0.5)T .

Таким чином, послiдвноiсть ui, i = 1..3:

u1 = (−0.1739,−0.0323,−0.0533)T ,

u2 = (−0.1727,−0.0764,−0.0711)T ,

u3 = (−0.1752,−0.055,−0.0444)T .
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Результат виконання програми можна побачити на рис. 4.33

Рис. 4.33: Послiдовнiсть точок.

4.3.2 Обмеження на норму вектора керування

Нехай маємо обмеження на u = (u1, u2, u3)
T вигляду

‖u‖ ≤ r, r ≥ 0. (37)

Розв’язавши (34), методом множникiв Лагранжа з обмеженнями (37),
отримуємо

umin(x) = −r BTP T (x− x) +BTP (x− x)

‖BTP T (x− x) +BTP (x− x)‖
.

Результати експерименту

В усiх експериментах оберемо ε = 10−3, а матрицю P у виглядi:

P =



1.5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 1.5 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 1.5 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 637.32 23.89 29.2

0.0 0.0 0.0 23.89 3.61 2.89

0.0 0.0 0.0 29.2 2.89 19.1


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Експеримент 1.

Нехай параметри системи в (31)

m1 = 1.0,m2 = 2.0,m3 = 3.0, l1 = 2.0, l2 = 4.0, l3 = 4.0,

a1 = 1.9, a2 = 1.2, a3 = 1.5, b1 = 0.0, b2 = 0.0, b3 = 0.0,

G1 = 0.2, G2 = 0.9, G3 = 0.4, I1 = 0.0, I2 = 0.0, I3 = 0.0,

a = 40.0, b = 240.0, c = 2.98, d = 23.61, e = 28.8, f = 18.0,

g = 2.68, n = 50.88,m = 18.0, s = 6.75

.

За таких параметрiв матриця A набуває вигляду:

A =



1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0 0.0 −0.004 0.003

0.0 0.0 0.0 −0.005 0.056 0.0

0.0 0.0 0.0 0.013 −0.009 0.0


,

а матриця B:

B =



0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0

0.0 −0.075 0.103

−0.037 1.102 −1.028

0.105 −0.275 0.063


.

Оберемо початкову точку x0, та кiнцеву точку x таким чином:

x0 = (0, 0, 0, 0.8, 0.1, 0.4)T ,

x = (0, 0, 0, 0.4, 0.3, 0.2)T .

Також оберемо значення r:
r = 0.8.
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Проiнтегрувавши систему (31) чисельним методом Рунге-Кутти четвер-
того порядку, отримуємо результати на рис. 4.34. Розв’язок був отриман
в точцi T = 57.658.

Рис. 4.34: x0 = (0, 0, 0, 0.8, 0.1, 0.4)T , x = (0, 0, 0, 0.4, 0.3, 0.2)T .

Експеримент 2.

Залишимо всi параметри такими ж, але змiнемо обмеження на керуван-
ня:

r = 0.6.

Проiнтегрувавши систему (31) чисельним методом Рунге-Кутти че-
твертого порядку, отримуємо результати на рис. 4.35. Розв’язок був отри-
ман в точцi T = 83.14.

Експеримент 3.

Залишимо всi параметри такими ж, як в Експериментi 1, але змiнемо
початкову i кiнцеву точки:

x0 = (0, 0, 0, 0.2, 0.6, 0.5)T ,

x = (0, 0, 0, 0.7,−0.4, 0.6)T .
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Рис. 4.35: x0 = (0, 0, 0, 0.8, 0.1, 0.4)T , x = (0, 0, 0, 0.4, 0.3, 0.2)T .

Проiнтегрувавши систему (31) чисельним методом Рунге-Кутти че-
твертого порядку, отримуємо результати на рис. 4.36. Розв’язок був отри-
ман в точцi T = 59.196.

Рис. 4.36: x0 = (0, 0, 0, 0.2, 0.6, 0.5)T , x = (0, 0, 0, 0.7,−0.4, 0.6)T .

Експеримент 4.

Залишимо всi параметри такими ж, як в Експериментi 1, але змiнемо
обмеження:

r = 0.9.
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Але цього разу, розв’яжемо одразу три задачi про перехiд iз фiксованої
точки на наперед задану поверхню, тобто спочатку потрiбно перевести
систему з x0 в x1, потiм з x1 в x2, i завершити в точцi x3. Таким чином
можна побудувати будь-яку послiдовнiсть руху системи, яка потрiбна у
дослiдженнi.

Оберемо послiдовнiсть точок таким чином:

x0 = (0, 0, 0, 0.2, 0.6, 0.5)T ,

x1 = (0, 0, 0, 0.7,−0.4, 0.6)T ,

x2 = (0, 0, 0, 0.2, 0.1, 0.8)T ,

x3 = (0, 0, 0, 0.6, 0.2, 0.5)T .

Таким чином, послiдвноiсть ui, i = 1..3:

u1 = (−0.1739,−0.0323,−0.0533)T ,

u2 = (−0.1727,−0.0764,−0.0711)T ,

u3 = (−0.1752,−0.055,−0.0444)T .

Результат виконання програми можна побачити на рис. 4.37.

Рис. 4.37: Послiдовнiсть точок.
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4.4 Опис програмної реалiзацiї

Програму було реалiзовано мовою Python версiї 3.7.2, також було ви-
користано стороннi бiблiотеки NumPy (для обчислення норми векторiв,
матричних представлень, обчислення добутку та обернених матриць),
SciPy [10] (для обчислення розв’язку алгебраїчного рiвняння Рiккатi та
частинних похiдних) та MatPlotLib [11] (для представлення графiкiв ре-
зультатiв виконання). Також використовується пакет virtualenv для то-
го, щоб пакети та бiблiотеки, використанi в програмi, не були пов’язанi
зi встановленими в системi. В файлi requirements.txt можна знайти зале-
жностi, якi використанi в повнiй мiрi.

Також було реалiзовано метод Рунге-Кутти четвертого порядку для
знаходження наближеного розв’язку задачi Кошi.

Вхiдною точку для використання програми є файл src/main_mag.py.
Програма роздiлена на класи, кожен клас вiдповiдає за свою частину

реалiзацiї.
Наприклад, iснують два iнтерфейси (або астрактнi класи):

• Plotter, який використовується для виводу на екран розв’язку. В
цьому iнтерфейсi є тiльки один метод - plot(), завдяки якому мо-
жна якимось чином вивести розв’язок. Реалiзована реалiзацiя цього
iнтерфейсу PlotterMag, яка будує графiк за допомогою бiблiотеки
MatPlotLib [11]. Ця функцiя будує графiк траєкторiї системи та гра-
фiк траєкторiї керувань.

• Solver, який вiдповiдає за рiзнi типи побудови керувань. Усi реалi-
зацiї цього класу є залежними вiд нащадкiв Plotter. Для нащадкiв
цього абстрактного класу потрiбно реалiзувати метод solve(), зав-
дяки якому отримується наступна точка траєкторiї системи. В са-
мому класi Solver реалiзовано метод Рунге-Кутти четвертого поряд-
ку для знаходження наближеного розв’язку задачi Кошi, а також
метод solve_and_plot(), який є центральним i визивається в файлi
src/main_mag.py. В цьому методi будується повна траєкторiя систе-
ми та визивається метод plot() у вiдповiдного Plotter’а. Нащадками
цього класу є класи solvers.Demp1rSolver (src/solvers.Demp1rSolver),
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та solvers.DempRVecSolver (src/solvers.DempRVecSolver), якi є вiпо-
вiдальними за реалiзацiю алгоритмiв на основi методу демпфування.

Також є допомiжнi модулi (helper.py, в якому описанi допомiжнi функцiї,
такi як:

• gradF - пошук градiєнта функцiї.

• part_derivative() - пошук частинної похiдної. [10].
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Висновки

В роботi розглянуто методику конструювання керування для коорди-
нацiї багатошарових з’єднань i балансу постави людини у вiдповiдь на
невеликi збурення. Cтратегiя оптимального за критерiєм керування була
розроблена на основi моделi опорно-рухового апарату нижньої кiнцiвки
людини, запропонованої в [8], з метою стабiлiзацiї постави людини.

Основнi результати такi:

1. Для розв’язання задачi стабiлiзацiї системи, що описує модель руху
нижнiх кiнцiвок з реакцiєю ЦНС, побудовано керування, яке дозво-
ляє розв’язати задачу оптимальної стабiлiзацiї для лiнiйної стацiо-
нарної динамiчної системи. Розроблено алгоритм розв’язання задачi.

2. Для системи, що описує модель руху нижнiх кiнцiвок з реакцiєю
ЦНС побудовано керування за допомогою функцiї Ляпунова та ке-
рування, основане на методi демпфування. Для останнього методу
було розлянуто два види обмежень на керування. Розроблено алго-
ритм розв’язання задачi.

3. Для розв’язання задачi про перехiд iз фiксованої точки на наперед
задану поверхню комплексної моделi руху нижнiх кiнцiвок людини
було проведено лiнеаризацiю, побудовано керування на основi методу
демпфування. Розглянуто два види обмежень на керування.

4. Розроблено пакет програм на мовi Python для комп’ютерного мо-
делювання розроблених алгоритмiв. За його допомогою проведено
серiю обчислювальнихх експериментiв.

Результати роботи можуть бути застосованi для аналiзу постави лю-
дини, для дослiдження руху нижнiх кiнцiвок людини, що може бути
корисним для побудови бiльш досконалих конструкцiй протезiв i проте-
зованих систем. Розробленi алгоритми можуть бути застосованими для
створення автоматизованих систем реабiлiтацiї пацiєнтiв, якi мають про-
блеми ЦНС, зi зниженою м’язовою активнiстю, для осiб, якi пiддаються
ризику падiння.
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