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Ми вивчаємо суми однаково розподiлених випадкових величин, iндекси яких належать мно-
жинам з певної сiм’ї A в Rd, d > 1. Для таких сум доведено так звану рiвномiрну у класi
множин теорему про пiдсилений закон великих чисел без жодного обмеження на A у випад-
ку попарно незалежних випадкових величин зi скiнченим математичним сподiванням. Вiдома
теорема Басса–Пайка є аналогом отриманого результату, в якiй використовується певне до-
даткове обмеження на границi множин, а також припущення про незалежнiсть у сукупностi
вiдповiдних випадкових величин. За рахунок цих додаткових припущень результат Басса–Пайка
є бiльш точним, але результат, отриманий у цiй роботi, справджується для бiльш ширококо-
го класу випадкових величин та сiм’ї A. В роботi також показано, що запропонований пiдхiд
є оптимальним для iнших нормувань, якi задовольняють умову Мартiкайнена–Петрова. Ми
наводимо також низку прикладiв та контрприкладiв, якi пояснюють суть умови Басса–Пайка
стосовно сiм’ї A. Наведено зв’язок отриманого результату та пiдсиленого закону великих чи-
сел для пiдпослiдовностей.

Ключовi слова: суми випадкових величин, рiвномiрнi у класi множин граничнi теореми, пiд-
силений закон великих чисел.

We study the sums of identically distributed random variables whose indices belong to certain sets
of a given family A in Rd, d > 1. We prove that sums over scaling sets S(kA) possess a kind of the
uniform in A strong law of large numbers without any assumption on the class A in the case of pairwise
independent random variables with finite mean. The well known theorem due to R. Bass and R. Pyke
is a counterpart of our result proved under a certain extra metric assumption on the boundaries of
the sets of A and with an additional assumption that the underlying random variables are mutually
independent. These assumptions allow to obtain a slightly better result than in our case. As shown
in the paper, the approach proposed here is optimal for a wide class of other normalization sequences
satisfying the Martikainen–Petrov condition and other families A. In a number of examples we discuss
the necessity of the Bass–Pyke conditions. We also provide a relationship between the uniform strong
law of large numbers and the one for subsequences.

Key Words: sums of random variables, uniform in a family of sets limit results, strong law of large
numbers.
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1 Вступ

В роботi [1] С. Чатерджi сформулював наступне
емпiричне правило: якщо певна асимптотична
властивiсть справджується для будь-якої по-
слiдовностi незалежних однаково розподiлених
випадкових величин зi скiнченим математи-
чним сподiванням, то з будь-якої послiдовно-
стi випадкових величин (Xn) (як завгодно за-
лежних ), для яких

sup
n>1

E |Xn| < ∞

можна вибрати таку пiдпослiдовнiсть (Xnk
),

що зазначена властивiсть виконується для
пiдпослiдовнiстi (Xnk

).
Це правило пiзнiше отримало назву прин-

ципу пiдпослiдовностей й було пiдтверджено
рiзними авторами для багатьох граничних тео-
рем теорiї ймовiрностей, включно з пiдсиленим
законом великих чисел [2], центральною грани-
чною теоремою [3], законом повторного логари-
фму [4] тощо.

Подiбний унiверсальний закон Чатерджi
привернув значну увагу до вивчення граничних
закономiрностей у теорiї ймовiрностей, якi ви-
конуються для пiдпослiдовностей. Наприклад,
так звана повна збiжнiсть для пiдпослiдовно-
стей дослiджувалась у роботi [5], а умови для
скiнченостi

E sup
k>1

∣∣∣∣Snk

nk

∣∣∣∣
для сум незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин — в [6].

В цiй роботi ми розглядаємо бiльш загальну
постановку, частковим випадком якої є пiдсиле-
ний закон великих чисел для сум незалежних
однаково розподiлених величин для пiдпослi-
довностей. Для такої постановки ми доводимо
так звану теорему Марцинкевича–Зiгмунда.

Роботу побудовано наступним чином. В
роздiлi 2 ми наводимо кiлька загальних при-
кладiв та означень, якi пояснюють постановку
задачi про рiвномiрнi у класi множин граничнi
теореми та її зв’язок з граничними теоремами
для пiдпослiдовностей. Основнi результати ро-
боти (теореми 2 та 3) та їх доведення наведено у
роздiлi 3. У роздiлi 4 наведено кiлька прикладiв
та контрприкладiв, якi пояснюють необхiднiсть
умов, за яких виконується основний результат.
У роздiлi 5 ми коротко обговорюємо можливi
узагальнення отриманого результату.

2 Мотивацiя

Iснує кiлька пояснень мотивацiї авторiв вивча-
ти рiвномiрнi у класi множин граничнi теореми
теорiї ймовiрностей (див. [7]–[8], а також [9]–
[10]). Нижче ми наводимо ще одне пояснення,
яке виявляє тiсний зв’язок мiж нашою задачею
та граничними теоремами для пiдпослiдовно-
стей. Спочатку ми обговоримо кiлька загаль-
них прикладiв, якi допомагають краще зрозу-
мiти постановку задачi, яка вивчається в цiй
роботi.

Нехай d > 1, а A ⊂ Rd. Позначимо через
tA — масштабовану множину,

tA = {tx : x ∈ A} .

Тут i всюди нижче в цiй роботi пiд tx ми ро-
зумiємо вектор (tx1, . . . , txd) для t ∈ R та x =
(x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Означення 1. З кожною пiдмножиною A ⊂ N
пов’яжемо набiр пiдмножин

s(A)
def
= {kA ∩ N, k ∈ N}.

У подальшому через 1, k ми позначаємо вiд-
рiзок {1, . . . , k} ряду натуральних чисел, 1, k =
{1, . . . , k}.

Приклад 1. Нехай d = 1 та A = (0, 1]. Тодi s(A)
складається з вiдрiзкiв 1, k, k ∈ N. З iншого бо-
ку, якщо A = (0, 2], то s(A) складається з вiд-
рiзкiв 1, (2k), k ∈ N.

В кожному з цих випадкiв, ми можемо за-
писати

s(A) = {1, nk, k ∈ N} (1)

для вiдповiдної пiдпослiдовностi (nk).

Приклад 2. Варто вiдзначити, що не для до-
вiльної пiдпослiдовностi (nk) iснує iнтервал ви-
ду A = (0, a) або A = (0, a] , для якого ви-
конується (1). Наприклад, саме такою є пiдпо-
слiдовнiсть, першими членами якої є n1 = 2,
n2 = 4, n3 = 7. З iншого боку, спiввiдношен-
ня (1) для такої пiдпослiдовностi виконується
для A = (0, 2] ∪

{
7
3

}
.

Означення 2. Нехай d > 1, а A — довiльна сiм’я
пiдмножин з Rd. З сiм’єю A пов’яжемо набiр
пiдмножин

s(A) =
∪
A∈A

s(A). (2)

Зрозумiло, що s(A) може мiстити набагато
бiльше рiзноманiтних множин, нiж у випадках,
розглянутих у прикладах1–2.
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2.1 Суми випадкових величин у мно-
жинах та класичнi граничнi тео-
реми

Розглянемо сiм’ю однаково розподiлених ви-
падкових величин {X(n)}, iндексованих еле-
ментами цiлочисельної решiтки Nd,

Nd = {x ∈ Rd : x = (x1, . . . , xd), x1, . . . , xd ∈ N}.

Ми будемо вивчати суми вигляду

S(A) =
∑
j∈A

X(j).

Приклад 3. Нехай d = 1, а множина A така ж,
як i у прикладi 1. Тодi S(kA), k ∈ N, — це зви-
чайнi частковi суми випадкових величин, якi у
класичних граничних теоремах теорiї ймовiрно-
стей позначаються St, t ∈ N. В рамках такого
пiдходу пiдсилений закон великих чисел у ви-
падку незалежних випадкових величин з скiн-
ченим математичним сподiванням µ = EX1 мо-
жна записати наступним чином

lim
k→∞

S(kA)

k
= µ майже напевно. (3)

Як ми бачили у прикладах 1 та 2, пiдсилений
закон великих чисел

lim
k→∞

Snk

nk
= µ майже напевно

можна записати аналогiчно для певного класу
пiдпослiдовностей (nk).

Зважаючи на означення 2, у роботi [11] по-
ставлено питання про знаходження умов для
виконання рiвномiрного у класi пiдмножин Rd

пiдсиленого закону великих чисел, а саме для

lim
n→∞

∣∣∣∣S(nA)

nd
− µ |A|

∣∣∣∣ = 0 майже напевно,

(4)
де |A| — це мiра Лебега множини A.

2.2 Рiвномiрний у класi множин пiд-
силений закон великих чисел

Для будь-якої пiдмножини A ⊂ Rd позначимо
через ∂A — межу множини A, а через A(δ) —
δ-окiл множини A,

A(δ)
def
= {x ∈ Rd : ρ(x, ∂A) < δ},

де ρ — евклiдова вiдстань в Rd.

Нехай A — довiльний клас пiдмножин з Rd,
A def

= {A : A ∈ Rd}. Позначимо

r(δ) = sup
A∈A

|A(δ)| .

Слiдуючи роботi [11], у подальшому будемо
припускати, що виконано умову

lim
δ→0

r(δ) = 0. (5)

Теорема 1 (Басс, Пайк [11]). Нехай {X(n)}
незалежнi однаково розподiленi випадковi ве-
личини, iндексованi елементами цiлочисельної
решiтки Nd, d > 1, якi мають скiнчене мате-
матичне сподiвання µ.

Нехай A — довiльний клас вимiрних пiд-
множин з [0, 1]d.

Якщо виконано умову (5), то виконано рiв-
номiрний вiдносно сiм’ї A пiдсилений закон ве-
ликих чисел (4).

Теорему 1 узагальнено у роботах [7], [8], [9]–
[10] на випадок випадкових мiр замiсть S(nA).

Зауваження 1. В теоремi 1 можна дозво-
лити рiзну швидкiсть зростання множини A
для рiзних координат, замiнивши операцiю nA
на n ·A, n ∈ Nd, де n · x для n ∈ Nd та x ∈ Rd

означає вектор з координатами

(n1x1, . . . , ndxd).

В такому випадку замiсть теореми Кол-
могорова про пiдсилений закон великих чи-
сел для звичайних сум необхiдно використа-
ти пiдсилений закон великих чисел Смай-
за для кратних сум (див. [12]). При цьому
до умови iснування математичного сподiва-
ння треба додати умову iснування моменту
E |X(n)|

(
log+ |X(n)|

)d−1.

3 Основнi результати

Теорема 2. Нехай {X(k)} попарно незалежнi
однаково розподiленi випадковi величини, iнде-
ксованi елементами цiлочисельної решiтки Nd,
d > 1, якi мають скiнчене математичне спо-
дiвання. Нехай A — довiльний клас пiдмножин
з Rd. Тодi

lim sup
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

nd

∣∣∣∣ 6 κ майже напевно,

(6)
де

κ = E |X|,
а X — це копiя X(k).
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Зауваження 2. На вiдмiну вiд теореми 1, де
випадковi величини є незалежними у сукупно-
стi, твердження теореми 2 виконується для
попарно незалежних випадкових величин.

Зауваження 3. Ще однiєю вiдмiннiстю те-
ореми 2 вiд теореми 1 є вiдсутнiсть жодно-
го обмеження на сiм’ю A. Платою за таке
узагальнення є менш iнформативний резуль-
тат (6) замiсть (4).

У наступному результатi ми розглядаємо
рiвномiрний пiдсилений закон великих чисел
для iнших нормалiзуючих послiдовностей. Вiд-
значимо, що нормування, яке використовується
в теоремi 2, не задовольняє умовi (8) у теоре-
мi 3.

Теорема 3. Нехай {X(k)} однаково розподiле-
нi випадковi величини, iндексованi елемента-
ми цiлочисельної решiтки Nd, d > 1. Нехай
A — довiльний клас пiдмножин з Rd. Нехай
{an} — неспадна послiдовнiсть додатних чи-
сел, для якої

n

an
→ 0, n → ∞, (7)

∞∑
k=n

1

ak
= O

(
n

an

)
. (8)

Якщо
∞∑
n=1

P (|X1| > an) < ∞, (9)

то

lim
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

an

∣∣∣∣ = 0 майже напевно.

(10)

Зауваження 4. На перший погляд може зда-
тися, що з огляду на умову (7), пiдсилений за-
кон великих чисел (10) є наслiдком (4). Про-
те це не так навiть у випадку незалежних у
сукупностi випадкових величин X(k), оскiль-
ки умова (9) є менш обмежливою, нiж умова
iснування першого моменту, яка є необхiдною
для теореми 1. Для пiдтвердження цього ви-
сновку ми наводимо один з можливих наслiдкiв
теореми (3) для an = nd/p, 0 < p < 1, у якому
використовується моментна умова (11) за-
мiсть iснування першого моменту.

Наслiдок 1. Нехай {X(k)} однаково розподi-
ленi випадковi величини, iндексованi елемента-
ми цiлочисельної решiтки Nd, d > 1. Нехай
A — довiльний клас пiдмножин з Rd. Якщо
0 < p < 1 та додатково виконано умову

E |X|1/p < ∞, (11)

де X — це копiя X(k), то

lim
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

nd/p

∣∣∣∣ = 0 майже напевно.

(12)

Зауваження 5. Умова (8) є аналогом вiдомої
умови Феллера для пiдсиленого закону великих
чисел

∞∑
k=n

1

a2k
= O

(
n

a2n

)
.

Вперше умова (8) з’явилась у роботi [13].
Нижче ми наводимо вiдповiдний результат
з [13] (див. теорему 4). Зауважимо також, що
умова (9) є необхiдною для пiдсиленого закону
великих чисел.

3.1 Доведення

3.1.1 Доведення теореми 2

Нехай I = [0, 1]d. Зрозумiло, що

|S(nA)| 6
∑
j∈nI

|X(j)| (13)

для будь-якого A ⊂ I. З пiдсиленого закону ве-
ликих чисел Етемадi [15] випливає, що

lim
n→∞

1

nd

∑
j∈nI

|X(j)| = κ майже напевно.

Поєднуючи цi два результати, отримуємо (6).

3.1.2 Доведення теореми 3

Пiдсилений закон великих чисел (10) випливає
з нерiвностi (13) та

lim
n→∞

1

and

∑
j∈nI

|X(j)| = 0 майже напевно,

що є наслiдком теореми 4.
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3.2 ПЗВЧ для сум однаково розподi-
лених випадкових величин

Для зручностi наведемо необхiдне у доведен-
нi теореми 3 твердження про пiдсилений закон
великих чисел. На вiдмiну вiд пiдсиленого за-
кону великих чисел Колмогорова цей резуль-
тат справджується без припущення про незале-
жнiсть випадкових величин.

Теорема 4 (Мартiкайнен, Петров [13]). Нехай
{Xn} — послiдовнiсть однаково розподiлених
випадкових величин. Нехай {an} — неспадна
послiдовнiсть додатних чисел, для якої вико-
нана умова (8). Якщо додатково виконано умо-
ву (9), то

Sn

an
→ 0 майже напевно, (14)

де S1 = X1,

Sn = X1 + · · ·+Xn, n > 2.

4 Приклади та контрприклади

Для t = (t1, . . . , td), s = (s1, . . . , sd), t, s ∈ Rd,
позначатимемо

|t| =
d∏

i=1

ti, [t, s] = [t1, s1]× . . .× [td, sd],

t+ s = (t1 + s1, . . . , td + sd).

Для A ⊂ Rd i t ∈ Rd
+ позначимо t · A =

{(t1x1, . . . , tdxd) : x = (x1, . . . , xd) ∈ A}.
Покладемо також I = (0,1], де 0 =

(0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1).
Для m > 1 i k ∈ Nd позначимо

Cm(k) =
1

m
(k − 1,k].

Крiм того, нехай

A′
m =

∪
Cm(k)⊆A

Cm(k),

A′′
m =

∪
Cm(k)∩A̸=∅

Cm(k)

для A ⊂ Rd.
У статтi [10] доводиться наступне твердже-

ння:

Теорема 5 (Клесов, Молчанов [10]). Нехай ξ
— випадковий заряд, визначений на обмеже-
них борелевських пiдмножинах Rd

+, такий, що
для кожної обмеженої борелевської множини
A iснує E |ξ(A)|.

Нехай A — деяка сукупнiсть борелевських
пiдмножин I.

Припустимо, що виконуються двi умови:
(Z1) Майже напевно виконується

lim
|t|→∞

ξ(t · I)− E [ξ(t · I)]
|t|

= 0 (15)

(Z2) Iснує така випадкова мiра η, що
η(A) > |ξ(A)| для кожної обмеженої борелев-
ської множини A, i виконується

lim
|t|→∞

η(t · I)− E [η(t · I)]
|t|

= 0 м. н., (16)

lim
m→∞

lim sup
|t|→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣E [η(t · (A′′
m \A′

m))]

|t|

∣∣∣∣ = 0.

(17)
Тодi
(Z3) Майже напевно виконується

lim
|t|→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣ξ(t ·A)− E [ξ(t ·A)]
|t|

∣∣∣∣ = 0. (18)

Стосовно теореми 5 виникає питання: для
яких d ∈ N i A умова (Z2) не є суттєвою, тоб-
то у якому випадку для кожного випадкового
заряду ξ, що задовольняє (Z1), виконується та-
кож (Z3)?

Нехай α — заряд, заданий на обмежених бо-
релевських пiдмножинах Rd

+. Позначимо:
(Z4)

lim
|t|→∞

α(tI)

|t|
= 0, (19)

(Z5)

lim
|t|→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣α(tA)|t|

∣∣∣∣ = 0. (20)

Тодi для d ∈ N i A твердження

∀ ξ : (Z1) ⇒ (Z3)

є рiвносильним твердженню

∀α : (Z4) ⇒ (Z5).

Дiйсно, нехай iснує заряд α, для якого ви-
конується (Z4), але не виконується (Z5). Вiзьме-

мо Ω = {0, 1}, P ({0}) = P ({1}) = 1

2
, ξ = α при

ω = 0, ξ = −α при ω = 1. Тодi ξ є випадковим
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зарядом, E[ξ] = 0, i для ξ буде виконуватись
(Z1), але не (Z3).

Нехай iснує ξ, для якого виконується (Z1),
але не (Z3). Тодi ∃ω ∈ Ω, для якого виконується
(15), але не (18). Вiзьмемо α = ξ(ω)−E [ξ]. Тодi
α — це заряд, i для нього виконується (Z4), але
не (Z5).

Наведемо три приклади: в одному з них
умова (Z2) є зайвою, а у iнших двох вона є не-
обхiдною.

Приклад 1. d = 1, A - множина всiх об’єд-
нань скiнченної кiлькостi вiдкритих злiва пiв-
iнтервалiв, що належать I. Тодi умова (Z2) є
необхiдною.

Доведення: Покладемо в непарнi натураль-
нi числа заряд 1, а в парнi натуральнi числа
заряд (−1) (вiдповiдно, α(A) — це кiлькiсть не-
парних натуральних точок, якi належать A, мi-
нус кiлькiсть парних натуральних точок, якi
належать A).

Для цього α(A) виконується (Z4), але не
виконується (Z5), оскiльки supA∈A |α(tA)| >
|t| − 1

2
(ми обираємо таке A ∈ A, щоб tA з цi-

лих точок вiд 1 до [t] мiстило непарнi i тiльки
непарнi).

Приклад 2. d = 1, A - множина всiх вiдкри-
тих злiва пiвiнтервалiв, що належать I. Тодi
умова (Z2) є зайвою.

Доведення: Позначимо f(x) = α((0, x]). То-

дi (Z4) рiвносильно
|f(x)|
x

→ 0, x → ∞. Вiзьме-
мо N,M > 0 так, щоб M > |f(x)|, ∀x 6 N ;
x > |f(x)|, ∀x > N .

Позначимо через D множину {(0, x], x ∈ I}.
Оскiльки ∀A ∈ A ∃D1, D2 ∈ D : A = D1 \D2,
то

sup
A∈A

∣∣∣∣α(tA)t

∣∣∣∣ 6 2 sup
D∈D

∣∣∣∣α(tD)

t

∣∣∣∣ = 2 sup
0<x6t

|f(x)|
t

6 2 sup
0<x6

√
t

|f(x)|
t

+ 2 sup√
t<x6t

|f(x)|
t

6 2max{
√
t,M}

t
+ 2 sup√

t<x6t

|f(x)|
x

→ 0, t → ∞.

Отже, для α виконується (Z5).

Приклад 3. d = 2, A = {An}, где An =(
0,

(
1

n
, 1

)]
, n ∈ N. Тодi умова (Z2) є необхi-

дною.

Доведення: Задамо функцiю g наступним

чином: g
(
n,

1

n

)
= n, g

(
n+ 1,

1

n

)
= (−2n− 1),

g

(
n+ 2,

1

n

)
= n + 1, n ∈ N. Позначимо че-

рез V множину точок, на яких g задана. Нехай
α(A) =

∑
x∈V

∩
A g(x).

Покажемо, що для цього заряду α викону-
ється (Z4) i не виконується (Z5).

Так як α(tnAn) = α((0, (n2, 1
n2 )]) =

g

(
n2,

1

n2

)
= n2, (Z5) не виконується, оскiль-

ки при tn = (n3, 1
n2 ) |tn| = n → ∞, n → ∞,

i

lim
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣α(tnA)|tn|

∣∣∣∣ = lim
n→∞

sup
m∈N

∣∣∣∣α(tnAm)

|tn|

∣∣∣∣
> lim

n→∞

∣∣∣∣α(tnAn)

|tn|

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣n2

n

∣∣∣∣ = +∞.

Доведемо, що (Z4) виконується. Достатньо
довести, що α(tI) обмежена на {|t| > 3}.
Оскiльки {t = (x, y) |x < 3} мiстить всього
3 точки з V , то достатньо довести, що якщо
|t| = xy > 3 i x > 3, то α(tI) = 0.

Нехай m = [x] > 3, xy > 3, s — мiнiмальне
натуральне число, для якого виконується 1

s 6 y.
Тодi α(tI) = α((m, 1s )I), причому s 6 m−1 (iна-

кше s > m i
3s− 3

s− 1
> m+ 1

s− 1
> xy > 3, проти-

рiччя). Отже,

α(tI) = α((m,
1

s
)I) = gm,m + gm,m−1 + gm−1,m−1

+
m−2∑
k=s

(gk,k + gk+1,k + gk+2,k) = 0,

де gi,j = g
(
i, 1j

)
.

Позначимо через C сукупнiсть множин(
0,

j

m

]
⊂ I, де j ∈ Nd, m ∈ N.

Як i вище, через |A| позначатимемо мiру
Лебега множини A ⊂ Rd.

У статтi [8] доводиться наступне тверджен-
ня:
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Теорема 6 (Богданський, Клесов [8]). Нехай ξ
i A є такими ж, як i в теоремi 5, причому A
задовольняє умову (5).

Припустимо, що додатково виконуються
двi умови:

(Z6) Iснує випадкова величина µ, така, що
майже напевно ∀B ∈ C виконується

ξ(nB)

nd
→ µ · |B|, n → ∞. (21)

(Z7) Iснує випадкова мiра η, визначена
на обмежених борелевських пiдмножинах Rd

+,
така, що η(A) > |ξ(A)| для кожної обмеженої
борелевської множини A, i випадкова величина
λ, така, що майже напевно ∀B ∈ C виконує-
ться

η(nB)

nd
→ λ · |B|, n → ∞. (22)

Тодi
(Z8) Майже напевно виконується

sup
A∈A

∣∣∣∣ξ(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ → 0, n → ∞. (23)

Чи є умова (Z7) необхiдною для теореми 6?

Приклад 4. Контрприклад, що показує необ-
хiднiсть умови (Z7).

Нехай d = 1, µ ≡ 1, A =

{(
0,

1√
2

]}
, ξ не

залежить вiд ω. Задамо невипадковий заряд ξ
наступним чином:

Dk =
{n

k

}
n>1

;

An =

(
n√
2
− an,

n√
2
+ an

)
, де an > 0 пiдi-

бранi так, щоб ∀m 6 n множини An i Dm не
перетинались;

A = ∪n∈NAn.
Помiтимо, що ∀m ∈ N множини A i Dm ма-

ють лише скiнченну кiлькiсть спiльних точок.
Покладемо h(x) = 1, якщо x /∈ A;

h

(
n√
2

)
= 2, n ∈ N; функцiя h є лiнiйною на(

n√
2
− an,

n√
2

)
i
(

n√
2
,
n√
2
+ an

)
.

Покладемо f(x) = xh(x); тодi f — неперерв-
на функцiя [0,+∞) → R з f(0) = 0, i iснує заряд
ξ, такий, що ξ((0, x]) = f(x), ∀x > 0.

Для цього ξ (Z6) виконується, а (Z8) не ви-
конується.

5 Заключнi зауваження

Зважаючи на принцип пiдпослiдовностей Ча-
терджi та зв’язок мiж граничними теоремами
для пiдпослiдовностей та для S(nA), можна по-
ставити задачу про рiвномiрну у класi множин
швидкiсть збiжностi випадкових рядiв.

Припустимо, що ряд
∑

Xn збiгається май-
же напевно. Його хвiст позначимо через

ζn =
∑
k>n

Xk.

Якщо невипадкова послiдовнiсть (bn) спадає до
нуля, bn → 0, причому

ζn
bn

→ 0 майже напевно,

то швидкiсть збiжностi ряду
∑

Xn можна оха-
рактеризувати як o(bn). Питання швидкостi збi-
жностi для нерiвномiрної постановки вивчалось
в [16]–[17]. Наскiльки вiдомо авторам, це питан-
ня для рiвномiрної постановки ще не дослiдже-
но.

Схожу задачу можна поставити й для гра-
ничних теорем для процесiв вiдновлення. Таку
задачу розглянуто в [8], але її можна узагаль-
нити з використанням загальних методiв дослi-
дження асимптотичних квазi-обернених фун-
кцiй (див. [18]–[19]).
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