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Вертикальні краї прямокутної основи знаходяться в умовах ковзного контакту, нижній край 
нерухомо закріплено, а з верхнім краєм зчеплено балку (балочну плиту) з вільними кінцями. До балки 
прикладено нормальне навантаження, яке гармонічно змінюється за часом. Після розв’язання 
відповідних крайових задач, знайдено переміщення прямокутної основи та прогин балки. З умови 
сполучення між балкою та основою отримано інтегральне рівняння відносно невідомого 
контактного напруження, яке  розв’язано методом ортогональних многочленів.  

Ключові слова: прямокутна основа, балка,динамічне контактне напруження 

The plane contact problem of a beam’s oscillations on a rectangular elastic base is considered. The 
vertical edges of the rectangular base are in conditions of the nonfriction contact, the lower edge is fixed, 
and a beam (beam plate) with free ends is attached to the upper edge. The normal loading is applied to the 
beam and harmonically changes in time. To solve the boundary valued problem for the elastic base the 
integral transform method is applied. The apparatus of the Green’s function is used to construct the solution 
for the boundary valued problem for a beam. The displacements of the rectangular base and the deflection of 
the beam were found. The interface condition between the base and the plate is used to derive the integral 
singular equation relatively the dynamical contact stress. The orthogonal polynomial method was used to 
solve the integral equation. The investigation of the oscillations’ frequency influence on the deflection of 
beam and elastic rectangular base’s displacements and stress was conducted. 

Key words: rectangular base, beam, dynamic contact stress 

Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

 
Динамічним контактним задачам присвячено 

багато праць. У більшості з них розглядається 
контакт абсолютно твердого тіла (штампу) з 
пружною основою у вигляді напівпростору, 
напівплощини або шару (Zhilin Li, John C. Simo, 
Alan P.Pipkin, Yonggang Huang, J. N. Reddy, Г.Я. 
Попов, В.І. Острик, В.М. Сеймов, А.Ф. Улітко [1-
4])  Значно менше робіт присвячено контакту 
балкових плит або накладок з пружною 
скінченою основою. 

У роботі розглянуто задачу про плоску 
деформацію прямокутної області (основи) 

, 0x l y h   , краї якої x l   знаходяться в 

умовах ковзного контакту, край y h  нерухомо 

закріплено, а з краєм 0y   на ділянці x a l   

зчеплено балку (балочну плиту), краї x a   якої 
вільні. До балки прикладене нормальне 
навантаження інтенсивності   i tq x e  . У 

безрозмірних координатах 1 1,x xa y ya     
математичне формулювання задачі відносно 
амплітуд переміщень точок основи 
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   , , ,u x y v x y  набуває вигляду (для спрощення запису штрих опущено):  
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де  1 1 1 1
2 1 , 1,2 , ,i iс с k a c i b la d ha         , 

1 2,c c  швидкості поперечної та поздовжньої 

 

хвиль у пружній основі. Амплітуда прогину 
балки  w x  мусить задовольняти крайову задачу 

                                 4 4 1 , 1 0, 1 0IVw x w x a D q x p x w w                                (3) 

де  p x  амплітуда невідомого контактного 

напруження між балкою та основою, 
4 4 2 1

0 0a h D    , D  циліндрична жорсткість 
балки, 0 0,h густина матеріалу та товщина балки.   

Крім того, мусить виконуватися умова 
сполучення між балкою та основою  

   ,0 , 1w x v x x                          (4) 

 За допомогою скінченних перетворень Фур’є    
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крайову задачу (1) – (2) зведено до одновимірної, розв’язок якої має вигляд  
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Скориставшись формулами обернення 
перетворення Фур’є, отримано вирази для 
амплітуд переміщень основи.  

Наприклад, вираз для вертикальних переміщень 
точок верхнього краю основи, який знадобиться 
надалі, має вигляд
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Розв’язок крайової задачі (3) подано за формулою        
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є функцією Гріна цієї задачі. 

Функції  k x  утворюють фундаментальну 

базисну систему розв’язків, побудовані на основі 
функцій Власова і є комбінацією гіперболічних та 
тригонометричних функцій. 

Після задоволення умови сполучення (4), 
отримано інтегральне рівняння відносно 
контактного напруження  p x  
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Аналіз виразу nL  коли n , приводить до  

асимптотичного подання n
n

K
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
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Це дозволило виділити у ядрі отриманого 
інтегрального рівняння сингулярну частину та 
записати його у вигляді

 

                               
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де  ,R x   регулярна частина ядра. 

Наявність спектрального співвідношення  
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де  2kT x  - многочлени Чебишева першого роду, 

дає змогу застосувати для наближеного 
розв’язання інтегрального рівняння (5)  метод 
ортогональних многочленів. Згідно до нього, 
розв’язок подано у вигляді 
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, k - невідомі коефіцієн-

ти. Таким чином, динамічне контактне 
напруження має на кінцях кореневу особливість, 
як і у статичному випадку. Реалізація схеми 
методу привела до нескінченної системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь  

:
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Числову реалізацію проведено для 
випадку бетонної основи та сталевої балки з 
рівномірно розподіленим навантаженням, що 
прикладене уздовж всієї її довжині (Рис.1,2). 

 
Суцільна лінія тут відповідає випадку частоти  

15  , пунктирна лінія відповідає частоті   
3  . Для порівняння штрих пунктирною  

 лінією позначено результати для відповідної 
стаціонарної задачі.  

 
З графіків видно, що зміна частоти мало 

впливає на значення контактного напруження і 
переміщення, тоді як контактне напруження і 
переміщення у стаціонарному випадку суттєво 
менше ніж у динамічному випадку. 
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