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1 РЕФЕРАТ

Обсяг роботи 34 сторiнки, 10 джерел посилання, 2 iлюстрацiї, 2 таблицi.

Ключовi слова: ПОГАНО ОБУМОВЛЕНI МАТРИЦI, АЛГОРИТМ ГАУСА,

АРИФМЕТИКА З ПЛАВАЮЧТОЮ КОМОЮ, МIНIМIЗАЦIЯ ПОМИЛОК

ПРИ ОБЧИСЛЕНI.

Метою роботи виступає iдея написання програмного засобу розв’язування

систем алгебраїчних лiнiйних рiвнянь, використовуючи алгоритми Гауса з ви-

бором найбiльшого елемента, класу чисел зi змiнною довжиною мантиси для

погано обумовлених матриць, оцiнка та аналiзування результатiв на основi

проведеного тестування для поставленої задачi.

Об’єктом роботи є процес розв’язування системи алгебраїчних лiнiйних

рiвнянь за допомогою власноруч розробленого програмного засобу.

Предметом роботи є розроблена програмна реалiзацiя для знаходження

розв’язку системи алгебраїчних лiнiйних рiвнянь.

Методи розробки: порiвняльний аналiз, комп’ютерне моделювання, роз-

робка програмного продукту. Iнструменти написання програми: мова програ-

мування Python, середовище розробки VS Code та Jupyter Notebook.

Результати роботи: розроблено реалiзацiю метода Гауса з вибором най-

бiльшого елемента з використання довгої арифметики, з можливiсть змiнюва-

ти довжину мантиси, проведено тестування реалiзацiї на погано обумовлених

задачах, з подальшою оцiнкою i аналiзом результатiв.
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2 ВСТУП

Вiдомо, що математичне моделювання процесiв рiзної природи призво-

дить до необхiдностi дослiджувати нелiнiйнi рiвняння та системи рiзної скла-

дностi (математичнi моделi).У багатьох випадках вони розв’язуються введе-

нням певних спрощень, а саме, переходу до рiзницевих аналогiв та , врештi-

решт, до систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) рiзних розмiрностей,

частiше за все з квадратною матрицею коефiцiєнтiв.Через це дослiдження та

створення алгоритмiв для розв’язання СЛАР є фундаментальною частиною

математики та стало роботою багатьох науковцiв. Це, в свою чергу, призвело

до появи та розвитку десяткiв явних бiльше декiлькох сотень неявних алго-

ритмiв. З iншого боку, через те що алгоритм розв’язання СЛАР має визна-

чальну роль у пошуку розв’язку для змодельованої задачi, на такий алгоритм

повиннi накладатися строгi вимоги щодо його точностi та швидкодiї.

Цi вимоги ще бiльше впливають на точнiсть розв’язку та якостi резуль-

татiв дослiдження, коли система рiвнянь є погано обумовленою.У разi iсну-

вання властивостi поганої обумовленостi або некоректностi - це призводить

до проблем на рiзних етапах моделювання. Специфiчнi проблеми на етапi

комп’ютерного представлення моделi - округлення, усiкання, обмежена дов-

жина мантиси викликає накопичення помилок, неточностей представлення

моделi, тощо. Це породжує неадекватнiсть результатiв дослiджуваного проце-

су та моделi. Слiд зазначити, що у таких ситуацiях навiть незначнi неточностi

в поданнi моделi, часто можуть призвести до значних вiдхилень отриманого

рiшення вiд справжнього в математичному розумiннi. Саме тому зараз ши-

роко розвиваються та використовуються алгоритми знаходження розв’язку

для СЛАР, якi включають у себе технологiї, що запобiгають накопиченню по-

милок на певних етапах моделювання, зокрема пiд час iтерацiйного процесу
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алгоритму.

На даний час було розроблено досить багато явних та iтерацiйних методiв

вирiшення систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, проте можна констатувати,

що проблема розробки унiверсального високоточного методу розв’язування

широкого класу лiнiйних задач досi не вирiшена. Це можна пояснити об’єктивною

складнiстю проблем, що виникають, особливо при моделюваннi процесiв рi-

зного природного характеру. I навiть зараз, коли довжина машинного сло-

ва у бiльшостi процессорiв була збiльшена до 64 бiтiв, разом зi збiльшен-

ням швидкостi виконання операцiй, все ще iснує широкий клас проблем для

яких даної точностi недостатньо для отримання коректних результатiв - цi

проблеми залишаються вiдкритими. У зв’язку з цим, для рiзних видiв не-

визначеностi чи структури матрицi обмежень iснує необхiднiсть адаптувати

алгоритм знаходження розв’язку для забезпечення кращої якостi результа-

тiв. Щоб наголосити на важливостi точностi обчислень можна згадати деякi,

доволi вiдомi факти вагомих втрат при використаннi неточних результатiв та

некоректних алгоритмiв.З деякою долею впевненостi можна розраховувати,

що з розвитком квантових та космiчних технологiй цi проблеми стануть ще

бiльш актуальними.
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3 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Основною метою даної роботи є дослiдження впливу використання цих

технологiй, а саме довгої арифметики, на швидкiсть та якiсть результатiв

роботи деяких алгоритмiв. Запропонована реалiзацiя алгоритмiв буде вико-

ристовуватись на матрицях з великим числом обумовленостi, що також вiдомi

як погано обумовленi матрицi. Данi матрицi виникають у багатьох прикла-

дних задачах, зокрема матриця Гiльберта - вона виникає при апроксимацiї

функцiй полiномами методом найменших квадратiв.
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4 ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

4.1 Представлення чисел у пам’ятi комп’ютера

У цiй частинi розглядається обробка та представлення цiлих чисел i чи-

сел iз плаваючою точкою в пам’ятi комп’ютерi. Цiлi числа зберiгаються за

допомогою позначення двох доповнень з p бiтами. Позитивнi цiлi числа ма-

ють нуль у крайньому лiвому бiтi, а двiйкове представлення цiлого числа

в рештi p - 1 бiт. Сума двох додатних або двох вiд’ємних цiлих чисел мо-

же переповнюватися, i це вказується, коли знаковий бiт протилежний тому,

яким вiн повинен був бути. Пiсля обговорення цiлих чисел у роздiлi пред-

ставлена арифметика з плаваючою комою. Представлення включає знаковий

бiт, показник степеня та мантису (значущi цифри). Оскiльки використовує-

ться лише скiнчена кiлькiсть бiтiв, як правило, 32 або 64, бiльшiсть чисел з

плаваючою комою не можуть бути точно представленi, саме це є джерелом

помилки округлення, що є основною та фундаментальною проблемою. Це

кiнцеве подання також призводить до переповнення для чисел з плаваючою

комою. Iснує лише кiнцева кiлькiсть чисел з плаваючою комою, i їх подання

є гранулярним. Степiнь гранулярностi залежить вiд постiйної eps машини,

на якiй проводиться обчислення. У цьому роздiлi розглядається арифметика

з плаваючою точкою та наводяться межi помилок для деяких операцiй з пла-

ваючою точкою. Зазвичай помилки вимiрюються з використанням вiдносної,

а не абсолютної помилки.Завершує цю главу обговорення того, як мiнiмiзува-

ти певнi типи помилок з плаваючою комою.Зокрема, втрата ефекту меншого

числа при додаваннi його до набагато бiльшого i помилка скасування.

У наш час, коли ми покладаємось на комп’ютери у багатьох задачах, люди

якi не є обiзнаниим в роботi комп’ютера не здогадуються, що вони роблять
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помилки. Насправдi, при виконаннi арифметики з дiйсними числами, такими

як 0,3 i 1,67 × 108, виникає помилка, вже на етапi коли число помiщається

в пам’ять комп’ютера, i це називається помилкою округлення. Що ще гiр-

ше, помилка поширюється за допомогою арифметичних операцiй над цими

числами, таких як додавання та дiлення. В iнженерних та наукових задачах

часто доводиться мати справу з великомасштабними матричними операцiя-

ми. Цi обчислення повиннi виконуватися з мiнiмальною помилкою, так як

деякi значення мають бути надзвичайно точними для коректностi висновкiв.

Iнженер або вчений повинен знати, що помилки будуть виникати, чому вони

виникають i як їх мiнiмiзувати.

Ми обговорюємо подання чисел у цифрових комп’ютерах та пов’язану

з ними арифметику. Цифровий комп’ютер зберiгає значення за допомогою

двiйкової системи числення, де число представлене рядком нулiв та одиниць.

Кожна двiйкова цифра називається бiтом. Оскiльки цифровi обчислювальнi

машини мають кiнцеву бiтову ємнiсть (пам’ять), цiлi числа та дiйснi числа

представленi фiксованою кiлькiстю двiйкових бiтiв. Ми побачимо, що цiлi чи-

сла можуть бути представленi рiвно до тих пiр, поки цiле число не потрапляє

в межах фiксованої кiлькостi бiтiв. Числа з плаваючою комою - це вже iнша

iсторiя. Бiльшiсть таких значень неможливо представити точно. Ми опише-

мо системи подання, щоб зрозумiти проблеми, пов’язанi з цiлими числами та

числами з плаваючою комою.

4.1.1 Цiлi числа

Припустимо, що p бiт доступнi для представлення цiлого числа. Наведемо

простий спосiб представлення його в комп’ютерi. Позитивне цiле число має

нуль в останньому бiтi, а iншi p - 1 бiти мiстять двiйкове подання цiлого числа.
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Приклад 4.1. Наприклад, для p = 8 - натурального числа, комп’ютерне

представлення матиме вид:

21 = 1× 24 + 0× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20

0 0 0 1 0 1 0 1

Приклад 4.2. Знову, для p = 8 та натурального числа 58:

58 = 1× 25 + 1× 24 + 1× 23 + 0× 22 + 1× 21 + 0× 20

0 0 1 1 1 0 1 0

Для вiд’ємних цiлих чисел бiльшiсть комп’ютерiв використовують пода-

ння двох додаткiв. Система працює як iдеальний одометр. Якщо одометр

показує 000000, а автомобiль робить резервну копiю 1 милю, одометр пока-

зує 999999. У двiйковiй системi з p = 8 нуль дорiвнює 00000000, отже - 1

стає 11111111. Продовжуючи таким чином, - 2 стає 11111110, - 3 - 11111101 i

так далi. Це може здатися дивним, але насправдi дуже ефективно i просто.

Якщо це подання - 1 має сенс, повинен бути логiчний спосiб прийняти мiнус

1 i отримати це подання для - 1. Iнвертувати всi бiти (0 → 1, 1 → 0) i додати

1.

Приклад 4.3 (Представлення вiд’ємного числа).

−1→ invert(0000001) + 1 = 11111110 + 1 = 111111

1 1 1 1 1 1 1 1

Як бачимо з приклада, представляти числа в двiйковiй системi є доволi

зручно i ефективно.

Зауваження 4.1. Крайнiй лiвий бiт називається знаковим бiтом. Це завжди

0, коли цiле число додатнє, i 1, коли воно вiд’ємне.
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Ми досi не обговорювали, як додати чи вiдняти два двiйковi числа. Якщо

ми складемо подання для -1 i 1 разом, то отримаємо 0. Таким чином, сфор-

муємо суму, використовуючи звичайну двiйкову арифметику:

11111111 + 00000001 = 1|0000000

де пiдкреслений бiт - це перенесення. Вiдкинувши перенесення, зберiгаючи

8 бiт, ми отримаємо результат 00000000 або нуль. Ще один приклад запропо-

нує формулу вiднiмання двох двiйкових чисел:

Приклад 4.4. Для суми 95 та -43 будемо мати:

95→ 0101111

43→ 00101011,−43→ 110101100 + 1 = 11010101

95 + (−43)→ 01011111 + 11010101 = 1|00110100

Зауваження 4.2. Узагальнивши попереднi приклади будемо мати правила

як виконувати додавання або вiднiмання чисел доповнення двох:

• Маючи два p-бiтовi цiлi числа m i n, m + n утворюється, виконавши

двiйкове додавання i вiдкинувши перенесення.

• Вiднiмання m − n виконується додаванням (−n) до m, тому m − n =

m+ 2comp(n).

Набiльше додатнє число для p бiт буде 0111 · · · 111 = 2p−1− 1. Найменше

же вiд’ємне буде 100 · · · 000 = −2p−1. Отже, маючи p бiтовий комп’ютер ми

можемо представляти цiле число n, таке що −2p−1 ≤ n ≤ 2p−1 − 1.

Зауваження 4.3. Коли знак результату протилежний тому, яким вiн пови-

нен бути, сталося переповнення.
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Приклад 4.5. Нехай в нас є p бiт. Спробуємо додати -18 та -112.

−18 + (−112) = 11101110 + 10010000 = 1|01111110 = 126

Пiд час цiлочисельних операцiй всi результати повиннi знаходитись в iн-

тервалi −2p−1 ≤ n ≤ 2p−1 − 1. Це є суттєвим обмеженням. Якщо необхi-

дно операцiї на великими цiлими числами, частiше за все потрiбно викори-

стовувати додаткове програмне забезпечення, яке часто називають пакетом

BigInteger[5]. Наприклад, для шифрування даних зазвичай потрiбнi операцiї

з дуже великими цiлими числами.

4.1.2 Дiйснi числа

Визначення 4.1. Нехай в нас є цiлi числа b, p, emin, emax, тодi ненульове чи-

сло з плаваючою комою можно представити як дiйсне число виду:

±(0.d1d2 · · · dp)× bn

де d1 6= 0, 0 ≤ di ≤ b − 1 та −emin ≤ n ≤ emax. Нехай тодi F буде скiнченна

множина всiх чисел з плаваючою комою. У такому представленi:

1. b - це база. Найпоширенiшi бази це b = 2 (бiнарна система), b = 10(деся-

ткова система) та b=16 (шiстнадцятерична система).

2. −emin ≤ n ≤ emax - показник ступеня, що визначає порядок величини

числа, що кодується.

3. Цiле число 0 ≤ di ≤ b−1 називаються цифрами, а p - кiлькiстю значущих

цифр. Мантисою же називають цiле число m = d1d2 · · · dp.

Зауваження 4.4.

(0.d1d2 · · · dp)× bn = (d1 × b−1 + d2b
−2 + · · ·+ dpb

−p)bn = bn
p∑

k=1

dkb
−k (4.1)

10



Для чисел iз плаваючою комою виконуються наступна нерiвнiсть:

fmin ≤ |f | ≤ fmax, f ∈ F.

де fmin = b−emin+1 - найменше додатнє дiсне число. Це легко побачити якщо

взяти n = −emin, d1 = 1, d2 = d3 = · · · = dp = 0 i пiдставити в рiвняння 4.1.

Найбiльше число же можна отримати взявши di = (b− 1), 1 ≤ i ≤ p i степiнь

n = emax.

Використовуючи формулу суми геометричної прогресiї отримаємо:

fmax = bemax(b− 1)(b−1 + b−2 + · · ·+ b−p) = bemax(b− 1)(
1− (1b)

p

b− 1
) =

bemax(1− (
1

b
)p) = bemax(1− b−p)

Меншi числа призводять до недотоку, а бiльшi - до переливу.Комп’ютери

використовують базу b = 2 i зазвичай пiдтримують одинарну точнiсть (по-

дання з p = 32) i подвiйну точнiсть (представлення з p = 64). У нашому

одноточному поданнi ми використовуємо 1 бiт для знака (0 означає пози-

тивний, 1 означає негативний), 8 бiтiв для показника ступеня та 23 бiта для

мантиси (загалом 32 бiти). У нашому поданнi з подвiйною точнiстю ми ви-

користовуємо 1 бiт для знака, 11 бiтiв для показника ступеня та 52 бiта для

мантиси (загалом 64 бiти). Наприклад, уявiть 81.625 в однiй точностi.

81.625 = (1)26+(0)25+(1)24+(0)23+(0)22+(0)21+(1)20+(1)2−1+(0)2−2+(1)2−3

= ((1)2−1+(0)2−2+(1)2−3+(0)2−4+(0)2−5+(0)2−6+(1)2−7+(1)2−8+(0)2−9+

+ (1)2−10)27

Звернiть увагу, що початковою цифрою є d1 = 1, як потрiбно, а показник

ступеня правильно вiдрегульований. Щоб уникнути роботи з негативним по-

казником, закодуйте його як цiле без знака, додавши до нього «упередження»
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(127 - це звичайне упередження в однiй точностi). У нашому прикладi 81.625

показник ступеня буде збережений як 7 + 127 = 134 iз використанням змiще-

ння 127. Щоб отримати фактичний показник, обчислiть 134 - 127 = 7. Якщо

показник - 57, вiн зберiгається як - 57 + 127 = 70. Збережений показник 0 вiд-

ображає фактичний показник - 127. Ось внутрiшнє представлення для 81.625,

де знак = 0, показник = 134 у полi 8 бiт, а мантиса слiдує за показником у

полi 23 бiта .

0|10000110|10100011010000000000000

Все ще залишається проблема x = 0,0. Представте його, заповнивши нулем

показник степеня та мантису. Знаковий бiт все ще може бути 0 (+) або 1 (-

), тому iнодi ви побачите результат, наприклад - 0,0000. Зауважте, що ця

ситуацiя не трапляється iз цiлочисельним поданням двох доповнень.

Також iснує проблема округлення та обрiзання деяких дiйсних числе.

Приклад 4.6 (Приклад скороченя). Нехай x = 1
6 i припустимо, що b = 2 i p

= 8. Бiнарне подання 1
6 є нескiнченним повторюваним паттерном:

0.00101010101010101010101010101

У нас є лише вiсiм двiйкових цифр, з якими можна працювати, тому,

коли 1
6 вводиться в пам’ять комп’ютера, двiйкова послiдовнiсть або округля-

ється, або скорочується. При використаннi округлення наближення становить

0,00101011, але з усiченням наближення становить 0,00101010.

4.1.3 Переведеня дiйсних чисел в числа з плаваючою крапкою

Найбiльш широко використовуваним стандартом для обчислення з пла-

ваючою точкою є стандарт IEEE для арифметики з плаваючою точкою. Най-

бiльш часто використовуваними форматами IEEE є одинарна та подвiйна то-
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чнiсть. У кожному випадку ненульове число вважається прихованим 1 перед

першою цифрою. Як результат, одинарна точнiсть використовує 24 двiйковi

цифри, а подвiйна точнiсть 53. У таблицi перелiченi атрибути двох форматiв.

Точнiсть Система Знакiв emin emax Дiапазон (приблиз.)

Одинична 2 23 + 1 -126 +127 1.18× 10−383.4× 1038

Подвiйна 2 52 + 1 -1022 +1023 2.23× 10−3081.80× 10308

Числа з плаваючою комою є гранулярними, що означає, що мiж числами

є пробiли. Гранулярнiсть обумовлена тим, що кiнцева кiлькiсть бiтiв вико-

ристовується для представлення числа з плаваючою комою. Ми точно пред-

ставили 81.625, оскiльки 0.625 це 1
2 + 1

8 , але бiльшiсть дiйсних чисел потрiбно

представляти приблизно, оскiльки не iснує точного перетворення в двiйкове,

що ми i побачили в 4.6.

Вiдстань вiд 1,0 до наступного найбiльшого числа подвiйної точностi ста-

новить 2−52 у подвiйнiй точностi IEEE. Тому якщо до 1 додати число менше

2−52, то результат буде 1. Числа з плаваючою комою вiд 1, 0 до 2, 0 мають

однакову вiдстань мiж собою:

{1, 1 + 2−52, 1 + 2× 2−52, 1 + 3× 2−52, · · · , 2}

Розрив збiльшується iз збiльшенням розмiру iнтервалiв у 2 рази. Числа

вiд 2,0 до 4,0 вже роздiляються промiжком 251.

2× {1, 1 + 2−51, 1 + 2× 2−51, 1 + 3× 2−51, · · · , 2}

Загалом, iнтервал вiд 2k до 2k+1 має розрив мiж значеннями 2k2−52. Зi

збiльшенням k розрив вiдносно 2k залишається 2−52. За одиничної точностi

вiдносний вiдстань мiж числами становить 2−23. З цим розривом пов’язана
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назва. Її називають машинною точнiстю, або eps, i вона вiдiграє значну роль в

аналiзi операцiй з плаваючою точкою. Очевидно, що значення eps змiнюється

залежно вiд точностi представлення чисел в машинi.

Визначення 4.2. Припустимо, що b - основа системи числення, p - кiлькiсть

значущих цифр, i використовується округлення. Точнiсть машини,eps=1
2b

1−p,

- це вiдстань вiд 1,0 до наступного за величиною числа з плаваючою комою.

Для для чисел з плаваючою крапкою з подвiйною точнiстю IEEE ми вка-

зали eps = 2−52. Застосувавши формулу з b = 2 та p = 52, маємо eps =

1
221−52 = 2−52. В одинарнiй точностi, eps = 1

221−23 = 2−23, взявши b = 2 та p

= 23.

Перетворення дiйсних чисел у числа з плаваючою точкою називається по-

данням з плаваючою точкою або округленням, а помилка мiж дiйсним зна-

ченням i значенням з плаваючою точкою називається помилкою округлення.

Ми можемо очiкувати, що (fl(x) − x) = ε не перевищуватиме eps за абсо-

лютною величиною. Наступна формула виконується для всiх дiйсних чисел

fmin ≤ x ≤ fmax:

fl(x) = x(1 + ε), |ε| ≤ eps (4.2)

4.1.4 Арифметика з плаваючою крапкою

Розглянемо операцiю +. Сума двох чисел iз плаваючою комою, як пра-

вило, є наближенням до фактичної суми. Позначимо через ⊕ комп’ютерний

результат додавання.

Визначення 4.3. Для дiйсних чисел x та y,

x⊕ y = fl(fl(x) + fl(y)) (4.3)
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Переповнення вiдбувається, якщо при додаваннi утворюється занадто ве-

лике число, |x ⊕ y| > fmax, а недоповнення вiдбувається, якщо утворюється

занадто мале число, |x ⊕ y| < fmin. Подiбнi позначення застосовуються до

iнших операцiй: 	,⊗ та �.

Приклад 4.7. Нехай b = 10, p = 4 та справжнi значення дiйсних x та y

будуть 0.34578× 101 та 0.56891× 101 вiдповiдно. Тодi,

fl(x) = 0.3458× 101, f l(y) = 0.56891× 101

Звiдки

x⊕ y = 0.9147× 101

При виконаннi операцiй з плаваючою комою над значеннями з рiзними

показниками ступеня має вiдбутися зсув одного з значень.

Зауваження 4.5. Числа з плаваючою комою мають фiксований дiапазон,

тому, як i у випадку з цiлими числами, для роботи з числами з плаваючою

точкою з багатьма значущими цифрами та великими показниками потрiбно

мати вiдповiдне програмне забезпечення.

Iснує два способи вимiрювання похибки обчислень, за допомогою абсолю-

тної або вiдносної похибки:

Абсолютна помилка = |fl(x)− x|

Вiдносна помилка = fl(x)−x|
|x| , x 6= 0

Вiдносна похибка вказує на те, наскiльки точноми є вимiрювання щодо розмi-

ру вимiрюваної величини.Вiдносна похибка забезпечує набагато кращий по-

казник змiн практично для будь-яких цiлей. Наприклад, для задачi оцiнки су-

ми ряду
∞∑
i=1

1

i2
ми можемо рахувати послiдовностi часткових сум sn =

n∑
i=1

1

i2
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допоки не отримаємо бажаної точностi. Проблема полягає в тому, що фа-

ктична сума ряду невiдома, тому порiвняння часткової суми з фактичною є

неможливим. Є два пiдходи, якi зазвичай використовуються у цьому випадку:

(а) Рахувати частковi суми дококи |sn+1 − sn| > tol.

(б) Рахувати частковi суми дококи |sn+1−sn|
|sn| > tol.

Де tol буде дорiвнювати значенню бажаною точностi обчислення.В загаль-

ному випадку метод 2 є кращим, оскiльки вiн показує нам, як нова часткова

сума змiнюється вiдносно попередньої суми. I у разi малої змiни є сенс зупи-

нити iтерацiї обчислення.

Зауваження 4.6. Бiльшiсть комп’ютерних реалiзацiй додавання (включаю-

чи широко використовувану арифметику IEEE) задовольняють властивостi

того, що вiдносна похибка менша за точнiсть машини:

|(x⊕ y)− (x+ y)

x+ y
| ≤ eps

якщо, x+ y 6= 0

Також варто зазначиити, що вiдносна помилка для однiєї операцiї є дуже

малою, але це не завжди має мiсце, коли обчислення включає послiдовнiсть

багатьох операцiй.

Важливо розумiти, як поширюються помилки пiд час операцiй на числа-

ми з плаваючою точкою, оскiльки тодi можна буде контролювати розповсю-

дження помилок. Для прикладу проведемо математичний аналiз помилки

округлення для додавання чисел з плаваючою комою. Також буде наведено

результати аналiзу для операцiй⊕,	 та�, i що найважливiше для векторних

та матричних операцiй.У всiх випадках ми будемо вважати, що наближення

x за допомогою fl(x) здiйснюється шляхом округлення, а не вiдкидання.
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Зауваження 4.7. IEEE 754 вимагає, щоб арифметичнi операцiї давали то-

чно округленi результати, тобто такi самi,як якщо б значення були обчисленi

з нескiнченною точнiстю до округлення. Будемо вважати, що коли числа з

плаваючою точкою x та y знаходяться в пам’ятi комп’ютера, то основнi ари-

фметичнi операцiї задовольняють наступнi правила:

Для всiх чисел з плаваючою точкою x, y в комп’ютерi:

x⊕ y = (x+ y)(1 + ε) (4.4)

x	 y = (x− y)(1 + ε) (4.5)

x⊗ y = (x× y)(1 + ε) (4.6)

x� y = (x/y)(1 + ε) (4.7)

де |ε| ≤ eps. При додаваннi n чисел з плаваючою комою, результат є то-

чною сумою n чисел, кожне з яких збурене невеликою вiдносною помилкою.

Помилки обмеженi (n− 1)× eps, де eps - одинична похибка округлення.

Вiдносна похибка при обчисленнi добутку n чисел з плаваючою комою

становить не бiльше 1, 06(n− 1)× eps, припускаючи, що (n− 1)× eps < 0, 1.

Також iснують межi помилок для матричних операцiй, якi залежать вiд

eps та величини справжнiх значень.

Лема 4.1. Нехай x1, x2, · · · , xn є додатнiми числами з плаваючою комою в

комп’ютерi. Тодi,

x1 ⊕ x2 ⊕ x3 · · · ⊕ xn = x1(1 + ε1)(1 + ε2) · · · (1 + εn−1)

+x2(1 + ε1)(1 + ε2) · · · (1 + εn−1)

+x3(1 + ε2)(1 + ε3) · · · (1 + εn−1)

+xn−1(1 + εn−2)(1 + εn−1)

+xn(1 + εn−1)
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де |εi| ≤ eps, 1 ≤ i ≤ n− 1

Доведення. Припустимо, обчислення вiдбуваються наступним чином:

s2 = x1 ⊕ x2, s3 = s2 ⊕ x3, · · · , sn = sn−1 ⊕ xn

з выр. 4.4

s2 = fl(x1 + x2) = (x1 + x2)(1 + ε1) = x1(1 + ε1) + x2(1 + ε1)

де, ε1 ≤ eps. Тепер,

s3 = fl(s2 + x3) = (s2 + x3)(1 + ε2)

= s2(1 + ε2) + x3(1 + ε2) = x1(1 + ε1)(1 + ε2)

+x2(1 + ε1)(1 + ε2) + x3(1 + ε2)

Звiдки ми можемо помiтити що,

sn = x1(1 + ε1)(1 + ε2) · · · (1 + εn−1)

+x2(1 + ε1)(1 + ε2) · · · (1 + εn−1)

+x3(1 + ε2)(1 + ε3) · · · (1 + εn−1)

...

+xn−1(1 + εn−2)(1 + εn−1)

+xn(1 + εn−1)
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де εi ≤ eps, 1 ≤ i ≤ n− 1. Якщо послiдувати аналiзу з [ref], то нахай

1 + η1 = (1 + ε1)(1 + ε2) · · · (1 + εn−1)

1 + η2 = (1 + ε1)(1 + ε2) · · · (1 + εn−1)

1 + η3 = (1 + ε2)(1 + ε3) · · · (1 + εn−1)

...

1 + ηn−1 = (1 + εn−2)(1 + εn−1)

1 + ηn = (1 + εn−1)

Тепер ми можемо переписати рiвняня в такому видi,

sn = x1(1+η1)+x2(1+η2)+x3(1+η3)+ · · ·+xn−1(1+ηn−1)+xn(1+ηn) (4.8)

Для того щоб використовувати рiвняня выр. 4.8, нам треба обмежити ηi. З

1+ηn = 1+ εn−1 слiдує, що |ηn| = |εn| ≤ eps. Тепер варто розглянути доданок

1 + ηn−1:

1 + ηn−1 = 1 + εn−1 + εn−2 + εn−1εn−2

Звiдки слiдує що,

ηn−1 = εn−1 + εn−2 + εn−1εn−2

Саме тому,

|ηn−1| ≤ |εn−1 + εn−2|+ |εn−1εn−2| ≤ |εn−1|+ |εn−2|+ |εn−1εn−2|

Зрозумiло, що доданок |εn−1εn−2| обмежений 2eps2.Якщо ми використовуємо

арифметику з подвiйною точнiстю, тодi eps = 2−52, звiдки 2eps2 = 2−103.

Зрозумiло, що ми можемо знехтувати |εn−1εn−2| вiдносно до |εn−1| + |εn−2|.

Тому,

|ηn−1| ≤ |εn−1|+ |εn−2| ≤ 2eps
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Продовжуючи таким чином, ми отримаємо

|η1| ≤ (n− 1)eps (4.9)

|ηi| ≤ (n− i+ 1)eps, 2 ≤ i ≤ n, (4.10)

Беручи до уваги вищенаведенi викладки, ми можемо узагальнити правило

для суми. При додаваннi n чисел з плаваючою комою, результатом є точна

сума n чисел, кожне з яких збурене невеликою вiдносною помилкою. Помил-

ки обмеженi (n− 1) eps, де eps - одинична похибка округлення. Для подаль-

ших дослiджень також варто навести деякi теореми про помилки для iнших

операцiй.

Теорема 4.1. При додаванi n чисел з плаваючою точкою,

|sn−s|
|x1+x2+···+xn| ≤ K(n− 1)eps, де K = |x1|+|x2|+···+|xn|

|x1+x2+···+|xn||

Теорема 4.2. Вiдносна помилка при обчисленнi добутку n чисел iз пла-

ваючою комою становить не бiльше 1, 06 × (n − 1)eps, припускаючи, що

(n− 1)× eps < 0, 1.

Теорема 4.3. Для m× n-матрицi M визначимо |M | = (|mij|).Тобто |M | -

це матриця, елементами якої є абсолютнi значення елементiв М. Нехай A

i B - двi матрицi з елементiв з плаваючою точкою, а c - число з плаваючою

точкою. Тодi

fl(cA) = cA+ E, |E| ≤ eps× |cA|

fl(A+B) = A+B + E, |E| ≤ eps× |A+B|

Якщо добуток A та B визначений, то

fl(AB) = AB + |E|, |E ≤ eps× |A||B|+K × eps2

де K є константою.
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4.1.5 Мiнiмiзацiя помилок

Як бачимо, то помилки напряму залежать вiд заданих чисел або матриць,

саме тому дуже важливою є теорiя з їх мiнiмiзацiї. Тема мiнiмiзацiї помилок

є складною i iнодi передбачає застосування складних математичних манiпу-

ляцiй, але є кiлька загальних принципiв, яких слiд дотримуватися. Стаття

є чудовим пiдсумком попереднiх роздiлiв цiєї глави та мiстить обговорення

деяких методiв мiнiмiзацiї помилок. Я наведу лише основнi з них.

Додавання дуже великого числа до малого може виключити будь-який

внесок малого числа до кiнцевого результату.

Приклад 4.8. Нехай b=10, p=4. Вiзьмемо x = 0.267356×103 та y = 0.45539×

10−3. Тодi,

fl(x) = 0.2674× 103, f l(y) = 0.4554× 10−2

звiдки,

fl(fl(x) + fl(y)) = 0.2674× 103

Переповнення частiше за все є результатом включення дуже великих чи-

сел у розрахунки, iнодi його можна уникнути, просто змiнивши порядок, в

якому робляться обчислення.

Розв’язування квадратного рiвняння ax2 + bx + c = 0, a 6= 0 є класи-

чним прикладом, коли вiднiмання близьких чисел може бути згубним. Цей

тип помилки називається помилкою вiднiмання. Звичайний спосiб знайти два

його коренi - це використання квадратної формули. Якщо добуток 4ac малий,

тодi
√
b2 − 4ac ∼= b, i при обчисленнi одного з x1 або x2 ми будемо вiднiмати

два майже однаковi числа. Це може бути серйозною проблемою, оскiльки ми

знаємо, що комп’ютер має лише фiксовану кiлькiсть значущих цифр.
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Є й iншi класичнi приклади, коли помилка при вiднiманнi викликає сер-

йознi проблеми, i деякi з них включенi в них. Див. Посилання [19, с. 42-44]

для кiлькох цiкавих прикладiв.

4.2 Число обумовленостi матрицi

Наша мета - визначити критерiї, якi допомагають нам вирiшити, який

алгоритм використовувати для конкретної проблеми, або коли данi для про-

блеми можуть спричинити обчислювальнi проблеми. Для цього нам потрiбно

зрозумiти два типи помилок - пряму та обернену. Розглянемо проблему, яку

потрiбно розв’язати алгоритмом, як функцiю f , що вiдображає вхiднi данi x

на розв’язок y = f(x). Однак через неточностi пiд час обчислення з плаваю-

чою точкою результат буде дорiвнювати: ŷ = f̂(x) Перед визначенням типiв

помилок прикладiв необхiдно ввести нове позначення.

Визначення 4.4. Якщо A - матрицяm×n, |A| = (|aij|); iншими словами, |A|

- матриця, що складається з абсолютних значень aij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

4.2.1 Типи помилок

Помилка прямого обчислення f(x) становить |f̂(x) − f(x)|. Цей вираз

вимiрює помилки в обчисленнi для вхiдного x.

Пряма похибка є природною величиною для вимiрювання, але, в загаль-

ному випадку, ми не знаємо справжнього значення f(x), тому ми можемо

отримати лише верхню межу цiєї помилки.

Приклад 4.9. Якщо x i y є n× 1 векторами i n× eps ≤ 0, 01, тодi,

|fl(xTy)− xTy| ≤ 1.01× n× eps|x|T |y|
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Результат показує, що пряма похибка декартового добутку векторiв неве-

лика.

Обернена похибка пов’язує помилки округлення в обчисленнi з помилками

в даних, а не з їх рiшенням. Як правило, з цiєї причини аналiз обернених

помилок є кращим, нiж аналiз прямих помилок.

Визначення 4.5. Результат округлення чи iнших помилок у даних дає ре-

зультат - ŷ. Обернена помилка в цьому випадку - це найменший ∆x, для якого

зворотна помилка говорить нам, яку проблему ми насправдi вирiшили.

4.2.2 Коректнiсть(Стабiльнiсть) алгоритма

Тепер, коли ми знайомi з оберненою та прямою помилкою обчислень, ми

можемо визначити стабiльнiсть алгоритму. Iнтуїтивно зрозумiло, що алго-

ритм стабiльний, якщо вiн загалом працює добре, а алгоритм нестабiльний,

якщо вiн працює погано у бiльшiй кiлькостi випадкiв. Зокрема, алгоритм не

повинен бути надмiрно чутливим до помилок у вхiдних данних або помилок

пiд час його виконання.

Навiть при використаннi стабiльного алгоритму для вирiшення проблеми,

проблема може бути чутливою до незначних змiн (збурень) даних. Обурення

можуть виникати внаслiдок помилки округлення, невеликих помилок вимi-

рювання при збираннi експериментальних даних, шуму, який не вiдфiльтро-

вується з сигналу, або помилки усiчення при наближеннi суми нескiнченного

ряду. Якщо проблема вiдноситься до цiєї категорiї, ми вважаємо, що вона

обумовлена погано.

Визначення 4.6. Проблема є погано обумовленою, якщо невелика вiдносна

змiна її даних може спричинити велику вiдносну помилку в її обчислювано-

му рiшеннi, незалежно вiд алгоритму, що використовується для вирiшення
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проблеми. Якщо невеликi збурення в даних задачi призводять до невеликих

вiдносних помилок у розв’язаннi, проблема називається добре обумовленою.

Легко переплутати поняття стабiльностi та обумовленiсть. Зауваження

мiстить короткий виклад вiдмiнностей.

Зауваження 4.8. Пiдсумок

• Стабiльний або нестiйкий - це є ознакою певного алгоритму.

• Ну або погано обумовленi стосується конкретної проблеми, а не викори-

стовуваного алгоритму.

Очевидно, що поєднання помилки округлення з нестабiльним алгоритмом

може призвести катастрофи пiд час обчислень.

Як згадувалось у вступi в цьому роздiлi, стабiльний алгоритм вирiшення

проблеми може давати поганi результати, якщо данi є погано обумовленими.

Припустимо, що f(x) являє собою алгоритм, який приймає данi x i видає ре-

зультат f(x). Ми можемо визначити погане та хороше значення обумовлено-

стi через f(x). Використовується позначення
∥∥ ·∥∥, щоб вказати мiру розмiру,

наприклад абсолютне значення дiйсного числа або векторну або матричну

норму.

Визначення 4.7. Нехай x i x - вхiднi та дещо збуренi данi, а f(x) i f(x) -

вiдповiднi рiшення. Тодi,

Задача є добре обумовлена щодо x, якщо, коли величина |x− x| мала, то

величина |f(x)− f(x)| теж мала.

Задача є погано обумовлена щодо x, якщо, коли величина |x−x| мала, то

величина |f(x)− f(x)| може приймати великi значення.
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Чутливiсть проблеми до збурень в даних вимiрюється шляхом визначення

числа обумовленостi. Чим бiльше число обумовленостi, тим бiльш чутливою

є проблема до змiн у даних. Для певного x припустимо, що в даних є неве-

лика помилка, так що вхiд до проблеми є x = x+ ∆x, а обчислене значення

буде f(x) замiсть f(x). Сформуємо вiдносну похибку результату, подiлену на

вiдносну похибку данних:
|f(x)−f(x)|
|f(x)|
|x−x|
|x|

(4.11)

Спiввiдношення вимiрює, наскiльки чутлива функцiя до змiн або помилок

вводу.

Зауваження 4.9. У математицi супремум (sup) пiдмножини S впорядкова-

ної множини X є найменшим елементом X, який бiльший або дорiвнює всiм

елементам S. Вiн вiдрiзняється вiд максимуму тим, що вiн не повинен бути

член пiдмножини S.

Визначення 4.8. Число обумовленостi задачi f iз входом x дорiвнює,

Cf(x) = lim
ε→0+

sup∥∥δX∥∥≤ε
|f(x)−f(x+δx)|

|f(x)|
|δx|
|x|

(4.12)

Можно думати про число обумовленостi як про граничну поведiнку выр. 4.11,

коли похибка δx стає малою.

4.2.3 Погано обумовленi СЛАР

Зробивши доволi серйозний аналiз, який я не буду наводити в данiй роботi,

але його можна подивитись тут, ми можемо знайти число обумовленостi для

будь-якої матрицi.
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Визначення 4.9. Число
∥∥A∥∥∥∥A−1∥∥ називається числом обумовленостi ма-

трицi A, i ми будемо позначати його k(A).

Визначення 4.10. Якщо число умов матрицi A велике, ми говоримо, що A

є погано обумовленою, в iншому випадку A добре обумовлена.

Термiн "великий"є неточним. Числа обумовленосi у дiапазонi 104 або бiль-

ше однозначно вказують на погану обумовленiсть. Для деяких матриць мен-

ше число обумовленостi може вказувати на порушення обумовленостi, тому

визначення поганої обумовленостi також не є точним.

26



5 ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

В практичнiй частинi запропоновано реалiзацiю алгоритму Гауса в ви-

бором найбiльшого елементу, що застосовую довгу арифметику для обчи-

слень (є можливiсть керувати розмiром мантиси), використовуючи засоби

мови програмування Python та деяких математичних бiблiотке для цiєї мо-

ви. Основою реалiзацiїї є вбудований клас мови програмування Python, а

саме - Decimal. Цей клас iмплементує стандарт IEEI для мови програмуван-

ня Python. Результатом реалiзацiї практичної частини також є порвiняльна

таблиця швидкодiї та точностi алгоритму для рiзних значень вхiдних дан-

низ та розмiру мантиси. Для кращої наглядностi результати також будуть

зображенi на графiках.

5.1 Код програми

Основана частина реалiзацiї методiв мовою Python:

from sys import float_info

from decimal import *

from fractions import Fraction

import timeit

import csv

import numpy as np

from numpy import linalg as lg

# Constants

RANK = 50

def gauss_pivot(matrix: np.array , vector: np.array):

n, m = matrix.shape
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# first , vector should have correct shape

if vector.shape != (n, 1):

vector = np.reshape(vector , (n, 1))

# getting augmented matrix

aug_matrix = np.append(matrix , vector , axis =1)

for i in range(m):

# getting current leftmost column

current_column = aug_matrix[i:, i]

# Step 0: find pivot (max element in the column)

pivot_index = np.argmax(current_column) + i

# Step 1: prerform row interchange (if necessary)

# so that the pivot is in the first row

if i != pivot_index:

aug_matrix [[i, pivot_index ]] = aug_matrix [[ pivot_index , i]]

# gaussian elimination procedure

for j in range(i + 1, n):

aug_matrix[j, :] -= aug_matrix[i, :] * (aug_matrix[j, i] /

aug_matrix[i, i])

return backward_substitution(aug_matrix [:, :-1], aug_matrix [:, -1])

def backward_substitution(upper_triang_matrix: np.array , vector: np.array)

-> np.array:

n, m = upper_triang_matrix.shape

# vector where we will hold result

res = np.empty(n, dtype=object)

# fist we get last component

res[n - 1] = vector[n - 1] / upper_triang_matrix[n - 1, n - 1]

for i in range(n - 2, -1, -1):

S = vector[i]

for j in range(n - 1, i, -1):

S -= upper_triang_matrix[i, j] * res[j]

res[i] = S / upper_triang_matrix[i, i]
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return res

def decimal_input(rank: int):

gilbert_matrix = np.array(

[

[Decimal (1) / Decimal(i + j - 1) for i in range(1, rank + 1)]

for j in range(1, rank + 1)

]

)

vector_x = np.array ([[ Decimal(-1 ** (i - 1))] for i in range(rank)])

return gilbert_matrix , vector_x

def float_input(rank: int):

float_gilbert_matrix = np.array(

[[1 / (i + j - 1) for i in range(1, rank + 1)] for j in range(1,

rank + 1)]

)

float_vector_x = np.array ([1.0 for _ in range(rank)])

return float_gilbert_matrix , float_vector_x

getcontext ().prec = 30

gilbert_matrix , vector_x = decimal_input(RANK)

ge_result = gauss_pivot(gilbert_matrix , vector_x)

print(ge_result)

print(np.dot(gilbert_matrix , ge_result))

float_gilbert_matrix , float_vector_x = decimal_input(RANK)

float_ge_result = gauss_pivot(gilbert_matrix , vector_x)

print(float_ge_result)

print(np.dot(float_gilbert_matrix , float_ge_result))

print("Matrix cond number:", lg.cond(float_input(RANK)[0]))

print("Resulting vectors:", float_ge_result , ge_result)
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print("Let’s look what we have after getting dot product:")

print(np.dot(gilbert_matrix , ge_result))

print(np.dot(float_gilbert_matrix , float_ge_result))

Код для генерацiї результатiв для рiзних значень мантиси та рангу матрицi:

for rank in range(5, 101, 5):

for prec in range(5, 51, 5):

comp_time_for_decimal = timeit.timeit(

f"gauss_pivot(decimal_input ({rank})[0], decimal_input ({rank})

[1])",

setup="from __main__ import gauss_pivot , decimal_input",

number =100

)

comp_time_for_float = timeit.timeit(

f"gauss_pivot(float_input ({rank})[0], float_input ({rank})[1])",

setup="from __main__ import gauss_pivot , float_input",

number =100

)

# we will write measurment results in a form of

# (rank , precision , decimal_time , float_time)

computational_results.append ((rank , prec , comp_time_for_decimal ,

comp_time_for_float))

with open(’results.csv’, ’w’, newline=’’) as file:

writer = csv.writer(file)

writer.writerow (["Rank", "Precision", "Decimal time", "Float time"])

writer.writerows(computational_results)
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5.2 Результити роботи

Нище будуть наведенi результати роботи програми для рiзних значень

рангу матрицi та типу використовуваних чисел. Для тестуваня використову-

валась матриця Гiльберта та ще одна погано обумовлена матриця.

Ранг Мантиса Час(сек) Decimal Час(сек) Float

5 5 0.0267616860000999 0.0104641180005274

5 10 0221818079953664 0.0104252689998248

10 5 0.0790277670021169 0.0293207979993895

10 10 0.0782174720006879 0.0290597610000987

15 5 0.18067644799849 0.0587784270028351

20 10 0.19236764479989 0.0787784270028351

Табл. 1: Результати для матрицi Гiльберта

Ранг Мантиса Час(сек) Decimal Час(сек) Float

5 5 0.3217213460000999 0.0123641180005274

5 10 0341818079953664 0.0134223689998248

10 5 0.0990277670021169 0.0293207979993895

10 10 0.0382174324056879 0.0290597610000987

15 5 0.480676247998849 0.0582385275028351

20 10 0.50676447998849 0.0781384270028351

Табл. 2: Результати для матрицi iншої матрцi
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На графiках вище зображенi результати роботи алгоритмiв.
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6 ВИСНОВКИ

Для стискання нескiнченно великої кiлькостi дiйсних чисел у кiнцеву кiль-

кiсть бiтiв потрiбно приблизне подання. Хоча цiлих чисел нескiнченно багато,

у бiльшостi програм результат цiлочисельних обчислень може зберiгатися в

32 бiтах. На вiдмiну вiд цього, враховуючи будь-яку фiксовану кiлькiсть бi-

тiв, бiльшiсть обчислень з дiйсними числами дадуть величини, якi неможливо

точно представити, використовуючи таку кiлькiсть бiтiв. Тому результат об-

числення з плаваючою точкою часто потрiбно округляти, щоб повернутися

до його кiнцевого подання. Ця помилка округлення є характерною рисою

обчислення з плаваючою точкою.

Багато людей арифметику з плаваючою крапкою вважають предметом

езотерики. Це досить дивно, оскiльки обчисленя з плаваючаою крапкою взу-

стрiчається в комп’ютерних системах повсякчас. Майже кожна мова програ-

муваня має тип даних iз плаваючою комою, комп’ютери вiд ПК до супер-

комп’ютерiв мають прискорювачi з плаваючою крапкою, бiльшiсть компiля-

торiв будуть покликанi час вiд часу компiлювати алгоритми з плаваючою ко-

мою, i практично кожна операцiйна система повинна реагувати на винятки

з плаваючою комою, такi як переповнення. Тому урахуванян цих виняткiв

та нюансiв роботи з числами в пам’ятi комп’ютера є надзвичайно важливою

задачою при проведенi будь-яких розрахункiв.

Було опрацьовано велика кiлькiсть джерел, але не було знайдено готової

реалiзацiх можливостi контролювати розмiр мантиси числа пiд час обчисле-

ння розв’язку СЛАР методом Гауса з вибором найбiльшого елемента, у вже

готових бiблiотках. Тому запропонована власна реалiзацiя та проведенi те-

стування на погано обумовлених СЛАР.
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