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Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà çàñòîñóâàííþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì

äî ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì òà íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Çîêðåìà, ðîçâèâà-

¹òüñÿ ïèòàííÿ îöiíêè òà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ó ðiçíèõ ìîäåëÿõ.

Â ðîáîòi âñòàíîâëåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì íåçàëåæíèõ îäíà-

êîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîäiëó â

òåðìiíàõ çðiçàíèõ ïñåâäîìîìåíòiâ. Äëÿ öüîãî áóëî óçàãàëüíåíî îöiíêóÞ. Ñòó-

äí¹âà. Îòðèìàíî òàêó æ îöiíêó, îáõîäÿ÷èñü áåç óìîâè Êðàìåðà. Íàòîìiñòü

ââåäåíî îáìåæåíi çðiçàíi ïñåâäîìîìåíòè òà iíòåãðîâíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íî¨

ôóíêöi¨. Äàíèé ðåçóëüòàò çàñòîñîâàíî äî ïîñëiäîâíîñòi ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç

äèñêðåòíèì ÷àñîì â ñõåìi ñåðié òà äîñëiäæåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiî-

íiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó ïðè ñëàáêié çáiæíîñòi öií ðèçèêîâèõ àêòèâiâ â ìîäåëi

ç äèñêðåòíèì ÷àñîì äî ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà. Âñòàíîâëåíî ïîðÿäîê øâèä-

êîñòi çáiæíîñòi O(n−1), äå n � êiëüêiñòü ïåðiîäiâ äëÿ ïðîâåäåííÿ òîðãiâ íà

ôiêñîâàíîìó iíòåðâàëi ÷àñó â äîãðàíè÷íié ìîäåëi. Íàâåäåíî óìîâè áåçàðái-

òðàæíîñòi ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, óòâîðåíîãî íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè

âåëè÷èíàìè, â òîìó ÷èñëi, êîëè ¨õíié ðîçïîäië ¹ íåïåðåðâíèì. Äîâåäåíî, ùî

ïðè ïåâíîìó âèáîði ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè âèïàäêîâi âåëè÷èíè, íåçàëåæíi â ñó-

êóïíîñòi âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè, çàëèøàþòüñÿ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi

âiäíîñíî öi¹¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà äëÿ ïðîöåñó Îðíøòåéíà-

Óëåíáåêà, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨ Åéëåðà, àëå ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî
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ïðîöåñó çàìiíþþòüñÿ íà áåðíóëëi¹âñüêi íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âè-

ïàäêîâi âåëè÷èíè. Ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî øâèäêiñòü

çáiæíîñòi äî íîðìàëüíîãî çàêîíó ôóíêöié ðîçïîäiëó ñóì íåçàëåæíèõ îäíàêî-

âî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âñòàíîâëåíî óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ

øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ i ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ îáìåæåíà çâåð-

õó âåëè÷èíîþ C√
n
. Ïðîàíàëiçîâàíî ïåðåõiä âiä îá'¹êòèâíî¨ ìiðè äî ìàðòèí-

ãàëüíî¨ i çìiíè, ùî âiäáóâàþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì öií íà ðèíêó ïðè òàêîìó ïåðå-

õîäi ó âêàçàíié ìîäåëi.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà (ÊIÐ), êîëè âií íå çàõîäèòü

â íóëü, i äîñëiäæó¹òüñÿ ñëàáêà àïðîêñèìàöiÿ öüîãî ïðîöåñó. Â ïåðøîìó âè-

ïàäêó ïîñëiäîâíiñòü äîãðàíè÷íèõ ðèíêiâ çìîäåëüîâàíà ÿê ïîñëiäîâíiñòü äèñ-

êðåòíî ÷àñîâèõ àäèòèâíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ, â äðóãîìó âèïàäêó � ÿê

ïîñëiäîâíiñòü ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ. Äèñêðåòíi àïðîêñè-

ìàöiéíi ñõåìè ïîáóäîâàíî äëÿ öiíè àêòèâó, ÿêèé çìîäåëüîâàíèé ïðîöåñîì ÊIÐ.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà Åéëåðà äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ, àëå

ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíþþòüñÿ íà íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïî-

äiëåíi îáìåæåíi ñèìåòðè÷íi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Ââîäèòüñÿ �çðiçàíèé� ïðî-

öåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨

çáiæíîñòi öií àêòèâó. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâíèé òà �çðiçàíèé� ïðîöåñè Êîêñà-

Iíãåðñîëëà-Ðîññà, âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî �çðiçàíèé� ïðîöåñ ÊIÐ íå çàõîäèòü â

íóëü ïðè òié æå óìîâi, ùî é íåçðiçàíèé ïðîöåñ. Íàâîäÿòüñÿ àïðîêñèìàöié-

íi ñõåìè äëÿ îáîõ ïðîöåñiâ òà äîâîäèòüñÿ ñëàáêà çáiæíiñòü öií àêòèâó äëÿ

àäèòèâíî¨ òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ìîäåëåé.

Ïðåäñòàâëåíî äåÿêi âëàñòèâîñòi ìîäåëåé Áëåêà�Øîóëñà çi ñòîõàñòè÷íîþ

âîëàòèëüíiñòþ, ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Êîêñà�Iíãåðñîëëà�Ðîññà.

Íàâîäÿòüñÿ âiäîìîñòi ùîäî âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó ìîäåëi, à òàêîæ çîáðàæå-

ííÿ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó. Çàñòîñîâàíî ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî òî÷íîãî

òà íàáëèæåíîãî îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ:

âñòàíîâëåíî âèãëÿä ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà âèðàæà¹ ñå-

ðåäí¹ çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi ïðîòÿãîì ÷àñó äî âèêîíàííÿ îïöiîíà; çàïèñàíî
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öiíó îïöiîíó ÷åðåç çíàéäåíó ùiëüíiñòü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: øâèäêiñòü çáiæíîñòi, çðiçàíi ïñåâäîìîìåíòè, íîðìàëüíèé

ðîçïîäië, ôiíàíñîâi ðèíêè â äèñêðåòíîìó òà íåïåðåðâíîìó ÷àñi, öiíè îïöiîíiâ,

ìîäåëü Áëåêà-Øîóëñà, ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-

Ðîññà, äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà, ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè,

ñòîõàñòè÷íà âîëàòèëüíiñòü, ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà.

ABSTRACT

Munchak Y.Y. Functional limit theorems and applications to discrete-

time and continuous-time �nancial markets. � Manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.05 � Probability Theory and Mathematical

Statistics. � Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, 2017.

The dissertation is devoted to application of functional limit theorems to �-

nancial markets with discrete and continuous time. In particular, the assessment

of convergence rate and option prices in di�erent models are considered here.

The rate of convergence of distributions of sums of independent identically

distributed random variables to the Gaussian distribution is established in terms

of truncated pseudomoments of the order higher than n−
1
2 . In order to achieve this

result we derived the generalization of Studnyev's estimate. Similar result is deri-

ved without application of the Cramer condition. Conditions concerning truncated

pseudomoments and integrability of characteristic function are introduced instead.

This result is applied to sequences of �nancial markets operating in discrete time

in the scheme series. We study the rate of convergence of put and call option

prices when risky asset's prices in the discrete-time model converge weakly to the

respective prices in the Black-Scholes model. The rate of convergence is estimated

by O(n−1), where n is the number of periods when trades occur on a �xed time

interval in the discrete-time model. Conditions for the absence of arbitrage are

presented for the discrete-time market constructed by independent random vari-
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ables representing the increments of asset price, including the case when these

random variables have continuous distribution. The result is derived that under

certain choice of a martingale measure, mutually independent under an objective

measure random variables remain mutually independent under this martingale

measure.

The discrete approximation scheme for the price of asset that is modeled by

geometrical Ornstein-Uhlenbeck process is considered. The scheme is based upon

the Euler approximation scheme with increments being independent identically

distributed Bernulli random variables. Classical results concerning the rate of

convergence of sums of independent identically distributed random variables are

employed to derive the conditions under which the rate of convergence of objective

and fair option prices is bounded from above by C√
n
. The transition from the

objective to the martingale measure and the impact to such transformation on

option prices in the model is analyzed.

Cox�Ingersoll�Ross (CIR) process and its weak approximation are considered

for the case when both do not hit zero. Two approaches to the modelling of

sequence of discrete-time markets are investigated. The �rst approach models

discrete-time markets as a sequence of discrete-time additive stochastic processes.

Under the second approach we use a sequence of multiplicative stochastic processes.

Discrete-time approximation schemes are constructed when the evolution of asset

price is driven by CIR process. For this purpose we modify classical Euler's

approximation scheme so that Wiener process increments are substituted by

bounded symmetric random variables. Also we consider Heston model and investi-

gate the matter of exact pricing of the European option for this model. For

the models where the asset prices are driven by complete and �truncated� CIR

processes the weak convergence of asset prices in discrete approximation schemes

is proven. It is estableished that condition for complete CIR process not to hit

zero are the same as for respective �truncated� process. The properties of modi�-

ed Black�Scholes model with stochastic volatility expressed as a function of CIR

process are researched. The form of density function of the random variable, which
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expresses the average of the volatility over time to maturity is established using

Malliavin calculus. The price of European option is expressed by this density

function.

Key words : the rate of convergence, truncated pseudomoments, normal distri-

bution, �nancial markets with discrete and continuous time, option prices, Black-

Scholes model, Ornstein-Uhlenbeck process, Cox-Ingersoll-Ross process, discrete

approximation scheme, functional limit theorems, stochastic volatility, Malliavin

calculus.
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âàííÿ�. Òåçè äîïîâiäåé. (Óæãîðîä, Óêðà¨íà). � 2016. � Ñ. 86.



8

12. Ìiøóðà Þ.Ñ. Ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè â ìîäåëi Êîêñà-

Iíãåðñîëëà-Ðîññà/Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ìàòåðiàëè XVÌiæ-

íàðîäíî¨ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìî-

ëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2017�. �Êè¨â, Óêðà¨íà. � 2017. �

Ñ. 57�60.



9

ÇÌIÑÒ

Âñòóï 12

Ðîçäië 1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè 35

1.1. Ãðàíè÷íi òåîðåìè òà øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî íîðìàëüíîãî çàêîíó 35

1.2. Îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.3. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.4. Ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Ðîçäië 2. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ çà ìåòîäîì

ïñåâäîìîìåíòiâ 47

2.1. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî íîðìàëüíîãî çàêîíó â òåðìiíàõ ïñåâ-

äîìîìåíòiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.1.1. Óçàãàëüíåííÿ îöiíêè Ñòóäí¹âà. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè . . . 48

2.1.2. Äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ . 49

2.1.3. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.2. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ïñåâ-

äîìîìåíòiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.2.1. Çîáðàæåííÿ òà âëàñòèâîñòi ôiíàíñîâîãî ðèíêó ç äèñêðå-

òíèì ÷àñîì òà îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì . . . . . . . . . 62

2.2.2. Áåçàðáiòðàæíiñòü ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, óòâîðåíî-

ãî íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè . . . . . . . . . 65

2.2.3. Ôóíêöiîíàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ðèíêó ç äèñêðå-

òíèì ÷àñîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

2.2.4. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi â öåíòðàëüíié ãðàíè÷íié òå-

îðåìi äëÿ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí çà ìåòîäîì ïñåâäîìîìåíòiâ . . . . . . . . . . 73



10

2.2.5. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðî-

äàæó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Ðîçäië 3. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ïðè äèñêðåòèçàöi¨

ãåîìåòðè÷íîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà áåðíóë-

ëi¹âñüêèìè ñòðèáêàìè öií àêöié 80

3.1. Îïèñ i âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íîãî íåïåðåðâíîãî öiíîâîãî ïðîöåñó . 80

3.2. Îïèñ i âëàñòèâîñòi äîãðàíè÷íîãî äèñêðåòíîãî öiíîâîãî ïðîöåñó 81

3.3. Îñíîâíà òåîðåìà ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ öií îïöiî-

íiâ â ñõåìi Áåðíóëëi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.4. Ïåðåõiä âiä îá'¹êòèâíî¨ ìiðè äî ìàðòèíãàëüíî¨ i òåîðåìà ïðî

øâèäêiñòü çáiæíîñòi ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ . . . . . . . . . 90

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Ðîçäië 4. Ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè â ìîäåëi Êîêñà-Iíãåðñîëëà-

Ðîññà. Çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî îöiíþ-

âàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ â ìîäåëi Õåñòîíà 98

4.1. Ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ àäèòèâíî¨, ìóëüòèïëiêà-

òèâíî¨ ñõåì â ìîäåëi Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà . . . . . . . . . . . 99

4.1.1. Ïîâíèé òà �çðiçàíèé� ïðîöåñè Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà òà

¨õ âëàñòèâîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.1.2. Äèñêðåòíi àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè äëÿ ïîâíîãî òà �çðiçà-

íîãî� ïðîöåñiâ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà. . . . . . . . . . . 104

4.1.3. Ìóëüòèïëiêàòèâíà ñõåìà äëÿ ïðîöåñó Êîêñà-Iíãåðñîëëà-

Ðîññà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.1.4. Äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.2. Çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî òî÷íîãî i íàáëèæåíîãî

îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ . . 114

4.2.1. Îïèñ ìîäåëi çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî îïèñó-

¹òüñÿ ïðîöåñîì Êîêñà�Iíãåðñîëëà�Ðîññà . . . . . . . . . . 114



11

4.2.2. Áåçàðáiòðàæíiñòü ó ìîäåëi Õåñòîíà çi ñòîõàñòè÷íîþ âî-

ëàòèëüíiñòþ, ùî îïèñó¹òüñÿ ïðîöåñîì Êîêñà�Iíãåðñîëëà�

Ðîññà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.2.3. Öiíà îïöiîíó â ìîäåëi çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ ÿê

ôóíêöiîíàë âiä âîëàòèëüíîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . 117

4.2.4. Ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà i öiíà îïöiîíó. Åëåìåíòè ÷èñëåííÿ

Ìàëëÿâåíà. Ùiëüíiñòü ÿê ôóíêöiîíàë âiä ñòîõàñòè÷íî¨

ïîõiäíî¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

4.2.5. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

Âèñíîâêè 138

Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë 140

Äîäàòîê 151

Ñïèñîê ïóáëiêàöié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153



12

ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ñòîõàñòè÷íà ôiíàíñîâà ìàòåìàòèêà ìà¹ ÷èìàëó

iñòîðiþ ñâîãî ðîçâèòêó. Âèòîêè ¨¨ äîñëiäæåíü áåðóòü ñâié ïî÷àòîê âiä ïîÿâè

äèñåðòàöi¨ Ë. Áàøåëü¹, â ÿêié âïåðøå áóëà âèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ öiíè îïöiî-

íó. Âîíà äàëà ïîøòîâõ äî íîâîãî ïîòîêó äîñëiäæåíü â äàíié ãàëóçi. Ñàìå

òîìó íàéáiëüøî¨ ïîïóëÿðíîñòi òà ðîçâèòêó òåîðiÿ îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íàáó-

âà¹ ó äðóãié ïîëîâèíi äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ. Çîêðåìà, Ï. Ñàìóåëüñîíó âäàëîñÿ

ïîêðàùèòè ôîðìóëó, âèâåäåíó Ë. Áàøåëü¹, ùî äàëî ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþ-

âàòè ïðîáëåìó çíàõîäæåííÿ öiíè îïöiîíó. Íàä öi¹þ ïðîáëåìîþ ïðàöþâàëà i

ïðàöþ¹ âåëè÷åçíà êiëüêiñòü âèäàòíèõ íàóêîâöiâ. Ñåðåä íèõ íàéâiäîìiøèìè ¹

Ð. Ìåðòîí, Ô. Áëåê òà Ì. Øîóëñ. Âîíè ââàæàþòüñÿ òâîðöÿìè ìàòåìàòè÷íî¨

ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ âàðòîñòi îïöiîíiâ òà iíøèõ ïîõiäíèõ iíñòðóìåíòiâ,

ÿêà ñïðàâèëà âåëè÷åçíèé âïëèâ íà ðîçâèòîê òåîði¨ i ïðàêòèêè ôiíàíñiâ. Öÿ

ôîðìóëà ñüîãîäíi øèðîêî âiäîìà ÿê ôîðìóëà Áëåêà-Øîóëñà. Äîñëiäæåííÿ

öèõ â÷åíèõ áàçóâàëèñÿ íà ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ Ä. Òðåéíîðà, Ï. Ñàìóåëüñîíà,

Ä. Áîíåñà òà Å. Òîðïà i ïðîâîäèëèñü â ïåðiîä øâèäêîãî çðîñòàííÿ îïöiîííî¨

òîðãiâëi. Ñàìå ¨ì âäàëîñÿ ñòðîãî ôîðìàëiçóâàòè ïðîáëåìó îöiíþâàííÿ îïöiî-

íiâ i âèâåñòè êëàñè÷íi ôîðìóëè äëÿ öií. Íàñòóïíi ïîêîëiííÿ â÷åíèõ ïðàöþ-

âàëè íàä óçàãàëüíåííÿì òà ïîêðàùåííÿì âiäîìî¨ ôîðìóëè Áëåêà-Øîóëñà.

Çàóâàæèìî, ùî ðåàëüíèé ÷àñ äèñêðåòíèé, àëå äîñëiäæåííÿ, ëåãøå ïðîâî-

äèòè â íåïåðåðâíîìó ÷àñi. Òîìó âåëèêó êiëüêiñòü ðîáiò ó ôiíàíñîâié ìàòåìà-

òèöi ïðèñâÿ÷åíî çáiæíîñòi öií ðèçèêîâèõ àêòèâiâ òà öií âiäïîâiäíèõ îïöiîíiâ,

ùî ìîäåëþþòüñÿ â äèñêðåòíîìó ÷àñi, äî ìîäåëåé ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Ïðè

öüîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ùîäî øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ. Iñíó¹ âåëèêà

ðiçíîìàíiòíiñòü âèáîðó ÿê ãðàíè÷íî¨ ìîäåëi, òàê i äîãðàíè÷íî¨ ìîäåëi. ×àñòè-

íà ðîáiò ç îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ñòîñóþòüñÿ äîãðàíè÷íî¨ áiíîìiàëüíî¨

òà òðèíîìiàëüíî¨ ìîäåëåé òà ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà. Öå çóìîâëåíî íàÿâíiñòþ
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äîñèòü òîíêèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî øâèäêîñòi çáiæíîñòi áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäi-

ëó äî ãàóññiâñüêîãî, àëå ïðè âiäõîäi âiä áiíîìiàëüíî¨ ìîäåëi òðåáà øóêàòè àáî

îäåðæóâàòè ðåçóëüòàòè ùîäî øâèäêîñòi çáiæíîñòi ôóíêöié ðîçïîäiëó ñóì íå-

çàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èíè äî ãàóññiâñüêîãî ðîç-

ïîäiëó.

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà çàñòîñóâàííþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì äî

ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì íà íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Çîêðåìà, ðîçâèâà¹-

òüñÿ ïèòàííÿ îöiíêè òà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ó ðiçíèõ ìîäåëÿõ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðî-

áîòà âèêîíàíà ó ðàìêàõ äåðæàâíî¨ áþäæåòíî¨ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ òåìè

�11ÁÔ038-02 �Åâîëþöiéíi ñèñòåìè: äîñëiäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ïåðåòâîðåíü,

âèïàäêîâèõ ôëóêòóàöié òà ñòàòèñòè÷íèõ çàêîíîìiðíîñòåé� (íîìåð äåðæàâíî¨

ðå¹ñòðàöi¨ 0111U006561) i �16ÁÔ038-02 �Äîñëiäæåííÿ òà ñòàòèñòè÷íèé àíàëiç

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ íåîäíîðiäíèõ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U002530) êàôåäðè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé, ñòàòèñòèêè òà àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëü-

òåòó Êè¨âñüêîãî Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ùî âõî-

äèòü äî êîìïëåêñíîãî òåìàòè÷íîãî ïëàíó íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò �Ñó÷àñíi

ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ïðèðîäîçíàâñòàâà, åêîíîìiêè òà ôiíàíñiâ�.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ çàñòîñóâàííÿ ôóí-

êöiîíàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì äî ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì òà íå-

ïåðåðâíèì ÷àñîì, äîñëiäæåííÿ öií îïöiîíiâ òà ¨õ øâèäêîñòi çáiæíîñòi. Äëÿ

äîñÿãíåííÿ ìåòè äèñåðòàöi¨ áóëè ïîñòàâëåíi íàñòóïíi çàâäàííÿ:

� äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì íåçàëåæíèõ îäíàêî-

âî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîäiëó

ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ïñåâäîìîìåíòiâ;

� çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó çà ìåòîäîì ïñåâäîìîìåíòiâ äî

äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó ïðè

ñëàáêié çáiæíîñòi öií ðèçèêîâèõ àêòèâiâ â ìîäåëi ç äèñêðåòíèì ÷àñîì



14

äî ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà;

� äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ïðè äèñêðåòèçàöi¨ ãåî-

ìåòðè÷íîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà áåðíóëëi¹âñüêèìè ñòðèáêà-

ìè öií àêöié;

� äîñëiäæåííÿ ïîâíîãî òà �çðiçàíîãî� ïðîöåñiâ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà,

¨õíiõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ñõåì. Ïîáóäîâà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨

òà àäèòèâíî¨ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ñõåì äëÿ öií àêöié â ìî-

äåëi Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà; äîñëiäæåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìið â öié

ìîäåëi;

� òî÷íå i íàáëèæåíå îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ çi ñòîõàñòè÷íîþ âî-

ëàòèëüíiñòü, âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà; âñòàíîâëåííÿ ÿâ-

íîãî âèãëÿäó ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà âèðàæà¹

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi ïðîòÿãîì ÷àñó äî âèêîíàííÿ îïöiîíà.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ôiíàíñîâîãî ðèíêó.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ, çáiæíiñòü òà øâèä-

êiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ â òàêèõ ìîäåëÿõ çà óìîâ äèñêðåòèçàöi¨.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîäè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ìàðòèíãàëüíi ìåòîäè, ìåòîäè òåîði¨ ñòîõà-

ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ìåòîäè ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëü-

òàòè, îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨, òàêi:

� çíàéäåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì íåçàëåæíèõ îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîäiëó

â òåðìiíàõ �çðiçàíèõ� ïñåâäîìîìåíòiâ. Äëÿ öüîãî ðåàëiçîâàíî iäåþ

Þ.Ï. Ñòóäí¹âà îòðèìàííÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ïîðÿäêó âè-

ùå íiæ n−
1
2 ;

� äîñëiäæåíî óìîâè áåçàðáiòðàæíîñòi ðèíêó â ñõåìi ñåðié òà óìîâè áåç-

àðáiòðàæíîñòi ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, óòâîðåíîãî íåçàëåæíèìè

âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè;
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� äîâåäåíî, ùî ïðè ïåâíîìó âèáîði ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè âèïàäêîâi âåëè-

÷èíè, íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè, çàëèøàþòüñÿ

íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi âiäíîñíî öi¹¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè;

� äîâåäåíî ôóíêöiîíàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ ðèíêó ç äèñêðåòíèì

÷àñîì ó ñõåìi Áëåêà-Øîóëñà;

� äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi

òà ïðîäàæó, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïñåâäîìîìåíòiâ;

� çíàéäåíî ïðèêëàäè ôóíêöié ðîçïîäiëó, äî ÿêèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè

ìåòîä ïñåâäîìîìåíòiâ;

� ñôîðìóëüîâàíî óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ, øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹-

êòèâíèõ i ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ îáìåæåíà çâåðõó âåëè÷èíîþ C√
n

ïðè äèñêðåòèçàöi¨ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà áåð-

íóëëi¹âñüêèìè ñòðèáêàìè öií àêöié. Ïðîàíàëiçîâàíî ïåðåõiä âiä îá'¹-

êòèâíî¨ äî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè i çìiíè, ùî âiäáóâàþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì

öií íà ðèíêó ïðè òàêîìó ïåðåõîäi ó âêàçàíié ìîäåëi;

� äîâåäåíî ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ àäèòèâíî¨ òà ìóëüòè-

ïëiêàòèâíî¨ ñõåì â ìîäåëi Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà;

� ïðîâåäåíî òî÷íå i íàáëèæåíå îöiíþâàííÿ îïöiíiâ â ìîäåëi Õåñòîíà,

çàñòîñîâóþ÷è ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà

ìà¹ ÿê òåîðåòè÷íå, òàê i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Íà ïðàêòèöi îäåðæàíi ðåçóëüòà-

òè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi íà ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ ïðè ìîäåëþâàííi

ïåðâèííèõ öiííèõ ïàïåðiâ i íàáëèæåíîìó îá÷èñëåííi öií ïîõiäíèõ öiííèõ ïà-

ïåðiâ íà ôîíäîâîìó ðèíêó.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi àâ-

òîðîì ñàìîñòiéíî. Çà ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíî 5 ðî-

áiò. Ó òðüîõ ðîáîòàõ, ïiäãîòîâëåíèõ ðàçîì ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì ïðîôåñîðîì

Þ. Ñ. Ìiøóðîþ, òà îäíié ðîáîòi ïiäãîòîâëåíié ç ïðîôåñîðîì Þ. Ñ. Ìiøó-

ðîþ òà ê.ô.-ì.í. Ï. Â. Ñëþñàð÷óêîì, ïðîôåñîðîâi Þ. Ñ. Ìiøóði íàëåæèòü
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ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà çàãàëüíå êåðiâíèöòâî ðîáîòîþ, à ê.ô.-ì.í. Ï. Â. Ñëþ-

ñàð÷óêîâi � iäåÿ äëÿ äîñÿãíåííÿ îòðèìàíî¨ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ðîç-

ïîäiëiâ ñóì íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîð-

ìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîäiëó. Ùå îäíà ðîáîòà ïiäãîòîâëåíà ðàçîì ç ïðîôåñî-

ðîì Þ. Ñ. Ìiøóðîþ òà Ñ. Â. Êó÷óêîì-ßöåíêîì, â ÿêié çäîáóâà÷ó íàëåæàòü

îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ùî âiäíîñÿòüñÿ ìîäåëi Õåñòîíà, i ëèøå âîíè âêëþ÷åíi

äî äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ äîïîâiä-

àëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ, à ñàìå:

1. International conference �Probability, reability and stochastic optimizati-

on�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 7.04.2015�10.04.2015.

2. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó�, ñìò. Âîðîõòà, Óêðà¨íà, 24.02.2016�

27.02.2016

3. XIV Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàí-

òiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2016�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà,

6.04.2016�8.04.2016.

4. �Ñiìíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàé-

ëà Êðàâ÷óêà�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 19.05.2016�20.05.2016.

5. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ�, ì. Óæãîðîä, Óêðà¨íà, 19.05.2016�21.05.2016.

6. �Ìiæíàðîäíà ëiòíÿ ìàòåìàòè÷íà øêîëà ïàì'ÿòi Â.Î. Ïëîòíiêîâà�,

ì. Îäåñà, Óêðà¨íà, 12.09.2016 � 17.09.2016.

7. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà

ñòàòèñòèêà� ïðè êàôåäði òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ñòàòèñòèêè òà àêòóàð-

íî¨ ìàòåìàòèêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íà-

öiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ïiä êåðiâíèöòâîì

ïðîô. Ìiøóðè Þ.Ñ. òà ïðîô. Êîçà÷åíêà Þ.Â. (ì. Êè¨â, Óêðà¨íà,

2016).
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8. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó êàôåäðè ñèñòåìíîãî àíàëiçó òà òåîði¨

ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè Êè-

¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ïiä êåðiâ-

íèöòâîì ïðîô. Íàêîíå÷íîãî Î. Ã. (ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 2016).

9. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó Iíñòèòóòó êiáåðíåòèêè iìåíi Â. Ì. Ãëó-

øêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîô. Êíîïîâà Ï. Ñ. (ì. Êè¨â,

Óêðà¨íà, 2016).

10. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ñòà-

òèñòèêè ËÍÓ iì.I.Ôðàíêà ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîô. �ëåéêà ß.I. (ì.Ëüâiâ,

Óêðà¨íà, 2016).

11. XV Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàí-

òiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2017�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà,

4.04.2016�6.04.2017.

Ïóáëiêàöi¨. Çà ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 12 íàóêîâèõ ïðàöü,

ç ÿêèõ 5 îïóáëiêîâàíî â ôàõîâèõ âèäàííÿõ [4], [7], [8], [72], [73], à 7 ó âèãëÿäi

òåç äîïîâiäåé [5], [6], [9]-[12], [71]. Äâi ñòàòòi [72], [73] âèäàíi â ìiæíàðîäíîìó

æóðíàëi. Òðè ñòàòòi [4], [7], [8] îïóáëiêîâàíi ó âèäàííi Óêðà¨íè, àíãëîìîâíà

âåðñiÿ ÿêîãî âêëþ÷åíà äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç àíîòàöi¨, âñòó-

ïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ÿêi ìiñòÿòü ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 101 íàéìåíóâàííÿ, òà äîäàòêó. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè �

154 ñòîðiíêè, â òîìó ÷èñëi 128 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó.

Çìiñò ðîáîòè. Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè, âèçíà÷åíi ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ, âèäiëåíî íàóêîâó íîâèçíó,

ïðàêòè÷íó çíà÷óùiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà

àïðîáàöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ïåðøèé ðîçäië ìiñòèòü îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìàòèêîþ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè òà ñïîðiäíåíèìè ïèòàííÿìè. Ïðîàíàëiçîâàíî ðåçóëüòàòè iíøèõ àâòî-

ðiâ ùîäî ïðîáëåì, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.
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Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi íåçà-

ëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîðìàëüíîãî çàêîíó

çà ìåòîäîì ïñåâäîìîìåíòiâ òà çàñòîñîâàíî äàíèé ðåçóëüòàò äî çíàõîäæåííÿ

îöiíêè øâèäêîñòi çáiæííîñòi öií îïöiîíiâ.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí {ξn, n > 1} ç E ξi = 0, D ξi = σ2 ∈ (0,∞), ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x)

i õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ f(t). Íåõàé Φn(x), x ∈ R � ôóíêöiÿ ðîçïî-

äiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Sn = (σ
√
n)
−1

(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn) i Φ(x), x ∈ R �

ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ

äåÿêîãî m > 3 iñíóþòü ïñåâäîìîìåíòè

µk =

∫
R

xkdH(x), (k = 3, . . . ,m,m ∈ N),

äå H(x) = F (xσ) − Φ(x). Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ äëÿ âåëè÷èí, ÿêi

áóäåìî íàçèâàòè çðiçàíèìè ïñåâäîìîìåíòàìè:

�çðiçàíi çâåðõó�

ν(1)
n (m) =

∫
|x|6σ

√
n

|x|m+1 |dH(x)|

i �çðiçàíi çíèçó�

ν(2)
n (m) =

∫
|x|>σ

√
n

|x|m |dH(x)| .

Äîâåäåíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè, ÿêi äàþòü øâèäêiñòü çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì

íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîðìàëüíîãî çà-

êîíó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà, òîáòî
∫
R
|f(t)|dt = A <∞;

(ii) Ïñåâäîìîìåíòè äî m-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ðiâíi íóëþ i çðiçàíi ïñåâ-

äîìîìåíòè îáìåæåíi:

µk = 0, k = 3, . . . ,m, äëÿ äåÿêîãî m > 3, i

νn(m) = max
{
ν(1)
n (m), ν(2)

n (m)
}
<

1

2
e−

3
2 .
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Òîäi äëÿ âñiõ n > 2

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6

6 2C(1)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ 2C(2)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

+
σA

π
bn−1 + νn(m)

4e
3
2

π

e−
n
2

n
,

äå

C(1)
m =

12
m+1
2 Γ(m+1

2 )

π(m+ 1)!
, C(2)

m = 2C
(1)
m−1,

b = exp

{
− π2

24A2σ2 (2 + π)2

}
< 1.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξi ìàþòü îáìåæåíó ùiëüíiñòü

p(x) 6 A1. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii) òåîðåìè 1. Òîäi äëÿ

âñiõ n > 3

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6

6 2C(1)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ 2C(2)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

+ 2σA1b
n−2
1 + νn(m)

4e
3
2

π

e−
n
2

n
,

äå b1 = exp
{
− 1

96A2
1σ

2(2+π)
2

}
< 1.

Âiäìiòèìî, ùî ç ïðèïóùåííÿ (i) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ùiëüíîñòi äëÿ âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè Sn. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç pn(x). Òàêîæ íåõàé φ(x) � ùiëüíiñòü

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1. Òîäi äëÿ âñiõ

n > 2

sup
x∈R
|pn(x)− φ(x)| 6

6 C(3)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ C(4)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

+ bn−1σ
√
n

2π
A+ νn(m)

e
3
2

π

e−
n
2

n
,

äå

C(3)
m =

12
m+2
2 Γ

(
m
2 + 1

)
4π(m+ 1)!

, C(4)
m = 2C

(3)
m−1.

Íàâåäåíî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ íàñëiäêó 1.

Äàëi çàñòîñîâó¹òüñÿ îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äî äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi çái-

æíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó. Ç öi¹þ ìåòîþ ââåäåìî éìîâiðíiñíèé
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ïðîñòið {Ω,F ,P}, íà ÿêîìó ðîçãëÿíåìî â ñõåìi ñåðié ïîñëiäîâíiñòü ôiíàí-

ñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, ç îäíèì ðèçèêîâèì òà îäíèì áåçðèçèêî-

âèì àêòèâîì. Ïðèïóñòèìî, ùî T > 0 çàäàíî, ïàðàìåòð n ïðèéìà¹ çíà÷å-

ííÿ ç N, ïðè êîæíîìó n > 1 ìà¹ìî ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó ÷àñó [0, T ] âèäó

π(n) = {0 = t0n < t1n < . . . < tnn = T}, i òî÷êè ðîçáèòòÿ áóäåìî ââàæà-

òè ìîìåíòàìè òîðãiâ íà ôiíàíñîâîìó ðèíêó. Ñóêóïíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë

{rkn, 1 6 k 6 n} áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê ïîñëiäîâíi âiäñîòêîâi ñòàâêè, òàê ùî

öiíà áåçðèçèêîâîãî àêòèâó â ìîìåíò tkn ìà¹ âèãëÿä

Bk
n =

k∏
i=1

(1 + rin). (1)

Íåõàé íà {Ω,F ,P} ïðè êîæíîìó n > 1 çàäàíî ñóêóïíiñòü âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí {Rk
n, 1 6 k 6 n}, ùîäî ÿêî¨ çàâæäè ïðèïóñêà¹òüñÿ âèêîíàíîþ óìîâà

îáìåæåíîñòi: iñíó¹ 0 < c < 1 òàêå, ùî âñi |Rk
n| 6 c, n > 1, 1 6 k 6 n. Ââåäå-

ìî ïîòiê σ-àëãåáð Fk
n = σ{Ri

n, i = 1, · · · , k}, ïîðîäæåíèé öèìè âèïàäêîâèìè

âåëè÷èíàìè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî öiíà ðèçèêîâîãî àêòèâó â ìîìåíò tkn ìà¹

âèãëÿä

Skn = S0
n

k∏
i=1

(
1 +Ri

n

)
. (2)

Òîäi äèñêîíòîâàíèé ðèçèêîâèé àêòèâ â ìîìåíò tkn ìà¹ âèãëÿä

Xk
n = S0

n

k∏
i=1

1 +Ri
n

1 + rin
.

Ïîçíà÷èìî {Pn, n > 1} ïîñëiäîâíiñòü îá'¹êòèâíèõ (ôiçè÷íèõ) ìið, ùî âiä-

ïîâiäà¹ ðèçèêîâîìó öiíîâîìó ïðîöåñó {Skn, 1 6 k 6 n}. ßê âiäîìî, ðèíîê

â n-é ñåði¨ áóäå áåçàðáiòðàæíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ õî÷à á îäíà

åêâiâàëåíòíà äî Pn éìîâiðíiñíà ìiðà P∗n, âiäíîñíî ÿêî¨ {Xk
n, 1 6 k 6 n} áóäå

{Fk
n , 1 6 k 6 n}-ìàðòèíãàëîì, àáî ñêîðî÷åíî Fn-ìàðòèíãàëîì. Âñi ìîæëèâi

ìàðòèíãàëüíi ìiðè P∗n â n�é ñåði¨ ìàþòü ïîõiäíó Ðàäîíà-Íiêîäèìà âèãëÿäó

dP∗n
dPn

=
n∏
k=1

(
1 + ∆Mk

n

)
, (3)
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äå
{
Mk

n , 1 6 k 6 n
}
� äåÿêèé Fn-ìàðòèíãàë, ∆Mk

n > −1. Óìîâà åêâiâàëåí-

òíîñòi ìà¹ âèãëÿä
dP∗n
dPn

=
n∏
k=1

(
1 + ∆Mk

n

)
> 0. (4)

Äëÿ âèïàäêó, êîëè ðèíîê ¹ áiíîìiàëüíèì, äîâåäåíî, ùî íà íüîìó âiäñóòíié

àðáiòðàæ, à ¹äèíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (3), ïðè-

÷îìó

∆Mk
n =

rkn − µkn
(σkn)2

(Rk
n − µkn), (5)

äå µkn = ERk
n, (σkn)2 = VarRk

n, òîáòî, ïðèöüîìó ðèíîê ¹ ïîâíèì.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì

Xn(t) = S0
n

[nt]∏
k=1

1 +Rk
n

1 + rkn
, tkn 6 t 6 tk+1

n , 0 6 k 6 n− 1,

äå [a] �öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a,
∏0

k=1 = 1. Íåõàé S0
n = 1. I áóäåìî ïðèïóñêà-

òè, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi i ìàþòü

íåïåðåðâíèé ðîçïîäië, çîñåðåäæåíèé íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [akn, b
k
n], ïðè÷îìó

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: µkn −
(σkn)

2

bkn−µkn
< rkn < µkn +

(σkn)
2

µkn−akn
, 1 6 k 6 n. Òîäi ðèíîê áóäå

áåçàðáiòðàæíèì â n-é ñåði¨. Â ðàìêàõ íàñòóïíî¨ òåîðåìè ââåäåìî ïîçíà÷åí-

íÿ (σk,∗n )2 = VarP ∗n R
k
n. Òîäi ìà¹ ìiñöå ôóíêöiîíàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ

ïîñëiäîâíîñòi ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì â ñõåìi Áëåêà�Øîóëñà.

Òåîðåìà 3. (i) Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè

lim
n→∞

max
16k6n

rkn = 0, lim
n→∞

[nt]∑
k=1

rkn = rt > 0,

lim
n→∞

[nt]∑
k=1

(σk,∗n )2 = (σ∗)2t > 0, 0 6 t 6 T.

Òîäi âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíèõ ìið P ∗n , çàäàíèõ ñïiââiäíîøåííÿìè (4)

òà (5) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ:

Xn(t)
d→ exp{σ∗Wt −

1

2
(σ∗)2t}, 0 6 t 6 T.
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(ii) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó (i), i êðiì òîãî, iñíó¹ ñòàëà C > 0

òàêà, ùî

[nt2]∑
k=[nt1]+1

rkn 6 C(t2 − t1),
[nt2]∑

k=[nt1]+1

(σk,∗n )2 6 C(t2 − t1)

äëÿ âñiõ 0 6 t1 6 t2 6 T. Òîäi âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíèõ ìið P ∗n ,

çàäàíèõ ñïiââiäíîøåííÿìè (4) òà (5) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

ìið, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêîâèì ïðîöåñàì Xn:

Xn(t)
W→ exp{σ∗Wt −

1

2
(σ∗)2t}, 0 6 t 6 T.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3. Òîäi, çîêðåìà, â ìîìåíò T ìà¹ ìiñöå

öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà, à ñàìå:

Xn(T )
W→ exp{σWT −

1

2
σ2T}.

Öåé ðåçóëüòàò âèêîðèñòàíî äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êó-

ïiâëi òà ïðîäàæó â äèñêðåòíîìó ÷àñi äî âiäïîâiäíèõ öií íà ãðàíè÷íîìó ðèíêó

ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì, ÿêèé íàâåäåíî äàëi.

Ðîçãëÿíåìî îïöiîíè êóïiâëi C = (S − K)+ òà ïðîäàæó P = (K − S)+

íà àêòèâ S i çi ñòðàéêîâîþ öiíîþ K. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðàíè÷íèé ðè-

íîê ¹ ðèíêîì Áëåêà�Øîóëñà. À äîãðàíè÷íi ðèíêè áóäåìî ðîçãëÿäàòè â òà-

êèõ óìîâàõ: âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi ç

ERk
n = µn,VarRk

n = σ2
n, íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi i ìàþòü íåïåðåðâíèé ðîç-

ïîäië, çîñåðåäæåíèé íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [an, bn]. Íåõàé òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà: µn − (σn)
2

bn−µn < rn < µn + (σn)
2

µn−an . Öå çàáåçïå÷ó¹ äîñòàòíþ óìîâó áåçàðái-

òðàæíîñòi ðèíêó â n-é ñåði¨.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

π(Cn) = EP ∗n

(
Xn(T )−K

(
1 +

rT

n

)−n)+

äèñêîíòîâàíó ñïðàâåäëèâó öiíó îïöiîíà êóïiâëi â äîãðàíè÷íié ìîäåëi âiäíîñíî

ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè çàäàíî¨ ðiâíîñòÿìè (3) òà (5), i ÷åðåç π(C) � öiíà Áëåêà-

Øîóëñà íà îïöiîí êóïiâëi â ìîìåíò T , çi ñòðàéêîâîþ öiíîþ K, âiäñîòêîâîþ
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ñòàâêîþ r i äèñïåðñi¹þ (σ∗)2, à òàêîæ âiäïîâiäíi öiíè π(Pn) òà π(P) îïöiîíiâ

ïðîäàæó. Ïîçíà÷èìî (σ∗n)
2 = VarP∗n(R

k
n).

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí {Rk
n, 1 6 k 6 n} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñôîðìóëüîâàíi âèùå; âiäñî-

òêîâà ñòàâêà â êîæíié ñåði¨ ¹ ðiâíîìiðíîþ: rkn = r
n, ïðè÷îìó ìàþòü

ìiñöå íàñòóïíi îöiíêè∣∣∣ r
n
− µn

∣∣∣ 6 Cσ2
n ,
∣∣E(Rk

n)
3
∣∣ 6 C

n2
, òà |E(Rk

n)
4 − µn E(Rk

n)
3| 6 C

n2
.

(ii) âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ξkn =
√
n

(
Rk
n −

1

2
(Rk

n)
2 +

1

3
(Rk

n)
3 − 1

3
EP∗n

(Rk
n)

3 − r

n
+

1

2

r2

n2
+

(σ∗n)
2

2

)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó 1, ïðè÷îìó ¨õíié ðîçïîäië çîñåðåäæå-

íî íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [a, b]. Íåõàé äëÿ âñiõ n > n0 âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà ν
(1)
n (3) < 1

2e
− 3

2 , ïðè÷îìó |n(σ∗n)
2 − (σ∗)2| 6 C

n .

Òîäi

|π(Cn)− π(C)|+ |π(Pn)− π(P)| 6 C

n
.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ïðè

äèñêðåòèçàöi¨ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà áåðíóëëi¹âñüêèìè

ñòðèáêàìè öií àêöié.

Ïðèïóñòèìî, ùî T > 0, T = [0, T ] i ΩF = (Ω,F , (Ft, t ∈ T),P) � ïîâíèé

ñòàíäàðòíèé ñòîõàñòè÷íèé áàçèñ. Íåõàé W = {Wt,Ft, t ∈ T} � àäàïòîâàíèé
âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Ðîçãëÿíåìî àäàïòîâàíèé ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà

X = {Xt,Ft, t ∈ T} çi ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè íà öüîìó ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi.

Òàêèé ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíîãî ñòîõà-

ñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dXt = (µ−Xt)dt+ σdWt, X0 = x0 ∈ R, t ∈ T, (6)

äå µ ∈ R i σ > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî öiíà àêòèâó St çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

St = exp

{
Xt −

σ2

2
t

}
, t ∈ T, (7)
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äå íåâèïàäêîâà âåëè÷èíà −σ2

2 t äîäà¹òüñÿ ç îãëÿäó íà òåõíi÷íó ïðîñòîòó.

Ïîáóäó¹ìî äèñêðåòíó ñõåìó, ÿêà ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî ãåîìåòðè÷íîãî ïðî-

öåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (7). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó äèñêðåòíó àïðî-

êñèìàöiéíó ñõåìó äëÿ ñàìîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, ÿêà áàçó¹òüñÿ

íà àïðîêñèìàöi¨ Åéëåðà ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ (6), àëå ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíèìî íà áåðíóëëi¹âñüêi íå-

çàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. À ñàìå, ïðèïóñòèìî, ùî

ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ (Ωn,Fn,Pn), n > 1 i íåõàé{
q

(n)
k , n > 1, 0 6 k 6 n

}
� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî q(n)
k = ±

√
T
n ç éìîâiðíiñòþ 1

2 .

Íåõàé n > T . Ââåäåìî ðåêóðåíòíó ñõåìó:

x
(n)
0 ∈ R, R(n)

k := x
(n)
k − x

(n)
k−1 =

(µ− x(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k , 1 6 k 6 n. (8)

Íåõàé Fn
0 = {∅,Ω} i Fn

k = σ
{
R

(n)
i , 1 6 i 6 k

}
. Ïîçíà÷èìî

Xn
t = x

(n)
0 1{t<T

n} +

x(n)
0 +

∑
16k6[ tnT ]

R
(n)
k

1{t>T
n} = x

(n)

[ tnT ]
.

Äàëi âñþäè
∑

16k6[ tnT ]
= 0 òà

∏
16k6[ tnT ]

= 1 ïðè t < T
n . Ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíó ìóëü-

òèïëiêàòèâíó ñõåìó äëÿ äîãðàíè÷íîãî öiíîâîãî ïðîöåñó íàñòóïíèì ÷èíîì

Snt = exp
{
x

(n)
0

} ∏
16k6[ tnT ]

(
1 +R

(n)
k

)
, t ∈ T. (9)

Òåîðåìà 5. Íåõàé
{
q

(n)
k , n > 1, 0 6 k 6 n

}
� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ

îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî q
(n)
k = ±

√
T
n ç éìî-

âiðíiñòþ 1
2 i r

(n)
k = o( 1√

n
), |x(n)

0 | 6 C. Òîäi ðèíîê (Bn
t , S

n
t ) àñèìïòîòè÷íî

áåçàðáiòðàæíèé, ùî îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêå n0 ∈ N, ùî (Bn
t , S

n
t ) ¹ áåçàðái-

òðàæíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî n > n0. Äëÿ òàêèõ n > n0 ðèíîê (Bn
t , S

n
t ) ¹ ïîâíèì

i ¹äèíà åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà Pn,∗ ìà¹ ïîõiäíó Ðàäîíà-Íiêîäèìà
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ó âèãëÿäi

dPn,∗

dPn
=

n∏
k=1

(1 + ρ
(n)
k−1q

(n)
k ), ρ

(n)
k−1 =

nr
(n)
k −

(
µ− x(n)

k−1

)
T

σT
.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ. Ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç Cn i C ñòàíäàðòíèé îïöiîí êóïiâëi, Pn i P � ñòàíäàðòíèé îïöiîí

ïðîäàæó ç öiíîþ ïîãàøåííÿ K > 0 i äàòîþ ïîãàøåííÿ T , íà äîãðàíè÷íèõ i

ãðàíè÷íèõ àêòèâàõ, âiäïîâiäíî. Âiäïîâiäíi äèñêîíòîâàíi îá'¹êòèâíi öiíè ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç π(Cn), π(C), π(Pn) i π(P), i ñïðàâåäëèâi öiíè � π∗(Cn), π∗(C),

π∗(Pn) i π∗(P). Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî öiíà îáëiãàöi¨ äëÿ äîãðàíè÷íî¨ ìîäåëi

äîðiâíþ¹ B(n)
t = (1+ rT

n )[ tnT ] i ãðàíè÷íà öiíà îáëiãàöi¨ äîðiâíþ¹ Bt = ert. Ìà¹ìî

íàñòóïíi âiäíîøåííÿ:

π(Cn) = E

[( ∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

)
−K

)+(
1 +

rT

n

)−n]
, n > 1,

π(C) = E

[(
exp

{
XT −

1

2
σ2T

}
−K

)+

e−rT
]
,

π(Pn) = E

[(
K −

∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

))+(
1 +

rT

n

)−n]
, n > 1,

π(P) = E

[(
K − exp

{
XT −

1

2
σ2T

})+

e−rT
]
.

Òåîðåìà 6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) |x(n)
0 − x0| 6 C0

n1/2
ç äåÿêîþ ñòàëîþ C0 > 0;

(ii) Íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè q
(n)
k ïðèéìàþòü

çíà÷åííÿ ±
√

T
n ç iìîâiðíiñòþ 1

2.

Òîäi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0 ∈ N, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

|π(D)− π(Dn)| 6
C1

n1/2

äëÿ äåÿêîãî C1 > 0 i D = C,P.

Çàóâàæèìî, ùî øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ öií îïöiîíiâ ìà¹ ìiñöå

ëèøå ó ïðèïóùåííi, ùî âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè q(n)
k ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ
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±
√

T
n ç éìîâiðíiñòþ 1

2 . Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìè õî÷åìî îäåðæàòè øâèäêiñòü

çáiæíîñòi òàêîãî æ ïîðÿäêó âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, íàøà çàäà÷à ïîëÿ-

ãà¹ ó òîìó, ùîá çàäàòè éìîâiðíîñòi ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó

Pn
(⋂n

k=1{q
(n)
k = ±

√
T
n}
)
òàê, ùîá âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè P∗n âèïàäêîâi

âåëè÷èíè q(n)
k áóëè íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi i ïðèéìàëè çíà÷åííÿ ±

√
T
n ç

éìîâiðíiñòþ 1
2 . Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ìîäåëü öiíîâîãî ïðîöåñó (8)�(9), àëå áåç

ïðèïóùåííÿ ïðî âçà¹ìíó íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {q(n)
k , 1 6 k 6 n}.

Ïîçíà÷èìî óìîâíi éìîâiðíîñòi P±k,n = Pn
(
q

(n)
k = ±

√
T
n

∣∣∣Fn
k−1

)
. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,

ùî ïðè âiäìîâi âiä íåçàëåæíîñòi, âëàñòèâîñòi äîãðàíè÷íî¨ ìîäåëi iñòîòíî çà-

ëåæàòü âiä ïîâåäiíêè P±k,n, ïðî ùî ñâiä÷èòü íàñòóïíèé ðåçóëüòàò. Çàóâàæèìî,

ùî P+
k,n +P−k,n = 1. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ h±k,n =

(µ−x(n)k−1)T

n ± σ
√

T
n , à òàêîæ

ïîçíà÷èìî ρk,n =
r
(n)
k −h

+
k,n P

+
k,n−h

−
k,n P

−
k,n

4σ Tn P+
k,n P

−
k,n

.

Òåîðåìà 7. (i) Íåõàé êîæíà ñåðiÿ ïðè n > T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(a) P±k,n > 0 ç iìîâiðíiñòþ 1 i E
∣∣∣ρk,n (q(n)

k − E
(
q

(n)
k |Fn

k−1

))∣∣∣ <∞, 1 6

k 6 n.

(b) Iñíó¹ ñòàëà C > 0 íåçàëåæíà âiä k i n i òàêà, ùî

|2P+
k,n−1| < C

n1/2
, r

(n)
k 6

C

n
, |x(n)

0 − x0| 6 C, 1 6 k 6 n.

Òîäi iñíó¹ íîìåð ñåði¨ n0 > T , ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî ðèíîê (8)�(9) ¹

áåçàðáiòðàæíèì i ïîâíèì.

(ii) Íåõàé â äåÿêié n-é ñåði¨ ïðè n > T âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

P±k,n > 0 ç iìîâiðíiñòþ 1 ïðè 1 6 k 6 n, ïðè÷îìó iñíó¹ òàêå k, ùî

E
∣∣∣ρk,n (q(n)

k − E
(
q

(n)
k |F

n
k−1

))∣∣∣ =∞.

Òîäi åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè íå iñíó¹, îòæå, ðèíîê íå ¹

áåçàðáiòðàæíèì, ïèòàííÿ ïîâíîòè íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

(iii) Íåõàé P+
k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ àáî P−k,n = 0 ç äîäàòíîþ

iìîâiðíiñòþ.

(c) ßêùî íà ìíîæèíi A+
k,n := {ω ∈ Ω : P+

k,n = 0}, çà óìîâè, ùî
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P+
k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

h+
k,n = r

(n)
k , (10)

àáî íà ìíîæèíi A−k,n := {ω ∈ Ω : P−k,n = 0}, çà óìîâè, ùî P−k,n = 0

ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

h−k,n = r
(n)
k , (11)

íà ìíîæèíi Ω \ A+
k,n âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |2P+

k,n−1| < C
n1/2

, à íà

ìíîæèíi Ω\A−k,n âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |2P−k,n−1| < C
n1/2

i, êðiì òî-

ãî,

E
∣∣∣ρk,n (q(n)

k − E
(
q

(n)
k |Fn

k−1

))∣∣∣ < ∞, 1 6 k 6 n, òî ðèíîê ¹ áåçàð-

áiòðàæíèì i íåïîâíèì.

(d) ßêùî íà ìíîæèíi A+
k,n, çà óìîâè, ùî P+

k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìî-

âiðíiñòþ, ðiâíiñòü (10) íå ìà¹ ìiñöÿ, àáî íà ìíîæèíi A−k,n, çà

óìîâè, ùî P−k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ, ðiâíiñòü (11) íå

ìà¹ ìiñöÿ, òî ðèíîê íå ¹ áåçàðáiòðàæíèì.

Òåïåð áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i) òåîðåìè 7, òîáòî ðè-

íîê ¹ áåçàðáiòðàæíèì i ïîâíèì. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìíîæèíè âñiõ ìî-

æëèâèõ çíà÷åíü íàáîðiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {q(n)
k , 1 6 k 6 n}: Ξ = {ξ =√

T
n (±1, . . . ,±1)}. Ïîçíà÷èìî ω(ξ) òi åëåìåíòè éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó, íà

ÿêèõ íàáið {q(n)
k , 1 6 k 6 n} ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ξ i ïîçíà÷èìî iìîâiðíiñòü

êîæíîãî òàêîãî íàáîðó âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè ÷åðåç Pn(ξ).

Òåîðåìà 8. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) Iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî |x(n)
0 − x0| 6 C

n1/2
;

(ii) Âèêîíóþòüñÿ óìîâè (a) òà (b) ïóíêòó (i) òåîðåìè 7;

(iii) Íà êîæíîìó ω(ξ) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

n∏
k=1

(1 + ∆M
(n)
k (ω(ξ)))Pn(ξ) = 2−n.

Òîäi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0 > T ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

|π∗(D)− π∗(Dn)| 6
C1

n1/2
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äëÿ äåÿêîãî C1 > 0 i D = C,P.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîâåäåíî ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè â ìî-

äåëi Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà òà îá÷èñëþ¹òüñÿ öiíà îïöiîíó çà äîïîìîãîþ ÷è-

ñëåííÿ Ìàëëÿâåíà.

Ââåäåìî ïîâíèé òà �çðiçàíèé� ïðîöåñè Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà. Íåõàé T >

0, T = [0, T ] i ΩF = (Ω,F , (Ft, t ∈ T),P) � ïîâíèé ôiëüòðîâàíèé éìîâiðíiñíèé

ïðîñòið, W = {Wt,Ft, t ∈ T} � àäàïòîâàíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Íà öüîìó

ïðîñòîði ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà iç ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè.

Öåé ïðîöåñ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dXt = (b−Xt)dt+ σ
√
XtdWt, X0 = x0 > 0, t ∈ T, (12)

äå b > 0, σ > 0. Â iíòåãðàëüíié ôîðìi ïðîöåñ X ìà¹ âèãëÿä

Xt = x0 +

t∫
0

(b−Xs) ds+ σ

t∫
0

√
XsdWs.

ßê âiäîìî, óìîâà σ2 6 2b ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ïðîöåñ

X ïðèéìàâ äîäàòíi çíà÷åííÿ i íå çàõîäèâ â íóëü. Äàëi ââàæà¹ìî öþ óìîâó

âèêîíàíîþ.

Ââåäåìî �çðiçàíèé� ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà, ÿêèé âèêîðèñòà¹ìî

äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi öií àêòèâó. Íåõàé òåïåð C > 0. Ðîçãëÿíåìî

íàñòóïíå ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç òèìè æ êîåôiöi¹íòàìè b òà

σ, ùî i ðiâíÿííÿ (12):

dXC
t = (b−XC

t ∧ C)dt+ σ
√
XC
t ∧ CdWt, X

C
0 = x0 > 0, t ∈ T. (13)

Äîâåäåíî, ùî ïðè êîæíîìó C > 0 ðiâíÿííÿ (13) ìà¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿ-

çîê. Âñòàíîâëåíî, ùî �çðiçàíèé� ïðîöåñ ÊIÐ íå çàõîäèòü â íóëü ïðè òié æå

óìîâi, ùî é íåçðiçàíèé ïðîöåñ.

Â iíòåãðàëüíié ôîðìi ïðîöåñ XC ìà¹ âèãëÿä

XC
t = x0 +

t∫
0

(b−XC
s ∧ C)ds+ σ

t∫
0

√
XC
s ∧ CdWs.
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Íåõàé òåïåð T > 0 ôiêñîâàíå. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 1.

P{∃t, t ∈ [0, T ] : Xt 6= XC
t } → 0

ïðè C →∞.

Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiéíó ñõåìó äëÿ ïðîöåñó X. Íåõàé

(Ω(n),F (n),P(n)), n > 1 � ïîñëiäîâíiñòü éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ. Ðîçãëÿíåìî

ïîñëiäîâíiñòü îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

{q(n)
k , n > 1, 0 6 k 6 n} íà âiäïîâiäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði. Íåõàé öi

âåëè÷èíè ïðèéìàþòü îäíå ç ìîæëèâèõ çíà÷åíü ±
√

T
n , ïðè÷îìó âîíè ¹ ñèìå-

òðè÷íèìè, òîáòî Pn
(
q

(n)
k = ±

√
T
n

)
= 1

2 . Íåõàé äàëi n > T . Ïîáóäó¹ìî äèñ-

êðåòíi àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ X òà XC íàñòóïíèì

÷èíîì. Äëÿ ïîâíîãî ïðîöåñó ðîçãëÿíåìî íàáëèæåííÿ âèäó

X
(n)
0 = x0 > 0, X

(n)
k = X

(n)
k−1 +

(b−X(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n)
k−1,

(14)

Q
(n)
k := X

(n)
k −X

(n)
k−1 =

(b−X(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n)
k−1, 1 6 k 6 n,

à âiäïîâiäíi íàáëèæåííÿ XC çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

X
(n,C)
0 = x0 > 0,

X
(n,C)
k = X

(n,C)
k−1 +

(b− (X
(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n,C)
k−1 ∧ C

(15)

Q
(n,C)
k := X

(n,C)
k −X(n,C)

k−1

=
(b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n,C)
k−1 ∧ C, 1 6 k 6 n,

Íàñòóïíà ëåìà ïiäòâåðäæó¹ êîðåêòíiñòü ïîáóäîâè öèõ íàáëèæåíü.

Ëåìà 2. Íåõàé n > 2T .

1) Çà óìîâè 2b > σ2 âñi çíà÷åííÿ, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (14) òà

(15), ¹ äîäàòíèìè.
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2) Ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

P
{
∃k, 0 6 k 6 n : X

(n)
k 6= X

(n,C)
k

}
→ 0 (16)

ïðè C →∞.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü ñõiä÷àñòèõ ïðîöåñiâ, ùî âiäïîâiäàþòü îáîì

ñõåìàì:

X
(n)
t = X

(n)
k äëÿ

kT

n
6 t <

(k + 1)T

n

òà

X
(n,C)
t = X

(n,C)
k äëÿ

kT

n
6 t <

(k + 1)T

n
.

Òîáòî, òðà¹êòîði¨ ïðîöåñiâ X(n) òà X(n,C) ìàþòü ñòðèáêè â òî÷êàõ kT/n , k =

0, . . . , n i ¹ ñòàëèìè íà âíóòðiøíiõ iíòåðâàëàõ. Ðîçãëÿäíåìî ïîòîêè ñiãìà-

àëãåáð Fn
k = σ(X

(n)
t , t 6 kT

n ). Ç íèìè óçãîäæåíi i ïðîöåñè X(n,C), òîìó äàëi

ìîæåìî ðîçãëÿäàòè îäíi i òi æ ïîòîêè ñiãìà-àëãåáð äëÿ âñiõ äèñêðåòíèõ àïðî-

êñèìàöiéíèõ ñõåì i îòîòîæíèòè Fn
t ç Fn

k äëÿ kT
n 6 t < (k+1)T

n .

Çàóâàæåííÿ 1. Ñïiââiäíîøåííÿ (16) ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:

P
{
∃t, t ∈ [0, T ] : X

(n)
t 6= X

(n,C)
t

}
→ 0,

ïðè C →∞.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q i Qn, n > 1 ìiðè, ùî âiäïîâiäàþòü ïðîöåñàì X i

X(n), n > 1, âiäïîâiäíî, à ÷åðåç QC i Qn,C , n > 1 ìiðè, ùî âiäïîâiäàþòü ïðî-

öåñàì XC i X(n,C), n > 1, âiäïîâiäíî. Ñëàáêó çáiæíiñòü ìið, ùî âiäïîâiäàþòü

âèïàäêîâèì ïðîöåñàì, ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì
W−→. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðå-

çóëüòàòè.

Òåîðåìà 9. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Qn,C W−→ QC ïðè n→∞.

Òåîðåìà 10. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Qn W−→ Q ïðè n→∞.

Ïîáóäó¹ìî äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiéíó ìóëüòèïëiêàòèâíó ñõåìó äëÿ ïðî-

öåñó eXt, t ∈ [0, T ], äåXt � ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà, çàäàíèé ðiâíÿííÿì

(13). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiéíó ñõåìó (14)�(15), i íà
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¨¨ îñíîâi ïîáóäó¹ìî ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïðîöåñ

Sn,Ct = exp
{
X

(n,C)
0

} ∏
16k6[ tnT ]

(
1 +Q

(n,C)
k

)
, t ∈ T.

SCt = exp

XC
t −

σ2

2

t∫
0

(XC
t ∧ C)dt

, t ∈ T

Snt = exp {x0}
∏

16k6[ tnT ]

(
1 +Q

(n)
k

)
, t ∈ T,

St = exp

Xt −
σ2

2

t∫
0

Xtdt

, t ∈ T

S̃nt = exp {x0}
∏

16k6[ tnT ]

[(
1 +Q

(n,C)
k

)
exp

{
σ2

2n
X

(n)
k

}]
, t ∈ T

òà

S̃t = exp {Xt} , t ∈ T.

×åðåç GC , Gn,C , G, Gn, G̃ òà G̃
n
, n > 1 ïîçíà÷èìî ìiðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü

ïðîöåñàì SCt , S
n,C
t , St, Snt , S̃t òà S̃

n
t , n > 1, âiäïîâiäíî.

Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 11. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Gn,C
W−→ GC ïðè n→∞.

Òåîðåìà 12. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Gn
W−→ G ïðè n→∞.

Çàóâàæåííÿ 2. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæå áóòè äîâåäåíî, ùî ìà¹ ìiñöå

ñëàáêà çáiæíiñòü ìið G̃
n W−→ G̃ ïðè n→∞.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëà-

òèëüíiñòþ. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü Õåñòîíà. Íåõàé çàäàíî ïîâíèé iìîâiðíiñíèé

ïðîñòið {Ω,F ,F = {F (W,W̃ )
t , t > 0},P} ç ôiëüòðàöi¹þ, ïîðîäæåíîþ äâîìà

âiíåðiâñüêèìè ïðîöåñàìè {Wt, W̃t, 0 6 t 6 T}. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ðèíêó ç

îäíèì áåçðèçèêîâèì i îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì, ïðè÷îìó öiíà áåçðèçèêîâîãî

àêòèâó çàäà¹òüñÿ íåâèïàäêîâîþ åêñïîíåíòîþ Bt = ert, äå r > 0, à öiíà ðèçèêî-

âîãî àêòèâó çàäà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì {St, 0 6 t 6 T} çi
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ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ âiä ïðî-

öåñó Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà. Òîáòî ðèíîê îïèñó¹òüñÿ ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dSt = µStdt+
√
XtStdWt, (17)

dXt = (b−Xt)dt+ σ
√
XtdW̃t. (18)

Ïîçíà÷èìî S0 i X0 > 0 íåâèïàäêîâi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ïðîöåñiâ, âèçíà÷åíèõ

ðiâíÿííÿìè (17)-(18) âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî òàêîæ

Y t = (1, Yt) = (1, e−rtSt)

âåêòîð äèñêîíòîâàíèõ öií àêòèâiâ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(A1) âiíåðiâñüêi ïðîöåñè W i W̃ ¹ íåêîðåëüîâàíèìè, à îòæå, íåçàëåæíèìè;

(A2) êîåôiöi¹íòè b i σ ¹ äîäàòíèìè i σ2 6 2b.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (17) ìà¹ âèä

St = S0 exp

µt− 1

2

t∫
0

Xsds+

t∫
0

√
XsdWs

.
Âñòàíîâëåíî áåçàðáiòðàæíiñòü äàíî¨ ìîäåëi â ñåíñi NAg. Ïîêàçàíî, ùî

âiäíîñíî åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè Q ç ïîõiäíîþ Ðàäîíà�Íiêîäèìà

âèãëÿäó

dQ

dP

∣∣∣
Ft

= exp


t∫

0

r − µ√
Xs

dWs −
1

2

t∫
0

(
(r − µ)2

Xs

)
ds

 ,

ïàðà ïðîöåñiâ (St, Xt) ìà¹ íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

dSt = rStdt+
√
XtStdW

Q
t ,

dXt = (b−Xt) dt+ σ
√
XtdW̃

Q
t ,

(19)

äå, çà òåîðåìîþ Ãiðñàíîâà, ïðîöåñè

WQ
t = Wt +

t∫
0

µ− r√
Xs

ds,
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W̃Q
t = W̃t,

¹ íåçàëåæíèìè âiíåðiâñüêèìè ïðîöåñàìè âiäíîñíî Q. Î÷åâèäíî, öÿ ìiðà ¹

ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç VC öiíó ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó �âðîïåéñüêîãî îïöiî-

íó êóïiâëi C = (ST −K)+ çi ñòðàéêîâîþ öiíîþ K > 0 â ìîäåëi (19). Âêàçàíà

öiíà çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

VC = e−rT EQ{(SQ
T −K)+} = e−rT EQ{EQ{(SQ

T −K)+|Xs, 0 6 s 6 T}}. (20)

Âíóòðiøí¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ óìîâíèì çà òðà¹êòîði¹þ {Xs, 0 6

s 6 T}, i òîìó ¹ öiíîþ Áëåêà-Øîóëñà äëÿ ìîäåëi ç íåâèïàäêîâîþ âîëàòèëü-

íiñòþ, çàëåæíîþ âiä ÷àñó. Âíóòðiøí¹ óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ó (20),

ïîçíà÷èìî éîãî E(σ̃), ìà¹ íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

E(σ̃) := EQ{(SQ
T −K)+|Ys, 0 6 s 6 T}

= S0 erT Φ

(
lnS0 + (r + 1

2σ̃
2)T − lnK

σ̃
√
T

)
(21)

−KΦ

(
lnS0 + (r − 1

2σ̃
2)T − lnK

σ̃
√
T

)
,

äå σ̃ :=

(
1

T

∫ T
0 Xsds

) 1
2

, Φ(·) � ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.
Ôóíêöiþ σ̃ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê óñåðåäíåíó âîëàòèëüíiñòü çà ïåðiîä ÷àñó âiä

ïî÷àòêîâîãî ìîìåíòó äî ìîìåíòó âèêîíàííÿ îïöiîíó. Ôîðìóëà (21) ïîêàçó¹,

ùî öiíà îïöiîíó íà ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ

ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̃.

Òåîðåìà 13. Íåõàé 6σ2 < b. Äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ X, âèçíà÷åíîãî ñòîõà-

ñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì (18), âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ̃2 ìà¹ íå-

ïåðåðâíó îáìåæåíó ôóíêöiþ ùiëüíîñòi âèãëÿäó:

pσ̃2(x) = E

1{σ̃>√x}
T
σ

T∫
0

√
Xt

t∫
0

Ψh,tdWh dt−
T

2

T∫
0

t∫
0

Ψh,tψh,tdh dt

 ,
(22)
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äå

ψh,t := exp

−t− h2
−
(
b

2
− σ2

8

) t∫
h

ds

Xs

 ,

Ψh,t = ψh,t

 T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

−1

.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 13. Òîäi öiíà ó ïî÷à-

òêîâèé ìîìåíò ÷àñó �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi C = (ST−K)+ çi ñòðàé-

êîâîþ öiíîþ K > 0 çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

VC =

∞∫
0

(
S0Φ

(
lnS0 + (r + 1

2x)T − lnK
√
xT

)

−K e−rT Φ

(
lnS0 + (r − 1

2x)T − lnK
√
xT

))
pσ̃2(x)dx,

äå pσ̃2(x) âèçíà÷åíî ó (22).

Ó âèñíîâêàõ ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ïîäÿêà. Àâòîð äèñåðòàöi¨ âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàó-

êîâîìó êåðiâíèêó, äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó

Þëi¨ Ñòåïàíiâíi Ìiøóði çà ïîñòàíîâêó ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨

çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãó òà ïiäòðèìêó â ðîáîòi.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Íàâåäåìî êîðîòêèé îãëÿä ðîáiò çà òåìàòèêîþ, ùî áëèçüêà äî òåìè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè.

1.1. Ãðàíè÷íi òåîðåìè òà øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî íîðìàëüíîãî

çàêîíó

Çìiñò ñó÷àñíî¨ òåîði¨ éìîâiðíîñòi â ¨¨ áiëüøié i, ìîæëèâî, íàéâàæëèâi-

øié ÷àñòèíi, ñêëàäàþòü òàê çâàíi ãðàíè÷íi òåîðåìè. Ði÷ â òîìó, ùî òî÷íi i

äî òîãî æ ïðèäàòíi äëÿ îá÷èñëåíü ôîðìóëè ôîðìóþòü â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

÷àñòiøå âèíÿòêè, íiæ ïðàâèëî. Öÿ îáñòàâèíà ïîðîäæó¹ íåîáõiäíiñòü àïðîêñè-

ìàöi¨ íåîáõiäíèõ íàì éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ àáî çâ'ÿçàíèõ ç íèìè ãðàíè÷íèõ

õàðàêòåðèñòèê. Òàêi àïðîêñèìàöi¨ ïîâèííi, ç îäíîãî áîêó, áóòè ïðèäàòíèìè

äëÿ êîìï'þòåðíèõ îá÷èñëåíü, à ç äðóãîãî � âîëîäiòè ïîòåíöiàëüíîþ ìîæëè-

âiñòþ çàáåçïå÷óâàòè íåîáõiäíó òî÷íiñòü íàáëèæåííÿ. Çíàéòè àïðîêñèìàöi¨,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíi âèìîãè � ãîëîâíà ìåòà ãðàíè÷íèõ òåîðåì. Ðîçãëÿ-

íåìî äåÿêi iñòîðè÷íi ôàêòè ç òåîði¨ ãðàíè÷íèõ òåîðåì. Íåõàé {ξn, n > 1} �
ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ðîçãëÿíåìî ñêëàäåíi iç öèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ñóìè:

Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn − An,

â ÿêèõAn äåÿêi ÷èñëà, âèáðàíi äîâiëüíèì ÷èíîì, i ïîçíà÷èìî Fn(x) âiäïîâiäíó

¨ì ôóíêöiþ ðîçïîäiëó.

Ïåðøi ãðàíè÷íi òåîðåìè òîðêàëèñÿ íàéïðîñòiøîãî âèïàäêó, êîëè äîäàíêè

ξi ðîçïîäiëåíi îäíàêîâî i ïðèéìàþòü òiëüêè äâà çíà÷åííÿ:

P(ξi = 1) = p, P(ξi = 0) = q = 1− p. (1.1)
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Òåîðåìà Áåðíóëëi çà ñâî¨ì çìiñòîì áóëà åêâiâàëåíòíà íàñòóïíîìó òâåð-

äæåííþ.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé íåçàëåæíi äîäàíêè ξi â ñóìàõ Sn çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó (1.1), äå 0 < p < 1. Ïîêëàäåìî â öèõ ñóìàõ An = np. Òîäi ïðè n→∞
ìà¹ ìiñöå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn − np
n

d→ 0. (1.2)

Â 1733 ðîöi Ìóàâðîì áóâ çðîáëåíèé íàñòóïíèé ïðèíöèïîâèé êðîê â òåîði¨

ãðàíè÷íèõ òåîðåì. Éîìó âäàëîñÿ óòî÷íèòè òåîðåìó Áåðíóëëi äëÿ äîâiëüíèõ

0 < p < 1. Òåîðåìà Ìóàâðà ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ òå, ùî ìè íàçèâà¹ìî òåïåð

öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ. Òîäi æ âií âèêîðèñòàâ äëÿ àïðîêñèìàöi¨

ðîçïîäiëó ç ùiëüíiñòþ
√

2φ(x
√

2), äå φ(x) = e−
x2

2√
2π

� ùiëüíiñòü ñòàíäàðòíîãî

íîðìàëüíîãî çàêîíó. Éîãî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè Φ(x). Àëå

ïåðøå âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ Ìóàâðîì òðåáà âiäíåñòè äî 1711 ðîêó, êîëè

íèì áóâ â ïëàíi òi¹¨ æ òåîðåìè äîñëiäæåíèé âèïàäîê p = 1
2 . Çìiñò òåîðåìè

Ìóàâðà-Ëàïëàñà íàñòóïíèé.

Òåîðåìà 1.2. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 1.1 ñïðàâåäëèâå ãðàíè÷íå

ñïiââiäíîøåííÿ

ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn − np√
npq

d→ N, n→∞,

äå N � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Φ(x).

Ðàçîì ç öi¹þ òåîðåìîþ ïàðàëåëüíî äîâîäèëàñÿ i òàê çâàíà ëîêàëüíà ãðà-

íè÷íà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé a < b, òîäi ïðè n → ∞ ðiâíîìiðíî ïî âñiì öiëèì

k iç ïîñëiäîâíîñòi iíòåðâàëiâ np + a
√
npq < k < np + b

√
mpq âèêîíó¹òüñÿ

àñèìïòîòè÷íå âiäíîøåííÿ n→∞

Pn(k) = P(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn = k) =
1
√
npq

φ

(
k − np
√
npq

)
(1 + o(1))
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Çíà÷íèì äîñÿãíåííÿì Ïóàññîíà, ÿêå âiäíîñèòüñÿ äî 1837 ðîêó ñòàëà òå-

îðåìà, ÿêà ìiñòèòü íàáëèæåííÿ éìîâiðíîñòåé ðiäêèõ ïîäié â ðÿäi îäíàêîâî

ïðîâîäæóâàíèõ i íåçàëåæíèõ ìiæ ñîáîþ âèïðîáóâàíü.

Òåîðåìà 1.4. Íåõàé {ξn, n > 1} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí ç ðîçïîäiëîì (1.1), ÿêi çàëåæàòü âiä íàòóðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ λ >

0 i öiëîãî r > λ òàêèì ÷èíîì, ùî p = λ
r . ßêùî ôiêñóâàòè λ i ñïðÿìóâàòè

r äî ∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî k > 0 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå àñèìïòîòè÷íå

çîáðàæåííÿ:

Pr(k) =
λk

k!
exp {−λ}(1 + o(1)).

Íàñòóïíèì çíà÷íèì óñïiõîì öi¹¨ òåîði¨ áóëî ðîçïîâñþäæåííÿ ×åáèøåâèì

â 1867 ðîöi çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë íà çíà÷íî øèðøèé êëàñ âèïàäêiâ, ïîðiâíÿíî

ç òèìè, ÿêi ðîçãëÿäàâ Ïóàññîí.

Òåîðåìà 1.5. Ïðèïóñòèìî, ùî íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξi ìàþòü

ñêií÷åííi äðóãi, à âiäïîâiäíî i ïåðøi, ìîìåíòè, îáìåæåíi îäíi¹þ i òi¹þ æ

ñòàëîþ L. Âèáåðåìî â ñóìàõ Sn çìiùåííÿ An = E ξ1 + E ξ2 + . . .E ξn. Òîäi

ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâå âiäíîøåííÿ (1.2).

Ïîÿâà ðîáîòè ×åáèøåâà â òåîði¨ éìîâiðíîñòi ñòàëà äëÿ áàãàòüîõ ìàòåìà-

òèêiâ iìïóëüñîì äî ñåðéîçíèõ çàíÿòü ïiäíÿòèìè â íié ïèòàííÿìè. Ïðè öüîìó

ïîñëiäîâíèêàìè ×åáèøåâà âåëèñÿ äîñëiäæåííÿ íå òiëüêè â íàïðÿìêàõ ðîçâè-

òêó i óäîñêîíàëåííÿ çàïðîïîíîâàíèõ íèì ìåòîäiâ. Éøëè ïîøóêè íîâèõ ïiä-

õîäiâ äî ãîëîâíî¨ ïðîáëåìè. I òóò áëèñêó÷èé óñïiõ âèïàâ íà äîëþ Ëÿïóíîâà,

îäíîãî ç ó÷íiâ ×åáèøåâà.

Òåîðåìà 1.6. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí {ξn, n > 1}. Íåõàé 0 < δ 6 1 � äåÿêå ÷èñëî. Ïðèïóñòèìî, ùî âåëè÷èíà

γn = E |ξ1 − E ξ1|2+δ + E |ξ2 − E ξ2|2+δ + . . .+ E |ξn − E ξn|2+δ

cêií÷åííà ïðè áóäü-ÿêîìó n = 1, 2 . . . , i ïîêëàäåìî An = E ξ1 + E ξ2 + . . .E ξn,

Bn = D ξ1 + D ξ2 + . . .D ξn, εn = γn
B2+δ
n

. Òîäi ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðè

n→∞
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(i) ó âèïàäêó δ < 1 ηn = sup
x∈R
{|Fn(xBn)− Φ(x)|} = O(εn);

(ii) ó âèïàäêó δ = 1 ηn = O(εn)| log εn|.

Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ïîÿâà ðîáîòè Ëÿïóíîâà áóëà ïåðåëîìíèì ìîìåíòîì

â ðîçâèòêó òîði¨ éìîâiðíîñòåé. Ç îäíîãî áîêó, âîíà âïåâíåíî äåìîíñòðóâàëà

âåëèêi ìîæëèâîñòi ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ç äðóãîãî � äà-

âàëà â ðóêè ìàòåìàòèêàì íîâèé âàãîìèé iíñòðóìåíò, ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷íèõ

ôóíêöié. Äîñÿãíåííÿ Ëÿïóíîâà ïðåêðàñíî äîïîâíþâàëèñÿ ðîáîòàìè Ìàðêîâà

ïî àíàëiçó ïîñëiäîâíîñòi ñóì çàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ïåðøó ÷âåðòü ÕÕ ñòîëiòòÿ ìîæíà íàçâàòè ïåðiîäîì iíòåíñèâíîãî ðîçâè-

òêó i ñòàíîâëåííÿ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ÿê ìàòåìàòè÷íî¨ äèñöèïëiíè, ÿêèé çà-

âåðøèâñÿ ñòâîðåííÿì ¨¨ àêñiîìàòèêè â çíàìåíèòié ðîáîòi Êîëìîãîðîâà [3].

Âïåðøå ïîáà÷èâ ñâiò äàíó êíèãó ó 1933 ðîöi íiìåöüêîþ ìîâîþ.

Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà ¹ îäíi¹þ iç íàéáëèæ÷èõ äî

ïðàêòèêè äèñöèïëií. Çíà÷íà ÷àñòèíà ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ïîâ'ÿçàíà iç ãðàíè-

÷íèìè òåîðåìàìè i ¨õ óòî÷íåííÿìè, ùî âêàçó¹ íå òiëüêè íà ìîæëèâó àïðî-

êñèìàöiþ, àëå é äàþòü îöiíêó ïîõèáêè íàáëèæåííÿ.

Ñåðåä òàêèõ òåîðåì âàæëèâå ìiñöå çàéìàþòü ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ ñóì

íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi âèâ÷àëàñÿ áàãàòüìà

àâòîðàìè, äèâ. íàïðèêëàä [85] òà ïîñèëàííÿ. Ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ ãðà-

íè÷íèõ òåîðåì ïîâ'ÿçàíå iç îöiíêîþ øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ ðîçïîäiëiâ ñóì

ãðàíè÷íèì. Êëàñè÷íîþ â öüîìó âèïàäêó ¹ íåðiâíiñòü Áåðði-Åññååíà. Íåõàé

{ξn, n > 1} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x), E ξi = 0, D ξi = σ2 <∞, β3 =

∫
R
|x|3dF (x) �

àáñîëþòíèé ìîìåíò òðåòüîãî ïîðÿäêó, Φn(x) = P
{
ξ1+ξ2+...+ξn

σ
√
n

< x
}
, Φ(x),

x ∈ R � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíó. Òîäi íåðiâíiñòü

Áåðði-Åññååíà ìà¹ âèãëÿä

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6 Cβ3

σ3
√
n
.

Öÿ îöiíêà äà¹ øâèäêiñòü çáiæíîñòi O(n−1/2) ÿê i àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëå-
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ííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñóì íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí â òåðìiíàõ ñåìiiíâàðiàíòiâ, ïðåäñòàâëåíèõ â êíèçi [85]. Òàêà æ øâèä-

êiñòü çáiæíîñòi áóëà îòðèìàíà â ñòàòòi [82] Ïàóëàóñêàñà â òåðìiíàõ ïñåâäî-

ìîìåíòiâ. Íåõàé σ = 1, �ïñåâäîìîìåíòè� ôóíêöi¨ H(x) = F (x) − Φ(x), (àá-

ñîëþòíèé) ïñåâäîìîìåíò òðåòüîãî ïîðÿäêó, âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ν =
∫
R
|x|3 |dH(x)| . Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6 C max

(
ν, ν

1
4

)
n−

1
2 .

Ïðîòå, öÿ øâèäêiñòü çáiæíîñòi ¹ íåäîñòàòíüîþ, íàïðèêëàä, ç òî÷êè çîðó çà-

ñòîñóâàííÿ ¨¨ äî ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè.

Óìîâè, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ, äëÿ îòðèìàííÿ öi¹¨ øâèäêîñòi çáiæíîñòi, áó-

ëè ñôîðìóëüîâàíi äåêiëüêîìà àâòîðàìè. Ïiñëÿ ââåäåííÿ ïñåâäîìîìåíòiâ â

[98], âîíè ïî÷àëè øèðîêî âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â ãðàíè÷íèõ òåîðåìàõ. Â [99]

Çîëîòàðüîâ ââîäèòü äóæå çàãàëüíi îöiíêè â öåíòðàëüíié ãðàíè÷íié òåîðå-

ìi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi âèäè ïñåâäîìîìåíòiâ. Þ.Ï. Ñòóäí¹â ó [93] ââî-

äèòü íàñòóïíó îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíîñòi â òåðìiíàõ ïñåâäîìîìåíòiâ. Íåõàé

{ξn, n > 1} � ïîñëiäîâíiñòü öåíòðîâàíèõ íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç äèñïåðñi¹þ ðiâíîþ 1 òà õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ

f(t), µk =
∫
R

xkdH(x) � ïñåâäîìîìåíòè k-ãî ïîðÿäêó, V (x) = V x
−∞H(z) � âà-

ðiàöiÿ ôóíêöi¨ H.

Òåîðåìà 1.7. [93] Íåõàé F (x) ìà¹ ñêií÷åííi ìîìåíòè äî q-ãî âêëþ÷íî

äëÿ äåÿêîãî q > 3 i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êðàìåðà lim|t|→∞ |f(t)| < 1. Òîäi

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| =

= O

 q∑
k=3

|µk|
n
k−2
2

+
1

n
q−2
2

1√
n

√
n∫

0

dx

∫
|z|>x

|z|q dV (z)

 .

Ç óìîâè µk = 0, 3 6 k 6 r âèïëèâà¹, ùî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ìà¹ ïîðÿäîê

O(n
−r+1

2 ).

Øâèäêiñòü çáiæíîñòi òàêîæ âèâ÷àëàñÿ â ðîáîòàõ [1], [2], [13].
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1.2. Îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ

Ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Ëó¨ Áàøåëü¹ ââàæà¹òüñÿ ïåðøîþ ëþäèíîþ, ÿêié

âäàëîñÿ îïèñàòè áðîóíiâñüêèé ðóõ. Âiäîìà íà âåñü ñâiò äèñåðòàöiÿ �Òåîðiÿ

ñïåêóëÿöié� [18], âèäàíà â 1900 ðîöi, ¹ iñòîðè÷íî ïåðøîþ ñòàòòåþ, äå âïåð-

øå áóëà âèêëàäåíà ìàòåìàòè÷íà òåõíiêà â òåîði¨ ôiíàíñiâ. Ñàìå âîíà äàëà

ïîøòîâõ äî ÷èñëåííèõ äîñëiäæåíü â öié ãàëóçi.

Â 1965 ðîöi âèäàòíîìó àìåðèêàíñüêàíñüêîìó åêîíîìiñòó Ïîëó Ñàìóåëü-

ñîíó âäàëîñÿ ïîêðàùèòè ìîäåëü îïèñó öií àêöié, çàìiíèâøè çâè÷àéíèé áðîó-

íiâñüêèé ðóõ íà ãåîìåòðè÷íèé áðîóíiâñüêèé ðóõ. Íà îñíîâi öi¹¨ ìîäåëi ñòàëî

ìîæëèâèì ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåìè îöiíþâàííÿ îïöiîíó, ÷èì i çàéíÿëàñÿ âå-

ëèêà êiëüêiñòü â÷åíèõ. Ñåðåä òàêèõ â÷åíèõ íå ìîæíà íå âiäìiòèòè Áëåêà i

Øîóëñà, à òàêîæ Ìåðòîíà, ÿêèì íàëåæèòü àâòîðñòâî âiäîìèõ ôîðìóë äëÿ

îöiíþâàííÿ îïöiîíó. Öi ôîðìóëè ìîæíà çíàéòè â [24] òà [66].

Ìîäåëü Áëåêà-Øîóëñà âèçíà÷à¹ òåîðåòè÷íó öiíó ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó,

ÿêà ïåðåäáà÷à¹, ùî ÿêùî áàçîâèì àêòèâîì òîðãóþòü íà ðèíêó, òî éîãî öi-

íà íåÿâíèì ÷èíîì âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñàìèì ðèíêîì. Äàíà ìîäåëü ïîðîäèëà äî

æèòòÿ íîâó ôiíàíñîâó ñèñòåìó, çàñíîâàíó íà òîðãiâëi îïöiîíàìè, ô'þ÷åðñà-

ìè i äåðèâàòèâàìè. �õ äîñëiäæåííÿ áàçóâàëèñÿ íà ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ Äæåêà

Òðåéíîðà, Ïîëà Ñàìóåëüñîíà, Äæåéìñà Áîíåñà, òà Åäâàðäà Òîðïà i ðîçðî-

áëÿëèñÿ â ïåðiîä øâèäêîãî çðîñòàííÿ îïöiîííî¨ òîðãiâëi.

Çãiäíî ç ìîäåëëþ Áëåêà-Øîóëñà, êëþ÷îâèì åëåìåíòîì âèçíà÷åííÿ âàð-

òîñòi îïöiîíó ¹ î÷iêóâàíà âîëàòèëüíiñòü áàçîâîãî àêòèâó. Çàëåæíî âiä êîëè-

âàííÿ àêòèâó, öiíà íà íüîãî çðîñòà¹ àáî çíèæó¹òüñÿ, ùî ïðÿìî ïðîïîðöiéíî

âïëèâà¹ íà âàðòiñòü îïöiîíó. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âiäîìà âàðòiñòü îïöiîíó, òî

ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâåíü âîëàòèëüíîñòi, î÷iêóâàíî¨ ðèíêîì.

Òàêîæ Áëåêîì i Øîóëñîì [24] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî â ¨õ ìîäåëi äëÿ áóäü-

ÿêîãî îïöiîíó ìîæå áóòè çíàéäåíà ¹äèíà öiíà ïðè óìîâi áåçàðáiòðàæíîñòi

òà ïîâíîòè ðèíêó. Iíøèìè ñëîâàìè, ìåòîä îöiíêè â óìîâàõ áåçàðáiòðàæíîñòi

îçíà÷à¹, ùî äâà àêòèâè, ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé ïðèáóòîê â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó



41

â ìàéáóòíüîìó, ïîâèííi ìàòè îäíàêîâó ñó÷àñíó âàðòiñòü.

Ìîäåëü Ìåðòîíà îöiíêè âàðòîñòi îïöiîíiâ ¹ óçàãàëüíåííÿì ôîðìóëè Áëåêà-

Øîóëñà äëÿ îöiíêè âàðòîñòi �âðîïåéñüêèõ îïöiîíiâ íà àêöi¨ ÷è iíäåêñè àêöié

ÿêi âèïëà÷óþòü âiäîìèé ïîòiê äèâiäåíäiâ. Ïîòiê ìà¹ áóòè âèðàæåíèé ó âè-

ãëÿäi ði÷íî¨ íåïåðåðâíî¨ ñòàâêè.

Íåçâàæàþ÷è íà êëîïiòêó ïðàöþ i äîñëiäæåííÿ â÷åíèõ, íiÿêà iíøà ìîäåëü

íå íàáëèæà¹òüñÿ äî ïîïóëÿðíîñòi ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà i Ìåðòîíà íi â òåîði¨,

íi íà ïðàêòèöi. ×àñòêîâå ïîÿñíåííÿ ïîëÿãà¹ â ïðîñòîòi öèõ ìîäåëåé. Ìîäå-

ëi, ÿêi ââîäÿòü êðàùó åìïiðè÷íó ïðîäóêòèâíiñòü ìàéæå çàâæäè âèìàãàþòü

áiëüøå ïàðàìåòðiâ, i, îòæå, ÿê ïðàâèëî, ïðàöþþòü ïîâiëüíiøå ç òî÷êè çîðó

îá÷èñëåííÿ. Ôåíîìåíàëüíèé óñïiõ i øèðîêå ïîøèðåííÿ ôîðìóëè ïðèçâåëî äî

òîãî, ùî Ìàéðîí Øîóëñ îòðèìàâ Íîáåëiâñüêó ïðåìiþ ç åêîíîìiêè â 1997 ðîöi

�çà íîâèé ìåòîä âèçíà÷åííÿ âàðòîñòi ïîõiäíèõ öiííèõ ïàïåðiâ�.

Äëÿ òîãî, ùîá ïîêðàùèòè êàëüêóëÿöiþ öií òà çàáåçïå÷èòè õåäæóâàííÿ

ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà i Ìåðòîíà, áiëüøiñòü äîñëiäæåíü áóëî íàïðàâëåíî íà

ìîäèôiêàöiþ íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó. Çîêðåìà, àêöiéíèé äîõiä áóâ çìîäåëüî-

âàíèé ÿê äèôóçiÿ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ (í-ä, [50], [54]), ñòðèáêîâà

äèôóçiÿ (í-ä, [67], [60]) àáî ¨õ ïî¹äíàííÿ (í-ä, [20], [21], [38]). Â ðîáîòi [43]

íàâåäåíî äîêàçè òîãî, ùî ç òåîðåòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî

öiíîâi ïðîöåñè ïîâèííi ìiñòèòè ñòðèáêè, àëå íå ïîâèííi ìiñòèòè äèôóçiþ.

Âäîñêîíàëåííÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà ¹ ïðåäìåòîì ñó÷àñíèõ äî-

ñëiäæåíü. Öå çóìîâëåíî íàñàìïåðåä áàæàííÿì â÷åíèõ çáiëüøèòè òà ðîçøè-

ðèòè îá÷èñëþâàëüíi ìîæëèâîñòi. Ñàìå òîìó òî÷íå òà íàáëèæåíå îöiíþâàííÿ

îïöiîíiâ ó ìîäåëÿõ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ ¹ îñíîâíîþ äèñêóñi¹þ ìiæ

ïðåäñòàâíèêàìè ðiçíèõ ãàëóçåé ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè. Òàêi äèñêóñi¨ òðèâà-

þòü âæå äåêiëüêà äåñÿòèëiòü i ïðèâåðòàþòü óâàãó ÷èñëåííî¨ êiëüêîñòi â÷åíèõ.

Äî ÷èñëà íàéâiäîìiøèõ ðîáiò ó äàíîìó íàïðÿìêó íàëåæàòü [50], [54], [92], [96].

Àâòîðè äàíèõ ïðàöü ðîçãëÿäóâàëè öiíó îïöiîíó ÿê ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çà äâîìà çìiííèìè, öiíîþ àêòèâó òà

âîëàòèëüíiñòþ. Ñàì æå ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ âèêëàäåíî ó [42]. Äëÿ îòðè-
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ìàííÿ íàáëèæåííÿ öiíè îïöiîíó Õîëë i Óàéò ïiøëè øëÿõîì âèçíà÷åííÿ öiíè

îïöiîíó ó âèãëÿäi ðÿäiâ, äëÿ âèïàäêó, â ÿêîìó ñòîõàñòè÷íà âîëàòèëüíîñòi íå

çàëåæèòü âiä öiíè àêöié. ×èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè òàêîæ ïðîâîäÿòüñÿ äëÿ âèïàä-

êó, â ÿêîìó âîëàòèëüíiñòü êîðåëþ¹òüñÿ ç öiíîþ àêöié. Õåñòîí [50] òà Øòåéí

[92] îòðèìàëè àíàëiòè÷íi ôîðìóëè iç çàñòîñóâàííÿì îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹ ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi êîðåëÿöi¨ ìiæ öiíîâèì ïðîöåñîì òà ïðîöåñîì, ùî

îïèñó¹ âîëàòèëüíiñòü. Iíøèé ïiäõiä çàïðîïîíóâàâ Âiããiíñ [96]. Âií âèêîðèñòî-

âó¹ ìåòîä ñêií÷åííèõ ðiçíèöü äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çãàäàíîãî ðiâíÿííÿ.

Òàêîæ ñëiä âiäìiòèòè ðîáîòè [19], [36], [45], [61], [76], [84], â ÿêèõ àâòîðè

ñïðÿìóâàëè äîñëiäæåííÿ íà âñòàíîâëåííÿ íàáëèæåíèõ òà òî÷íèõ ôîðìóë öií

îïöiîíiâ. Çîêðåìà ó ðîáîòi [61] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü, â ÿêié âîëàòèëüíiñòü

ââàæà¹òüñÿ äåÿêîþ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Ó ïðèïóùåí-

íi, ùî öiíîâèé ïðîöåñ i ïðîöåñ âîëàòèëüíîñòi íåêîðåëüîâàíi, iç çàñòîñóâàííÿì

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âèâåäåíî àíàëiòè÷íó ôîðìóëó äëÿ öiíè îïöiîíó �âðîïåé-

ñüêîãî òèïó. Ó [62] äëÿ àíàëîãi÷íî¨ ìîäåëi çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äëÿ îòðè-

ìàííÿ íàáëèæåíî¨ îöiíêè äëÿ öiíè îïöiîíà iç çàñòîñóâàííÿì äèñêðåòèçàöi¨

ìåòîäîì Åéëåðà-Ìàðóÿìè, âèçíà÷åíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi îöiíêè äî òî÷íîãî

çíà÷åííÿ ïðè çìåíøåííi äîâæèíè iíòåðâàëó.

Áiëüø äåòàëüíó iíôîðìàöiþ ùîäî äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé ôiíàíñîâèõ ðèí-

êiâ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó [88].

Òåïåð, ùîäî òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ öiíè îïöiîíó, òî öiíà îïöiîíó íà àêöiþ çi

ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ çàëåæèòü âiä iíòåãðàëüíîãî ôóíêöiîíàëà, ÿêèé,

â ñâîþ ÷åðãó, çàëåæèòü âiä âñi¹¨ òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó, ùî îïèñó¹ âîëàòèëüíiñòü.

Òóò òðóäíîùi âèíèêàþòü, ÷åðåç òå, ùî íàì íå âiäîìèé ðîçïîäië öüîãî iíòå-

ãðàëüíîãî ôóíêöiîíàëó. Àëå ìîæíà ïiòè iíøèì øëÿõîì i çâåðíóòèñÿ äî òåîði¨

÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà, çà ÿêîþ ìîæíà çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ôóíêöiîíà-

ëà âiä ñòîõàñòè÷íî¨ âîëàòèëüíîñòi, òîäi ñèòóàöiÿ çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ.

Ó ïðàöi [81] áóëî ïîêàçàíî çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Êëàðêà-Îêîíà äî çàäà÷i

ôîðìóâàííÿ îïòèìàëüíèõ ïîðòôòåëiâ öiííèõ ïàïåðiâ. Ñàìå ïiñëÿ îïðèëþäíå-

ííÿ äàíî¨ ðîáîòè, òåîðiÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà íàáóëà øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ
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÷è íå ó âñiõ âèäàõ çàäà÷ ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè. Çîêðåìà, ñàìå çà äîïîìîãîþ

÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà ó ðîáîòi [41] îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ �ãðå-

êiâ� � âåëè÷èí, ùî âèðàæàþòü ÷óòëèâiñòü îïöiîíiâ äî çìií ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

×èìàëî â÷åíèõ i äàëi çâåðòàþòüñÿ äî öi¹¨ òåîði¨, ùî çàáåçïå÷ó¹ ¨é íåìàëó ïî-

ïóëÿðíiñòü. Òà íå âàðòî ââàæàòè, ùî ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà çîñåðåäæåíi íà

ìàëîìó ó÷àñòêó äîñëiäæåíü. Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî â äæåðåëàõ [77],[79], [87] òà

¨õ ïîñèëàííÿõ âiäìi÷åíi iíøi ìîæëèâè øëÿõè çàñòîñóâàííÿ äàíî¨ òåîði¨.

1.3. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ

Âåëèêó êiëüêiñòü ðîáiò ó ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi ïðèñâÿ÷åíî çáiæíîñòi öií

ðèçèêîâèõ àêòèâiâ òà öií âiäïîâiäíèõ îïöiîíiâ, ùî ìîäåëþþòüñÿ â äèñêðå-

òíîìó ÷àñi, äî ìîäåëåé ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Äîñëiäæåííÿ òàêî¨ ïðîáëåìè

øâèäêîñòi çáiæíîñòi áåðå ñâié ïî÷àòîê ç ÷àñiâ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè

äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà ìîäåëëþ Êîêñà-Ðîññà-Ðóáiíøòåéíà

òà ïðîäîâæó¹òüñÿ ó áiëüø ñêëàäíèõ ìîäåëÿõ (äèâ., í-ä, [27], [28], [30], [31],

[37], [51], [53]). Òàêîæ êíèãà [86] ìiñòèòü áàãàòî ïîñèëàíü íà âiäïîâiäíi ñòàò-

òi, òóò òàêîæ ïiäñóìîâó¹òüñÿ ðåçóëüòàòè ñëàáêî¨ çáiæíîñòi äèñêðåòíî ÷àñî-

âèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ òà âiäïîâiäíà çáiæíiñòü öií îïöiîíiâ. Iíòåðåñ äî öi¹¨

òåìàòèêè âèêëèêàíî î÷åâèäíèìè ïðè÷èíàìè: ðåàëüíèé ÷àñ äèñêðåòíèé, àëå

àíàëiòè÷íi i, ÿê íå äèâíî, ÷èñåëüíi äîñëiäæåííÿ, ëåãøå ïðîâîäèòè â íåïå-

ðåðâíîìó ÷àñi. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ùîäî øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií

îïöiîíiâ. Äåÿêó êiëüêiñòü ñòàòåé ïðèñâÿ÷åíî øâèäêîñòi çáiæíîñòi, àëå, ïðè

âåëèêié ðiçíîìàíiòíîñòi ìîæëèâîñòåé âèáîðó ÿê ãðàíè÷íî¨ ìîäåëi, òàê i äî-

ãðàíè÷íèõ íàáëèæåíü, â îñíîâíîìó, ðîáîòè ç îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi

ñòîñóþòüñÿ äîãðàíè÷íî¨ áiíîìiàëüíî¨ òà òðèíîìiàëüíî¨ ìîäåëåé òà ãðàíè÷íî¨

ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà [27], [28], [51], [94]. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ íàÿâíiñòþ äîñèòü

òîíêèõ àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi áiíîìiàëüíîãî ðîç-

ïîäiëó äî ãàóññiâñüêîãî, ÿêi äîçâîëÿþòü ïiäâèùèòè îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíî-

ñòi, ñêàæiìî, äî O(n−1), äå n � êiëüêiñòü ïåðiîäiâ äëÿ ïðîâåäåííÿ òîðãiâ íà
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ôiêñîâàíîìó iíòåðâàëi ÷àñó â äîãðàíè÷íié ìîäåëi. Â ñòàòòÿõ [68], [69], [70]

ðîçãëÿíóòî áiëüø çàãàëüíi ñõåìè ÿê äëÿ äîãðàíè÷íèõ, òàê i äëÿ ãðàíè÷íîãî

ðèíêó. À ñàìå, ó ñòàòòi [70] çàãàëüíi óìîâè ñëàáêî¨ çáiæíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíî-

ñòi ïðîöåñiâ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì äî äèôóçiéíîãî ïðîöåñó çàñòîñîâóþòüñÿ äî

ñëàáêî¨ çáiæíîñòi äëÿ äèñêðåòíèõ ìîäåëåé ôiíàíñîâîãî ðèíêó äî äèôóçiéíèõ

ìîäåëåé ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ÿê ãðàíè÷íà ìîäåëü (áåç îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ). Âèïàäîê,

êîëè çàãàëüíà ìàðòèíãàëüíà ñõåìà ç äèñêðåòíèì ÷àñîì àïðîêñèìó¹ ñòàíäàð-

òíó ìîäåëü Áëåêà-Øîóëñà, ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ðîáîòi [69]. Ïðè öüîìó øâèäêiñòü

çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ íå ìåíøà çà n−1/8. Ïðè çàñòîñóâàííi àñèìïòîòè÷íîãî

ðîçêëàäó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âñòàíîâëåíî, ùî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ìîæå áóòè

n−1/2. Â ñòàòòi [68] ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà äëÿ ïðîöå-

ñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨ Åéëåðà, àëå ïðèðîñòè

âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíþþòüñÿ íà íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi îáìå-

æåíi ñèìåòðè÷íi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì. Âñòàíîâëåíî,

ùî øâèäêiñòü îá'¹êòèâíèõ òà ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ íå ìåíøà çà C
n1/3

. Aëå

øâèäêiñòü çáiæíîñòi â óñiõ ìîäåëÿõ íå ïåðåâèùó¹ O(n−1/2). Öå â ñâîþ ÷åðãó,

ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì ôàêòîì, ùî ïðè âiäõîäi âiä áiíîìiàëüíî¨ ìîäåëi òðåáà øóêà-

òè àáî îäåðæóâàòè ðåçóëüòàòè ùîäî øâèäêîñòi çáiæíîñòi ôóíêöié ðîçïîäiëó

ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî ãàóññiâñüêîãî ðîçïîäiëó.

1.4. Ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà

Ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà (ÊIÐ) âïåðøå áóâ ââåäåíèé Êîêñîì, Ií-

ãåðñîëîì i Ðîññîì ó 1985 ðîöi â ¨õ ñòàòòi [29]. Äàíèé ïðîöåñ áóâ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ÿê ìîäåëü êîðîòêîñòðîêîâî¨ âiäñîòêîâî¨ ñòàâêè. Â íàø ÷àñ öÿ ìîäåëü

øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ôiíàíñîâîìó ìîäåëþâàííi, íàïðèêëàä, ÿê ïðîöåñ

âîëàòèëüíîñòi ó ìîäåëi Õåñòîíà [50]. Äàíà ìîäåëü ¹ îäíi¹þ ç íàéïîïóëÿðíi-

øèõ ïîõiäíèõ ìîäåëåé öiíîóòâîðåííÿ àêöié ñåðåä ôàõiâöiâ-ïðàêòèêiâ. Ñïè-

ðàþ÷èñü íà äîáðå âiäîìi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïðîöåñiâ ÊIÐ äëÿ ôiêñîâàíèõ
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ìîìåíòiâ ÷àñó, âæå âiäîìî ÿê çíàéòè îöiíêè îïöiîíiâ â ìîäåëi Õåñòîíà àáî ÿê

ïåðåâiðÿòè ìîäåëü Õåñòîíà ç �âðîïåéñüêèìè ïóò i êîë îïöiîíàìè (äèâ., í-ä,

[57]). Íà ïðîòèâàãó öüîìó, ïîòðà¹êòîðíî çàëåæíi ôiíàíñîâi äåðèâàòèâè â ðàì-

êàõ äàíî¨ ìîäåëi îöiíþþòüñÿ äèñêðåòíèìè àïðîêñèìàöiÿìè ìîäåëi Õåñòîíà òà

ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî. Êðiì òîãî, äîäàòíÿ øâèäêiñòü çáiæíîñòi äèñêðåòíèõ

àïðîêñèìàöié ¹ âàæëèâîþ äëÿ çàñòîñóâàííÿ åôåêòèâíèõ áàãàòîðiâíåâèõ ìå-

òîäiâ Ìîíòå-Êàðëî (äèâ. [44], [59], [48], [49]).

Ñèëüíà ãëîáàëüíà àïðîêñèìàöiÿ ïðîöåñó ÊIÐ âèâ÷àëàñÿ áàãàòüìà àâòîðà-

ìè íàóêîâèõ ïóáëiêàöié. Â ðîáîòàõ [14], [25], [32], [47], [52] ïîêàçàíà ñèëüíà

çáiæíiñòü áåç øâèäêîñòi, àáî ç ëîãàðèôìi÷íîþ øâèäêiñòþ çáiæíîñòi. Çîêðå-

ìà, â [14] ïðåäñòàâëÿþòüñÿ çàãàëüíi ðàìêè äëÿ àíàëiçó ñèëüíî¨ àïðîêñèìà-

öi¨ ïðîöåñó ÊIÐ òà îá'¹ìíi ìîäåëþþ÷i ìàòåðiàëè. Íåëîãàðèôìi÷íà øâèäêiñòü

çáiæíîñòi îòðèìàíà â [22]. Òóò áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ñèìåòðè÷íèé Åéëåðîâèé

ìåòîä ìà¹ ñèëüíó çáiæíiñòü ïîðiäêó 1
2 ïðè íàêëàäàííi äîäàòêîâèõ îáìåæó-

âàëüíèõ ïðèïóùåííü íà ïàðàìåòðè ðiâíÿííÿ.

Â [33] àâòîð ðîçøèðþ¹ ìîäåëü ÊIÐ êîðîòêî¨ ïðîöåíòíî¨ ñòàâêè, íàêëàäà-

þ÷è ïðèïóùåííÿ, ùî ñòîõàñòè÷íèé ðiâåíü ðåâåðñi¨, ÿêèé êðàùå âiäîáðàæà¹

òèì÷àñîâó çàëåæíiñòü, âèêëèêàíó öèêëi÷íiñòþ åêîíîìiêè àáî î÷iêóâàííÿìè

ùîäî ìàéáóòíüîãî âïëèâó ãðîøîâî-êðåäèòíî¨ ïîëiòèêè. Ó öüîìó êîíòåêñòi

âèâ÷à¹òüñÿ çáiæíiñòü äîâãîñòðîêîâîãî ïîâåðíåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ

óçàãàëüíåííÿ Bessel-square processes. Â [83] àâòîðè ïðîïîíóþòü åìïiðè÷íèé

ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ óìîâíó ùiëüíiñòü çìiííèõ âåëè÷èí, ùîá îöiíèòè i

ïðîòåñòóâàòè òèì÷àñîâó ñòðóêòóðíó ìîäåëü ç âiäîìîþ ôîðìóëîþ öiíè. Äëÿ

öüîãî âèêîðèñòîâóþ÷òüñÿ äàíi ïî äèñêîíòíèì òà êóïîííèì îáëiãàöiÿì. Ìåòîä

çàñòîñîâó¹òüñÿ äî ðîçøèðåííÿ äâîôàêòîðíî¨ ìîäåëi Êîêñà, Iíãåðñîëëà, Ðîñ-

ñà. �õ ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî îöiíêè, áàçóþòüñÿ âèêëþ÷íî íà ðàõóíêàõ,

ÿêi ïðèïóñêàþòü íåâèïðàâäàíî âåëèêi öiíîâi ïîìèëêè äëÿ áiëüø òðèâàëèõ

òåðìiíiâ ïîãàøåííÿ. Òàêîæ ïðîöåñ âèâ÷àâñÿ â [26].

Äèñêðåòíi ñõåìè äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ áóëè çàïðîïîíîâàíi â ÷èñëåííèõ ñòà-

òòÿõ, âêëþ÷àþ÷è [14], [15], [22], [25], [32], [46], [47], [52], [56], [75]. Àäèòèâíà
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ñõåìà øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, â ñòàòòÿõ [14], [25], [35]. Ðîáî-

òè [33], [83] ¹ ñó÷àñíèìè ïðèêëàäàìè ìîäåëþâàííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ âiäñîòêîâî¨

ñòàâêè ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ìîäåëëþ ïðîöåñà ÊIÐ.
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ÐÎÇÄIË 2

ÎÖIÍÊÀ ØÂÈÄÊÎÑÒI ÇÁIÆÍÎÑÒI ÖIÍ ÎÏÖIÎÍIÂ ÇÀ

ÌÅÒÎÄÎÌ ÏÑÅÂÄÎÌÎÌÅÍÒIÂ

Äàíèé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îñíîâíèõ ÷àñòèí. Â ïåðøié óçàãàëüíþ-

¹òüñÿ îöiíêà Ñòóäí¹âà øâèäêîñòi çáiæíîñòi â òåðìiíàõ ïñåâäîìîìåíòiâ äëÿ

ìîæëèâîñòi êðàùîãî çàñòîñóâàííÿ ¨¨ äî ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè. Îòðèìàíî

òàêó æ îöiíêó, îáõîäÿ÷èñü áåç óìîâè Êðàìåðà. Íàòîìiñòü ââåäåíî îáìåæåíi

çðiçàíi ïñåâäîìîìåíòè òà iíòåãðîâíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨. Íàâåäåíi

ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíî¨ îöiíêè.

Â äðóãié ÷àñòèíi íàâîäÿòüñÿ çîáðàæåííÿ i âëàñòèâîñòi ôiíàíñîâîãî ðèíêó

ç äèñêðåòíèì ÷àñîì òà îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì, äîñëiäæåíî óìîâè áåçàð-

áiòðàæíîñòi ôiíàíñîâîãî ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì ó ñõåìi ñåðié. Íàâåäåíî

óìîâè áåçàðáiòðàæíîñòi ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, óòâîðåíîãî íåçàëåæíèìè

âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, â òîìó ÷èñëi, êîëè ¨õíié ðîçïîäië ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåíî, ùî ïðè ïåâíîìó âèáîði ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè âèïàäêîâi âåëè÷èíè,

íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè, çàëèøàþòüñÿ íåçàëåæíè-

ìè â ñóêóïíîñòi âiäíîñíî öi¹¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè. Äîâåäåíî ôóíêöiîíàëüíó

ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì â ñõåìi Áëåêà-Øîóëñà. Äî-

âåäåíi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ñóì, ïîâ'ÿçàíèõ ç öiíîþ

ðèçèêîâîãî àêòèâó, â öåíòðàëüíié ãðàíè÷íié òåîðåìi, iç çàñòîñóâàííÿì ìåòî-

äó ïñåâäîìîìåíòiâ. Öi ðåçóëüòàòè íåîáõiäíi äëÿ îòðèìàííÿ îöiíêè øâèäêîñòi

çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó â äèñêðåòíîìó ÷àñi äî âiäïîâiäíèõ

öií íà ãðàíè÷íîìó ðèíêó ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Íàâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêó

øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó.

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó íàäðóêîâàíi â ñòàòòÿõ [7], [72] òà àïðîáîâàíi íà

êîíôåðåíöiÿõ [9], [10], [71].
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2.1. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî íîðìàëüíîãî çàêîíó â òåðìiíàõ

ïñåâäîìîìåíòiâ

2.1.1. Óçàãàëüíåííÿ îöiíêè Ñòóäí¹âà. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Íå-

õàé {ξn, n > 1} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí ç E ξi = 0, D ξi = σ2 ∈ (0,∞), ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) i õàðà-

êòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ f(t), Φn(x), x ∈ R � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè Sn = (σ
√
n)
−1

(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn) i Φ(x), x ∈ R � ôóíêöiÿ ðîçïî-

äiëó ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíó. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî m > 3

iñíóþòü ïñåâäîìîìåíòè

µk =

∫
R

xkdH(x), (k = 3, . . . ,m,m ∈ N),

äå H(x) = F (xσ) − Φ(x). Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ äëÿ âåëè÷èí, ÿêi

áóäåìî íàçèâàòè çðiçàíèìè ïñåâäîìîìåíòàìè:

�çðiçàíi çâåðõó�

ν(1)
n (m) =

∫
|x|6σ

√
n

|x|m+1 |dH(x)|

i �çðiçàíi çíèçó�

ν(2)
n (m) =

∫
|x|>σ

√
n

|x|m |dH(x)| .

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà, òîáòî
∫
R |f(t)|dt = A <∞;

(ii) Ïñåâäîìîìåíòè äî m-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ðiâíi íóëþ i çðiçàíi ïñåâ-

äîìîìåíòè îáìåæåíi:

µk = 0, k = 3, . . . ,m, äëÿ äåÿêîãî m > 3, i

νn(m) = max
{
ν(1)
n (m), ν(2)

n (m)
}
<

1

2
e−

3
2 .

Òîäi äëÿ âñiõ n > 2

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6
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6 2C(1)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ 2C(2)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

+
σA

π
bn−1 + νn(m)

4e
3
2

π

e−
n
2

n
,

äå

C(1)
m =

12
m+1
2 Γ(m+1

2 )

π(m+ 1)!
, C(2)

m = 2C
(1)
m−1,

b = exp

{
− π2

24A2σ2 (2 + π)2

}
< 1.

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξi ìàþòü îáìåæåíó ùiëü-

íiñòü p(x) 6 A1. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii) òåîðåìè 2.1.

Òîäi äëÿ âñiõ n > 3

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6

6 2C(1)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ 2C(2)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

+ 2σA1b
n−2
1 + νn(m)

4e
3
2

π

e−
n
2

n
,

(2.1)

äå b1 = exp
{
− 1

96A2
1σ

2(2+π)
2

}
< 1.

Âiäìiòèìî, ùî ç ïðèïóùåííÿ (i) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ùiëüíîñòi äëÿ âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè Sn. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç pn(x). Òàêîæ íåõàé φ(x) � ùiëüíiñòü

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíó.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.1. Òîäi äëÿ âñiõ

n > 2

sup
x∈R
|pn(x)− φ(x)| 6

6 C(3)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ C(4)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

+ bn−1σ
√
n

2π
A+ νn(m)

e
3
2

π

e−
n
2

n
,

äå

C(3)
m =

12
m+2
2 Γ

(
m
2 + 1

)
4π(m+ 1)!

, C(4)
m = 2C

(3)
m−1.

2.1.2. Äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó äâà äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ω(t) =
∣∣∣f ( tσ)− e− t22 ∣∣∣.

Ëåìà 2.1. Íåõàé µk = 0, k = 3, . . . ,m. Òîäi äëÿ âñiõ t ∈ R

ω(t) 6
|t|m+1

(m+ 1)!
ν(1)
n (m) +

2|t|m

m!
ν(2)
n (m).
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Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî f(t) =
∞∫
−∞

eitxdF (x). Áiëüøå òîãî

f
(
t
σ

)
=

∞∫
−∞

e
itx
σ dF (x) =

∞∫
−∞

eitxdF (xσ). Çãiäíî ç óìîâîþ ëåìè, ïñåâäîìîìåíòè

äî m-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ðiâíi íóëþ. Çâiäñè íåâàæêî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

ω(t) =

∣∣∣∣∣∣
∫
R

eitxdF (xσ)−
∫
R

eitxdΦ(x)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
R

eitxd (F (xσ)− Φ(x))

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫
R

(
eitx −

m∑
k=0

(itx)k

k!

)
dH(x)

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
R

∣∣∣∣∣eitx −
m∑
k=0

(itx)k

k!

∣∣∣∣∣ |dH(x)|.

Áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü [100, ñ. 372]:∣∣∣∣eiα − 1− . . .− (iα)m

m!

∣∣∣∣ 6 21−δ|α|m+δ

m!(m+ 1)δ
,

m = 0, 1, . . ., δ ∈ [0, 1], i ïîêëàâøè δ = 1 i δ = 0, îòðèìà¹ìî

ω(t) 6
∫

|x|6σ
√
n

∣∣∣∣∣eitx −
m∑
k=0

(itx)k

k!

∣∣∣∣∣ |dH(x)| +

∫
|x|>σ

√
n

∣∣∣∣∣eitx −
m∑
k=0

(itx)k

k!

∣∣∣∣∣ |dH(x)|

6
∫

|x|6σ
√
n

|tx|m+1

(m+ 1)!
|dH(x)| +

∫
|x|>σ

√
n

2|tx|m

m!
|dH(x)|

=
|t|m+1

(m+ 1)!
ν(1)
n (m) +

2|t|m

m!
ν(2)
n (m).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ââåäåìî òåïåð íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ T1(n,m) =
√
−2 ln(2eνn(m)). Òîäi â

ñâîþ ÷åðãó ìà¹ìî νn(m) = 1
2e exp{−1

2T
2
1 (n,m)}. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ç óìîâè

(ii) ñëiäó¹, ùî T1(n,m) > 1.

Ëåìà 2.2. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii) òåîðåìè 2.1.

1) Äëÿ |t| 6 T1(n,m) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨

ôóíêöi¨:
∣∣f ( tσ)∣∣ 6 e−

t2

6 .

2) Äëÿ |t| > T1(n,m) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨

ôóíêöi¨:
∣∣f ( tσ)∣∣ 6 (2e+ 3

8

)
νn(m)|t|m+1.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî
∣∣f ( tσ)∣∣ =

∣∣∣f ( tσ)− e− t22 + e−
t2

2

∣∣∣ 6 e−
t2

2 + ω(t).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äâà âèïàäêè.

1) Íåõàé |t| 6 T1(n,m). Òîäi çãiäíî ç ëåìîþ 2.1∣∣∣∣f ( tσ
)∣∣∣∣ 6 e−

t2

4

(
e−

t2

4 + e
t2

4 ω(t)
)

6 e−
t2

4

(
1 + e

t2

4

(
|t|m+1

(m+ 1)!
ν(1)
n (m) +

2|t|m

m!
ν(2)
n (m)

))

6 e−
t2

4

(
1 + e

T2
1 (n,m)

4 t2
(
Tm−1

1 (n,m)

(m+ 1)!
ν(1)
n (m) +

2Tm−2
1 (n,m)

m!
ν(2)
n (m)

))
6 e−

t2

4

(
1 + t2e

T2
1 (n,m)

4 νn(m)

(
Tm−1

1 (n,m)

(m+ 1)!
+

2Tm−2
1 (n,m)

m!

))
= e−

t2

4

(
1 +

1

2e
t2e−

T2
1 (n,m)

4

(
Tm−1

1 (n,m)

(m+ 1)!
+

2Tm−2
1 (n,m)

m!

))
.

(2.2)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f1(x) = exp{−x2

4 }x
m−1. Âîíà äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëü-

íîãî çíà÷åííÿ â òî÷öi x =
√

2(m− 1) i öå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹

f1,max = exp

{
−m− 1

2

}
(2(m− 1))

m−1
2 .

Áiëüøå òîãî,

exp

{
−m− 1

2

}
(2(m− 1))

m−1
2

(m+ 1)!
6

exp
{
−m−1

2

}
(2(m− 1))

m−1
2

m(m+ 1)
√

2π(m− 1)(m− 1)m−1e−(m−1)

=

(
2e

m− 1

)m−1
2 1√

2π(m− 1)

1

m(m+ 1)
6

1

m(m+ 1)
.

Îñòàííié äðiá äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ â òî÷öi m = 3. Îòæå,

exp

{
−T

2
1 (n,m)

4

}
Tm−1

1 (n,m)

(m+ 1)!
6

1

12
.

Àíàëîãi÷íî

exp

{
−T

2
1 (n,m)

4

}
2Tm−2

1 (n,m)

m!
6

1

3
.

Ç äâîõ îñòàííiõ îöiíîê òà ç (2.2) âèïëèâà¹, ùî∣∣∣∣f ( tσ
)∣∣∣∣ 6 e−

t2

4

(
1 +

1

2e
t2
(

1

12
+

1

3

))
6 e−

t2

4

(
1 +

1

12
t2
)

6 e−
t2

4 e
t2

12 6 e−
t2

6 ,
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çâiäêè âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ ïåðøîãî âèïàäêó.

2) Íåõàé òåïåð |t| > T1(n,m). Òîäi ç ëåìè 2.1 ñëiäó¹, ùî∣∣∣∣f ( tσ
)∣∣∣∣ 6 e−

t2

2 + ω(t)

6 e−
T2
1 (n,m)

2 +
|t|m+1

(m+ 1)!
ν(1)
n (m) +

2|t|m

m!
ν(2)
n (m)

6 νn(m)

(
2e+

|t|m+1

(m+ 1)!
+

2|t|m

m!

)
.

(2.3)

Íàãàäà¹ìî, ùî T1(n,m) > 1. Òîäi |t| > T1(n,m) > 1, i ç (2.3) îòðèìó¹ìî, ùî∣∣∣∣f ( tσ
)∣∣∣∣ 6 νn(m)

(
2e|t|m+1 +

|t|m+1

24
+

2|t|m+1

6

)
6

(
2e+

3

8

)
νn(m)|t|m+1,

çâiäêè âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè.

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Íåõàé F òà G äâi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ç õàðàêòå-

ðèñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè f òà g, âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî G ìà¹ ôóíêöiþ

ùiëüíîñòi, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç G′. Ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü ç [64, c. 297]:

sup
x∈R
|F (x)−G(x)| 6 2

π

T∫
0

|f(t)− g(t)|dt
t

+
24 sup |G′|

πT
,

i ïîêëàäåìî òóò F (x) = Φn(x), G(x) = Φ(x). Òîäi

ρn := sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6 2

π

T∫
0

∣∣∣∣fn( t

σ
√
n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ dtt +
24

π
√

2πT
. (2.4)

Íåõàé n > 2. Ïî-ïåðøå, ç åëåìåíòàðíî¨ íåðiâíîñòi

|un − vn| 6 |u− v|
n∑
k=1

|u|k−1|v|n−k
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i ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ t 6 T1(n,m)
√
n∣∣∣∣fn( t

σ
√
n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ 6 ω

(
t√
n

) n∑
k=1

∣∣∣∣f ( t

σ
√
n

)∣∣∣∣k−1

e−
t2

2n (n−k)

6 ω

(
t√
n

) n∑
k=1

e−
t2

6
n−1
n 6 ω

(
t√
n

)
ne−

t2

12

6 n

(
|t|m+1

(m+ 1)!n
m+1
2

ν(1)
n (m) +

2|t|m

m!n
m
2

ν(2)
n (m)

)
exp

{
− t2

12

}
= exp

{
− t2

12

}( |t|m+1

(m+ 1)!n
m−1
2

ν(1)
n (m) +

2|t|m

m!n
m−2
2

ν(2)
n (m)

)
.

(2.5)

Ïî-äðóãå, ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åíÿ:

C(1)
m,n =

12
m−1
2 Γ(m+1

2 )

2n
m−1
2 (m+ 1)!

, C(2)
m,n = 2C

(1)
m−1,n,

T2(n,m) =
1

√
2π
(
C

(1)
m,nν

(1)
n (m) + C

(2)
m,nν

(2)
n (m)

) .
Òîäi

24

π
√

2πT2(n,m)
= C(1)

m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ C(2)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

. (2.6)

Íåõàé T3(n,m) = (T1(n,m)
√
n) ∧ T2(n,m). Òîäi ç (2.4) òà (2.6) âèïëèâà¹, ùî

ρn 6
2

π

T3(n,m)∫
0

∣∣∣∣fn( t

σ
√
n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ dtt +
2

π

T2(n,m)∫
T3(n,m)

∣∣∣∣f ( t

σ
√
n

)∣∣∣∣n dtt
+

2

π

T2(n,m)∫
T3(n,m)

e−
t2

2
dt

t
+

24

π
√

2πT2(n,m)

= I1(n,m) + I2(n,m) + I3(n,m) + C(1)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ C(2)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

.

(2.7)
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Îñêiëüêè T3(n,m) 6 T1(n,m)
√
n, òî ç (2.5) ìè îòðèìó¹ìî, ùî

I1(n,m) =
2

π

T3(n,m)∫
0

∣∣∣∣fn( t

σ
√
n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ dtt
6

2

π

T3(n,m)∫
0

(
tm

(m+ 1)!n
m−1
2

ν(1)
n (m) +

2tm−1

m!n
m−2
2

ν(2)
n (m)

)
e−

t2

12dt

6
12

m+1
2 Γ(m+1

2 )

π(m+ 1)!n
m−1
2

ν(1)
n (m) +

2 · 12
m
2 Γ(m2 )

πm!n
m−2
2

ν(2)
n (m)

= C(1)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ C(2)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

.

(2.8)

ßêùî T3(n,m) = T2(n,m), òîäi I2(n,m) = 0 i I3(n,m) = 0. Òîìó ðîçãëÿíåìî

âèïàäîê T3(n,m) = T1(n,m)
√
n. Òîäi

I2(n,m) =
2

π

T2(n,m)∫
T3(n,m)

∣∣∣∣f ( t

σ
√
n

)∣∣∣∣n dtt =
2

π

T2(n,m)/σ
√
n∫

T1(n,m)/σ

|f (t)|n dt
t
.

Òåïåð çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàò Ñòàòóëÿâi÷óñà [91]: ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç

õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ f(t) ìà¹ ùiëüíiñòü p(x) 6 d <∞ i âàðiàöiþ σ2,

òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R

|f(t)| 6 exp

{
− t2

96d2(2σ|t|+ π)2

}
. (2.9)

Ç óìîâè (i) âèïëèâà¹, ùî ùiëüíiñòü p(x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξn ìîæå áóòè

îòðèìàíà ó âèãëÿäi çâîðîòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ p(x) = 1
2π

∫
R
e−itxf(t)dt i

p(x) 6 1
2π

∞∫
−∞
|f(t)|dt = A

2π . Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ t2

(2σt+π)2 çðîñòà¹ ïðè t > 0.

Òîìó, êîëè |t| > T1(n,m)/σ (íàãàäà¹ìî, ùî T1(n,m) > 1)

|f(t)| 6 exp

{
− π2

24A2σ2 (2 + π)2

}
=: b,

i 0 < b < 1. Òîäi

I2(n,m) =
2

π

T2(n,m)/σ
√
n∫

T1(n,m)/σ

|f (t)|n dt
t
6

2σ

π
bn−1

∞∫
0

|f(t)|dt =
σA

π
bn−1. (2.10)
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Íàêiíåöü ïîêàæåìî îáìåæåíiñòü I3(n,m). Âiäìiòèìî, ùî I3(n,m) íå íóëüîâå,

ÿêùî T1(n,m)
√
n < T2(n,m), òîìó

I3(n,m) 6
2

π

∞∫
T1(n,m)

√
n

e−
t2

2
dt

t
6

2

π

e−
nT2

1 (n,m)

2

nT 2
1 (n,m)

6
2(2eνn(m))n

πn
6

4eνn(m)

πn
(2eνn(m))n−1 6 νn(m)

4e · e−n−12

πn

= νn(m)
4e

3
2

π

e−
n
2

n
.

(2.11)

Âiäíîøåííÿ (2.7)-(2.11) çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 .

Çàóâàæåííÿ 2.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè: µk = 0, k = 3, . . . ,m,

m > 3. Òîäi

sup
x∈R
|Φ1(x)− Φ(x)| = sup

x∈R
|F (xσ)− Φ(x)| 6

6

(
6

π(m+ 1)!
+

2

π
√

2π

)
max

(
ν1(m), (ν1(m))

1
m+2

)
.

Ñïðàâäi, íåõàé n = 1. Òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå, êîëè ν1(m) > 1. Íåõàé

ν1(m) 6 1. Ïîêëàäåìî â (2.4) T = (ν1(m))−
1

m+2 . Òîäi ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹,

ùî

ρ1 = sup
x∈R
|Φ1(x)− Φ(x)| = sup

x∈R
|F (xσ)− Φ(x)| 6

6
2

π

T∫
0

(
|t|m+1

(m+ 1)!
ν

(1)
1 (m) +

2|t|m

m!
ν

(2)
1 (m)

)
dt

t
+

24

π
√

2πT

6
2

π

(
Tm+1

(m+ 1) · (m+ 1)!
ν

(1)
1 (m) +

2Tm

m ·m!
ν

(2)
1 (m)

)
+

24

π
√

2π
(ν1(m))

1
m+2

6 (ν1(m))
1

m+2

(
2

π

3

(m+ 1)!
+

24

π
√

2π

)
.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî n > 6 òà m > 3 C
(i)
m,n < 2−

3
2 , i = 1, 2.

Ñïðàâäi, íåõàé m = 2p, p ∈ N, p > 2. Ïî÷íåìî ç

C(1)
m,n

√
n =

1

2

12p−
1
2Γ(p+ 1

2)

np−1(2p+ 1)!
6

1

2

12p−
1
2

np−1(p+ 1)p+1

=
1

2

(
12

(p+ 1)n

)p−1 √
12

(p+ 1)2
6

√
3

9

(
12

(p+ 1)n

)p−1

6

√
3

9
, n > 4.
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Íåõàé m = 2p+ 1, p ∈ N, p > 1.

C(1)
m,n

√
n =

1

2

12pΓ(p+ 1)

np−
1
2 (2p+ 2)!

6
1

2

12p

np−
1
2 (p+ 1)p+2

=

√
12

2

(
12

(p+ 1)n

)p− 1
2 1

(p+ 1)2,5
6

(
12

(p+ 1)n

)p− 1
2
√

3

4
√

2
6

√
3

4
√

2
, n > 6.

Iíøi çíà÷åííÿ îòðèìóþòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íàïðèêëàä, íåõàé m = 2p, p ∈ N,

p > 2. Òîäi

C(2)
m,n

√
n =

12p−1Γ(p)

np−1(2p)!
6

12p−1

np−1pp+1

=

(
12

np

)p−1
1

p2
6

1

4
, n > 6.

Íåõàé m = 2p+ 1, p ∈ N, p > 1.

C(2)
m,n

√
n =

12p−
1
2Γ(p+ 1

2)

np−
1
2 (2p+ 1)!

6
12p−

1
2

np−
1
2 (p+ 1)p+1

=

(
12

n(p+ 1)

)p− 1
2 1

(p+ 1)3/2
6

1

2
3
2

, n > 6.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.1 ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.

Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü (2.9) é ùå ðàç âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ t2

(2σt+π)2 çðîñòà¹

ïðè t > 0. Òîìó, êîëè |t| > T1(n,m)/σ (íàãàäà¹ìî, ùî T1(n,m) > 1)

|f(t)| 6 exp

{
− 1

96A2
1σ

2 (2 + π)2

}
=: b1,

i 0 < b1 < 1. Ç [39, c. 510] âèïëèâà¹, ùî
∞∫
−∞
|f(t)|2dt 6 2πA1. Òîìó

I2(n,m) =
2

π

T2(n,m)/σ
√
n∫

T1(n,m)/σ

|f (t)|n dt
t
6

2σ

π
bn−2

1

∞∫
0

|f(t)|2dt = 2σA1b
n−2
1 .

Íàñëiäîê 2.1 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Äëÿ n = 2 ìè ìîæåìî îòðèìàòè îöiíêó àíàëîãi÷íó äî

îöiíêè iç çàóâàæåííÿ 2.1.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. ßê âæå ðàíiøå çàçíà÷àëîñÿ, ç óìîâè (i) âèïëè-

âà¹ iñíóâàííÿ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξk, òîìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà Sn

ìà¹ ùiëüíiñòü pn(x) i

pn(x) =

∞∫
−∞

e−itxfn
(

t

σ
√
n

)
dt.

Îñêiëüêè φ(x) = 1√
2π
e−

x2

2 ¹ ùiëüíiñòþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíó, òî

φ(x) = 1
2π

∞∫
−∞

e−itxe−
t2

2 dt i

|pn(x)− φ(x)| = 1

2π

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

e−itxfn
(

t

σ
√
n

)
dt−

∞∫
−∞

e−itxe−
t2

2 dt

∣∣∣∣∣∣
6

1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣∣fn( t

σ
√
n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ dt.
Òîìó

|pn(x)− φ(x)| 6 1

2π

∫
|t|6T1(n,m)

√
n

∣∣∣∣fn( t

σ
√
n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ dt
+

1

2π

∫
|t|>T1(n,m)

√
n

∣∣∣∣f ( t

σ
√
n

)∣∣∣∣n dt+
1

2π

∫
|t|>T1(n,m)

√
n

e−
t2

2 dt

= I1 + I2 + I3.

(2.12)

Ç óìîâ òåîðåìè, ëåìè 2.1 òà 2.2 òà (2.5) (n > 2) îòðèìó¹ìî íàñòóïíå: äëÿ

|t| 6 T1(n,m)
√
n i νn(m) < 1

2e
− 3

2

I1 =
1

2π

∫
|t|6T1(n,m)

√
n

∣∣∣∣fn( t

σ
√
n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ dt
6

1

2π

∫
|t|6T1(n,m)

√
n

(
|t|m+1ν

(1)
n (m)

(m+ 1)!n
m−1
2

+
2|t|mν(2)

n (m)

m!n
m
2 −1

)
e−

t2

12dt

6
12

m+2
2 Γ

(
m
2 + 1

)
4π(m+ 1)!

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+
2 · 12

m+1
2 Γ

(
m−1

2

)
4πm!

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

= C(3)
m

ν
(1)
n (m)

n
m−1
2

+ C(4)
m

ν
(2)
n (m)

n
m−2
2

.

(2.13)
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Ç óìîâ òåîåðåìè, àíàëîãié÷íî äî (2.10),

I2 =
1

2π

∫
|t|>T1(n,m)

√
n

∣∣∣∣f ( t

σ
√
n

)∣∣∣∣n dt
=
σ
√
n

2π

∫
|z|>T1(n,m)/σ

|f(z)|n dz 6 bn−1σ
√
n

2π
A.

(2.14)

I3 =
1

2π

∫
|t|>T1(n,m)

√
n

e−
t2

2 dt 6
1

2π

∞∫
T1(n,m)

√
n

e−
t2

2 dt

6
e−

nT2
1 (n,m)

2

2π
√
nT1(n,m)

6
(2eνn(m))n

2π
√
n

6
eνn(m)

π
√
n
e−

n−1
2 = νn(m)

e
3
2

π

e−
n
2

√
n
.

(2.15)

Âiäíîøåííÿ (2.12) - (2.15) çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.

2.1.3. Ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 2.1. Íàâåäåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íàñëiäêó 2.1. Ïðîâåäåìî

àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äî ìiðêóâàíü âèêëàäåíèõ â [100, c. 375], äå ðîçãëÿäàâñÿ

äèñêðåòíèé ðîçïîäië. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) íàñòóïíèì ÷èíîì

F (x) =



Φ(x), if |x| > ε;

Φ(−ε), if −ε < x < −θε;

Φ(ε), if θε < x < ε;

1
2 +

Φ(ε)− 1
2

θε x, if |x| 6 θε,

äå 0 < ε < 1, 0 < θ < 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
ε∫

0

x2dΦ(x) =
(θε)2

3

(
Φ(ε)− 1

2

)
. (2.16)

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê òîìó, ùî
ε∫

0

x2dΦ(x) 6 ε2

3

(
Φ(ε)− 1

2

)
. Ñïðàâ-

äi, ç îäíîãî áîêó

ϕ(x) =
1√
2π

(
1− x2

2
+

x4

222!
− x6

233!
+

x8

244!
− ...

)
,
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òîìó

Φ(ε)− 1

2
=

ε∫
0

ϕ(x)dx =
1√
2π

(
ε− ε3

6
+
ε5

40
− ε7

7 · 233!
+ ...

)
.

Îòæå,

Φ(ε)− 1

2
>

1√
2π

(
ε− ε3

6

)
.

Ç iíøîãî áîêó
ε∫

0

x2dΦ(x) =
1√
2π

ε∫
0

(
x2 − x4

2
+

x6

222!
− x8

233!
+ ...

)
dx

=
1√
2π

(
ε3

3
− ε5

10
+

ε7

7 · 222!
− ε9

9 · 233!
+ ...

)
6

1√
2π

(
ε3

3
− ε5

10
+
ε7

56

)
6

1√
2π

(
ε3

3
− ε5

10
+
ε5

56

)
=

1√
2π
ε3
(

1

3
− 23

280
ε2
)

=

=
1√
2π

ε3

3

(
1− 69

280
ε2
)

6
1√
2π

ε3

3

(
1− ε2

6

)
6
ε2

3

(
Φ(ε)− 1

2

)
,

i ìè îòðèìó¹ìî, ùî
ε∫

0

x2dΦ(x) 6
ε2

3

(
Φ(ε)− 1

2

)
.

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi ¹ îáìåæåíîþ. Áiëüøå òîãî, F (x) � ñèìåòðè-

÷íà. Òîìó µ1 = 0, µ3 = 0. Îòæå, áåðó÷è äî óâàãè (2.16), ðîçãëÿíåìî

σ2 =

∞∫
−∞

x2dF (x) =

∫
|x|>ε

x2dΦ(x) +

θε∫
−θε

x2 Φ(ε)− 1
2

θε
dx =

=

∫
|x|>ε

x2dΦ(x) +
Φ(ε)− 1

2

θε

2

3
(θε)3 =

∞∫
−∞

x2dΦ(x) = 1.

Öå îçíà÷à¹, ùî µ2 = 0. Ðîçãëÿíåìî òåïåð òàêi ïñåâäîìîìåíòè:

ν4 =

∞∫
−∞

x4 |d (F (x)− Φ(x))| =
ε∫

−ε

x4 |d (F (x)− Φ(x))|

6 ε4
ε∫

−ε

|d (F (x)− Φ(x))| 6 ε44

(
Φ(ε)− 1

2

)
;
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ν(1)
n (3) =

∫
|x|6σ

√
n

x4 |d (F (x)− Φ(x))| =
ε∫

−ε

x4 |d (F (x)− Φ(x))| ,

i ε âèáèðåìî òàêèì, ùîá ν4 6 1
2e
− 3

2 òà ν(1)
n (3) 6 1

2e
− 3

2 . Òîäi

ν(2)
n (3) =

∫
|x|>σ

√
n

|x|3 |d (F (x)− Φ(x))| = 0.

Îòæå, óìîâà (ii) òåîðåìè 2.1 âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó ôóíêöiÿ F (x) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè íàñëiäêó 2.1 ïðè m = 3.

Ïðèêëàä 2.2. Íàâåäåìî ïðèêëàä ùå îäíi¹¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, ÿêà çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè íàñëiäêó 2.1. Íåõàé a > 0, θ > 1, i áóäåìî ââàæàòè, ùî

a ôiêñîâàíå, à θ > 1 ùå òðåáà âèçíà÷èòè. Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íó ôóíêöiþ

ðîçïîäiëó F (x), ÿêà äëÿ x > 0 äîðiâíþ¹

F (x) =


Φ(x), ÿêùî x ∈ [0, a];

Φ(a) + 1−Φ(a)
aθ−a (x− a), ÿêùî a < x 6 θa;

1, ÿêùî x > θa.

Î÷åâèäíî, ùî âiäïîâiäíà ùiëüíiñòü îáìåæåíà. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F (x) ñèìå-

òðè÷íà, òî µ1 = 0 i µ3 = 0. Çíàéäåìî µ2. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

σ̃2 =

a∫
−a

x2dΦ(x) +

∫
a<|x|6aθ

x2 1− Φ(a)

aθ − a
dx

= 1− 2

 ∞∫
a

x2dΦ(x)− 1− Φ(a)

aθ − a
x3

3

∣∣∣∣aθ
a


= 1− 2

 ∞∫
a

x2dΦ(x)− (1− Φ(a))
a2

3
(θ2 + θ + 1)

 .

Î÷åâèäíî, ùî
∞∫
a

x2dΦ(x) > a2(1−Φ(a)). Ïîêëàäåìî γ :=

∞∫
a

x2dΦ(x)

a2(1−Φ(a)) > 1. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ θ > 1 òàêå, ùî 1
3(θ2 + θ + 1) = γ, çâiäêè çíàõîäèìî, ùî

øóêàíå θ äîðiâíþ¹

θ = −1

2
+

√
3γ − 3

4
.
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Ïðè öüîìó çíà÷åííi θ
∞∫
a

x2dΦ(x)− (1− Φ(a))
a2

3
(θ2 + θ + 1) = 0,

òîìó σ̃2 = 1, à öå â ñâîþ ÷åðãó çíà÷èòü, ùî µ2 = 0. Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó γ

ÿê ôóíêöi¨ âiä a. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

y =

∞∫
a

x2dΦ(x)− a2(1− Φ(a)), y > 0.

Çíàéäåìî ïîõiäíó:

y′ = −a2ϕ(a)− 2a(1− Φ(a)) + a2ϕ(a) = −2a(1− Φ(a)) < 0,

äå ϕ(x), x ∈ R � ùiëüíiñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Îòæå, y

ñïàäàþ÷è ïðÿìó¹ äî 0 ïðè a→∞.

Áiëüøå òîãî, çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, çíàéäåìî íàñòóïíó ãðàíè-

öþ

lim
a→∞

∞∫
a

x2dΦ(x)

a2(1− Φ(a))
= lim

a→∞

−a2ϕ(a)

2a(1− Φ(a))− a2ϕ(a)
= 1,

îñêiëüêè

lim
a→∞

a(1− Φ(a))

a2ϕ(a)
= lim

a→∞

(1− Φ(a))

aϕ(a)

= lim
a→∞

−ϕ(a)

ϕ(a) + aϕ′(a)
= lim

a→∞

−e−a
2

2

e−
a2

2 − a2e−
a2

2

= 0.

Îòæå, γ → 1 ïðè a→∞, òîìó θ = −1
2 +

√
3γ − 3

4 → 1 ïðè a→∞.

Ðîçãëÿíåìî ïñåâäîìîìåíòè

ν4 =

∞∫
−∞

x4d |F (x)− Φ(x)| = 2

∞∫
0

x4d |F (x)− Φ(x)|

= 2

aθ∫
a

x4

∣∣∣∣1− Φ(a)

a(θ − 1)
− 1√

2π
e−

x2

2

∣∣∣∣ dx+ 2

∞∫
aθ

x4dΦ(x)

6
2

5

1− Φ(a)

a(θ − 1)
a5(θ5 − 1) + 2

∞∫
a

x4dΦ(x) +
2

5
ϕ(a)a5(θ5 − 1).
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Îòæå, ν4 → 0 ïðè a→∞. Òèì áiëüøå, äëÿ áóäü-ÿêîãî n > 1

ν(1)
n (3, a) :=

∫
|x|6
√
n

x4 |d (F (x)− Φ(x))| → 0, a→∞.

Òîìó ìîæíà âèáðàòè a0 > 0 òàêèì ÷èíîì, ùîá äëÿ âñiõ n > 1 âèêîíóâàëàñü

íåðiâíiñòü ν(1)
n (3, a0) <

1
2e
− 3

2 . Î÷åâèäíî, ùî

ν(2)
n (3, a0) :=

∫
|x|>
√
n

|x|3 |d (F (x)− Φ(x))| → 0, n→∞.

Ç íàâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî νn(3, a0) = max
{
ν

(1)
n (3, a0), ν

(2)
n (3, a0)

}
<

1
2e
− 3

2 , îòæå, âèêîíàíà óìîâà (ii) òåîðåìè 2.1, à â ñèëó îáìåæåíîñòi ùiëüíîñòi,

ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè íàñëiäêó 2.1 ïðè m = 3 i n > n0.

2.2. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó

ïñåâäîìîìåíòiâ

2.2.1. Çîáðàæåííÿ òà âëàñòèâîñòi ôiíàíñîâîãî ðèíêó ç äèñêðå-

òíèì ÷àñîì òà îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì. Íåõàé {Ω,F ,P} � éìîâið-
íiñíèé ïðîñòið. Ðîçãëÿíåìî â ñõåìi ñåðié ïîñëiäîâíiñòü ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç

äèñêðåòíèì ÷àñîì, ç îäíèì ðèçèêîâèì òà îäíèì áåçðèçèêîâèì àêòèâîì, çà-

äàíó íà öüîìó ïðîñòîði. À ñàìå, íåõàé T > 0 çàäàíî, ïàðàìåòð n ïðèéìà¹

çíà÷åííÿ ç N, ïðè êîæíîìó n > 1 ìà¹ìî ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó ÷àñó [0, T ] âèäó

π(n) = {0 = t0n < t1n < . . . < tnn = T}, i òî÷êè ðîçáèòòÿ áóäåìî ââàæàòè

ìîìåíòàìè òîðãiâ íà ôiíàíñîâîìó ðèíêó. Òåïåð, íåõàé {rkn, 1 6 k 6 n} � ñó-
êóïíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ÿêó áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê ïîñëiäîâíi âiäñîòêîâi

ñòàâêè, òàê ùî öiíà áåçðèçèêîâîãî àêòèâó â ìîìåíò tkn ìà¹ âèãëÿä

Bk
n =

k∏
i=1

(1 + rin). (2.17)

Òåïåð, íåõàé íà {Ω,F ,P} ïðè êîæíîìó n > 1 çàäàíî ñóêóïíiñòü âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí {Rk
n, 1 6 k 6 n}, ùîäî ÿêî¨ çàâæäè áóäåìî ïðèïóñêàòè âèêîíàíîþ
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óìîâó îáìåæåíîñòi: iñíó¹ 0 < c < 1 òàêå, ùî âñi |Rk
n| 6 c, n > 1, 1 6 k 6 n.

Ââåäåìî ïîòiê σ-àëãåáð Fk
n = σ{Ri

n, i = 1, · · · , k}, ïîðîäæåíèé öèìè âèïàä-

êîâèìè âåëè÷èíàìè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî öiíà ðèçèêîâîãî àêòèâó â ìîìåíò

tkn ìà¹ âèãëÿä

Skn = S0
n

k∏
i=1

(
1 +Ri

n

)
. (2.18)

Òîäi äèñêîíòîâàíèé ðèçèêîâèé àêòèâ â ìîìåíò tkn ìà¹ âèãëÿä

Xk
n = S0

n

k∏
i=1

1 +Ri
n

1 + rin
.

Ïîçíà÷èìî {Pn, n > 1} ïîñëiäîâíiñòü îá'¹êòèâíèõ (ôiçè÷íèõ) ìið, ùî âiäïî-
âiäà¹ ðèçèêîâîìó öiíîâîìó ïðîöåñó {Skn, 1 6 k 6 n}. Ç'ÿñó¹ìî óìîâè áåçàðái-
òðàæíîñòi ôiíàíñîâîãî ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì â ñõåìi ñåðié. ßê âiäîìî,

ðèíîê â n-é ñåði¨ áóäå áåçàðáiòðàæíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ õî÷à á

îäíà åêâiâàëåíòíà äî Pn éìîâiðíiñíà ìiðà P∗n, âiäíîñíî ÿêî¨ {Xk
n, 1 6 k 6 n}

áóäå {Fk
n , 1 6 k 6 n}-ìàðòèíãàëîì, àáî ñêîðî÷åíî Fn-ìàðòèíãàëîì. Äàëi, çãi-

äíî, íàïðèêëàä, ç [40], âñi ìîæëèâi ìàðòèíãàëüíi ìiðè P∗n â n�é ñåði¨ ìàþòü

ïîõiäíó Ðàäîíà-Íiêîäèìà âèãëÿäó

dP∗n
dPn

=
n∏
k=1

(
1 + ∆Mk

n

)
, (2.19)

äå
{
Mk

n , 1 6 k 6 n
}
� äåÿêèé Fn-ìàðòèíãàë, ∆Mk

n > −1. Íàâåäåìî îäíó ïðî-

ñòó äîñòàòíþ óìîâó áåçàðáiòðàæíîñòi ôiíàíñîâîãî ðèíêó â n-é ñåði¨.

Ëåìà 2.3. Ôiíàíñîâèé ðèíîê (2.17)�(2.18) áóäå áåçàðáiòðàæíèì â n�é

ñåði¨, ÿêùî iñíó¹ ñóêóïíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié {ϕkn(x), x ∈ Rk, 1 6 k 6 n}
òàêà, ùî |ϕkn(x)| < 1

2, i ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

E[Rk
n|Fk−1

n ] + E[ϕkn(R
1
n, . . . , R

k
n)R

k
n|Fk−1

n ]−

E[ϕkn(R
1
n, . . . , R

k
n)|Fk−1

n ]E[Rk
n|Fk−1

n ] = rkn.
(2.20)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî òðè óìîâè, ÿêi â ñóêóïíîñòi åêâiâàëåíòíi òîìó, ùî

ìiðà P∗n ñïðàâäi ¹ éìîâiðíiñíîþ, P
∗
n ∼ Pn i P

∗
n ¹ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ. Óìîâà
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åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ âèãëÿä

dP∗n
dPn

=
n∏
k=1

(
1 + ∆Mk

n

)
> 0 (2.21)

ì.í., óìîâà ìàðòèíãàëüíîñòi çàïèñó¹òüñÿ ÿê

EP∗n

[
Xk
n|Fk−1

n

]
= Xk−1

n , 1 6 k 6 n,

ì.í., i íàðåøòi óìîâà òîãî, ùî P∗n ¹ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ, ìà¹ âèãëÿä

E

[
dP∗n
dPn

]
= E

[
n∏
k=1

(
1 + ∆Mk

n

)]
= 1. (2.22)

Óìîâó ìàðòèíãàëüíîñòi ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

EPn

[
dP∗n
dPn

Xk
n|Fk−1

n

]
EPn

[
dP∗n
dPn
|Fk−1

n

] = Xk−1
n ,

i ç óðàõóâàííÿì (2.19) âîíà çâîäèòüñÿ äî ñïiââiäíîøåíü

E
[(

1 + ∆Mk
n

) (
1 +Rk

n

)
|Fk−1

n

]
= 1 + rkn,

àáî, ùî òå ñàìå,

E
[
∆Mk

n +
(
1 + ∆Mk

n

)
Rk
n|Fk−1

n

]
= rkn.

Íàðåøòi, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî Mn ¹ ìàðòèíãàëîì, óìîâó ìàðòèíãàëüíîñòi

ìîæíà ñïðîñòèòè äî ðiâíÿíü

E
[(

1 + ∆Mk
n

)
Rk
n|Fk−1

n

]
= rkn, 1 6 k 6 n. (2.23)

Òåïåð, îñêiëüêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà ∆Mk
n ¹ âèìiðíîþ âiäíîñíî σ-àëãåáðè Fk

n ,

òî ∆Mk
n ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ∆Mk

n = ψ(Ri
n, i = 1, · · · , k), äå ψ � äåÿêà âèìiðíà

ôóíêöiÿ. Àëå ç óðàõóâàííÿì ìàðòèíãàëüíî¨ âëàñòèâîñòi áóäåìî øóêàòè ∆Mn
k

ó âèãëÿäi:

∆Mn
k = ϕkn(R

1
n, . . . , R

k
n)− E[ϕkn(R

1
n, . . . , R

k
n)|Fk−1

n ]. (2.24)
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ßêùî ïðè öüîìó ïðèïóñòèòè, ùî |ϕkn(x)| < 1
2 , òî îäíî÷àñíî áóäóòü âèêîíàíi

âëàñòèâîñòi (1+∆Mk
n) > −1, òîáòî áóäå âèêîíàíà óìîâà (2.21), à òîäi i óìîâà

(2.22), î÷åâèäíî, ìà¹ ìiñöå, à ðiâíîñòi (2.23) i (2.20) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Ëåìó

äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Î÷åâèäíî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïåðåâiðêà óìîâè (2.20)

¹ äîñèòü íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ¨¨ ìîæíà ñïðîñòèòè.

Íàïðèêëàä, ñïðîáó¹ìî øóêàòè ∆Mk
n ó âèãëÿäi ∆Mk

n = νkn(R1
n, . . . , R

k−1
n )(Rk

n−
E[Rk

n|Fk−1
n ]), äå νkn = νkn(x) : R→ R�âèìiðíà ôóíêöiÿ, îáìåæåíà ñòàëîþ 1/2c.

Òîäi óìîâè (2.21) i (2.22), î÷åâèäíî, âèêîíóþòüñÿ. Ïîçíà÷èìî óìîâíó âàðiàöiþ

Vark−1(R
k
n) := E[(Rk

n)
2|Fk−1

n ]− (E[(Rk
n)

2|Fk−1
n ])2. Òîäi ðiâíiñòü (2.20) çâîäèòüñÿ

äî íàñòóïíî¨:

E[Rk
n|Fk−1

n ] + νkn(R1
n, . . . , R

k−1
n ) Vark−1(R

k
n) = rkn.

Îòæå, çà âèêîíàííÿ óìîâè ∣∣∣∣rkn − E[Rk
n|Fk−1

n ]

Vark−1(Rk
n)

∣∣∣∣ 6 1

2c

ðèíîê áóäå áåçàðáiòðàæíèì.

2.2.2. Áåçàðáiòðàæíiñòü ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, óòâîðåíîãî

íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. Íåõàé òåïåð â êîæíié ñåði¨

âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi i îáìåæåíi ÿê i

ðàíiøå: |Rk
n| 6 c < 1. Áóäåìî øóêàòè ∆Mk

n ó âèãëÿäi (2.24), ïðè÷îìó òåïåð

E[ϕkn(R
1
n, . . . , R

k
n)|Fk−1

n ] = Ek[ϕ
k
n(x1, . . . , xk−1, R

k
n)]|x1=R1

n,...,xk−1=Rk−1n
, äå ìàòåìà-

òè÷íå ñïîäiâàííÿ Ek áåðåòüñÿ âiäíîñíî îñòàííüî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, à ïî-

òiì ïiäñòàâëÿþòüñÿ ïîïåðåäíi. Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ äëÿ âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè, ùî ¹ êîâàðiàöi¹þ âèäó

Covk(ϕ
k
n, R

k
n) := Ek[ϕ

k
n(x1, . . . , xk−1, R

k
n)R

k
n]|x1=R1

n,...,xk−1=Rk−1n

−Ek[ϕ
k
n(x1, . . . , xk−1, R

k
n)]|x1=R1

n,...,xk−1=Rk−1n
ERk

n.

Òîäi óìîâà (2.20) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨:
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ERk
n + Covk(ϕ

k
n, R

k
n) = rkn. (2.25)

Çíàéòè çàãàëüíèé âèãëÿä ôóíêöié ϕkn, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (2.25),

¹ äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. ßê äîáðå âiäîìî ñèòóàöiÿ ñóòò¹âî ñïðîùó¹òüñÿ,

ÿêùî ðèíîê ¹ áiíîìiàëüíèì. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà Rk
n ïðèéìà¹ ëèøå äâà

çíà÷åííÿ akn i b
k
n, a

k
n < bkn, ç iìîâiðíîñòÿìè p

k
n > 0 i qkn > 0, âiäïîâiäíî. Â öüîìó

âèïàäêó â n-é ñåði¨ ðèíîê áóäå áåçàðáiòðàæíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè akn <

rkn < bkn, i ïðè öüîìó ¹äèíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

(2.19), â ÿêîìó

∆Mk
n =

rkn − µkn
(σkn)2

(Rk
n − µkn), (2.26)

äå µkn = ERk
n, (σkn)2 = VarRk

n, òîáòî ðèíîê ¹ i ïîâíèì. Òåïåð ðîçãëÿíåìî

âèïàäîê, êîëè âèïàäêîâi âåëè÷èíè Rk
n ìàþòü íåïåðåðâíèé ðîçïîäië, çîñå-

ðåäæåíèé íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [akn, b
k
n]. Çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ µkn = ERk

n,

(σkn)2 = VarRk
n.

Ëåìà 2.4. Çà óìîâè, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} íåçàëå-

æíi â ñóêóïíîñòi i ìàþòü íåïåðåðâíèé ðîçïîäië, çîñåðåäæåíèé íà äåÿêîìó

iíòåðâàëi [akn, b
k
n], ôiíàíñîâèé ðèíîê â n-é ñåði¨ áóäå áåçàðáiòðàæíèì, ÿêùî

âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç òðüîõ óìîâ: àáî rkn = µkn, àáî µ
k
n −

(σkn)
2

bkn−µkn
< rkn < µkn, àáî

µkn < rkn < µkn +
(σkn)

2

µkn−akn
, 1 6 k 6 n.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî øóêàòè ∆Mk
n ó âèãëÿäi

∆Mk
n = ϕk−1

n

(
Rk
n − µkn

)
,

äå âèïàäêîâà âåëè÷èíà ϕk−1
n áóäå Fk−1

n -âèìiðíîþ. Îñêiëüêè ϕk−1
n i Rk

n ïðè

öüîìó áóäóòü íåçàëåæíèìè, ñïiââiäíîøåííÿ (2.25) çâåäåòüñÿ äî íàñòóïíîãî:

µkn + ϕk−1
n (σkn)2 = rkn,

çâiäêè äiñòà¹ìî, ùî ϕk−1
n ¹ íåâèïàäêîâîþ i äîðiâíþ¹

ϕk−1
n =

rkn − µkn
(σkn)2

,
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òîáòî ∆Mk
n ìà¹ âèãëÿä (2.26). Áåçàðáiòðàæíiñòü ðèíêó åêâiâàëåíòíà ñïiââiä-

íîøåííþ ∆Mk
n > −1 ì.í., àáî

(rkn − µkn)(Rk
n − µkn) + (σkn)2 > 0 ì.í. (2.27)

Ðîçãëÿíåìî òðè âèïàäêè.

(a) ßêùî rkn = µkn, òî ñïiââiäíîøåííÿ (2.27) âèêîíó¹òüñÿ.

(b) Íåõàé rkn > µkn. Òîäi (2.27) âèêîíàíî ì.í., ÿêùî

(rkn − µkn)(akn − µkn) + (σkn)2 > 0, (2.28)

ïðè ÷îìó akn < µkn, îñêiëüêè ðîçïîäië R
k
n çà ïðèïóùåííÿì íåïåðåðâíèé

i çîñåðåäæåíèé íà [akn, b
k
n]. Òîìó íåðiâíiñòü (2.28) åêâiâàëåíòíà íåðiâ-

íîñòi

rkn < µkn +
(σkn)2

µkn − akn
.

(c) Âèïàäîê rkn < µkn ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ëåìó äîâåäåíî.

Íåïîâíîòó ðèíêó, ïîðîäæåíîãî íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi âèïàäêîâèìè

âåëè÷èíàìè {Rk
n, 1 6 k 6 n} ç íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì äîâåäåìî çà äîäà-

òêîâèõ óìîâ, ùî ñïðîùóþòü ñèòóàöiþ ç òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó. Çàóâàæèìî, ùî

íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ ¹ ïðèðîäíèìè äëÿ ìîäåëi ðèíêó â ñõåìi ñåðié.

Ëåìà 2.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 2.4, à òàêîæ óìîâè: iñíóþòü

ñòàëi 0 < α < β òàêi, ùî α < |akn
√
n| < β, α < |bkn

√
n| < β, α < |µknn| < β

òà α < |rknn| < β. Òîäi ôiíàíñîâèé ðèíîê â n�é ñåði¨ áóäå áåçàðáiòðàæíèì i

íåïîâíèì, ÿêùî n > 64β8

α8 .

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî øóêàòè ∆Mk
n äâîìà ñïîñîáàìè: òàê, ÿê ó ëåìi 2.4, i ó

âèãëÿäi

∆Mk
n,1 = ψk−1

n

(
(Rk

n)
3 − E(Rk

n)
3
)
.

Ïîçíà÷èìî Var2R
k
n := E(Rk

n)
4 − µkn E(Rk

n)
3. Çà ïðèïóùåíü íà ðîçïîäië Rk

n

Var2R
k
n > 0 i ψk−1

n = rkn−µkn
Var2Rkn

. Ïðè öüîìó

Var2R
k
n >

α4

n2
− β

n

β3

n
√
n
>

α4

2n2
, ÿêùî

β4

n2
√
n
<

α4

2n2
, òîáòî äëÿ âñiõ n >

4β8

α8
,
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i ∣∣∆Mk
n,1

∣∣ =
|rkn − µkn|
Var2Rk

n

∣∣(Rk
n)

3 − E(Rk
n)

3
∣∣ 6

6
2β

n

2β3

n
√
n

2n2

α2
<

8β4

α4
√
n
< 1, ÿêùî n >

64β8

α8
.

Îòæå, ïðè n > 64β8

α8 ðèíîê áóäå ÿê áåçàðáiòðàæíèì, òàê i íåïîâíèì, òî-

ìó ùî iñíóþòü ïðèíàéìíi äâi ìàðòèíãàëüíi ìiðè P∗n òà P ∗,1n , ùî çàäàþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿìè

dP∗n
dPn

=
n∏
k=1

(1 + ∆Mk
n) òà

dP∗,1n
dPn

=
n∏
k=1

(1 + ∆Mk
n,1),

âiäïîâiäíî.

Ïåðåôîðìóëþ¹ìî ëåììó 2.4 äëÿ âèïàäêó îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ{
Rk
n, 1 6 k 6 n

}
.

Ëåìà 2.6. Çà óìîâè, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} îäíàêî-

âî ðîçïîäiëåíi ç ERk
n = µn,VarRk

n = σ2
n, íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi i ìàþòü

íåïåðåðâíèé ðîçïîäië, çîñåðåäæåíèé íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [an, bn], ôiíàíñî-

âèé ðèíîê â n-é ñåði¨ áóäå áåçàðáiòðàæíèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç òðüîõ

óìîâ: àáî rn = µn, àáî µn − (σn)
2

bn−µn < rn < µn, àáî µn < rn < µn + (σn)
2

µn−an .

Ëåìà 2.7. ßêùî ðèíîê çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 2.4, òî ïðè âèáîði P∗n

çãiäíî ç (2.26) âèïàäêîâi âåëè÷èíè
{
Rk
n, 1 6 k 6 n

}
áóäóòü íåçàëåæíi â ñó-

êóïíîñòi i âiäíîñíî ìiðè P∗n.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi äëÿ áóäü-ÿêèõ áîðåëåâèõ ìíîæèí A1, · · · , An

P∗n
{
Rk
n ∈ Ak, 1 6 k 6 n

}
= E

[
dP∗n
dPn

n∏
k=1

1{Rkn∈Ak}

]

= E

[
n∏
k=1

((
1 +

rkn − µkn
(σkn)2

(
Rk
n − µkn

))
1{Rkn∈Ak}

)]

=
n∏
k=1

E

[(
1 +

rkn − µkn
(σkn)2

(
Rk
n − µkn

))
1{Rkn∈Ak}

]
.

(2.29)
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Äàëi,

P∗n
{
Rk
n ∈ Ak

}
= E

dP∗n
dPn

1{Rkn∈Ak}

=
n∏

i=1,i 6=k

E

[
1 +

rin − µin
(σin)

2

(
Ri
n − µin

)]
×E

[(
1 +

rkn − µkn
(σkn)2

(
Rk
n − µkn

))
1{Rkn∈Ak}

]
= E

[(
1 +

rkn − µkn
(σkn)2

(
Rk
n − µkn

))
1{Rkn∈Ak}

]
.

(2.30)

Iç (2.29) òà (2.30) âèïëèâà¹, ùî

P∗n
{
Rk
n ∈ Ak, 1 6 k 6 n

}
=

n∏
k=1

P∗n
{
Rk
n ∈ Ak

}
,

òîáòî ñïðàâäi
{
Rk
n, 1 6 k 6 n

}
íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi âiäíîñíî P∗n. Äàëi,

îñêiëüêè âiäíîñíî P∗n ïðîöåñ X
k
n = S0

∏n
k=1

1+Rkn
1+rkn

¹ ìàðòèíãàëîì, òî

EP∗n
Xk
n = S0

n

k∏
i=1

1 +Ri
n

1 + rin
= S0

n,

çâiäêè ç î÷åâèäíiñòþ EP∗n
Rk
n = rkn.

Çàóâàæåííÿ 2.5. Ïîðiâíÿ¹ìî ðîçïîäiëè Rk
n âiäíîñíî P∗n òà Pn. Íåõàé âè-

ïàäêîâi âåëè÷èíè
{
Rk
n, 1 6 k 6 n

}
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.4, îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíi i ìàþòü ùiëüíiñòü {fn(x), x ∈ R}. Íåõàé òàêîæ rkn = rn, 1 6 k 6 n.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ R

P∗n
{
Rk
n 6 x

}
= En

[(
1 +

rn − µn
(σn)2

(
Rk
n − µn

))
1{Rkn6x}

]
= Pn

{
Rk
n 6 x

}
+
rn − µn
σ2
n

En
[
Rk
n1{Rkn6x}

]
− Pn

{
Rk
n 6 x

} rnµn − µ2
n

σ2
n

=
ER2

n − rnµn
σ2
n

Pn
{
Rk
n 6 x

}
+
rn − µn
σ2
n

En
[
Rk
n1{Rkn6x}

]
= C(5)

n

x∫
−∞

f(y)dy + C(6)
n

x∫
−∞

yf(y)dy,

äå C(5)
n =

ER2
n − rnµn
σ2
n

, C(6)
n =

rn − µn
σ2
n

.

Òîáòî âiäíîñíî P∗n Rn ìàþòü ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó f ∗n(x) = C
(5)
n f(x)+C

(6)
n xf(x).
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2.2.3. Ôóíêöiîíàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ðèíêó ç äèñêðåòíèì

÷àñîì. Äîâåäåìî ôóíêöiîíàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôi-

íàíñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì â ñõåìi Áëåêà�Øîóëñà. Ðîçãëÿíåìî âè-

ïàäêîâèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì

Xn(t) = S0
n

[nt]∏
k=1

1 +Rk
n

1 + rkn
, tkn 6 t 6 tk+1

n , 0 6 k 6 n− 1,

äå [a] �öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a,
∏0

k=1 = 1. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6

k 6 n} çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.4. Ç ìåòîþ òåõíi÷íîãî ñïðîùåííÿ, ïðè-

ïóñòèìî, ùî S0
n = 1. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè P ∗n , çàäàíî¨

ñïiââiäíîøåííÿìè (2.19) òà (2.26), âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} íåçà-

ëåæíi â ñóêóïíîñòi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü EP ∗n R
k
n = rkn. Îñêiëüêè ãðàíè÷íó òåî-

ðåìó áóäå ñôîðìóëüîâàíî â òåðìiíàõ öi¹¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, òî ùå ââåäåìî

ïîçíà÷åííÿ (σk,∗n )2 = VarP ∗n R
k
n.

Òåîðåìà 2.3. (i) Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n} çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.4, ïðè÷îìó

lim
n→∞

max
16k6n

rkn = 0, lim
n→∞

[nt]∑
k=1

rkn = rt > 0,

lim
n→∞

[nt]∑
k=1

(σk,∗n )2 = (σ∗)2t > 0, 0 6 t 6 T.

Òîäi âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíèõ ìið P ∗n , çàäàíèõ ñïiââiäíîøåííÿìè (2.21)

òà (2.26) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ:

Xn(t)
d→ exp{σ∗Wt −

1

2
(σ∗)2t}, 0 6 t 6 T.

(ii) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó (i), i êðiì òîãî, iñíó¹ ñòàëà

C > 0 òàêà, ùî

[nt2]∑
k=[nt1]+1

rkn 6 C(t2 − t1),
[nt2]∑

k=[nt1]+1

(σk,∗n )2 6 C(t2 − t1)
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äëÿ âñiõ 0 6 t1 6 t2 6 T. Òîäi âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíèõ ìið P ∗n , çàäà-

íèõ ñïiââiäíîøåííÿìè (2.21) òà (2.26) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

ìið, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêîâèì ïðîöåñàì Xn:

Xn(t)
W→ exp{σ∗Wt −

1

2
(σ∗)2t}, 0 6 t 6 T.

Äîâåäåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi i ç ìåòîþ òåõíi÷íîãî ñïðîùåííÿ

ïðèïóñòèìî, ùî T = 1, a tkn = k
n .

(i) Äîâåäåìî ñëàáêó çáiæíiñòü îäíîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ, à ñëàáêà çáiæíiñòü

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ, â ñèëó íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ç

âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó Êðàìåðà�Óîëäà, äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Äëÿ îäíîâè-

ìiðíèõ ðîçïîäiëiâ ìà¹ ìiñöå öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà. Äiéñíî, ïîäàìî

äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiíàíñîâàíîãî 0 6 t 6 1 âèïàäêîâó âåëè÷èíó logXn(t) ó

âèãëÿäi

logXn(t) =

[nt]∑
k=1

(
log
(
1 +Rk

n

)
− log

(
1 + rkn

) )
. (2.31)

Òåïåð, çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà, äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ c > 0

log(1 +Rk
n) = Rk

n −
1

2
(Rk

n)
2 + α(Rk

n) · (Rk
n)

2, (2.32)

äå |α(Rk
n)| 6 c√

n
, à

log(1 + rkn) = rkn −
1

2
(rkn)

2 + β(rkn)(r
k
n)

2,

äå
∣∣β(rkn)

∣∣ 6 c|rkn|. Ç óðàõóâàííÿì öèõ ðîçêëàäiâ,

logXn(t) +

[nt]∑
k=1

(σk,∗n )2

2
=

=

[nt]∑
k=1

(
Rk
n − rkn +

1

2
(rkn)

2 − 1

2
(Rk

n)
2 +

1

2
(σk,∗n )2

)

+

[nt]∑
k=1

(
α(Rk

n)(R
k
n)

2 + β(rkn)r
k
n

)
.

(2.33)

Òåïåð, ïîçíà÷èìî

ηkn = Rk
n − rkn −

1

2
(Rk

n)
2 +

1

2
(rkn)

2 +
1

2
(σk,∗n )2,
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ηkn = α(Rk
n)(R

k
n)

2 + β(rkn)(r
k
n)

2.

Ïðè öüîìó ∣∣∣∣∣∣
[nt]∑
k=1

(
α(Rk

n)(R
k
n)

2 + β(rkn)(r
k
n)

2
)∣∣∣∣∣∣ 6 [nt] ·

(
c√
n

)3

+c max
16k6n

(rkn)
2

n∑
k=1

rkn → 0, ïðè n→∞

ì.í., òîìó öi âåëè÷èíè íå âïëèâàþòü íà õiä ïîäàëüøîãî äîâåäåííÿ. Äàëi,

EP∗n
ηkn = 0, a VarP∗n η

k
n = (σk,∗n )2 + δkn, äå |δkn| 6

c

n
√
n
.

Òåïåð ç âèêîðèñòàííÿì óìîâè (i), ñëàáêà çáiæíiñòü logXn(t) äî Wt − 1
2σ

2t

âèïëèâà¹ ç öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè ó ôîðìi Ñëóöüêîãî (äèâ. [40]).

(ii) Òåïåð äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìið äîñòàòíüî äîâåñòè ¨õ ñëàáêó

êîìïàêòíiñòü, äëÿ ÷îãî, â ñâîþ ÷åðãó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî iñíó¹ òàêà ñòàëà

C > 0, ùî äëÿ âñiõ n > n0 i 0 6 t1 6 t2 6 1 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

EP∗n
|logXn(t2)− logXn(t1)|2 6 C(t2 − t1).

Ó íàøîìó âèïàäêó, ç óðàõóâàííÿì îöiíîê (2.29), ðîçêëàäiâ (2.31)�(2.33) i âëà-

ñòèâîñòåé çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ ìà¹ìî

EP∗n
|logXn(t2)− logXn(t1)|2 = EP∗n

∣∣∣∣∣∣
[nt2]∑

k=[nt1]+1

ηkn +

[nt2]∑
k=[nt1]+1

ηkn

∣∣∣∣∣∣
2

6 2EP∗n

∣∣∣∣∣∣
[nt2]∑

k=[nt1]+1

ηkn

∣∣∣∣∣∣
2

+ C(t2 − t1)
(

1

n
+ max

16k6n
(rkn)

2

)
.

Òîìó äàëi äîñòàòíüî îöiíèòè an(t1, t2) := EP∗n

∣∣∣∣∣ [nt2]∑
k=[nt1]+1

ηkn

∣∣∣∣∣
2

. Àëå

an(t1, t2) 6 2

[nt2]∑
k=[nt1]+1

EP∗n

(
ηkn
)2

6 2

[nt2]∑
k=[nt1]+1

(
(σk,∗n )2 + δkn

)
6 2C(t2 − t1) +

2C(t2 − t1)√
n

,
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çâiäêè i âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ.

2.2.4. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi â öåíòðàëüíié ãðàíè÷íié òåî-

ðåìi äëÿ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

çà ìåòîäîì ïñåâäîìîìåíòiâ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.3. Òî-

äi, çîêðåìà, â ìîìåíò T ìà¹ ìiñöå öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà, à ñàìå:

Xn(T )
W→ exp{σWT −

1

2
σ2T}.

Ìè âèêîðèñòà¹ìî â ïîäàëüøîìó öåé ðåçóëüòàò äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi çái-

æíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó â äèñêðåòíîìó ÷àñi äî âiäïîâiäíèõ öií

íà ãðàíè÷íîìó ðèíêó ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Äëÿ îòðèìàííÿ øóêàíî¨ îöiíêè

øâèäêîñòi çáiæíîñòi çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàò iç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó, ùî ñòî-

ñó¹òüñÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi â öåíòðàëüíié ãðàíè÷íié òåîðåìi äëÿ îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, îäåðæàíî¨ çà ìåòîäîì ïñåâ-

äîìîìåíòiâ.

Çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê 2.1 äî âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî ìàþòü îáìåæåíó ùiëü-

íiñòü ðîçïîäiëó, çîñåðåäæåíó íà îáìåæåíîìó iíòåðâàëi, i ïîêëàäåìî m = 3.

Îäåðæèìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 2.8. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè {ξn, n > 1} çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

íàñëiäêó 2.1, ïðè÷îìó ¨õíié ðîçïîäië çîñåðåäæåíî íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [a, b].

Íåõàé äëÿ âñiõ n > n0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ν
(1)
n (3) < 1

2e
− 3

2 . Òîäi äëÿ âñiõ

n >
(

16e
3
2√

2πσ2 ) ∨ n0 ìà¹ìî îöiíêó

sup
x∈R
|Φn(x)− Φ(x)| 6 ∆nΦ :=

3

π

e−3/2

n
+

2
√

3e−3/2

√
πn3/2

+ 2A1b
n−2
1 +

2

π

e−
n
2

n
. (2.34)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïðè m = 3

C
(1)
3 =

122Γ(2)

π · 4!
=

6

π
, C

(1)
2 =

12
3
2Γ
(

3
2

)
π · 3!

=
2
√

3√
π
, îòæå C2

3 =
4
√

3√
π
.

Îöiíèìî

ν(1)
n (3) =

∫
|x|>σ

√
n

|x|3 |dH(x)| 6
∫

|x|>σ
√
n

|x|3dF (x) +

∫
|x|>σ

√
n

|x|3dΦ(x).
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ßêùî σ
√
n > |a| ∨ |b|, òî

∫
|x|>σ

√
n

|x|3dF (x) = 0. Òåïåð,

∫
|x|>σ

√
n

|x|3dΦ(x) = 2

∞∫
σ
√
n

x3 e
−x

2

2

√
2π
dx =

4√
2π

∞∫
σ2n

ye−ydy 6
4√
2π
xe−x

ïðè x = σ2n. Îñêiëüêè ex > x2

2 , òî
4√
2π
xe−x 6 8√

2π
1
σ2n < 1

2e
− 3

2 , ÿêùî n >

16e
3
2√

2πσ2 . Òîáòî, äëÿ n >
(

16e
3
2√

2πσ2 ) ∨ n0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii) Òåîðåìè 2.1, îòæå,

ìà¹ ìiñöå îöiíêà (2.1), ÿêà ç óðàõóâàííÿì îäåðæàíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ,

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà (2.34).

Çàóâàæåííÿ 2.6. Çàóâàæèìî, ùî àñèìïòîòè÷íî ïðè n → ∞ â ïðàâié ÷à-

ñòèíi (2.34) ãîëîâíó ðîëü ãðà¹ äîäàíîê 3
π
e−3/2

n = O( 1
n), à iíøi äîäàíêè ìàþòü

ìåíøèé ïîðÿäîê. Òîìó, ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi |Φ(x)− Φ(y)| 6 1√
2π
|x− y|

äëÿ ïîäàëüøèõ çàñòîñóâàíü ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî âè-

ïàäêîâi âåëè÷èíè {ζkn, n > 1, 1 6 k 6 n} çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó óìîâó:

(A) n−1/2Σn
k=1ζ

k
n = n−1/2Σn

k=1ξ
k
n +

Cn
n
,

äå âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξkn ïðè êîæíîìó n çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.8, à

|Cn| 6 C � îáìåæåíà ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü.

Òîäi

sup
x∈R
|P{n−1/2Σn

k=1ζ
k
n 6 x} − Φ(x)| 6 ∆(1)

n Φ :=
3

π

e−3/2

n

+
C√
2πn

+
2
√

3e−3/2

√
πn3/2

+ 2A1b
n−2
1 +

2

π

e−
n
2

n
.

Òåïåð íàâåäåìî óìîâè íà âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk
n, 1 6 k 6 n}, ùî çàáåç-

ïå÷àòü âèêîíàííÿ äëÿ öií àêòèâiâ íà ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì

óìîâè (A). Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òàêèé äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò. ×åðåç C áóäåìî

ïîçíà÷àòè ñòàëó, ùî ìîæå çìiíþâàòèñü âiä ðÿäêà äî ðÿäêà i ÷è¹ çíà÷åííÿ íå

¹ âàæëèâèì.

Ëåìà 2.9. Íåõàé âiäñîòêîâà ñòàâêà â êîæíié ñåði¨ ¹ ðiâíîìiðíîþ: rkn =

r
n. Íåõàé òàêîæ âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk

n, 1 6 k 6 n} çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
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ëåìè 2.6 i äîäàòêîâó óìîâó∣∣∣ r
n
− µn

∣∣∣ 6 Cσ2
n ,
∣∣E(Rk

n)
3
∣∣ 6 C

n2
, òà |E(Rk

n)
4 − µn E(Rk

n)
3| 6 C

n2
.

Òîäi äëÿ ìîìåíòó òðåòüîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, çàäàíî¨

ñïiââiäíîøåííÿìè (2.21) òà (2.26), ìà¹ ìiñöå îöiíêà∣∣EP∗n
(Rk

n)
3
∣∣ 6 C

n2
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè |µn| 6 C√
n
, òî ìàþòü ìiñöå òàêi ñïiââiäíîøåííÿ òà

îöiíêè ∣∣EP∗n
(Rk

n)
3
∣∣ =

∣∣E (1 + ∆Mk
n

)
(Rk

n)
3
∣∣

=

∣∣∣∣E(Rk
n)

3 +
r
n − µn
σ2
n

E
[
(Rk

n)
4 − ERk

n E(Rk
n)

3
]∣∣∣∣

6
∣∣E(Rk

n)
3
∣∣+ C|E(Rk

n)
4 − µn E(Rk

n)
3| 6 C

n2
+
C

n2
6
C

n2
.

Â óìîâàõ ëåìè 2.9 ïîçíà÷èìî (σ∗n)
2 = VarP∗n(R

k
n).

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ξkn =
√
n

(
Rk
n −

1

2
(Rk

n)
2 +

1

3
(Rk

n)
3 − 1

3
EP∗n

(Rk
n)

3 − r

n
+

1

2

r2

n2
+

(σ∗n)
2

2

)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.8 i âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 2.9, ïðè÷îìó

|n(σ∗n)
2 − (σ∗)2| 6 C

n . Òîäi

sup
x∈R

∣∣∣∣P{logXn(T ) +
1

2
n(σ∗n)

2 6 x

}
− Φ

(
x

σ∗
√
T

)∣∣∣∣ 6 C

n
.

Äîâåäåííÿ. ßê i â äîâåäåííi òåîðåìè 2.3, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi i ç

ìåòîþ òåõíi÷íîãî ñïðîùåííÿ ïðèïóñòèìî, ùî T = 1, a tkn = k
n . Ïîçíà÷èìî

ζkn√
n

= Rk
n−

1

2
(Rk

n)
2 +

1

3
(Rk

n)
3 +α

(
C√
n

)
(Rk

n)
3− r

n
+

r2

2n2
+ β

(
C

n

)
r2

n2
+

(σ∗n)
2

2
.

Ó âèïàäêó ðiâíîìiðíî¨ âiäñîòêîâî¨ ñòàâêè äèñêîíòîâàíèé öiíîâèé ïðîöåñ

íàáóâà¹ ñïðîùåíîãî âèãëÿäó

Xn(1) =
n∏
k=1

1 +Rk
n

1 + rkn
=

n∏
k=1

1 +Rk
n

1 + r
n

=
(

1 +
r

n

)−n n∏
k=1

(1 +Rk
n).
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Ç óðàõóâàííÿì ââåäåíîãî ïîçíà÷åííÿ ðîçêëàä Òåéëîðà äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè logXn(1) + n(σ∗n)2

2 íàáóâà¹ âèãëÿäó

logXn(1) +
n(σ∗n)

2

2
=

n∑
k=1

ζkn√
n
,

ïðè÷îìó
n∑
k=1

∣∣∣α( C√
n

)∣∣∣ |Rk
n|3 6 C

n i
n∑
k=1

∣∣β (Cn )∣∣ r2n2 6 C
n2 . ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìî-

âè ëåìè 2.9, òî ðîçêëàä Òåéëîðà ïðèéìà¹ âèãëÿä

logXn(1) +
n(σ∗n)

2

2
=

n∑
k=1

ξkn√
n

+ Sn,

äå Sn 6 C
n . Ïðè öüîìó EP∗n

ξkn = 0, i EP∗n
(ξkn)2 = n(VarP∗n R

k
n+ Cn

n2 ) = (σ∗)2

2 + Cn
n , äå

|Cn| 6 C. Îòæå, ζkn çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (A), çâiäêè âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ.

2.2.5. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðî-

äàæó. Ðîçãëÿíåìî ¹âðîïåéñüêi îïöiîíè êóïiâëi òà ïðîäàæó C = (ST −K)+

òà P = (K − ST )+. Íåõàé âîíè ðîçãëÿäàþòüñÿ íà ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ ç äèñ-

êðåòíèì ÷àñîì, çàäàíèõ ôîðìóëàìè (2.17) i (2.18), ïðè÷îìó â êîæíié ñåði¨

rkn = r
n , äå r > 0 � äåÿêå ÷èñëî, âèïàäêîâi âåëè÷èíè {Rk

n, 1 6 k 6 n} íåçà-
ëåæíi, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.6, òîáòî ðèíîê ¹

áåçàðáiòðàæíèì. Çàôiêñó¹ìî ìàðòèíãàëüíó ìiðó P∗n, çàäàíó ñïiââiäíîøåííÿ-

ìè (2.19) òà (2.26), âiäíîñíî ÿêî¨, ÿê áóëî äîâåäåíî â ëåìi 2.7, çáåðiãà¹òüñÿ

íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {Rk
n, 1 6 k 6 n} i EP∗n

Rk
n = r

n . Ïîçíà÷èìî

Qk
n =

1 +Rk
n

1 + rT
n

, Y k
n =
√
n

(
logQk

n +
(σ∗n)

2T

2

)
, (2.35)

òà Φ̃n ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ñóìè n−1/2
∑n

k=1 Y
k
n . Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ î÷åâè-

äíèì íàñëiäêîì òåîðåìè 2.4.

Ëåìà 2.10. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí {Rk
n, 1 6 k 6 n} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.4. Òîäi

sup
x∈R

∣∣∣∣Φ̃n(x)− Φ

(
x

σ∗
√
T

)∣∣∣∣ 6 C

n
. (2.36)
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Ðîçãëÿíåìî îïöiîíè êóïiâëi C = (S −K)+ òà ïðîäàæó P = (K − S)+ íà

àêòèâ S i çi ñòðàéêîâîþ öiíîþ K. Ðîçãëÿíåìî äîãðàíè÷íi ðèíêè â óìîâàõ

ëåìè 2.6 i ãðàíè÷íèé ðèíîê Áëåêà�Øîóëñà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

π(Cn) = EP ∗n

(
Xn(T )−K

(
1 +

rT

n

)−n)+

äèñêîíòîâàíó ñïðàâåäëèâó öiíó îïöiîíà êóïiâëi â äîãðàíè÷íié ìîäåëi âiäíî-

ñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè çàäàíî¨ ðiâíîñòÿìè (2.19) òà (2.26), i ÷åðåç π(C) öiíó

Áëåêà-Øîóëñà íà îïöiîí êóïiâëi â ìîìåíò T , çi ñòðàéêîâîþ öiíîþ K, âiäñî-

òêîâîþ ñòàâêîþ r i äèñïåðñi¹þ (σ∗)2, à òàêîæ âiäïîâiäíi öiíè π(Pn) òà π(P)

îïöiîíiâ ïðîäàæó.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {Rk
n, 1 6 k 6 n} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.4. Òîäi

|π(Cn)− π(C)|+ |π(Pn)− π(P)| 6 C

n
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ÿê çàâæäè â äîâåäåííÿõ, T = 1. Ðîçãëÿíåìî îïöiîí

ïðîäàæó, à iç ñïiââiäíîøåíü ïàðèòåòó äëÿ äîãðàíè÷íèõ i ãðàíè÷íèõ îïöiîíiâ

π(Cn) = π(Pn) + S0
n −K

(
1 +

rT

n

)−n
òà π(C) = π(P) + S0 −Ke−rT

âèïëèâà¹, ùî äëÿ îïöiîíó êóïiâëi îöiíêà ìiñòèòèìå àíàëîãi÷íó øâèäêiñòü

çáiæíîñòi. Çàïèøåìî íàñòóïíi ðiâíîñòi, ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü (2.35), òå-

îðåìè 2.4, ðåçóëüòàòó iíòåãðóâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ, ôîðìóëè Áëåêà-Øîóëñà,

çàïèñàíî¨ äëÿ ìîìåíòó ÷àñó, ùî äîðiâíþ¹ 1, à òàêîæ î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi∣∣∣e−r − (1 + r
n

)−n∣∣∣ 6 C
n :∣∣∣π(Pn)− π(P)
∣∣∣ =

∣∣∣EP ∗n [(Xn(1)−K
(

1 +
r

n

)−n)+
]
− π(P}

∣∣∣
=
∣∣∣EP ∗n

[(
K
(

1 +
r

n

)−n
−
∏

16k6n

Qk
n

)]
− π(P)

∣∣∣
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=
∣∣∣
K

(
1+ r

n

)−n∫
0

P∗n

{ ∏
16k6n

Qk
n 6 y

}
dy −

Ke−r∫
0

Φ
( log y + 1

2(σ∗)2

σ∗

)
dy
∣∣∣

6

Ke−r∫
0

∣∣∣P∗n { ∑
16k6n

(
logQk

n +
(σ∗n)

2

2

)
6 log y +

1

2
n(σ∗n)

2
}

−Φ
( log y + 1

2(σ∗)2

σ∗

)∣∣∣dy +
C

n
6
C

n
,

çâiäêè i âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.7. Î÷åâèäíî, ùî êëþ÷îâèì ìîìåíòîì â äîâåäåííi òåîðåìè

2.5 ¹ îöiíêà (2.36). Òîìó òåîðåìà 2.5 ¹ âiðíîþ çà âèêîíàííÿ öi¹¨ íåðiâíîñòi,

íåçàëåæíî âiä òîãî ÷è âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ¨¨ ïåðåâiðêè ìåòîä ïñåâäîìîìåí-

òiâ ÿêèé ìîæå äàòè òàêó øâèäêiñòü çáiæíîñòi ÷è iíøèé. Àëå íàâiòü çà óìîâè

ïiäâèùåííÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi â îöiíöi (2.36) äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5 ñïèðà-

¹òüñÿ íà äîäàòêîâi îöiíêè, ÿêi ìàþòü î÷åâèäíó øâèäêiñòü ïîðÿäêó 1/n, òîìó

äîñÿãòè ïiäâèùåííÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ â äàíié ìîäåëi çäà¹òüñÿ

íåìîæëèâèì.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ìè âñòàíîâèëè øâèäêiñòü çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì íåçàëåæíèõ îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîäiëó â òåðìi-

íàõ çðiçàíèõ ïñåâäîìîìåíòiâ. Ðåàëiçâóâàëè iäåþ Þ. Ñòóäí¹âà äëÿ îòðèìàííÿ

îöiíêè øâèäêîäêîñòi çáiæíîñòi ïîðÿäêó âèùå, íiæ n−
1
2 . Çíàéøëè âèãëÿä ôóí-

êöié ðîçïîäiëó, äî ÿêèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè îòðèìàíèé ðåçóëüòàò. Ðîçãëÿíóëè

ïîñëiäîâíiñòü ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì â ñõåìi ñåðié òà äîñëiäè-

ëè øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó ïðè ñëàáêié çáiæíîñòi

öií ðèçèêîâèõ àêòèâiâ â ìîäåëi ç äèñêðåòíèì ÷àñîì äî ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà.

Âñòàíîâèëè ïîðÿäîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi O(n−1), äå n � êiëüêiñòü ïåðiîäiâ

äëÿ ïðîâåäåííÿ òîðãiâ íà ôiêñîâàíîìó iíòåðâàëi ÷àñó â äîãðàíè÷íié ìîäåëi.

Äëÿ îòðèìàííÿ òàêî¨ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi çàñòîñîâóâàëè îòðèìàíèé
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ðåçóëüòàò, ùîäî øâèäêîñòi çáiæíîñòi â öåíòðàëüíié ãðàíè÷íié òåîðåìi äëÿ

îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, îäåðæàíî¨ çà ìåòîäîì ïñåâäîìî-

ìåíòiâ.
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ÐÎÇÄIË 3

ØÂÈÄÊIÑÒÜ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÖIÍ ÎÏÖIÎÍIÂ ÏÐÈ

ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖI� ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÓ

ÎÐÍØÒÅÉÍÀ-ÓËÅÍÁÅÊÀ ÁÅÐÍÓËËI�ÂÑÜÊÈÌÈ

ÑÒÐÈÁÊÀÌÈ ÖIÍ ÀÊÖIÉ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíèé ïiäõiä äî îöiíêè øâèäêîñòi çái-

æíîñòi öií îïöiîíiâ. Íàâîäèòüñÿ ãðàíè÷íà ìîäåëü öií àêòèâiâ, çìîäåëüîâàíèõ

ãåîìåòðè÷íèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà òà îïèñ i âëàñòèâîñòi äîãðàíè-

÷íîãî äèñêðåòíîãî öiíîâîãî ïðîöåñó. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèñêðåòíà àïðîêñèìàöié-

íà ñõåìà äëÿ ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨

Åéëåðà, àëå ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíþþòüñÿ íà áåðíóëëi¹âñüêi

íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Ñôîðìóëüîâàíî óìîâè,

çà âèêîíàííÿ ÿêèõ øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ i ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiî-

íiâ îáìåæåíà çâåðõó âåëè÷èíîþ C√
n
. Ïðîàíàëiçîâàíî ïåðåõiä âiä îá'¹êòèâíî¨

ìiðè äî ìàðòèíãàëüíî¨ i çìiíè, ùî âiäáóâàþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì öií íà ðèíêó

ïðè òàêîìó ïåðåõîäi ó âêàçàíié ìîäåëi.

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó íàäðóêîâàíi â ñòàòòi [8] òà àïðîáîâàíi íà êîí-

ôåðåíöi¨ [12].

3.1. Îïèñ i âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íîãî íåïåðåðâíîãî öiíîâîãî

ïðîöåñó

Íåõàé T > 0, T = [0, T ] i ΩF = (Ω,F , (Ft, t ∈ T),P) � ïîâíèé ñòàíäàð-

òíèé ñòîõàñòè÷íèé áàçèñ. Íåõàé W = {Wt,Ft, t ∈ T} � àäàïòîâàíèé âiíå-

ðiâñüêèé ïðîöåñ. Ðîçãëÿíåìî àäàïòîâàíèé ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà X =

{Xt,Ft, t ∈ T} çi ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè íà öüîìó ñòîõàñòè÷íîìó áàçèñi. Òàêèé
ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíîãî ñòîõàñòè÷íîãî
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äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dXt = (µ−Xt)dt+ σdWt, X0 = x0 ∈ R, t ∈ T, (3.1)

äå µ ∈ R i σ > 0. ßâíà ôîðìóëà äëÿ X ìà¹ âèãëÿä

Xt = x0e
−t + µ(1− e−t) + σe−t

t∫
0

esdWs.

Íàðåøòi, ïðèïóñòèìî, ùî öiíà àêòèâó St çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

St = exp

{
Xt −

σ2

2
t

}
, t ∈ T, (3.2)

äå íåâèïàäêîâà âåëè÷èíà−σ2

2 t äîäà¹òüñÿ ç îãëÿäó íà òåõíi÷íó ïðîñòîòó. Â [70]

áóëî äîâåäåíî, ùî ðèíîê ç îáëiãàöi¹þ Bt = ert i àêöi¹þ St ¹ áåçàðáiòðàæíèì

i ïîâíèì. Áiëüøå òîãî, ¹äèíà éìîâiðíiñíà ìiðà P∗ ∼ P òàêà, ùî âiäíîñíî P∗

Zt := St
Bt

¹ Ft-ìàðòèíãàëîì, ìà¹ ïîõiäíó Ðàäîíà-Íiêîäèìà ó âèãëÿäi dP∗

dP

∣∣∣
T
, äå

dP∗

dP

∣∣∣∣
t

= exp

−
t∫

0

µ− r −Xs

σ
dWs −

1

2

t∫
0

(µ− r −Xs)
2

σ2
ds

 ,

i âiäíîñíî P∗ ïðîöåñ Zt ìà¹ âèãëÿä Zt = exp
{
x0 + σW̃t − σ2

2 t
}
ç äåÿêèì âiíå-

ðiâñüêèì ïðîöåñîì W̃ .

3.2. Îïèñ i âëàñòèâîñòi äîãðàíè÷íîãî äèñêðåòíîãî öiíîâîãî

ïðîöåñó

Ïîáóäó¹ìî äèñêðåòíó ñõåìó, ÿêà ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî ãåîìåòðè÷íîãî ïðî-

öåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (3.2). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó äèñêðåòíó

àïðîêñèìàöiéíó ñõåìó äëÿ ñàìîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, ÿêà áàçó¹-

òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨ Åéëåðà ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ (3.1), àëå ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíèìî íà áåðíóëëi¹âñüêi

íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. À ñàìå, ïðèïóñòèìî, ùî

ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ (Ωn,Fn,Pn), n > 1 i íåõàé
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q

(n)
k , n > 1, 0 6 k 6 n

}
� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî q(n)
k = ±

√
T
n ç éìîâiðíiñòþ 1

2 .

Íåõàé n > T . Ââåäåìî ðåêóðåíòíó ñõåìó:

x
(n)
0 ∈ R, R(n)

k := x
(n)
k − x

(n)
k−1 =

(µ− x(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k , 1 6 k 6 n. (3.3)

Íåõàé Fn
0 = {∅,Ω} i Fn

k = σ
{
R

(n)
i , 1 6 i 6 k

}
. Ïîçíà÷èìî

Xn
t = x

(n)
0 1{t<T

n} +

x(n)
0 +

∑
16k6[ tnT ]

R
(n)
k

1{t>T
n} = x

(n)

[ tnT ]
.

Äàëi âñþäè
∑

16k6[ tnT ]
= 0 òà

∏
16k6[ tnT ]

= 1 ïðè t < T
n . Ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíó ìóëü-

òèïëiêàòèâíó ñõåìó äëÿ äîãðàíè÷íîãî öiíîâîãî ïðîöåñó íàñòóïíèì ÷èíîì

Snt = exp
{
x

(n)
0

} ∏
16k6[ tnT ]

(
1 +R

(n)
k

)
, t ∈ T. (3.4)

Â ñòàòòi [68] äîâåäåíî òàêi ðåçóëüòàòè äëÿ ñõåìè (3.3) � (3.4).

Ëåìà 3.1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü x
(n)
0 îáìåæåíà. Òîäi:

(i) Iñíó¹ òàêå ÷èñëî n0 ∈ N i ñòàëà C > 0 íå çàëåæíà âiä n òàêà, ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî n > n0 i äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 6 k 6 n ìà¹ ìiñöå îöiíêà

|R(n)
k | 6

C√
n
< 1.

(ii) Iñíó¹ ñòàëà C > 0, íå çàëåæíà âiä n i òàêà, ùî E(x
(n)
k )4 6 C äëÿ

n > T i 1 6 k 6 n.

ßê áóëî ïîêàçàíî â [70], ó âèïàäêó, êîëè q(n)
k ìà¹ ðîçïîäië Áåðíóëëi, ðèíîê

ç îáëiãàöi¹þ Bn
t =

∏
16k6[ntT ]

(
1 + r

(n)
k

)
, i àêöi¹þ Snt ç (3.4) ¹ áåçàðáiòðàæíèì i

ïîâíèì çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ r(n)
k = o( 1√

n
) i |x(n)

0 | 6 C. Êðiì òîãî, áóëî

âñòàíîâëåíî, ùî iñíó¹ ¹äèíà åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà Pn,∗ ∼ Pn, ÿêà

ìà¹ ïîõiäíó Ðàäîíà-Íiêîäèìà

dPn,∗

dPn
=

n∏
k=1

(1 + ρ
(n)
k−1q

(n)
k ), (3.5)
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äå âèïàäêîâi âåëè÷èíè ρ(n)
k−1 ìàþòü âèãëÿä

ρ
(n)
k−1 =

nr
(n)
k −

(
µ− x(n)

k−1

)
T

σT
, (3.6)

ïðè÷îìó

x
(n)
k − µ = (x

(n)
0 − µ)

(
1− T

n

)k
+ σ

k∑
i=1

q
(n)
i

(
1− T

n

)k−i
. (3.7)

Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò ÿê òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé
{
q

(n)
k , n > 1, 0 6 k 6 n

}
� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ

îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî q
(n)
k = ±

√
T
n ç éìî-

âiðíiñòþ 1
2 i r

(n)
k = o( 1√

n
), |x(n)

0 | 6 C. Òîäi ðèíîê (Bn
t , S

n
t ) àñèìïòîòè÷íî

áåçàðáiòðàæíèé, ùî îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêå n0 ∈ N, ùî (Bn
t , S

n
t ) ¹ áåçàðái-

òðàæíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî n > n0. Äëÿ òàêèõ n > n0 ðèíîê (Bn
t , S

n
t ) ¹ ïîâíèì

i ¹äèíà åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà Pn,∗ ìà¹ ïîõiäíó Ðàäîíà-Íiêîäèìà

ó âèãëÿäi (3.5)�(3.6).

Òåïåð âñòàíîâèìî, ùî
∑

16k6n
(R

(n)
k )2 → σ2T â L2(P), ðàçîì çi øâèäêiñòþ

çáiæíîñòi.

Ëåìà 3.2. Äëÿ n > T

E

[( ∑
16k6n

(R
(n)
k )2 − σ2T

)2
]
6
C

n2
.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç íàñòóïíîãî î÷åâèäíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ç óðàõóâàí-
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íÿì ðiâíîñòi
(
q

(n)
k

)2

= T
n :

Σn := E

[( ∑
16k6n

(R
(n)
k )2 − σ2T

)2
]

= E

[( ∑
16k6n

((µ− x(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k

)2

− σ2T
)2
]

= E

[( ∑
16k6n

((µ− x(n)
k−1)T

n

)2

+ 2σ
∑

16k6n

(µ− x(n)
k−1)T

n
q

(n)
k

+σ2
∑

16k6n

(q
(n)
k )2 − σ2T

)2
]

= E

[( ∑
16k6n

((µ− x(n)
k−1)T

n

)2

+ 2σ
∑

16k6n

(µ− x(n)
k−1)T

n
q

(n)
k

)2
]

6 3E

[( ∑
16k6n

((µ− x(n)
k−1)T

n

)2)2
]

+ 12σ2 E

[( ∑
16k6n

(µ− x(n)
k−1)T

n
q

(n)
k

)2
]
,

Áåðó÷è äî óâàãè ëåìó 3.1 i åëåìåíòàðíó íåðiâíiñòü( ∑
16k6n

ak

)2

6 n
∑

16k6n
a2
k, îòðèìà¹ìî

E

[( ∑
16k6n

((µ− x(n)
k−1)T

n

)2)2
]
6 n

∑
16k6n

E

[((µ− x(n)
k−1)T

n

)4
]
6 Cn2n−4 6

C

n2
.

Äàëi, íàãàäà¹ìî, ùî q
(n)
k íåçàëåæíi. Âiäçíà÷èìî, ùî î÷åâèäíèì íàñëiäêîì

ëåìè 3.1 ¹ íåðiâíiñòü E(µ− x(n)
k−1)

2 6 C, i îòðèìà¹ìî

E

[( ∑
16k6n

(µ− x(n)
k−1)T

n
q

(n)
k

)2
]

=
∑

16k6n

E

[((µ− x(n)
k−1)T

n
q

(n)
k

)2
]

=

=
∑

16k6n

E

[((µ− x(n)
k−1)T

n

)2
]
E

[(
q

(n)
k

)2
]
6 Cnn−3 6 Cn−2.

Ëåìó äîâåäåíî.
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3.3. Îñíîâíà òåîðåìà ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ öií

îïöiîíiâ â ñõåìi Áåðíóëëi

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cn i C ñòàíäàðòíèé îïöiîí êóïiâëi, Pn i P � ñòàíäàðòíèé

îïöiîí ïðîäàæó ç öiíîþ ïîãàøåííÿ K > 0 i äàòîþ ïîãàøåííÿ T , íà äîãðà-

íè÷íèõ i ãðàíè÷íèõ àêòèâàõ, âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíi äèñêîíòîâàíi

îá'¹êòèâíi öiíè ÷åðåç π(Cn), π(C), π(Pn) i π(P), i ñïðàâåäëèâi öiíè � π∗(Cn),

π∗(C), π∗(Pn) i π∗(P). Äëÿ òåõíi÷íî¨ ïðîñòîòè, ïðèïóñòèìî, ùî öiíà îáëiãàöi¨

äëÿ äîãðàíè÷íî¨ ìîäåëi äîðiâíþ¹ B(n)
t = (1 + rT

n )[ tnT ] i ãðàíè÷íà öiíà îáëiãàöi¨

äîðiâíþ¹ Bt = ert. Ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

π(Cn) = E

[( ∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

)
−K

)+(
1 +

rT

n

)−n]
, n > 1,

π(C) = E

[(
exp

{
XT −

1

2
σ2T

}
−K

)+

e−rT
]
,

π(Pn) = E

[(
K −

∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

))+(
1 +

rT

n

)−n]
, n > 1,

π(P) = E

[(
K − exp

{
XT −

1

2
σ2T

})+

e−rT
]
.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) |x(n)
0 − x0| 6 C0

n1/2
ç äåÿêîþ ñòàëîþ C0 > 0;

(ii) Íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè q
(n)
k ïðèéìàþòü

çíà÷åííÿ ±
√

T
n ç iìîâiðíiñòþ 1

2.

Òîäi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0 ∈ N, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

|π(D)− π(Dn)| 6
C1

n1/2
(3.8)

äëÿ äåÿêîãî C1 > 0 i D = C,P.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òiëüêè îïöiîíè ïðîäàæó, îñêiëüêè ¨õíÿ ôóíêöiÿ

âèïëàò ¹ îáìåæåíîþ, à òîäi äîâåäåííÿ äëÿ îïöiîíiâ êóïiâëi âèïëèâàòèìå çi

ñïiââiäíîøåííÿ ïóò-êîëë ïàðèòåòó. Ç ìåòîþ òåõíi÷íîãî ñïðîùåííÿ ïðèïóñòè-
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ìî, ùî x(n)
0 = x0 = 1. Òîäi íàì ïîòðiáíî îöiíèòè çâåðõó òàêó ðiçíèöþ öií:

|π(P)− π(Pn)| =

∣∣∣∣∣E
[(
K −

∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

))+(
1 +

rT

n

)−n]
−

− E

[(
K − exp

{
XT −

1

2
σ2T

})+

e−rT
]∣∣∣∣

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó A.2 iç [68], ïiñëÿ äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ îá÷èñëåíü îòðèìà-

¹ìî

|π(P)− π(Pn)| 6(
1 +

rT

n

)−n ∣∣∣∣∣E
[(
K −

∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

))+
]

−E

[(
K − exp

{
XT −

1

2
σ2T

})+
]∣∣∣∣

+E

[(
K − exp

{
XT −

1

2
σ2T

})+
] ∣∣∣∣(1 +

rT

n

)−n
− e−rT

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣E
[(
K −

∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

))+
]
− E

[(
K − exp

{
XT −

1

2
σ2T

})+
]∣∣∣∣∣

+
K(rT )2

2n
.

(3.9)

Iíòåãðóþ÷è ïî ÷àñòèíàõ, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíòåãðîâ-

íî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

E(K − ξ)+ =

K∫
−∞

P(ξ 6 x)dx.

Òîìó ∣∣∣∣∣E
[(
K −

∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

))+
]
− E

[(
K − exp

{
XT −

1

2
σ2T

})+
]∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
K∫

0

(
P
(

exp
{
XT −

1

2
σ2T

}
6 z
)
− P

( ∏
16k6n

(
1 +R

(n)
k

)
6 z
))
dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
K∫

0

(
P
(
XT −

1

2
σ2T 6 log z

)
− P

(
log
( ∏

16k6n

(
1 +R

(n)
k

))
6 log z

))
dz

∣∣∣∣∣∣
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6

∣∣∣∣∣∣
K∫

0

(
P
(
XT −

1

2
σ2T 6 log z

)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 log z

))
dz

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
K∫

0

(
P
( ∑

16k6n

log
(

1 +R
(n)
k

)
6 log z

)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k

− 1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 log z

))
dz

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
logK∫
−∞

ey
(
P
(
XT −

1

2
σ2T 6 y

)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y

))
dy

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
logK∫
−∞

ey
(
P
( ∑

16k6n

log
(

1 +R
(n)
k

)
6 y
)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k

− 1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y

))
dy

∣∣∣∣∣ =: In1 + In2 .

(3.10)

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè In1 çâåðõó, ïåðåïèøåìî îáèäâi éìîâiðíîñòi ç ïîïåðå-

äíüî¨ íåðiâíîñòi. Ïîçíà÷èìî

D(y) =

√
2(y − µ(1− e−T )− x0e

−T + σ2T
2 )

σ
√

1− e−2T
.

Òîäi, î÷åâèäíî,

P
(
XT −

1

2
σ2T 6 y

)
= Φ (D(y)) .

Êðiì òîãî, áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü |Φ(x) − Φ(y)| 6 |x−y|√
2π
, îòðèìà¹ìî íà-
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ñòóïíó îöiíêó:∣∣∣P( ∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y

)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

σ2T

2
6 y
)∣∣∣

6 P
(∣∣∣ ∑

16k6n

(R
(n)
k )2 − σ2T

∣∣∣ > 2

n1/2

)
+
∣∣∣P( ∑

16k6n

R
(n)
k −

σ2T

2
6 y
)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

σ2T

2
6 y ± 1

n1/2

)∣∣∣
6 P

(∣∣∣ ∑
16k6n

(R
(n)
k )2 − σ2T

∣∣∣ > 2

n1/2

)
+
∣∣∣P( ∑

16k6n

R
(n)
k −

σ2T

2
6 y
)
− Φ(D(y))

∣∣∣
+
∣∣∣P( ∑

16k6n

R
(n)
k −

σ2T

2
6 y ± 1

n1/2

)
− Φ

(
D

(
y ± 1

n1/2

)) ∣∣∣+
C

n1/2

=: Jn1 + Jn2 + Jn3 +
C

n1/2
.

(3.11)

Ç (3.11) âèïëèâà¹, ùî∣∣∣P(XT −
1

2
σ2T 6 y

)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y

)∣∣∣
6
∣∣∣Φ(D(y))− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2
σ2T 6 y

)∣∣∣+ Jn1 + Jn2 + Jn3 +
C

n1/2

6 Jn1 + 2Jn2 + Jn3 +
C

n1/2
.

Òåïåð ç ëåìè 3.2 ìà¹ìî, ùî

Jn1 6 CnE
( ∑

16k6n

(R
(n)
k )2 − σ2T

)2

6
C

n
.

Îñêiëüêè äëÿ îöiíêè âåëè÷èí Jni , i = 2, 3 âèêîðèñòîâóþòüñÿ îäíi é òi ñàìi

àðãóìåíòè, òî áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå Jn2 . Ïîçíà÷èìîXk =
√
nq

(n)
k

(
1−T

n

)n−k
i Bn =

∑
16k6n EX

2
k =

n

(
1−
(

1−Tn

)2n)
2−Tn

. Ç (3.3) âèïëèâà¹, ùî

x
(n)
k = x

(n)
0

(
1− T

n

)k
+ µ

(
1−

(
1− T

n

)k)
+ σ

k∑
i=1

q
(n)
i

(
1− T

n

)k−i
,

Òîäi áåçïîñåðåäíüî ïðè k = n îòðèìó¹ìî, ùî

Jn2 =
∣∣∣P(B−1/2

n

∑
16k6n

Xk 6 Dn(y)
)
− Φ(D(y))

∣∣∣,



89

äå

Dn(y) =

√
2− T

n

(
y − (µ− x0)

(
1−

(
1− T

n

)n)
+ σ2T

2

)
σ

√
1−

(
1− T

n

)2n
.

Àíàëîãi÷íî äî ëåìè A.2 ç [68] ëåãêî áà÷èòè, ùî |D(y)−Dn(y)| 6 C+|y|√
n
. Áiëüøå

òîãî, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áåðði-Åññå¹íà, îäåðæèìî

Jn2 6
∣∣∣P(B−1/2

n

∑
16k6n

Xk 6 Dn(y)
)
− Φ(Dn(y))

∣∣∣+
C + |y|√

n
6
C + |y|√

n
.

Òîäi äëÿ In1 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

In1 6

logK∫
−∞

ey
(
C

n
+
C + |y|√

n

)
dy 6

C√
n
. (3.12)

Ùîá îáìåæèòè In2 çâåðõó, âiäçíà÷èìî, ùî∑
16k6n

log
(

1 +R
(n)
k ) =

∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 +

1

3
αn

∑
16k6n

(R
(n)
k )3.

Ç ëåìè 3.1 îòðèìó¹ìî, ùî
∑

16k6n |R
(n)
k |3 6 C3

√
n
i ðîçêëàä Òåéëîðà äà¹ îöiíêó

äëÿ αn:

|αn| 6
1

(1−max16k6n |R(n)
k |)3

6
1

(1− C√
n
)3

6 8

äëÿ òàêèõ n, ùî C√
n
6 1/2. Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.11), îòðèìà¹ìî∣∣∣P( ∑

16k6n

log
(

1 +R
(n)
k

)
6 y
)
− P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y

)∣∣∣
6
∣∣∣P( ∑

16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y

)
−P

( ∑
16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y ± C√

n

)∣∣∣
6
∣∣∣P( ∑

16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y

)
− Φ(D(y))

∣∣∣
+
∣∣∣P( ∑

16k6n

R
(n)
k −

1

2

∑
16k6n

(R
(n)
k )2 6 y ± C√

n

)
− Φ

(
D(y ± C√

n
)
)∣∣∣

+
∣∣∣Φ(D(y))− Φ

(
D(y ± C√

n
)
)∣∣∣ 6 C + |y|√

n
.
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Àíàëîãi÷íî äî (3.12), ìîæåìî âèâåñòè, In2 6 C√
n
. Îñòàòî÷íî, ç (3.9), (3.10),

(3.12) i îöiíîê íàïèñàíèõ âèùå, îòðèìó¹ìî (3.8), ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Â ñòàòòi [68] áóëî ðîçãëÿíóòî ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
{
q

(n)
k , n > 1, 0 6 k 6 n

}
, ÿêi áóëè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëå-

íi íà iíòåðâàëi
(
−
√

3T
n ,
√

3T
n

)
. Â ñèëó îöiíêè E

(∑
16k6n(R

(n)
k )2 − σ2T

)2

6

C
n2 +Cn

(
E(q

(n)
1 )4 − T 2

n2

)
, ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ïðè îáìåæåííi iíòåãðàëà J (n)

1 ,

àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2, òà ðiâíîñòi n
(
E(q

(n)
1 )4 − T 2

n2

)
= 4T 2

5n , ùî

ìà¹ ãiðøó øâèäêiñòü ñïàäàííÿ äî íóëÿ íiæ äîäàíîê C
n2 , îöiíêà øâèäêîñòi çái-

æíîñòi öií îïöiîíiâ íå âèéøëà êðàùîþ çà C
n1/3

. Òåïåð â íàøié ðîáîòi q(n)
k �

íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åí-

íÿ ±
√

T
n ç éìîâiðíiñòþ 1

2 , îòæå, E(q
(n)
1 )4 − T 2

n2 = 0. ×åðåç öå ïîêðàùåííÿ ìè

îòðèìó¹ìî êðàùó øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ïîðÿäêó n−1/2.

3.4. Ïåðåõiä âiä îá'¹êòèâíî¨ ìiðè äî ìàðòèíãàëüíî¨ i òåîðåìà

ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ

Çàóâàæèìî, ùî øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ öií îïöiîíiâ ìà¹ ìiñöå

ëèøå ó ïðèïóùåííi, ùî âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè q(n)
k ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ

±
√

T
n ç éìîâiðíiñòþ 1

2 . Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìè õî÷åìî îäåðæàòè øâèäêiñòü

çáiæíîñòi âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè òàêîãî æ ïîðÿäêó, íàøà çàäà÷à ïîëÿ-

ãà¹ ó òîìó, ùîá çàäàòè éìîâiðíîñòi ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó

Pn
(⋂n

k=1{q
(n)
k = ±

√
T
n}
)
òàê, ùîá âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè P∗n âèïàäêîâi

âåëè÷èíè q(n)
k áóëè íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi i ïðèéìàëè çíà÷åííÿ ±

√
T
n ç

éìîâiðíiñòþ 1
2 . Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä ðåçóëüòàòiâ ñòàòòi [7], äå äîâåäå-

íî, ùî ïðè ïåðåõîäi âiä îá'¹êòèâíî¨ ìiðè äî ìàðòèíãàëüíî¨ â äèñêðåòíié ìîäå-

ëi, ùî àïðîêñèìó¹ ìîäåëü Áëåêà-Øîóëñà, âçà¹ìíà íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ

÷èííèêiâ çáåðiãà¹òüñÿ, â íàøié ìîäåëi òàêî¨ åêâiâàëåíòíîñòi âçà¹ìíèõ ðîçïî-

äiëiâ íåìà. Òîìó ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ìîäåëü öiíîâîãî ïðîöåñó (3.3)�(3.4),

àëå áåç ïðèïóùåííÿ ïðî âçà¹ìíó íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {q(n)
k , 1 6
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k 6 n}. Ïîçíà÷èìî óìîâíi éìîâiðíîñòi P±k,n = Pn
(
q

(n)
k = ±

√
T
n

∣∣∣Fn
k−1

)
. Âè-

ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðè âiäìîâi âiä íåçàëåæíîñòi, âëàñòèâîñòi äîãðàíè÷íî¨ ìîäåëi

iñòîòíî çàëåæàòü âiä ïîâåäiíêè P±k,n, ïðî ùî ñâiä÷èòü íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Çàóâàæèìî, ùî P+
k,n +P−k,n = 1. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ h±k,n =

(µ−x(n)k−1)T

n ± σ
√

T
n ,

à òàêîæ ïîçíà÷èìî ρk,n =
r
(n)
k −h

+
k,n P

+
k,n−h

−
k,n P

−
k,n

4σ Tn P+
k,n P

−
k,n

.

Òåîðåìà 3.3. (i) Íåõàé êîæíà ñåðiÿ ïðè n > T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(a) P±k,n > 0 ç iìîâiðíiñòþ 1 i E
∣∣∣ρk,n (q(n)

k − E
(
q

(n)
k |Fn

k−1

))∣∣∣ <∞, 1 6

k 6 n.

(b) Iñíó¹ ñòàëà C > 0 íåçàëåæíà âiä k i n i òàêà, ùî

|2P+
k,n−1| < C

n1/2
, r

(n)
k 6

C

n
, |x(n)

0 − x0| 6 C, 1 6 k 6 n.

Òîäi iñíó¹ íîìåð ñåði¨ n0 > T , ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî ðèíîê (3.3)�(3.4) ¹

áåçàðáiòðàæíèì i ïîâíèì.

(ii) Íåõàé â äåÿêié n-é ñåði¨ ïðè n > T âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

P±k,n > 0 ç iìîâiðíiñòþ 1 ïðè 1 6 k 6 n, ïðè÷îìó iñíó¹ òàêå k, ùî

E
∣∣∣ρk,n (q(n)

k − E
(
q

(n)
k |F

n
k−1

))∣∣∣ =∞.

Òîäi åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè íå iñíó¹, îòæå, ðèíîê íå ¹

áåçàðáiòðàæíèì, ïèòàííÿ ïîâíîòè íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

(iii) Íåõàé P+
k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ àáî P−k,n = 0 ç äîäàòíîþ

iìîâiðíiñòþ.

(c) ßêùî íà ìíîæèíi A+
k,n := {ω ∈ Ω : P+

k,n = 0}, çà óìîâè, ùî

P+
k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

h+
k,n = r

(n)
k , (3.13)

àáî íà ìíîæèíi A−k,n := {ω ∈ Ω : P−k,n = 0}, çà óìîâè, ùî P−k,n = 0

ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

h−k,n = r
(n)
k , (3.14)
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íà ìíîæèíi Ω \ A+
k,n âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |2P+

k,n−1| < C
n1/2

, à íà

ìíîæèíi Ω \ A−k,n âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |2P−k,n−1| < C
n1/2

i, êðiì

òîãî, E
∣∣∣ρk,n (q(n)

k − E
(
q

(n)
k |Fn

k−1

))∣∣∣ < ∞, 1 6 k 6 n, òî ðèíîê ¹

áåçàðáiòðàæíèì i íåïîâíèì.

(d) ßêùî íà ìíîæèíi A+
k,n, çà óìîâè, ùî P+

k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìî-

âiðíiñòþ, ðiâíiñòü (3.13) íå ìà¹ ìiñöÿ, àáî íà ìíîæèíi A−k,n, çà

óìîâè, ùî P−k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ, ðiâíiñòü (3.14) íå

ìà¹ ìiñöÿ, òî ðèíîê íå ¹ áåçàðáiòðàæíèì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîði¹þ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì (äèâ.,

íàïðèêëàä, [40]), ìàðòèíãàëüíi ìiðè P∗n äëÿ äîãðàíè÷íîãî ðèíêó òðåáà øóêàòè

ÿê éìîâiðíiñíi ìiðè ç ïîõiäíîþ Ðàäîíà�Íiêîäèìà âèãëÿäó

dPn,∗

dPn
=

n∏
k=1

(1 + ∆M
(n)
k ), (3.15)

äå M (n) = {M (n)
k , 0 6 k 6 n} � ìàðòèíãàë âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè. Ïðè

öüîìó âèïàäêîâi âåëè÷èíè ∆M
(n)
k = M

(n)
k −M

(n)
k−1 ¹ âèìiðíèìè âiäíîñíî σ�

àëãåáðè Fn
k , à òîìó iñíó¹ áîðåëåâà ôóíêöiÿ f(x1, x2, . . . , xk) òàêà, ùî

∆M
(n)
k = f(q

(n)
1 , q

(n)
2 , . . . , q

(n)
k ) := f(q

(n)
k−1, q

(n)
k ) = f

(
q

(n)
k−1,

√
T

n

)
1k,n,+

+f

(
q

(n)
k−1,−

√
T

n

)
1k,n,−,

äå 1k,n,± = 1{
q
(n)
k =±
√

T
n

}. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ g±k,n = f(q
(n)
k−1,±

√
T
n )P±k,n, òîäi

óìîâà ìàðòèíãàëüíîñòi ïðîöåñó M (n) íàáóäå âèãëÿäó

g+
k,n + g−k,n = 0. (3.16)

Òåïåð çàïèøåìî óìîâó òîãî, ùî âiäíîñíî ìiðè Pn,∗ äèñêîíòîâàíèé öiíîâèé

ïðîöåñ ìà¹ áóòè ìàðòèíãàëîì: äëÿ êîæíîãî 1 6 k 6 n

EPn,∗

[
k∏
i=1

1 +R
(n)
i

1 + r
(n)
i

∣∣∣Fn
k−1

]
=

k−1∏
i=1

1 +R
(n)
i

1 + r
(n)
i

,
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ÿêà, ç óðàõóâàííÿì ñòàíäàðòíî¨ ðiâíîñòi

EQ[ξ|G] =
EP[dQdPξ|G]

EP[dQdP |G]

ïåðåòâîðèòüñÿ íà ñïiââiäíîøåííÿ

E
[∏n

j=1(1 + ∆M
(n)
j )

∏k
i=1

1+R
(n)
i

1+r
(n)
i

∣∣∣Fn
k−1

]
E
[∏n

j=1(1 + ∆M
(n)
j )
∣∣∣Fn

k−1

] =
k−1∏
i=1

1 +R
(n)
i

1 + r
(n)
i

,

i íàðåøòi ñïðîñòèòüñÿ äî

E
[
(1 + ∆M

(n)
k )(1 +R

(n)
k )
∣∣∣Fn

k−1

]
= 1 + r

(n)
k .

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèì äî ðiâíîñòi

E
[
R

(n)
k (1 + ∆M

(n)
k )
∣∣∣Fn

k−1

]
= r

(n)
k . (3.17)

ßêùî òåïåð ðîçêðèòè äóæêè i ïiäñòàâèòè çíà÷åííÿ âñiõ âåëè÷èí, ùî âõîäÿòü

â ëiâó ÷àñòèíó (3.17), çîêðåìà, ç óðàõóâàííÿì (3.3), òî ìè îäåðæèìî òàêó

ðiâíiñòü:

h+
k,ng

+
k,n + h−k,ng

−
k,n + h+

k,n P
+
k,n +h−k,n P

−
k,n = r

(n)
k .

Òàêèì ÷èíîì, ðàçîì ç (3.16), ìà¹ìî ñèñòåìó äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äâîìà

íåâiäîìèìè g+
k,n, g

−
k,n, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ iñíó¹, ¹äèíèé i ìà¹ âèãëÿä

g+
k,n =

r
(n)
k − h

+
k,n P

+
k,n−h−k,n P

−
k,n

2σ
√

T
n

, g−k,n = −g+
k,n. (3.18)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî òðè âèïàäêè.

(i) ßêùî P+
k,n > 0 i P−k,n > 0 ç iìîâiðíiñòþ 1, òî ìè îäåðæó¹ìî ¹äèíó

ôîðìóëó äëÿ ∆M
(n)
k , ïðè÷îìó

∆M
(n)
k = f

(
q

(n)
k−1,

√
T

n

)
1k,n,+ + f

(
q

(n)
k−1,−

√
T

n

)
1k,n,−

=
r

(n)
k − h

+
k,n P

+
k,n−h−k,n P

−
k,n

2σ
√

T
n

(
1k,n,+

P+
k,n

− 1k,n,−

P−k,n
.
) (3.19)
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Çãiäíî ç ïîçíà÷åííÿì ρk,n =
r
(n)
k −h

+
k,n P

+
k,n−h

−
k,n P

−
k,n

4σ Tn P+
k,n P

−
k,n

, ðiâíiñòü (3.19) ìîæíà

ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

∆M
(n)
k = ρk,n(q

(n)
k − E(q

(n)
k |F

n
k−1)), (3.20)

ïðè÷îìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà ρk,n ¹ Fn
k−1-âèìiðíîþ. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (a) òåîðåìè, òî ôîðìóëà (3.20) ñïðàâäi çàäà¹ ìàðòèíãàë. Òåïåð

ïåðåâiðèìî óìîâó ∆M
(n)
k > −1. Â ñòàòòi [70] áóëî äîâåäåíî íàñòóïíå

ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå áàçó¹òüñÿ ëèøå íà çíà÷åííÿõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

i íå âðàõîâó¹ ¨õ âçà¹ìíó çàëåæíiñòü:(1

σ

√
T

n
(x

(n)
0 − µ) + 1

)(
1− T

n

)k
− 1 6

(x
(n)
k−1 − µ)

σ

√
T

n

6
(1

σ

√
T

n
(x

(n)
0 − µ)− 1

)(
1− T

n

)k
+ 1.

(3.21)

Ç âèêîðèñòàííÿì îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi â óìîâi (b) cïðîñòèìî íåðiâíîñòi

â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ (3.21) íàñòóïíèì ÷èíîì:

(x
(n)
k−1 − µ)

σ

√
T

n
> −1 + e−T +O(n−1/2) (3.22)

òà
(x

(n)
k−1 − µ)

σ

√
T

n
6 1− e−T +O(n−1/2) (3.23)

Âèêîðèñòà¹ìî (3.22)�(3.23) äëÿ îöiíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.19). Íà òèõ

ω, íà ÿêèõ 1k,n,+ = 1, i âiäïîâiäíî, 1k,n,− = 0, çðîáèìî íàñòóïíi ïåðå-

òâîðåííÿ:

∆M
(n)
k =

r
(n)
k − h

+
k,n P

+
k,n−h−k,n P

−
k,n

2σ
√

T
n P

+
k,n

=
(x

(n)
k−1 − µ)

2σ P+
k,n

√
T

n
+

r
(n)
k

2σ P+
k,n

√
T
n

+
1− 2P+

k,n

2P+
k,n

.

(3.24)

Îñêiëüêè çà óìîâîþ (b) 2P+
k,n = 1 + O(n−1/2), ïðè÷îìó O(n−1/2) îöi-

íþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ C
n1/2

, çi ñòàëîþ íåçàëåæíîþ âiä k i n, òî i 1
2P+

k,n

=
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1 + O(n−1/2), äå îñòàííÿ O(n−1/2) òàêîæ îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ C
n1/2

,

íåçàëåæíîþ âiä k i n. Òîäi ç (3.22) âèïëèâà¹ îöiíêà

(x
(n)
k−1 − µ)

2σ P+
k,n

√
T

n
> −1 + e−T +O(n−1/2). (3.25)

Äðóãèé i òðåòié äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi (3.24) îöiíþþòüñÿ ÿêO(n−1/2).

Íà òèõ ω, íà ÿêèõ 1k,n,− = 1, i âiäïîâiäíî, 1k,n,+ = 0, ïåðåòâîðåííÿ i

ìiðêóâàííÿ ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, îòæå, iñíó¹ n0, ïî÷èíà-

þ÷è ç ÿêîãî ðèíîê ¹ áåçàðáiòðàæíèì i ïîâíèì.

(ii) Çà âèêîíàííÿ óìîâè (ii) M
(n)
k , 1 6 k 6 n íå ¹ iíòåãðîâíèì ïðîöåñîì,

òîáòî íå óòâîðþ¹ ìàðòèíãàëó, àëå ç ïîïåðåäíüîãî äîâåäåííÿ çðîçóìi-

ëî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâè 2P±k,n > 0 ç iìîâiðíiñòþ 1, iíøèõ ìàð-

òèíãàëiâ, ÿêi á çàäàâàëè ìàðòèíãàëüíi ìiðè, íåìà. Îòæå, ðèíîê íå ¹

áåçàðáiòðàæíèì, à òîäi ïèòàííÿ ùîäî ïîâíîòè íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

(iii) (c) ßêùî íà ìíîæèíi A+
k,n, çà óìîâè, ùî P+

k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìî-

âiðíiñòþ, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (3.13), òî ìîæíà íà öié ìíîæèíi ïî-

êëàñòè çíà÷åííÿ f(q
(n)
k−1,

√
T
n ) ðiâíèì äîâiëüíié ñòàëié, à çíà÷åííÿ

f(q
(n)
k−1,−

√
T
n ) ðiâíèì íóëþ, i íà öié ìíîæèíi ðiâíîñòi (3.18) ìàòè-

ìóòü ìiñöå. Òîìó íà öié ìíîæèíi ìîæíà ïîêëàñòè ∆M
(n)
k ðiâíèì

äîâiëüíié ñòàëié. Íà äîïîâíåííi äî A+
k,n ìè ïîâòîðþ¹ìî òi ñàìi êðî-

êè, ùî i â ïóíêòi (i), i òàêèì ÷èíîì îäåðæó¹ìî áåçàðáiòðàæíèé i

íåïîâíèé ðèíîê. Àíàëîãi÷íèé ïiäõiä çàñòîñîâó¹ìî ó âèïàäêó, êîëè

P−k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ.

(d) ßêùî íà ìíîæèíi A+
k,n, çà óìîâè, ùî P+

k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâið-

íiñòþ, ðiâíiñòü (3.13) íå ìà¹ ìiñöÿ, àáî íà ìíîæèíi A−k,n, çà óìîâè,

ùî P−k,n = 0 ç äîäàòíîþ iìîâiðíiñòþ, ðiâíiñòü (3.14) íå ìà¹ ìiñöÿ,

òî íà öèõ ìíîæèíàõ íå âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.18), òîáòî íà öèõ

ìíîæèíàõ âèçíà÷èòè ∆M
(n)
k íåìîæëèâî, îòæå, ðèíîê íå ¹ áåçàð-

áiòðàæíèì.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Òåïåð áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i) òåîðåìè 3.3, òîáòî ðèíîê

¹ áåçàðáiòðàæíèì i ïîâíèì, i çíàéäåìî äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî âiäíîñíî ¹äè-

íî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè P∗n âèïàäêîâi âåëè÷èíè {q
(n)
k , 1 6 k 6 n} ¹ îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíèìè, íåçàëåæíèìè i ñèìåòðè÷íèìè. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìíî-

æèíè âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü íàáîðiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {q(n)
k , 1 6 k 6 n}:

Ξ = {ξ =
√

T
n (±1, . . . ,±1)}. Ïîçíà÷èìî ω(ξ) òi åëåìåíòè éìîâiðíiñíîãî ïðî-

ñòîðó, íà ÿêèõ íàáið {q(n)
k , 1 6 k 6 n} ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ξ i ïîçíà÷èìî iìîâið-

íiñòü êîæíîãî òàêîãî íàáîðó âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè ÷åðåç Pn(ξ). Íàðåøòi,

ïîçíà÷èìî q(n) ñàì íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {q(n)
k , 1 6 k 6 n}.

Ëåìà 3.3. ßêùî íà êîæíîìó ω(ξ) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

n∏
k=1

(1 + ∆M
(n)
k (ω(ξ)))Pn(ξ) = 2−n, (3.26)

òî âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè P∗n âèïàäêîâi âåëè÷èíè {q(n)
k , 1 6 k 6 n}

áóäóòü íåçàëåæíèìè, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè i ñèìåòðè÷íèìè.

Äîâåäåííÿ. Âiäíîñíî ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè äëÿ êîæíîãî íàáîðó ξ ïîâèííà

âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü P∗n(ξ) = 2−n, àáî Pn(
∏n

k=1(1 + ∆M
(n)
k )1ω(ξ)) = 2−n,

çâiäêè âiäðàçó âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Î÷åâèäíî, ðiâíîñòi (3.26) ìîæóòü âèêîíóâàòèñü, òîáòî íå

¹ ñóïåðå÷ëèâèìè. Ùîá â öüîìó ïåðåêîíàòèñü, òðåáà ïðîñòî ïîìiíÿòè ìiðè ìi-

ñöÿìè, à òî÷íiøå, çàäàòè ìiðó Qn, âiäíîñíî ÿêî¨ ¹ íàáið íåçàëåæíèõ ñèìåòðè-

÷íèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {q(n)
k , 1 6 k 6 n}, ïîòiì çà-

äàòè ïðèðîñòè ∆M
(n)
k ìàðòèíãàëà âiäíîñíî ìiðèQn ó âèãëÿäi ∆M

(n)
k = ρ

(n)
k q

(n)
k

òàê ùîá

EQn

[
(1 +R

(n)
k )(1 + ρ

(n)
k q

(n)
k )
∣∣∣Fn

k−1

]
= 1 + r

(n)
k ,

à òîäi ïîêëàñòè P∗n = Qn, à Pn çàäàòè ÿê ìiðó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíîþ

Ðàäîíà-Íiêîäèìà

dQn

dPn
=

n∏
k=1

(1 + ∆M
(n)
k ) =

n∏
k=1

(1 + ρ
(n)
k q

(n)
k ).
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Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì òåîðåì 3.2, 3.3 òà ëåìè 3.3.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) Iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî |x(n)
0 − x0| 6 C

n1/2
;

(ii) Âèêîíóþòüñÿ óìîâè (a) òà (b) ïóíêòó (i) òåîðåìè 3.3, à òàêîæ

óìîâè ëåìè 3.3.

Òîäi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0 > T ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

|π∗(D)− π∗(Dn)| 6
C1

n1/2

äëÿ äåÿêîãî C1 > 0 i D = C,P.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â äàíîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiéíó ñõåìó öií

àêöié, çìîäåëüîâàíèõ ãåîìåòðè÷íèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Àïðî-

êñèìàöiéíà ñõåìà ¹ ñõåìîþ Åéëåðà, â ÿêié ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çà-

ìiíåíî íà áåðíóëëi¹âñüêi íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Îöiíèëè øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ òà ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ ç âè-

êîðèñòàííÿì êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî íîðìàëüíîãî

çàêîíó ôóíêöié ðîçïîäiëó ñóì íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí. Ïðîàíàëiçóâàëè ïåðåõiä âiä îá'¹êòèâíî¨ ìiðè äî ìàðòèíãàëüíî¨

i çìiíè, ùî âiäáóâàþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì öií íà ðèíêó ïðè òàêîìó ïåðåõîäi ó

âêàçàíié ìîäåëi.
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ÐÎÇÄIË 4

ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍI ÃÐÀÍÈ×ÍI ÒÅÎÐÅÌÈ Â ÌÎÄÅËI

ÊÎÊÑÀ-IÍÃÅÐÑÎËËÀ-ÐÎÑÑÀ. ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

×ÈÑËÅÍÍß ÌÀËËßÂÅÍÀ ÄÎ ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÎÏÖIÎÍIÂ

ÍÀ ÀÊÖI� Â ÌÎÄÅËI ÕÅÑÒÎÍÀ

Äàíèé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îñíîâíèõ ÷àñòèí. Â ïåðøié ÷àñòèíi ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà (ÊIÐ), êîëè âií íå çàõîäèòü â íóëü,

i äîñëiäæó¹òüñÿ ñëàáêà àïðîêñèìàöiÿ öüîãî ïðîöåñó. Â ïåðøîìó âèïàäêó ïî-

ñëiäîâíiñòü äîãðàíè÷íèõ ðèíêiâ çìîäåëüîâàíà ÿê ïîñëiäîâíiñòü äèñêðåòíî ÷à-

ñîâèõ àäèòèâíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ, â äðóãîìó âèïàäêó � ÿê ïîñëiäîâ-

íiñòü ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ. Äèñêðåòíi àïðîêñèìàöiéíi

ñõåìè ïîáóäîâàíî äëÿ öiíè àêòèâó, ÿêèé çìîäåëüîâàíèé ïðîöåñîì ÊIÐ. Ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà Åéëåðà äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ, àëå

ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíþþòüñÿ íà íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïî-

äiëåíi îáìåæåíi ñèìåòðè÷íi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Ââîäèòüñÿ �çðiçàíèé� ïðî-

öåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨

çáiæíîñòi öií àêòèâó. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâíèé òà �çðiçàíèé� ïðîöåñè Êîêñà-

Iíãåðñîëëà-Ðîññà, âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî �çðiçàíèé� ïðîöåñ ÊIÐ íå çàõîäèòü â

íóëü ïðè òié æå óìîâi, ùî é íåçðiçàíèé ïðîöåñ. Íàâîäÿòüñÿ àïðîêñèìàöié-

íi ñõåìè äëÿ îáîõ ïðîöåñiâ òà äîâîäèòüñÿ ñëàáêà çáiæíiñòü öií àêòèâó äëÿ

àäèòèâíî¨ òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ìîäåëåé.

Ó äðóãié ÷àñòèíi ïðåäñòàâëåíî äåÿêi âëàñòèâîñòi ìîäåëåé Áëåêà�Øîóëñà

çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Êîêñà�

Iíãåðñîëëà�Ðîññà. Íàâîäÿòüñÿ âiäîìîñòi ùîäî âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó ìîäå-

ëi, à òàêîæ çîáðàæåííÿ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó. Áàçîâi ïîíÿòòÿ ÷èñëåííÿ

Ìàëëÿâåíà òà äåÿêi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè íàâîäÿòüñÿ ïåðåä îñíîâíèì ðåçóëü-

òàòîì öi¹¨ ÷àñòèíè � òåîðåìîþ ïðî âèãëÿä ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó ñåðåäíüî¨ âîëà-
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òèëüíîñòi. Ïiñëÿ öüîãî çàïèñàíî öiíó îïöiîíó ÷åðåç çíàéäåíó ùiëüíiñòü. Ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ äîïîìiæíi ôàêòè òà äîâåäåííÿ äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ, çîêðåìà,

ñòîõàñòè÷íi ïîõiäíi âiä ôóíêöiîíàëiâ, ïîâ'ÿçàíèõ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëü-

íiñòþ.

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó íàäðóêîâàíi â ñòàòòÿõ [4], [73] òà àïðîáîâàíi íà

êîíôåðåíöiÿõ [5], [6], [11].

4.1. Ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ àäèòèâíî¨,

ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ñõåì â ìîäåëi Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà

4.1.1. Ïîâíèé òà �çðiçàíèé� ïðîöåñè Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà òà

¨õ âëàñòèâîñòi. Íåõàé T > 0, T = [0, T ] i ΩF = (Ω,F , (Ft, t ∈ T),P) � ïîâ-

íèé ôiëüòðîâàíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, W = {Wt,Ft, t ∈ T} � àäàïòîâàíèé
âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Ðîçãëÿíåìî íà öüîìó ïðîñòîði ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-

Ðîññà iç ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè. Öåé ïðîöåñ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íî-

ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dXt = (b−Xt)dt+ σ
√
XtdWt, X0 = x0 > 0, t ∈ T, (4.1)

äå b > 0, σ > 0. Â iíòåãðàëüíié ôîðìi ïðîöåñ X ìà¹ âèãëÿä

Xt = x0 +

t∫
0

(b−Xs) ds+ σ

t∫
0

√
XsdWs.

Çãiäíî çi ñòàòòåþ [29], óìîâà σ2 6 2b ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá

ïðîöåñ X ïðèéìàâ äîäàòíi çíà÷åííÿ i íå çàõîäèâ â íóëü. Äàëi ââàæà¹ìî öþ

óìîâó âèêîíàíîþ.

Ïðè äîâåäåííi ôóíêöiîíàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì íàì áóäå ïîòðiáíà òà-

êîæ ìîäèôiêàöiÿ ïðîöåñó Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà, ùî ìàòèìå îáìåæåíi êîå-

ôiöi¹íòè. Òàêèé ïðîöåñ íàçâåìî �çðiçàíèì� ïðîöåñîì Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà.

Íåõàé C > 0. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç

òèìè æ êîåôiöi¹íòàìè b òà σ, ùî i ðiâíÿííÿ (4.1):

dXC
t = (b−XC

t ∧ C)dt+ σ
√

(XC
t ∨ 0) ∧ CdWt, X0 = x0 > 0, t ∈ T. (4.2)
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Ëåìà 4.1. Ïðè êîæíîìó C > 0 ðiâíÿííÿ (4.2) ìà¹ ¹äèíèé ñèëüíèé

ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè σ(x) = σ
√

(x ∨ 0) ∧ C òà b(x) = b −
(x∧C) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 4.9, à òàêîæ óìîâó çðîñòàííÿ (4.14), òî

ãëîáàëüíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê XC
t iñíó¹ i ¹äèíèé äëÿ êîæíîãî ïî÷àòêîâîãî

çíà÷åííÿ x0.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ïîçíà÷èìî σ−ε = inf
{
t : XC

t = −ε
}
, äå ε > 0 òàêå, ùî

−ε + b > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî P(σ−ε < ∞) > 0. Òîäi ç äîäàòíîþ éìîâiðíiñòþ

äëÿ áóäü-ÿêîãî r < σ−ε òàêîãî, ùî XC
t < 0, ÿêùî t ∈ (r, σ−ε) ìà¹ìî

dXC
t = (b−XC

t ∧ C)dt > 0

íà iíòåðâàëi (r, σ−ε) i, îòæå, t→ XC
t çðîñòà¹ íà öüîìó iíòåðâàëi. Öå, î÷åâèäíî,

íåìîæëèâî. Òîìó ïðîöåñ XC
t íåâiä'¹ìíèé, i éîãî ìîæíà çàïèñàòè ÿê

dXC
t = (b−XC

t ∧ C)dt+ σ
√
XC
t ∧ CdWt, X

C
0 = x0 > 0, t ∈ T. (4.3)

Â iíòåãðàëüíié ôîðìi ïðîöåñ XC ìà¹ âèãëÿä

XC
t = x0 +

t∫
0

(b−XC
s ∧ C)ds+ σ

t∫
0

√
XC
s ∧ CdWs.

Ëåìà 4.2. Íåõàé 2b > σ2, C > b ∨ 1. Òîäi òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó XC ç

iìîâiðíiñòþ 1 äîäàòíi íà ìíîæèíi T.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîäàòíîñòi ïðîöåñó XC âèêîðèñòà¹ìî àíàëîãi-

÷íå äîâåäåííÿ äëÿ ïîâíîãî ïðîöåñó Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà [65, p. 308] ç âiä-

ïîâiäíèìè ìîäèôiêàöiÿìè. Çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íò ðiâíÿííÿ (4.3) g(x) :=

σ
√
x ∧ C íåïåðåðâíèé i g2(x) > 0 íà x ∈ (0,∞), êîåôiöi¹íò f(x) := b− x ∧C

íåïåðåðâíèé íà x ∈ (0,∞). Çàôiêñó¹ìî α i β òàêi, ùî 0 < α < x0 < β.

Â ñèëó íåâèðîäæåíîñòi g íà [α, β], iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê F (x) çâè÷àéíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

f(x)F ′(x) +
1

2
g2(x)F ′′(x) = −1, α < x < β
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ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè F (α) = F (β) = 0, i öåé ðîçâ'ÿçîê íåâiä'¹ìíèé, ùî

âèïëèâà¹ ç éîãî çîáðàæåííÿ ÷åðåç íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ Ãðiíà, íàâåäåíîãî â

[58, p. 343]. Âèçíà÷èìî ìîìåíòè çóïèíêè

τα = inf
{
t > 0 : XC

t 6 α
}
i τβ = inf

{
t > 0 : XC

t > β
}
.

Çà ôîðìóëîþ Iòî äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0

E[F
(
XC(t ∧ τα ∧ τβ)

)
] = F (x0)− E(t ∧ τα ∧ τβ). (4.4)

Ç öi¹¨ ôîðìóëè òà ç íåâiä'¹ìíîñòi F âèïëèâà¹, ùî

E(t ∧ τα ∧ τβ) 6 F (x0),

i ïðè t→∞
E(τα ∧ τβ) 6 F (x0) <∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî XC âèõîäèòü ç áóäü-ÿêîãî êîìïàêòíîãî ïiäiíòåðâàëà [α, β] ⊂
(0,∞) çà ñêií÷åííèé ÷àñ. Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ òà ðiâíîñòi P(τα ∧ τβ < ∞) = 1

âèïëèâà¹, ùî lim
t→∞

EF
(
XC(t ∧ τα ∧ τβ)

)
= 0, à òîäi ç (4.4)

E(τα ∧ τβ) = F (x0).

Òåïåð âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

V (x) =

x∫
1

exp

−
y∫

1

2f(x)

g2(x)
dz

 dy, x ∈ (0,∞),

ÿêà ìà¹ íåïåðåðâíó äîäàòíó ïîõiäíó V ′(x), i äðóãà ïîõiäíà V ′′(x) ÿêî¨ ìà¹

âèãëÿä V ′′(x) = −2f(x)
g2(x)V

′(x). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 çà ôîðìóëîþ Iòî,

V
(
XC(t ∧ τα ∧ τβ)

)
= V (x0) +

t∧τα∧τβ∫
0

V ′
(
XC
u

)
g
(
XC
u

)
dW (u),

i

E[V
(
XC(t ∧ τα ∧ τβ)

)
] = V (x0).
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Ïðè t→∞ îòðèìà¹ìî

V (x0) = E[V (XC(τα ∧ τβ))] = V (α)P(τα < τβ) + V (β)P(τβ < τα),

çâiäêè

P(τα < τβ) =
V (β)− V (x0)

V (β)− V (α)
i P(τβ < τα) =

V (x0)− V (α)

V (β)− V (α)
. (4.5)

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

V (x) =

x∫
1

exp

−
y∫

1

2(b− z ∧ C)

σ2(z ∧ C)
dz

 dy.

Íåõàé ñïî÷àòêó x < 1. Òîäi

V (x) =

x∫
1

exp

−
y∫

1

2(b− z)

σ2z
dz

 dy =

x∫
1

y−
2b
σ2 exp

{
2(y − 1)

σ2

}
dy,

i ïðè σ2 6 2b

lim
x↓0

V (x) = −∞.

Íåõàé òåïåð x çðîñòà¹ i ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Ïîçíà÷èìî

C1 =
C∫
1

exp
{

2(y−1)
σ2

}
y−

2b
σ2 dy. Òîäi ïðè x > C

V (x) =

C∫
1

exp

−
y∫

1

2(b− z)

σ2z
dz

 dy

+

x∫
C

exp

−
C∫

1

2(b− z)

σ2z
dz −

y∫
C

2(b− C)

σ2C
dz

 dy

=

C∫
1

exp

{
2(y − 1)

σ2

}
y−

2b
σ2 dy + C−

2b
σ2 exp

{
2(C − 1)

σ2

}
×

×
x∫

C

exp

{
−2(b− C)

σ2C
(y − C)

}
dy

= C1 + C−
2b
σ2

+1 σ2

2(C − b)
exp

{
2(C − 1)

σ2

}
×
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×
(

exp

{
2(C − b)
σ2C

(x− C)

}
− 1

)
,

à òîäi lim
x↑∞

V (x) =∞. Âèçíà÷èìî

τ0 = lim
α↓0

τα i τ∞ = lim
β↑∞

τβ,

i ïîêëàäåìî τ = τ0 ∧ τ∞. Ç (4.5) îòðèìà¹ìî

P

(
inf

06t<τ
XC
t 6 α

)
> P(τα < τβ) =

1− V (x0)/V (β)

1− V (α)/V (β)
,

à òîäi ïðè β ↑ ∞ îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 P

(
inf

06t<τ
XC
t 6 α

)
= 1,

çâiäêè, íàðåøòi, P

(
inf

06t<τ
XC
t = 0

)
= 1. Àíàëîãi÷íî, P

(
sup

06t<τ
XC
t =∞

)
= 1.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî P(τ <∞) > 0, òîäi

P
(

lim
t→τ

XC
t iñíó¹ i äîðiâíþ¹ 0 àáî ∞

)
> 0.

Îòæå, îáèäâi ïîäi¨

{
inf

06t<τ
XC
t = 0

}
i

{
sup

06t<τ
XC
t =∞

}
íå ìîæóòü ìàòè éìî-

âiðíiñòü 1. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî P(τ <∞) = 0, çâiäêè

P(τ =∞) = P

(
inf

06t<τ
XC
t = 0

)
= P

(
sup

06t<τ
XC
t =∞

)
= 1,

ÿêùî 2b > σ2.

Òåïåð íåõàé T > 0 � ôiêñîâàíå.

Ëåìà 4.3.

P{∃t, t ∈ [0, T ] : Xt 6= XC
t } → 0

ïðè C →∞.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè

P

{
sup
t∈[0,T ]

|Xt| > C

}
→ 0 ïðè C →∞.

Äîáðå âiäîìî (äèâ. í-ä [101]), ùî 4
σ2(1−e−t)Xt ìà¹ íåöåíòðàëüíèé χ2 ðîçïîäië

iç íåöiëèìè ñòóïåíÿìè ñâîáîäè 4b
σ2 i íåöåíòðàëüíèì ïàðàìåòðîì 4

σ2(1−e−t)x0e
−t.
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Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ïåðøèé i äðóãèé ìîìåíòè âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèìè

ôîðìóëàìè

EXt = x0e
−t + b(1− e−t),

E(Xt)
2 = x0

(
2b+ σ2

)
e−t +

(
x2

0 − x0σ
2 − 2x0b

)
e−2t +

(
bσ2

2
+ b2

)(
1− e−t

)2
.

Áiëüøå òîãî, iñíó¹ ñòàëà B > 0 òàêà, ùî EX2
t 6 B, êîëè EXt 6 B1/2, 0 6 t 6

T .

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Äóáà, îöiíèìî

P

{
sup
t∈[0,T ]

|Xt| > C

}
6

1

C2
E

[
sup
t∈[0,T ]

X2
t

]
=

=
1

C2
E

 sup
t∈[0,T ]


X0 +

t∫
0

(b−Xs) ds+ σ

t∫
0

√
XsdWs

2



6
3

C2

X2
0 + T E


 T∫

0

|b−Xs| ds

2
+ σ2 E

 sup
t∈[0,T ]

 t∫
0

√
XsdWs

2



6
3

C2

X2
0 + T E

 T∫
0

(b−Xs)
2 ds

+ 4σ2 E

 T∫
0

Xsds

 6
B1

C2

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ B1 > 0. Ëåìó äîâåäåíî.

4.1.2. Äèñêðåòíi àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè äëÿ ïîâíîãî òà �çðiçàíî-

ãî� ïðîöåñiâ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà. Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó àïðîêñè-

ìàöiéíó ñõåìó äëÿ ïðîöåñó X. Çàäàìî ïîñëiäîâíiñòü éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ

(Ω(n),F (n),P(n)), n > 1. Íåõàé {q(n)
k , n > 1, 0 6 k 6 n} � ïîñëiäîâíiñòü îäíàêî-

âî ðîçïîäiëåíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà âiäïîâiäíîìó éìîâiðíi-

ñíîìó ïðîñòîði, i öi âåëè÷èíè ïðèéìàþòü îäíå ç ìîæëèâèõ çíà÷åíü ±
√

T
n ,

ïðè÷îìó âîíè ¹ ñèìåòðè÷íèìè, òîáòî Pn
(
q

(n)
k = ±

√
T
n

)
= 1

2 . Íåõàé äàëi

n > T . Äèñêðåòíi àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ X òà XC

ïîáóäó¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ ïîâíîãî ïðîöåñó ðîçãëÿíåìî íàáëèæåííÿ

âèäó



105

X
(n)
0 = x0 > 0, X

(n)
k = X

(n)
k−1 +

(b−X(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n)
k−1,

(4.6)

Q
(n)
k := X

(n)
k −X

(n)
k−1 =

(b−X(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n)
k−1, 1 6 k 6 n,

à âiäïîâiäíi íàáëèæåííÿ XC çàäàìî ðiâíîñòÿìè

X
(n,C)
0 = x0 > 0,

X
(n,C)
k = X

(n,C)
k−1 +

(b− (X
(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n,C)
k−1 ∧ C

(4.7)

Q
(n,C)
k := X

(n,C)
k −X(n,C)

k−1

=
(b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n,C)
k−1 ∧ C, 1 6 k 6 n,

Êîðåêòíiñòü ïîáóäîâè öèõ íàáëèæåíü, ÿêà íàðàçi ¹ ñóìíiâíîþ, îñêiëüêè

íåçðîçóìiëî, ÷è ¹ ïiäêîðåíåâi âèðàçè íåâiä'¹ìíèìè, ïiäòâåðäèìî íàñòóïíîþ

ëåìîþ.

Ëåìà 4.4. Íåõàé n > 2T .

1) Çà óìîâè 2b > σ2 âñi çíà÷åííÿ, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (4.6) òà

(4.7), ¹ äîäàòíèìè.

2) Ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

P
{
∃k, 0 6 k 6 n : X

(n)
k 6= X

(n,C)
k

}
→ 0 (4.8)

ïðè C →∞.

Äîâåäåííÿ. 1) Äëÿ äîâåäåííÿ çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Ïðè k = 1

X
(n)
1 = x0 +

(b− x0)T

n
+ σq

(n)
1

√
x0.

Ïîêàæåìî, ùî

x0 +
(b− x0)T

n
+ σq

(n)
1

√
x0 > 0. (4.9)

Äëÿ öüîãî çðîáèìî çàìiíó
√
x0 = α i çâåäåìî (4.9) äî êâàäðàòíî¨ íåðiâíîñòi

α2

(
1− T

n

)
+ σ

√
T

n
α +

bT

n
> 0,
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ÿêà î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè äèñêðèìiíàíò D = σ2T
n −

4bT
n

(
1− T

n

)
< 0

ïðè σ2 6 2b i n > 2T . Îòæå, X(n)
1 > 0. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî X(n)

k > 0.

Âèêîíóþ÷è òàêi æ ïåðåòâîðåííÿ, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè σ2 6 2b i n > 2T

çíà÷åííÿ X(n)
k+1 > 0.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äîäàòíiñòü çíà÷åíü, ÿêi çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (4.7).

2) Ïðåäñòàâèìî X(n)
k ó âèãëÿäi

X
(n)
k = x0 +

k∑
i=1

(b−X(n)
i−1)

T

n
+ σ

k∑
i=1

q
(n)
i

√
X

(n)
i−1

= X
(n)
k−1 +

(b−X(n)
k−1)T

n
+ σq

(n)
k

√
X

(n)
k−1.

(4.10)

Îá÷èñëèìî

E(X
(n)
i )2 = E

[(
X

(n)
i−1

(
1− T

n

)
+
bT

n
+ σ

√
X

(n)
i−1q

(n)
i

)2
]

= E

[(
X

(n)
i−1

(
1− T

n

)
+
bT

n

)2
]

+
σ2T

n
EX

(n)
i−1

=

(
bT

n

)2

+

[
σ2T

n
+

2bT

n

(
1− T

n

)]
EX

(n)
i−1 +

(
1− T

n

)2

E
(
X

(n)
i−1

)2

.

(4.11)

Ïðèïóñòèìî, ùî E
(
X

(n)
j

)2

6 β2, 1 6 j 6 i − 1 äëÿ äåÿêîãî β > 0. Òîäi

EX
(n)
j 6 β, 1 6 j 6 i− 1. Çàïèøåìî êâàäðàòíó íåðiâíiñòü âèãëÿäó(

1− T

n

)2

β2 +

[
σ2T

n
+

2bT

n

(
1− T

n

)]
β +

(
bT

n

)2

< β2.

Àáî ((
1− T

n

)2

− 1

)
β2 +

[
σ2T

n
+

2bT

n

(
1− T

n

)]
β +

(
bT

n

)2

< 0,

ÿêà î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ ïðè β > σ2+2b+
√
σ4+4bσ2+8b2
3
2

. Îòæå, äëÿ âñiõ 1 6 i 6 n

EX
(n)
i 6 σ2+2b+

√
σ4+4bσ2+8b2
3
2

∨ x0 =: γ.

Òåïåð îöiíèìî, ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi Áóðêõîëäåðà,

0 6 E

[
sup

06k6n

(
X

(n)
k

)2
]
6 2 (x0 + bT )2 + 2σ2 E

 sup
06k6n

(
n∑
i=1

q
(n)
i

√
X

(n)
i−1

)2

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6 2 (x0 + bT )2 + 8σ2 E

( n∑
i=1

q
(n)
i

√
X

(n)
i−1

)2


6 2 (x0 + bT )2 + 8σ2γT.

Òîìó

P
{
∃k, 0 6 k 6 n : X

(n)
k 6= X

(n,C)
k

}
= P{ sup

06k6n
X

(n)
k > C}

6 C−2 E sup
06k6n

(X
(n)
k )2 6 2C−2(x0 + bT )2 + 8σ2C−2γT,

çâiäêè i âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ñõiä÷àñòèõ ïðîöåñiâ, ùî âiäïîâiäàþòü îáîì ñõå-

ìàì:

X
(n)
t = X

(n)
k äëÿ

kT

n
6 t <

(k + 1)T

n

òà

X
(n,C)
t = X

(n,C)
k äëÿ

kT

n
6 t <

(k + 1)T

n
.

Òîáòî, òðà¹êòîði¨ ïðîöåñiâ X(n) òà X(n,C) ìàþòü ñòðèáêè â òî÷êàõ kT/n , k =

0, . . . , n i ¹ ñòàëèìè íà âíóòðiøíiõ iíòåðâàëàõ. Ðîçãëÿíåìî ïîòîêè ñiãìà-àëãåáð

Fn
k = σ(X

(n)
t , t 6 kT

n ). Ç íèìè óçãîäæåíi i ïðîöåñèX(n,C), òîìó äàëi ìè ìîæåìî

ðîçãëÿäàòè îäíi i òi æ ïîòîêè ñiãìà-àëãåáð äëÿ âñiõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìà-

öiéíèõ ñõåì i îòîòîæíèòè Fn
t ç Fn

k äëÿ kT
n 6 t < (k+1)T

n .

Çàóâàæåííÿ 4.2. Ñïiââiäíîøåííÿ (4.8) ìîæíà òåïåð ïåðåôîðìóëþâàòè

òàê:

P
{
∃t, t ∈ [0, T ] : X

(n)
t 6= X

(n,C)
t

}
→ 0,

ïðè C →∞.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q i Qn, n > 1 ìiðè, ùî âiäïîâiäàþòü ïðîöåñàì X i

X(n), n > 1, âiäïîâiäíî, à ÷åðåç QC i Qn,C , n > 1 ìiðè, ùî âiäïîâiäàþòü ïðî-

öåñàì XC i X(n,C), n > 1, âiäïîâiäíî. Ñëàáêó çáiæíiñòü ìið, ùî âiäïîâiäàþòü

âèïàäêîâèì ïðîöåñàì, ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì
W−→. Äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çái-

æíîñòi ìið Qn,C äî ìiðè QC , âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 3.2 ç [70], ÿêó ñôîðìóëþ-

¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì.
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Òåîðåìà 4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(i) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

lim
n

P

(
sup

16k6n
|Q(n,C)

k | > ε

)
= 0;

(ii) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, a ∈ (0, 1]

lim
n

Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

E
[
Q

(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

]

−
t∫

0

(b−X(n,C)
s ∧ C)ds

∣∣∣∣∣∣ > ε

 = 0;

(iii) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, a ∈ (0, 1]

lim
n

Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

(
E

[(
Q

(n,C)
k

)2

1{|Q(n,C)
k |6a} | F

n
k−1

]
−

−
(
E
[
Q

(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

])2
)
− σ2

t∫
0

(X(n,C)
s ∧ C)ds

∣∣∣∣∣∣ > ε

 = 0;

Òîäi ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Qn,C W−→ QC ïðè n→∞.

Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 4.1 äîâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.2. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Qn,C W−→ QC ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, òðåáà ïîêàçàòè âèêîíàííÿ óìîâ (i) � (iii) òåîðåìè

4.1. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.7) âèïëèâà¹, ùî sup
06k6n

|Q(n,C)
k | 6 b+CT

n +σ
√

TC
n . Îòæå,

iñíó¹ òàêà ñòàëà C2 > 0, ùî sup
06k6n

|Q(n,C)
k | 6 C2√

n
. Òîìó óìîâà (i) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïåðåâiðèìî óìîâó (ii). Íåõàé a > 0 çàäàíî. Ðîçãëÿíåìî òi n > 1, äëÿ ÿêèõ
C2√
n
6 a, òîáòî n >

(
C2

a

)2
. Äëÿ òàêèõ n

E
[
Q

(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

]
= E

[
Q

(n,C)
k | Fn

k−1

]
=

=
(b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
+ σ E

[
q

(n)
k

√
X

(n,C)
k−1 ∧ C

]
=

(b− (X
(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
.

(4.12)
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Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìà¹ìî

Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

E
[
Q

(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

]
−

t∫
0

(b− (X(n,C)
s ∧ C))ds

∣∣∣∣∣∣∣ > ε


= Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

(b− (X
(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
−

∑
06k6[ntT ]−1

(b− (X
(n,C)
k ∧ C))

T

n

−(b− (X
(n,C)

[ntT ]
∧ C))

(
t−

[
nt
T

]
T

n

)∣∣∣∣∣ > ε

)

= Pn

(
sup
t∈T

∣∣∣∣∣(b− (X
(n,C)

[ntT ]
∧ C))

(
t−

[
nt
T

]
T

n

)∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (ii) âèêîíó¹òüñÿ. Äàëi, ïåðåâiðèìî óìîâó (iii). Çàïèøåìî

E

[(
Q

(n,C)
k

)2

1{|Q(n,C)
k |6a} | F

n
k−1

]
= E

[(
Q

(n,C)
k

)2

| Fn
k−1

]
=

=

(
(b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C))T

n

)2

+ 2
(b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C))T

n
σ E

[
q

(n)
k

√
X

(n,C)
k−1 ∧ C

]

+σ2 E
[
(q

(n)
k )2

(
X

(n,C)
k−1 ∧ C

)]
=

(
(b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C))T

n

)2

+ σ2T

n

(
X

(n,C)
k−1 ∧ C

)
.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìà¹ìî

Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

(
E

[(
Q

(n,C)
k

)2

1{|Q(n,C)
k |6a} | F

n
k−1

]
−

−
(
E
[
Q

(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

])2
)
− σ2

t∫
0

(X(n,C)
s ∧ C)ds

∣∣∣∣∣∣ > ε


= Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]



(
b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C)

)
T

n

2

+ σ2T

n

(
X

(n,C)
k−1 ∧ C

)
−

−


(
b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C)

)
T

n

2
− ∑

06k6[ntT ]−1

(
σ2T

n

(
X

(n,C)
k ∧ C

))
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−σ2

(
X

(n,C)

[ntT ]
∧ C

)(
t−

[
nt
T

]
T

n

)∣∣∣∣∣ > ε

)

= Pn

(
sup
t∈T

(
σ2

(
X

(n,C)

[ntT ]
∧ C

)(
t−

[
nt
T

]
T

n

))
> ε

)
= 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4.3. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Qn W−→ Q ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 4.7 òà òåîðåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè

íàñòóïíó ðiâíiñòü

lim
C→∞

lim
n→∞

P

{
sup

06t6T

∣∣∣X(n)
t −X

(n,C)
t

∣∣∣ > ε

}
= 0.

Àëå â ñèëó çàóâàæåííÿ 4.2

lim
C→∞

lim
n→∞

P

{
sup

06t6T

∣∣∣X(n)
t −X

(n,C)
t

∣∣∣ > ε

}
6 lim

C→∞
lim
n→∞

P
{
∃t, t ∈ [0, T ] : X

(n)
t 6= X

(n,C)
t

}
= 0.

4.1.3. Ìóëüòèïëiêàòèâíà ñõåìà äëÿ ïðîöåñó Êîêñà-Iíãåðñîëëà-

Ðîññà. Â öüîìó ðîçäiëi ïîáóäó¹ìî äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiéíó ìóëüòèïëiêà-

òèâíó ñõåìó äëÿ ïðîöåñó eXt, t ∈ [0, T ], äå Xt � ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-

Ðîññà, çàäàíèé ðiâíÿííÿì (4.2). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó àïðîêñèìà-

öiéíó ñõåìó (4.6)�(4.7), i íà ¨¨ îñíîâi ïîáóäó¹ìî ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïðîöåñ

Sn,Ct = exp
{
X

(n,C)
0

} ∏
16k6[ tnT ]

(
1 +Q

(n,C)
k

)
, t ∈ T.

SCt = exp

XC
t −

σ2

2

t∫
0

(XC
t ∧ C)dt

, t ∈ T

Snt = exp {x0}
∏

16k6[ tnT ]

(
1 +Q

(n)
k

)
, t ∈ T,
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St = exp

Xt −
σ2

2

t∫
0

Xtdt

, t ∈ T

S̃nt = exp {x0}
∏

16k6[ tnT ]

[(
1 +Q

(n,C)
k

)
exp

{
σ2

2n
X

(n)
k

}]
, t ∈ T

i

S̃t = exp {Xt} , t ∈ T.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç GC , Gn,C , G, Gn, G̃ òà G̃
n
, n > 1 ìiðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü

ïðîöåñàì SCt , S
n,C
t , St, Snt , S̃t òà S̃

n
t , n > 1, âiäïîâiäíî.

Äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìið, âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 3.3 ç [70], ÿêó

ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(i) sup
16k6n

|Q(n,C)
k | P−→ 0, n→∞;

(ii) Äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ (0, 1]

lim
D→∞

lim sup
n→∞

Pn

( ∑
16k6n

E

[(
Q

(n,C)
k

)2

1{|Q(n,C)
k |6a} | F

n
k−1

]
> D

)
= 0;

(iii) Äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ (0, 1]

lim
D→∞

lim sup
n→∞

Pn

( ∑
16k6n

∣∣∣E [Q(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

]∣∣∣ > D

)
= 0;

(iv) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, a ∈ (0, 1]

lim
n

Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

E
[
Q

(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

]

−
t∫

0

(b−X(n,C)
s ∧ C)ds

∣∣∣∣∣∣ > ε

 = 0;

(v) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, a ∈ (0, 1]

lim
n

Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

E

[(
Q

(n,C)
k

)2

1{|Q(n,C)
k |6a} | F

n
k−1

]
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−σ2

t∫
0

(X(n,C)
s ∧ C)ds

∣∣∣∣∣∣ > ε

 = 0.

Òîäi ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Gn,C
W−→ GC ïðè n→∞.

Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 4.4 äîâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.5. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Gn,C
W−→ GC ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.4, òðåáà ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ óìîâ (i) -

(v). Âèêîíàííÿ óìîâ (i) òà (iv) áóëî âñòàíîâëåíî â äîâåäåííi òåîðåìè 4.2.

Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii). Â äîâåäåííi òåîðåìè 4.2 áóëî òàêîæ

ïîêàçàíî, ùî sup
06k6n

|Q(n,C)
k | 6 C2√

n
. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ (0, 1] , ïî÷èíàþ÷è

ç äåÿêîãî íîìåðà n ∑
16k6n

E

[(
Q

(n,C)
k

)2

1{|Q(n,C)
k |6a} | F

n
k−1

]
=

=
∑

16k6n

E

[(
Q

(n,C)
k

)2

| Fn
k−1

]
6
∑

16k6n

C2
2

n
6 C2

2 ,

òîáòî óìîâà (ii) ñïðàâäi âèêîíó¹òüñÿ. Òåïåð, ç (4.12) ñëiäó¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

a ∈ (0, 1] , ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n∣∣∣E [Q(n,C)
k 1{|Q(n,C)

k |6a} | F
n
k−1

]∣∣∣ =
∣∣∣E [Q(n,C)

k | Fn
k−1

]∣∣∣ 6 C3

n
,

òîìó óìîâà (iii) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

Ïåðåâiðèìî óìîâó (v). Äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 i a ∈ (0, 1]

lim
n

Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]

E

[(
Q

(n,C)
k

)2

1{|Q(n,C)
k |6a} | F

n
k−1

]

−σ2

t∫
0

(X(n,C)
s ∧ C)ds

∣∣∣∣∣∣ > ε


= lim

n
Pn

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣∣
∑

16k6[ntT ]



(
b− (X

(n,C)
k−1 ∧ C)

)
T

n

2

+ σ2T

n

(
X

(n,C)
k−1 ∧ C

)
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−
∑

06k6[ntT ]−1

(
σ2T

n

(
X

(n,C)
k ∧ C

))
− σ2

(
X

(n,C)

[ntT ]
∧ C

)(
t−

[
nt
T

]
T

n

)∣∣∣∣∣∣∣ > ε


6 lim

n
Pn

(
sup
t∈T

(
(|b|+ C)2Tt

n
+ σ2

(
X

(n,C)

[ntT ]
∧ C

)(
t−

[
nt
T

]
T

n

))
> ε

)
= 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4.6. Ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið Gn
W−→ G ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.7, òåîðåìè 4.5 òà çàóâàæåííÿ

4.2

lim
C→∞

lim
n→∞

P

{
sup

06t6T

∣∣∣X(n)
t −X

(n,C)
t

∣∣∣ > ε

}
6 lim

C→∞
lim
n→∞

P
{
∃t, t ∈ [0, T ] : X

(n)
t 6= X

(n,C)
t

}
= 0.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæå áóòè äîâåäåíî, ùî ìà¹ ìiñöå

ñëàáêà çáiæíiñòü ìið G̃
n W−→ G̃, ïðè n→∞.

4.1.4. Äîäàòêîâi ðåçóëüòàòè. Íàâåäåìî òåîðåìó 4.2 ç [23], ÿêó ñôîð-

ìóëþ¹ìî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 4.7. Íåõàé ìà¹ìî ñóêóïíiñòü ïðîöåñiâ
{
X(n,C), n > 1, C > 0

}
,{

XC , C > 0
}
,
{
X(n), n > 1

}
òà âèïàäêîâèé ïðîöåñ X íà ïðîìiæêó [0, T ],

à Qn,C, QC, Qn òà Q � âiäïîâiäíi ¨ì ìiðè. Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêîãî C > 0

Qn,C W−→ QC ïðè n→∞ i QC W−→ Q ïðè C →∞. Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ε > 0

lim
C→∞

lim
n→∞

P

{
sup

06t6T

∣∣∣X(n,C)
t −X(n)

t

∣∣∣ > ε

}
= 0.

Òîäi Qn W−→ Q ïðè n→∞.

Íåõàé ôóíêöi¨ b, σ(x) : R→ R íåïåðåðâíi. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ñòîõàñòè-

÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dX(t) = σ (X(t)) dW (t) + b (X(t)) dt, (4.13)

äå W = (W (t)) � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ.
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Òåîðåìà 4.8. [55, ñ. 177]. ßêùî σ(x) i b(x) íåïåðåðâíi i çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó

|σ(x)|2 + |b(x)|2 6 K(1 + |x|2) (4.14)

äëÿ äåÿêî¨ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ K, òîäi áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.13) òà-

êèé, ùî E
(
|X(0)|2

)
<∞, ìà¹ìî E

(
|X(t)|2

)
<∞ äëÿ âñiõ t > 0.

Òåîðåìà 4.9. [55, ñ. 182]. Íåõàé σ(x) òà b(x) îáìåæåíi. Ïðèïóñòèìî,

ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ ρ(u) íà [0,∞) òàêà, ùî ρ(0) = 0,∫
0+

ρ−2(u)du =∞ i |σ(x)− σ(y)| 6 ρ(|x− y|) äëÿ âñiõ x, y ∈ R.

(ii) iñíó¹ çðîñòàþ÷à óâiãíóòà ôóíêöiÿ k(u) íà [0,∞) òàêà, ùî k(0) = 0,∫
0+

k−1(u)du =∞ i |b(x)− b(y)| 6 k(|x− y|) äëÿ âñiõ x, y ∈ R.

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ïîòðà¹êòîðíà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (4.13), à, îò-

æå, äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

4.2. Çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî òî÷íîãî i

íàáëèæåíîãî îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ çi ñòîõàñòè÷íîþ

âîëàòèëüíiñòþ

4.2.1. Îïèñ ìîäåëi çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî îïèñó-

¹òüñÿ ïðîöåñîì Êîêñà�Iíãåðñîëëà�Ðîññà. Íåõàé çàäàíî ïîâíèé iìî-

âiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,F = {F (W,W̃ )
t , t > 0},P} ç ôiëüòðàöi¹þ, ïîðîäæå-

íîþ äâîìà âiíåðiâñüêèìè ïðîöåñàìè {Wt, W̃t, 0 6 t 6 T}. Ðîçãëÿíåìî ìî-

äåëü ðèíêó ç îäíèì áåçðèçèêîâèì i îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì, ïðè÷îìó öi-

íà áåçðèçèêîâîãî àêòèâó çàäà¹òüñÿ íåâèïàäêîâîþ åêñïîíåíòîþ Bt = ert, äå

r > 0, à öiíà ðèçèêîâîãî àêòèâó çàäà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì

{St, 0 6 t 6 T} çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ âè-

ìiðíîþ ôóíêöi¹þ âiä iíøîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó. Â ðîáîòi ïðèïóñêà¹ìî,

ùî äðóãèé ïðîöåñ ìîæå áóòè ïðîöåñîì Êîêñà�Iíãåðñîëëà�Ðîññà. Òîáòî ðèíîê
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îïèñó¹òüñÿ ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dSt = µStdt+
√
XtStdWt, (4.15)

dXt = (b−Xt)dt+ σ
√
XtdW̃t. (4.16)

Ïîçíà÷èìî X0 > 0 íåâèïàäêîâå ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ïðîöåñó, âèçíà÷åíîãî

ðiâíÿííÿì (4.16). Ïîçíà÷èìî òàêîæ

Y t = (1, Yt) = (1, e−rtSt)

âåêòîð äèñêîíòîâàíèõ öií àêòèâiâ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(A1) âiíåðiâñüêi ïðîöåñè W i W̃ ¹ íåêîðåëüîâàíèìè, à îòæå, íåçàëåæíèìè;

(A2) êîåôiöi¹íòè b i σ ¹ äîäàòíèìè i σ2 6 2b.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.15) ìà¹ âèä

St = S0 exp

µt− 1

2

t∫
0

Xsds+

t∫
0

√
XsdWs

.
Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîöåñ Êîêñà�Iíãåðñîëëà�Ðîññà, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (4.16),

ìà¹ íàñòóïíi õàðàêòåðèñòèêè

E[Xt] = X0 e−t +b(1− e−t),

Var[Xt] = X0σ
2(e−t− e−2t) +

bσ2

2

(
1− e−t

)2
.

Âiäïîâiäíèé äèñêîíòîâàíèé àêòèâ ìà¹ âèãëÿä

Yt = S0 exp

(µ− r)t− 1

2

t∫
0

Xsds+

t∫
0

√
XsdWs


i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

dYt = (µ− r)dt+
√
XsYsdWs. (4.17)

Íà îñíîâi ðiâíÿííÿ (4.17) ìè ìîæåìî ïîäàòè äèñêîíòîâàíèé öiíîâèé ïðîöåñ

ÿê Yt = S0 + Mt + At, äå Mt =
∫ t

0

√
XsYsdWs � íåïåðåðâíèé ëîêàëüíèé ìàð-

òèíãàë, At = (µ− σ)t � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨.

Ìîäåëü (4.15)�(4.16) íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ Õåñòîíà.
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4.2.2. Áåçàðáiòðàæíiñòü ó ìîäåëi Õåñòîíà çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëà-

òèëüíiñòþ, ùî îïèñó¹òüñÿ ïðîöåñîì Êîêñà�Iíãåðñîëëà�Ðîññà. Ïè-

òàííÿ áåçàðáiòðàæíîñòi ìîäåëi (4.15)�(4.16) ¹ êëþ÷îâèì ïðè îöiíþâàííi îïöiî-

íiâ. Âiäîìî, ùî iñíó¹ äåêiëüêà îçíà÷åíü áåçàðáiòðàæíîñòi äëÿ ñåìiìàðòèí-

ãàëüíèõ ìîäåëåé ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Âîíè äîêëàäíî îïèñàíi â êíèãàõ [34]

òà [89] òà ðîçðiçíÿþòüñÿ, çîêðåìà, êëàñàìè äîïóñòèìèõ òîðãiâåëüíèõ ñòðàòå-

ãié. Ìè ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ áåçàðáiòðàæíîñòi ó ñåíñi NAg, ([34, 89]), òîáòî ó

âèïàäêó, êîëè êëàñ äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ñàìîôiíàíñîâà-

íèõ ñòðàòåãié, äëÿ ÿêèõ ìàêñèìàëüíèé çáèòîê àáî áîðã çà ïîðòôåëåì ó áóäü-

ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t ∈ [0, T ] îáìåæåíèé çíèçó ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (g, Y t),

äå g � äåÿêèé âåêòîð ç äîäàòíèìè êîìïîíåíòàìè, à Y t � âåêòîð äèñêîíòî-

âàíèõ öií àêòèâiâ, ïðåäñòàâëåíèõ íà ðèíêó. Ïðèðîäíèì ÷èíîì, âiäñóòíiñòü

àðáiòðàæó ïîâ'ÿçàíà ç íàÿâíiñòþ ìàðòèíãàëüíèõ ìið.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Iìîâiðíiñíà ìiðà Q, åêâiâàëåíòíà äî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè

P, íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ, ÿêùî äèñêîíòîâàíèé

öiíîâèé ïðîöåñ ¹ ìàðòèíãàëîì çà ìiðîþ Q .

Îçíà÷åííÿ 4.2. Íåõàé öiíà äèñêîíòîâàíîãî àêòèâó íà ôiíàíñîâîìó ðèí-

êó � öå P-ñåìiìàðòèíãàë Y , ÿêèé ìà¹ çîáðàæåííÿ Y = Y0 + M + A, äå M �

ëîêàëüíèé P-ìàðòèíãàë, A � àäàïòîâàíèé ïðîöåñ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Ìàðòèí-

ãàëüíà ìiðà Q, åêâiâàëåíòíà äî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè P, íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ

ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ (ÌÌÌ), ÿêùî Q = P íà F0, i áóäü-ÿêèé êâàäðàòè÷íî

iíòåãðîâíèé P-ìàðòèíãàë, ñòðîãî îðòîãîíàëüíèé äî ïðîöåñó M , ¹ ëîêàëüíèì

Q-ìàðòèíãàëîì.

Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç ïîïåðåäíiì, â íàøié ìîäåëi êîìïîíåíòè ðîçêëàäó

äîðiâíþþòü Y0 = S0, Mt =
∫ t

0

√
XsYsdWs, At = (µ− r)t.

Â öié ìîäåëi �êàíäèäàòàìè� íà ðîëü ìàðòèíãàëüíèõ ¹ âñi éìîâiðíiñíi ìiðè

Q, çâóæåííÿ ïîõiäíî¨ Ðàäîíà�Íiêîäèìà ÿêèõ íà Ft ìà¹ âèãëÿä

dQ

dP

∣∣∣
Ft

= exp


t∫

0

r − µ√
Xs

dWs +

t∫
0

νsdW̃s −
1

2

t∫
0

(
(r − µ)2

Xs
+ ν2

s

)
ds

 , (4.18)
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äå ν = (νt)06t6T � ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé ïðîöåñ, äëÿ ÿêîãî
T∫
0

ν2
sds < ∞

P−ì.í. Äëÿ äîâåäåííÿ áåçàðáiòðàæíîñòi ðèíêó ïîêëàäåìî νs = 0. Òîäi (4.18)

ïðèéìå âèãëÿä

dQ

dP

∣∣∣
Ft

= L1,t := exp


t∫

0

r − µ√
Xs

dWs −
1

2

t∫
0

(
(r − µ)2

Xs

)
ds

 , (4.19)

ïðè÷îìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.6 òà íàñëiäêîì 3.3 çi ñòàòòi [97], äiéñíî, E[L1,t] =

1 i öiíà äèñêîíòîâàíî¨ àêöi¨

Yt = exp


t∫

0

√
XsdW̃

Q
s −

1

2

t∫
0

Xsds


¹Q-ìàðòèíãàëîì, òîáòî ðèíîê áåçàðáiòðàæíèé. Îòæå,Q ¹ åêâiâàëåíòíîþ ìàð-

òèíãàëüíîþ ìiðîþ, à çâiäñè âèïëèâà¹ áåçàðáiòðàæíiñòü â ñåíñi NAg. Âiäíîñíî

åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè Q ç ïîõiäíîþ Ðàäîíà�Íiêîäèìà (4.19) ïàðà

ïðîöåñiâ (St, Xt) ìà¹ íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

dSt = rStdt+
√
XtStdW

Q
t ,

dXt = (b−Xt) dt+ σ
√
XtdW̃

Q
t ,

(4.20)

äå, çà òåîðåìîþ Ãiðñàíîâà, ïðîöåñè

WQ
t = Wt +

t∫
0

µ− r√
Xs

ds,

W̃Q
t = W̃t,

¹ íåçàëåæíèìè âiíåðiâñüêèìè ïðîöåñàìè âiäíîñíî Q. Î÷åâèäíî, öÿ ìiðà ¹

ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ.

4.2.3. Öiíà îïöiîíó â ìîäåëi çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ ÿê

ôóíêöiîíàë âiä âîëàòèëüíîñòi. Ïîçíà÷èìî VC öiíó ó ïî÷àòêîâèé ìî-

ìåíò ÷àñó �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi C = (ST−K)+ çi ñòðàéêîâîþ öiíîþ

K > 0 â ìîäåëi (4.20). Âêàçàíà öiíà çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

VC = e−rT EQ{(SQ
T −K)+} = e−rT EQ{EQ{(SQ

T −K)+|Xs, 0 6 s 6 T}}. (4.21)
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Âíóòðiøí¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ óìîâíèì çà òðà¹êòîði¹þ {Xs, 0 6

s 6 T}, i òîìó ¹ öiíîþ Áëåêà-Øîóëñà äëÿ ìîäåëi ç íåâèïàäêîâîþ âîëàòèëüíi-

ñòþ, çàëåæíîþ âiä ÷àñó. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 ç [74], âíóòðiøí¹ óìîâíå ìàòåìà-

òè÷íå ñïîäiâàííÿ ó (4.21), ïîçíà÷èìî éîãî E(σ̃), ìà¹ íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

E(σ̃) := EQ{(SQ
T −K)+|Xs, 0 6 s 6 T}

= S0 erT Φ

(
lnS0 + (r + 1

2σ̃
2)T − lnK

σ̃
√
T

)
(4.22)

−KΦ

(
lnS0 + (r − 1

2σ̃
2)T − lnK

σ̃
√
T

)
,

äå σ̃ :=

(
1

T

∫ T
0 Xsds

) 1
2

, Φ(·) � ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.
Ôóíêöiþ σ̃ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê óñåðåäíåíó âîëàòèëüíiñòü çà ïåðiîä ÷àñó âiä

ïî÷àòêîâîãî ìîìåíòó äî ìîìåíòó âèêîíàííÿ îïöiîíó. Ôîðìóëà (4.22) ïîêàçó¹,

ùî öiíà îïöiîíó íà ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ

ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̃.

4.2.4. Ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà i öiíà îïöiîíó. Åëåìåíòè ÷èñëåííÿ

Ìàëëÿâåíà. Ùiëüíiñòü ÿê ôóíêöiîíàë âiä ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨.

Òåïåð çàñòîñó¹ìî ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà, çîêðåìà, ïîíÿòòÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõi-

äíî¨, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çàïèøåìî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

σ̃.

Ñïî÷àòêó äàìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ i ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ ùîäî ùiëü-

íîñòi ðîçïîäiëó ÿê ôóíêöiîíàëà âiä ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨. Áiëüø äåòàëüíî

îñíîâè òà çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà âèêëàäåíî ó [77].

Íåõàé W = {W (t), t ∈ [0, T ]}, � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ íà iìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði {Ω,F , F = {FW
t , t ∈ [0, T ],P}, äå Ω = C([0, T ],R).

Ïîçíà÷èìî Ĉ∞(R) ìíîæèíó âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

iç ïîõiäíèìè íå âèùå ïîëiíîìiàëüíîãî çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Íàçâåìî ãëàäêèìè âèïàäêîâi âåëè÷èíè F âèãëÿäó F =

f(W (t1), . . . ,W (tn)), f = f(x1, . . . , xn) ∈ Ĉ∞(Rn), t1, . . . tn ∈ [0, T ]. Êëàñ

ãëàäêèõ âåëè÷èí ïîçíà÷èìî ÷åðåç S.
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Îçíà÷åííÿ 4.4. Íåõàé F ∈ S. Ñòîõàñòè÷íîþ ïîõiäíîþ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè F â òî÷öi t íàçâåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

DtF =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(W (t1), . . . ,W (tn))1[0,ti](t), t ∈ [0, T ].

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ïîõiäíî¨ D : L2(Ω) → L2([0, T ],R) ¹ ãiëü-

áåðòiâ ïðîñòið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí D1,2, íà ÿêîìó ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäà¹-

òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

〈F,G〉1,2 = E(FG) + E(〈DF,DG〉H), H = L2[0, T ].

Ïðîñòið D1,2 ¹ ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ L2(Ω) i çàìèêàííÿì êëàñó ãëàäêèõ

âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ S âiäíîñíî íîðìè

||F ||1,2 = [E(|F |2) + E(||DF ||2H)]1/2.

Îòæå, îïåðàòîð ïîõiäíî¨ D ¹ çàìêíåíèì, íåîáìåæåíèì i âèçíà÷åíèì íà

ùiëüíié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó L2(Ω) (äèâ. [77]).

Îçíà÷åííÿ 4.5. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δ ñïðÿæåíèé äî D îïåðàòîð, ÿêèé ¹

íåîáìåæåíèì îïåðàòîðîì â L2([0, T ],R) çi çíà÷åííÿìè â L2(Ω), òàêèì ùî:

(i) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ δ ¹ ìíîæèíîþ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí u ∈ L2([0, T ],R), äëÿ ÿêèõ

|E (〈DF, u〉H)| 6 C(E(F 2))1/2,

äëÿ âñiõ F ∈ D1,2, äå C äåÿêà ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä u;

(ii) ÿêùî u íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ δ, òî δ(u) ¹ åëåìåíòîì L2(Ω)

i

E (Fδ(u)) = E (〈DF, u〉H)

äëÿ âñiõ F ∈ D1,2.

Îïåðàòîð δ ¹ çàìêíåíèì ÿê ñïðÿæåíèé äî íåîáìåæåíîãî i ùiëüíî âèçíà-

÷åíîãî îïåðàòîðà. Ïîçíà÷èìî éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ Dom δ.
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Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið L1,2 = L2([0, T ],D1,2) ç íîðìîþ || · ||L1,2, äå

||u||2L1,2 = E

 T∫
0

u2
tdt+

T∫
0

T∫
0

(Dsut)
2 dtds

 .

Çàóâàæåííÿ 4.4. ßêùî u ∈ L1,2, òî iíòåãðàë δ(u) êîðåêòíî îçíà÷åíî, i ìà¹

ìiñöå îöiíêà

E

 T∫
0

utdWt

2

6 ||u||2L1,2

(äèâ. [78], [80]). Ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð δ(u) íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Ñêî-

ðîõîäà ïðîöåñó u, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

δ(u) =

T∫
0

utdWt.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðå-

çóëüòàòó öüîãî ïiäðîçäiëó.

Ëåìà 4.5. (òâåðäæåííÿ 2.1.1 ç [77]) Íåõàé F � âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ç ïðîñòîðó D1,2. Ïðèïóñòèìî, ùî DF
‖DF‖2H

íàëåæèòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïå-

ðàòîðà δ. Òîäi ùiëüíiñòü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè F ¹ íåïåðåðâíîþ, îáìåæåíîþ

i ìà¹ âèãëÿä

p(x) = E

[
1{F>x}δ

(
DF

‖DF‖2
H

)]
.

Òàêîæ äàëi çàñòîñîâóâàòèìåòüñÿ íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåìè Ôóáiíi äëÿ

iíòåãðàëó Ñêîðîõîäà.

Ëåìà 4.6. (ëåìà 2.10 ç [63]) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) Ôóíêöiÿ u(t, h, ω) ∈ L2
(
[0, T ]2 × Ω

)
, i ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] âè-

ïàäêîâèé ïðîöåñ u(t, ·) ∈ Dom δ;

2) E
[∫ T

0 |δ(u(t, ·))|2dt
]
<∞.

Òîäi {
∫ T

0 u(t, h)dt, h ∈ [0, T ]} ∈ Dom δ, i

T∫
0

T∫
0

u(t, h)dtdWh =

T∫
0

T∫
0

u(t, h)dWhdt.
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Ïåðåä òèì ÿê ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäi-

ëó, íàãàäà¹ìî, ùî, âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ̃ =

(
1

T

∫ T
0 Xsds

) 1
2

ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹

öiíó îïöiîíà ó ìîäåëi (4.20).

Òåîðåìà 4.10. Íåõàé 6σ2 < b. Äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ X, âèçíà÷åíîãî ñòî-

õàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì (4.16), âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ̃2 ìà¹

íåïåðåðâíó îáìåæåíó ôóíêöiþ ùiëüíîñòi âèãëÿäó:

pσ̃2(x) = E

1{σ̃>√x}
T
σ

T∫
0

√
Xt

t∫
0

Ψh,tdWh dt−
T

2

T∫
0

t∫
0

Ψh,tψh,tdh dt

 ,
(4.23)

äå

ψh,t := exp

−t− h2
−
(
b

2
− σ2

8

) t∫
h

ds

Xs

 ,

Ψh,t = ψh,t

 T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

−1

.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ùiëüíiñòü äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̃2. Çà íàñëiä-

êîì 4.2 ç [16] ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà ïðîöåñó (4.16) ìà¹ âèãëÿä

DhXt = σ exp


t∫

h

[
−1

2
−
(
b

2
− σ2

8

)
1

Xs

]
ds

√Xt

= σ exp

−t− h2
−
(
b

2
− σ2

8

) t∫
h

ds

Xs

√Xt = σψh,t
√
Xt.

Òîäi äëÿ

IT (Xt) =

T∫
0

Xt dt

âiäïîâiäíà ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà äîðiâíþ¹

DhIT (Xt) =

T∫
0

DhXt dt = σ

T∫
h

ψh,t
√
Xt dt, h 6 T.
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Òåïåð ïîòðiáíî âèçíà÷èòè, ÷è iñíó¹ iíòåãðàë Ñêîðîõîäà

δ̃ := δ

(
Dσ̃2

‖Dσ̃2‖2

)
.

Çàóâàæèìî, ùî

Dhσ̃
2 =

σ

T

T∫
h

ψh,t
√
Xt dt,

à âiäïîâiäíà íîðìà äîðiâíþ¹

‖Dσ̃2‖2 =

T∫
0

(Dhσ̃)2 dh =
σ2

T 2

T∫
0

 T∫
h

ψh,t
√
Xt dt

2

dh

=
σ2

T 2

T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dhdt1dt2.

Òàêèì ÷èíîì, âèïàäêîâèé ïðîöåñ

ζ̃h :=
Dhσ̃

2

‖Dσ̃2‖2

äîðiâíþ¹

ζ̃h =
T

σ

T∫
h

√
XtΨh,tdt =

T

σ

T∫
h

ũ(t, h)dt, ũ(t, h) :=
√
XtΨh,t.

Çãiäíî ç ëåìîþ 4.8 ïðîöåñ ζ̃h ¹ iíòåãðîâíèì çà Ñêîðîõîäîì. Îòæå, iíòåãðàë

δ̃ iñíó¹. Ïåðåâiðèìî òåïåð âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè 4.6. Çãiäíî ç ëåìîþ 4.8,

E

 T∫
0

T∫
0

ũ2(t, h)dtdh

 =

T∫
0

T∫
0

E(XtΨ
2
h,t)dhdt <∞

òîìó ũ(t, h, ω) ∈ L2
(
[0, T ]2 × Ω

)
. Òîé ôàêò, ùî ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó

t ∈ [0, T ] ũ(t, h) ∈ Dom δ, ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòåé (4.26), (4.28)

E

 T∫
0

ũ2(t, h)dh+

T∫
0

T∫
0

(Dsũ(t, h))2dsdh


= E

 T∫
0

(
√
XtΨh,t)

2dh+

T∫
0

T∫
0

(Ds

√
XtΨh,t)

2dsdh

 <∞.
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Îòæå, ïåðøà óìîâà ëåìè 4.6 âèêîíó¹òüñÿ. Î÷åâèäíî, äðóãà óìîâà òàêîæ

ìà¹ ìiñöå, îñêiëüêè

E

 T∫
0

(δ(ũ(t, h)))2 dt


=

T∫
0

E

 T∫
0

ũ2(t, h)dt+

T∫
0

T∫
0

Dsũ(t, h)Dtũ(s, h)dsdt

 <∞,
âðàõîâóþ÷è, ùî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ñêií÷åííèé çà ëåìîþ 4.8.

Òåïåð, çàñòîñîâóþ÷è ïîñëiäîâíî òåîðåìó Ôóáiíi òà òåîðåìó 3.2 ç [78], îòðè-

ìó¹ìî

δ̃ =
T

σ

T∫
0

T∫
0

√
XtΨh,t1{h<t}dtdWh

=
T

σ

T∫
0

T∫
0

√
XtΨh,t1{h<t}dWhdt

=
T

σ

T∫
0

√Xt

T∫
0

Ψh,t1{h<t}dWh −
T∫

0

Ψh,tDh

√
Xt1{h<t}dh

 dt

=
T

σ

T∫
0

√
Xt

t∫
0

Ψh,tdWhdt−
T∫

0

t∫
0

Ψh,t
DhXt

2
√
Xt

dhdt

=
T

σ

T∫
0

√
Xt

t∫
0

Ψh,tdWhdt−
T

2

T∫
0

t∫
0

Ψh,tψh,tdhdt.

Âiäìiòèìî, ùî âèãëÿä äàíî¨ ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi ìîæíà äåùî ñïðîñòèòè.

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé 6σ2 < b. Äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ X, âèçíà÷åíîãî ñòî-

õàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì (4.16), âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ̃2 ìà¹
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íåïåðåðâíó îáìåæåíó ôóíêöiþ ùiëüíîñòi âèãëÿäó:

p1,σ̃2(x) = E

1{σ̃>√x}Tσ
 T∫

0

√
XtΨt

t∫
0

ψ1,hdWhdt

−
T∫

0

t∫
0

ψhDh

(√
XtΨt

)
dhdt

 ,
(4.24)

äå

Ψt = ψ2,t

 T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

−1

,

ψ1,h := exp

h2 +

(
b

2
− σ2

8

) h∫
0

ds

Xs

 , ψ2,t := exp

− t2 −
(
b

2
− σ2

8

) t∫
0

ds

Xs

 .

Çíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ Dh

(√
XtΨt

)
çíàéäåíî ó ëåìi 4.9.

Äîâåäåííÿ. Äàíèé íàñëiäîê ïîâíiñòþ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Î÷åâèäíî, ùî

ψh,t = ψ1,hψ2,t = exp

h2 +

(
b

2
− σ2

8

) h∫
0

ds

Xs

 exp

− t2 −
(
b

2
− σ2

8

) t∫
0

ds

Xs

 ,

òîäi, âiäïîâiäíî,

Ψh,t = ψ1,hΨt = ψ1,hψ2,t

 T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

−1

.

Ïðîâîäÿ÷è ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ íàâåëåíi âèùå, îòðèìà¹ìî

δ̃ =
T

σ

T∫
0

T∫
0

√
XtΨh,t1{h<t}dtdWh

=
T

σ

T∫
0

T∫
0

√
XtΨh,t1{h<t}dWhdt

=
T

σ

T∫
0

√XtΨt

T∫
0

ψ1,h1{h<t}dWh −
T∫

0

ψ1,hDh

(√
XtΨt

)
1{h<t}dh

 dt
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=
T

σ

 T∫
0

√
XtΨt

t∫
0

ψ1,hdWhdt−
T∫

0

t∫
0

ψ1,hDh

(√
XtΨt

)
dhdt

 .

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.10. Òîäi öiíà ó ïî-

÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi C = (ST − K)+ çi

ñòðàéêîâîþ öiíîþ K > 0 çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

VC =

∞∫
0

(
S0Φ

(
lnS0 + (r + 1

2x)T − lnK
√
xT

)

−K e−rT Φ

(
lnS0 + (r − 1

2x)T − lnK
√
xT

))
p(x)dx,

äå p(x) = pσ̃2(x) âèçíà÷åíî ó (4.23), àáî p(x) = p1,σ̃2(x) âèçíà÷åíî ó (4.24).

4.2.5. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè. Ïåðøèì äîâåäåìî ðåçóëüòàò ñòîñîâíî

îáìåæåíîñòi ìîìåíòiâ âiä'¹ìíîãî ïîðÿäêó äëÿ âèïàäêîâèõ ìîìåíòiâ âèõîäó

ïðîöåñó Êîêñà�Iíãåðñîëëà�Ðîññà X ç äåÿêîãî iíòåðâàëó. Äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ,

ùî ñòàðòó¹ ç òî÷êè X0 > 0 ïîçíà÷èìî τ̃ = inf{t > 0 : |Xt − X0| > X0

2 } òà
τ̃1 = τ̃ ∧ T .

Ëåìà 4.7. Áóäü-ÿêi âiä'¹ìíi ìîìåíòè âêàçàíèõ ìîìåíòiâ âèõîäó ñêií-

÷åííi, à ñàìå, E(τ̃1)
−p <∞ äëÿ âñiõ p > 0.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 10.5 [55], ÿêùî K > 0 i Y = {Yt, t > 0} �
îäíîâèìiðíèé íåïåðåðâíèé íàïiâìàðòèíãàë âèãëÿäó

Yt = Y0 +Mt + At,

äå 〈M〉t =
∫ t

0 α(s)ds i At =
∫ t

0 β(s)ds, ïðè÷îìó |α(s)| 6 K i |β(s)| 6 K, òî

äëÿ ìîìåíòó τ̃X0
2
âèõîäó öüîãî íàïiâìàðòèíãàëó ç iíòåðâàëó [Y0− X0

2 , Y0 + X0

2 ]

i äëÿ âñiõ λ ∈ (0, X0

4K ]

P{τ̃X0
2
< λ} 6 4√

πX0

2

exp

{
− X2

0

32Kλ

}
.
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Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà

Xt = X0−
∫ t

0 (b−Xs)ds+σ
∫ t

0

√
XsdWs ç âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì W , âèáåðåìî

áóäü-ÿêå N > 3X0

2 i ïîçíà÷èìî τ̃N = inf{t > 0 : |Xt| > N}. Òîäi τ̃N > τ̃X0
2
.

Äàëi,

X̂t := Xt∧τ̃N = X0 −
t∫

0

(b−Xs∧τ̃N )1{s6τ̃N}ds+ σ

t∫
0

√
Xs∧τ̃N1{s6τ̃N}dWs,

i íàïiâìàðòèíãàë X̂t çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 10.5 [55] ïðè K = Nσ. Êðiì

òîãî, ÿêùî ïîçíà÷èòè τ̃NX0
2

= inf{t > 0 : |X̂t −X0| > X0

2 } òî τ̃
N
X0
2

= τ̃X0
2
. Òîìó â

îêîëi íóëÿ ðîçïîäië ìîìåíòó âèõîäó τ̃ äîïóñêà¹ åêñïîíåíöiéíó îöiíêó: iñíóþòü

òàêi ñòàëi C1, C2, C3, ùî

P{τ̃X0
2
< λ} 6 C1 exp

{
−C2

λ

}
, 0 < λ < C3,

i òå ñàìå âiðíå äëÿ τ̃1. Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. Ëåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè íàâåäåìî ðåçóëüòàò ç [35,

íåðiâíiñòü (3.1)]: sup
[0,T ]

EXp
t <∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî p > − 2b

σ2 .

Ëåìà 4.8. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ïðîöåñó ÊIÐ, çàäàíîãî ðiâíÿííÿì (4.16),

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 6σ2 < b. Òîäi
√
XtΨh,t ∈ L1,2 i

T∫
h

√
XtΨh,tdt ∈ L1,2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî äðóãå âêëþ÷åííÿ, ÿêå ïîòðåáó¹ áiëüøå ïåðåòâîðåíü,

à òîäi äëÿ ïåðøîãî äîâåäåííÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íå. Íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî∥∥∥∥∥∥
T∫
h

√
XtΨh,tdt

∥∥∥∥∥∥
2

L1,2

= E

 T∫
0

 T∫
h

√
XtΨh,tdt

2

dh

+

T∫
0

T∫
0

Dl

T∫
h

√
XtΨh,tdt

2

dldh

 <∞.
(4.25)

Çàïèøåìî ñïî÷àòêó ôóíêöiþ

√
XtΨh,t =

√
Xtψh,t

 T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

−1

.
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Îöiíèìî çíàìåííèê äàíî¨ ôóíêöi¨ çíèçó. Çàïèøåìî

I :=

T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

=

T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

exp

−t1 − h2
−
(
b

2
− σ2

8

) t1∫
h

ds

Xs


× exp

−t2 − h2
−
(
b

2
− σ2

8

) t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2.

Íàãàäà¹ìî, ùî τ̃ := inf
{
t : |Xt −X0| > X0

2

}
, τ̃1 = τ̃ ∧ T . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

q := b
2 −

σ2

8 . Ç óìîâè ëåìè âèïëèâà¹, ùî q > 0. Îòðèìà¹ìî

I >
X0

2

τ̃1∫
0

τ̃1∫
0

t1∧t2∫
0

exp

−t1 − h2
− 2q

X0

t1∫
h

ds


× exp

−t2 − h2
− 2q

X0

t2∫
h

ds

 dh dt1dt2

=
X0

2

τ̃1∫
0

τ̃1∫
0

t1∧t2∫
0

exp

{
−t1 − h

2
− 2q

X0
(t1 − h)

}

× exp

{
−t2 − h

2
− 2q

X0
(t2 − h)

}
dh dt1dt2.

Îñêiëüêè t1 − h < T i t2 − h < T , òî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

I >
X0

12
exp

{
−T (X0 + 4q)

X0

}
τ̃ 3

1 .

Äàëi íåñóòò¹âi ñòàëi áóäåì ïîçíà÷àòè C àáî C ç iíäåêñàìè. Çàóâàæèìî, ùî

ôóíêöi¨ ψh,t îáìåæåíi çâåðõó îäèíèöåþ. Òîäi ìîæíà çàïèñàòè ïðîñòî

I > Cτ̃ 3
1 , i Ψh,t 6 Cτ̃−3

1 .

Òîìó

E(XtΨ
2
h,t) 6

(
EX2

t EΨ2
h,t

) 1
2 6 C

(
EX2

t

) 1
2
(
E τ̃−6

1

) 1
2 .
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Äàëi, ç óìîâè ëåìè òà çàóâàæåííÿ 4.5 âèïëèâà¹, ùî sup
t∈[0,T ]

EXp
t <∞ äëÿ áóäü-

ÿêîãî p > −12. Ñêií÷åííiñòü E τ̃−6
1 âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.7. Òîìó iñíó¹ ñòàëà

C > 0 òàêà, ùî

sup
t,h∈[0,T ]

E(XtΨ
2
h,t) 6 C. (4.26)

Äîâåäåìî òåïåð îáìåæåíiñòü ïåðøîãî äîäàíêó ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4.25).

Ñïðàâäi,

E

 T∫
0

 T∫
h

√
XtΨh,tdt

2

dh

 6 T

T∫
0

T∫
h

E(XtΨ
2
h,t)dtdh 6 C1.

Ïîêàæåìî òåïåð îáìåæåíiñòü äðóãîãî äîäàíêó ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi

(4.25).

E

 T∫
0

T∫
0

Dl

T∫
h

√
XtΨh,tdt

2

dldh


= E

 T∫
0

T∫
0

 T∫
h

Dl(
√
XtΨh,t)dt

2
 dldh

6 T

T∫
0

T∫
0

T∫
h

E(Dl(
√
XtΨh,t))

2dt dl dh.

(4.27)

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ñàìó ñòîõàñòè÷íó ïîõiäíó, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ëàíöþ-

ãà:

Dl(
√
XtΨh,t) = Dl

√Xtψh,t

 T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

−1


= Dl

√Xt exp

−t− h2
− q

t∫
h

ds

Xs

×
×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
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× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1


= Dl

√Xt exp

−t− h2
− q

t∫
h

ds

Xs




×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1

+
√
Xt exp

−t− h2
− q

t∫
h

ds

Xs


×Dl

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1

= exp

−t− h2
− q

t∫
h

ds

Xs


DlXt

2
√
Xt

+ q
√
Xt

t∫
h

DlXs

X2
s

ds


×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1

−
√
Xt exp

−t− h2
− q

t∫
h

ds

Xs


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×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−2

×

×
T∫

0

T∫
0

t1∧t2∫
0

exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

 exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

×
×

√Xt2

 DlXt1

2
√
Xt1

+ q
√
Xt1

t1∫
h

DlXs

X2
s

ds

+

+
√
Xt1

 DlXt2

2
√
Xt2

+ q
√
Xt2

t2∫
h

DlXs

X2
s

ds

 dh dt1dt2.

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä DlXt, ψh,t òà I îòðèìà¹ìî

Dl(
√
XtΨh,t) = σψh,t

ψl,t
2

+ q
√
Xt

t∫
h

ψl,s

X
3
2
s

ds

 I−1

−σ
√
Xtψh,tI

−2

T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2

√Xt2

ψl,t1
2

+ q
√
Xt1

t1∫
h

ψl,s

X
3
2
s

ds

+

+
√
Xt1

ψl,t2
2

+ q
√
Xt2

t2∫
h

ψl,s
X2
s

ds

 dh dt1dt2.

Äëÿ äîâåäåííÿ îáìåæåíîñòi äðóãîãî äîäàíêó (4.25), âðàõîâóþ÷è (4.27), äî-

ñèòü ïîêàçàòè, ùî

sup
l,h,t

E
[
(Dl(

√
XtΨh,t))

2
]
<∞. (4.28)

Ç öi¹þ ìåòîþ çàïèøåìî

E
[
(Dl(

√
XtΨh,t))

2
]

= E

σψh,t
ψl,t

2
+ q
√
Xt

t∫
h

ψl,s

X
3
2
s

ds

 I−1

−σ
√
Xtψh,tI

−2

T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2

√Xt2

ψl,t1
2

+ q
√
Xt1

t1∫
h

ψl,s

X
3
2
s

ds

+
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+
√
Xt1

ψl,t2
2

+ q
√
Xt2

t2∫
h

ψl,s
X2
s

ds

 dh dt1dt2

2


6 2σ2 E


ψh,t

ψl,t
2

+ q
√
Xt

t∫
h

ψl,s

X
3
2
s

ds

 I−1

2


+2σ2 E

√Xtψh,tI
−2

T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2

√Xt2

ψl,t1
2

+ q
√
Xt1

t1∫
h

ψl,s

X
3
2
s

ds

+

+
√
Xt1

ψl,t2
2

+ q
√
Xt2

t2∫
h

ψl,s
X2
s

ds

 dh dt1dt2

2
 .

Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî ψh,t < 1, ìîæåìî çàïèñàòè

E
[
(Dl(

√
XtΨh,t))

2
]
6 2σ2 E


1

2
+ q
√
Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

2

I−2


+2σ2 E

√XtI
−2

T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√Xt2

1

2
+ q
√
Xt1

t1∫
h

ds

X
3
2
s

+

+
√
Xt1

1

2
+ q
√
Xt2

t2∫
h

ds

X2
s

 dh dt1dt2

2
 = 2σ2I1 + 2σ2I2.

Îöiíèìî îêðåìî êîæíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü

Ãåëüäåðà òà íåðiâíiñòü (a+ b)n 6 2n−1(an + bn), îòðèìà¹ìî

I1 := E


1

2
+ q
√
Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

2

I−2


6

E


1

2
+ q
√
Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

4



1/2 (
E I−4

)1/2

6 C1

1

2
+ 8q4 E


√Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

4



1
2 (

E τ̃−12
1

) 1
2 .
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Îáìåæåíiñòü E τ̃−12
1 âèïëèâà¹ iç ëåìè 4.7. Îöiíèìî òåïåð

E


√Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

4
 6

(
EX4

t

) 1
2

E


 t∫

h

ds

X
3
2
s

8



1
2

6 T
7
2

(
EX4

t

) 1
2

 t∫
h

EX−12
s ds


1
2

,

Áåðó÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 4.5 òà óìîâó ëåìè, îòðèìó¹ìî, ùî

E

[(√
Xt

∫ t
h

ds

X
3
2
s

)4
]
6 C. À öå îçíà÷à¹, ùî I1 6 C. Îöiíèìî òåïåð I2.

I2 := E

√XtI
−2

T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√Xt2

1

2
+ q
√
Xt1

t1∫
h

ds

X
3
2
s

+

+
√
Xt1

1

2
+ q
√
Xt2

t2∫
h

ds

X2
s

 dh dt1dt2

2


6
(
E(X2

t I
−8)
) 1

2

E

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√Xt2

1

2
+ q
√
Xt1

t1∫
h

ds

X
3
2
s

+

+
√
Xt1

1

2
+ q
√
Xt2

t2∫
h

ds

X2
s

 dh dt1dt2

4



1
2

6 T
9
2

(
EX4

t

) 1
4
(
E I−16

) 1
4

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

E

√Xt2

1

2
+ q
√
Xt1

t1∫
h

ds

X
3
2
s

+

+
√
Xt1

1

2
+ q
√
Xt2

t2∫
h

ds

X2
s

4
 dh dt1dt2


1
2

6 C2

(
EX4

t

) 1
4
(
E τ̃−48

1

) 1
4

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

E

√Xt2

1

2
+ q
√
Xt1

t1∫
h

ds

X
3
2
s

+
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+
√
Xt1

1

2
+ q
√
Xt2

t2∫
h

ds

X2
s

4
 dh dt1dt2


1
2

,

äå C2 = 124T
9
2

X4
0

exp
{

4T (X0+4q)
X0

}
. Ñêií÷åííiñòü âåëè÷èíè E τ̃−48

1 òà îáìåæåíiñòü

EX4
t âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ 4.5, ëåìè 4.7 òà óìîâè ëåìè. Äëÿ äîâåäåííÿ

îáìåæåíîñòi

E

[(√
Xt2

(
1
2 + q

√
Xt1

∫ t1
h

ds

X
3
2
s

)
+
√
Xt1

(
1
2 + q

√
Xt2

∫ t2
h

ds
X2
s

))4
]
äîñòàòíüî ïî-

êàçàòè, ùî îáìåæåíà íàñòóïíà âåëè÷èíà

E


√Xt

1

2
+ q
√
Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

4
 6

(
EX4

t

) 1
2

E


1

2
+ q
√
Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

8



1
2

6
(
EX4

t

) 1
2

1

2
+ 128 q8 E


√Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

8



1
2

.

Çà óìîâîþ ëåìè, 6σ2 < b. Òîìó ìîæíà âèáðàòè 1 < d < b
6σ2 . Òîäi −12d > − 2b

σ2 ,

i çãiäíî iç çàóâàæåííÿì 4.5,

sup
t∈[0,T ]

EX−12d
t <∞.

Íåõàé p òàêå, ùî 1
p + 1

d = 1. Äâi÷i çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, îäåðæó-

¹ìî

E


√Xt

t∫
h

ds

X
3
2
s

8
 6

(
EX4p

t

) 1
p

E


 t∫

h

ds

X
3
2
s

8d



1
d

6 T
8d−1
d

(
EX4p

t

) 1
p

 t∫
h

EX−12d
s ds


1
d

<∞.

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî I2 6 C. À öå îçíà÷à¹, ùî ìà¹ ìiñöå (4.28), à òîäi i

(4.25). Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 4.9. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.10, òîäi ñòîõàñòè÷íà
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ïîõiäíà Dh(
√
XtΨt) ìà¹ âèãëÿä

Dh(
√
XtΨt) =

= exp

− t2 − q
t∫

0

ds

Xs


DhXt

2
√
Xt

+ q
√
Xt

t∫
0

DhXs

X2
s

ds


×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1

−
√
Xt exp

− t2 − q
t∫

0

ds

Xs


×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−2

×

×
T∫

0

T∫
0

t1∧t2∫
0

exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

 exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

×
×

√Xt2

DhXt1

2
√
Xt1

+ q
√
Xt1

t1∫
h

DhXs

X2
s

ds

+

+
√
Xt1

DhXt2

2
√
Xt2

+ q
√
Xt2

t2∫
h

DhXs

X2
s

ds

 dh dt1dt2.

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå âñòàíîâèëè, ùî ïîäâiéíèé iíòåãðàë ó çíàìåííèêó Ψt

i ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ âiä öi¹¨ ôóíêöi¨ ì.í. äîäàòíèé. Òåïåð îáìåæèìîñÿ

ôîðìàëüíèì âèçíà÷åííÿì âèãëÿäó ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨.
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Çà ïðàâèëîì ëàíöþãà

Dh(
√
XtΨt) = Dh

√Xtψ2,t

 T∫
0

T∫
0

√
Xt1

√
Xt2

t1∧t2∫
0

ψh,t1ψh,t2dh dt1dt2

−1


= Dh

√Xt exp

− t2 − q
t∫

0

ds

Xs

×
×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1


= Dh

√Xt exp

− t2 − q
t∫

0

ds

Xs




×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1

+
√
Xt exp

− t2 − q
t∫

0

ds

Xs


×Dh

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1
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= exp

− t2 − q
t∫

0

ds

Xs


DhXt

2
√
Xt

+ q
√
Xt

t∫
0

DhXs

X2
s

ds


×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−1

−
√
Xt exp

− t2 − q
t∫

0

ds

Xs


×

 T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

√
Xt1

√
Xt2 exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

×
× exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

 dh dt1dt2

−2

×

×
T∫

0

T∫
0

t1∧t2∫
0

exp

−t1 − h2
− q

t1∫
h

ds

Xs

 exp

−t2 − h2
− q

t2∫
h

ds

Xs

×
×

√Xt2

DhXt1

2
√
Xt1

+ q
√
Xt1

t1∫
h

DhXs

X2
s

ds

+

+
√
Xt1

DhXt2

2
√
Xt2

+ q
√
Xt2

t2∫
h

DhXs

X2
s

ds

 dh dt1dt2.

Ëåìó äîâåäåíî.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Â ïåðøié ÷àñòèíi äàíîãî ðîçäiëó ðîçãëÿíóòî ïîâíèé òà �çðiçàíèé� ïðîöåñè

Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà. Äîâåäåíî, ùî �çðiçàíèé� ïðîöåñ ÊIÐ íå çàõîäèòü â
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íóëü ïðè òié æå óìîâi, ùî é ïîâíèé ïðîöåñ. Íàâåäåíî àäèòèâíó òà ìóëüòè-

ïëiêàòèâíó àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè äàíîãî ïðîöåñó. Äîâåäåíî ñëàáêó çáiæíiñòü

öií àêòèâó.

Äðóãà ÷àñòèíà ïðèñâÿ÷åíà ìîäåëi ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ çi ñòîõàñòè÷íîþ âî-

ëàòèëüíiñòþ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëîì âiä ïðîöåñó Êîêñà�Iíãåðñîëëà�

Ðîññà. Äîñëiäæåíî ïèòàííÿ òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiîíà

êóïiâëi. Iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäiâ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà âñòàíîâëåíî âèãëÿä

ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà âèðàæà¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âîëà-

òèëüíîñòi ïðîòÿãîì ÷àñó äî âèêîíàííÿ îïöiîíà. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äîçâî-

ëÿ¹ îá÷èñëèòè öiíó îïöiîíà çà ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ ó âèïàäêó,

êîëè âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ùî ïîðîäæó¹ åâîëþöiþ öiíè àêòèâó, òà âiíåðiâñüêèé

ïðîöåñ, ÿêèé çàäà¹ âîëàòèëüíiñòü, ¹ íåçàëåæíèìè.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òåîði¨ îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ òà çíàõîäæåí-

íþ ¨õ øâèäêîñòi çáiæíîñòi.

Ç öi¹þ ìåòîþ áóëî çíàéäåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì íåçà-

ëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íîðìàëüíîãî çàêîíó

ðîçïîäiëó, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä �çðiçàíèõ� ïñåâäîìîìåíòiâ. Äëÿ öüîãî ðåà-

ëiçîâàíî iäåþ Þ.Ï. Ñòóäí¹âà îòðèìàííÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ïîðÿä-

êó âèùå íiæ n−
1
2 . Äëÿ ðèíêó â ñõåìi ñåðié òà äëÿ ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷à-

ñîì, óòâîðåíîãî íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, êîëè ¨õíié ðîçïîäië

¹ íåïåðåðâíèì, çíàéäåíî óìîâè áåçàðáiòðàæíîñòi. Äîâåäåíî, ùî ïðè ïåâíî-

ìó âèáîði ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè âèïàäêîâi âåëè÷èíè, íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi

âiäíîñíî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè, çàëèøàþòüñÿ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi âiäíîñíî

öi¹¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè. Äîâåäåíî ôóíêöiîíàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ ðèí-

êó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì ó ñõåìi Áëåêà-Øîóëñà. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêó

øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó çà ìåòîäîì ïñåâäîìî-

ìåíòiâ. Çíàéäåíî ïðèêëàäè ôóíêöié ðîçïîäiëó, äî ÿêèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè

ìåòîä ïñåâäîìîìåíòiâ.

Áóëî ðîçãëÿíóòî ãðàíè÷íó ìîäåëü öií àêòèâiâ, çìîäåëüîâàíèõ ãåîìåòðè-

÷íèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà òà îïèñ i âëàñòèâîñòi äîãðàíè÷íîãî äèñ-

êðåòíîãî öiíîâîãî ïðîöåñó; äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiéíó ñõåìà äëÿ ïðîöåñó

Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà àïðîêñèìàöi¨ Åéëåðà, àëå ïðèðîñòè âi-

íåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíþþòüñÿ íà áåðíóëëi¹âñüêi íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Ñôîðìóëüîâàíî óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ øâèä-

êiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ i ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ îáìåæåíà çâåðõó âå-

ëè÷èíîþ C√
n
. Ïðîàíàëiçîâàíî ïåðåõiä âiä îá'¹êòèâíî¨ ìiðè äî ìàðòèíãàëüíî¨

i çìiíè, ùî âiäáóâàþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì öií íà ðèíêó ïðè òàêîìó ïåðåõîäi ó

âêàçàíié ìîäåëi.
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Áóëî ïîáóäîâàíî äèñêðåòíi àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè äëÿ öiíè àêòèâó, ÿêèé

çìîäåëüîâàíèé ïðîöåñîì ÊIÐ. Ðîçãëÿíóòî äèñêðåòíó àïðîêñèìàöiéíó ñõåìó

Åéëåðà äëÿ ïðîöåñó ÊIÐ, àëå ïðèðîñòè âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó çàìiíþþòüñÿ

íà íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi îáìåæåíi ñèìåòðè÷íi âèïàäêîâi âåëè÷è-

íè. Áóëî ââåäåíî �çðiçàíèé� ïðîöåñ Êîêñà-Iíãåðñîëëà-Ðîññà, ÿêèé âèêîðèñòà-

íî äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi öií àêòèâó. Âñòàíîâëåíî, ùî �çðiçàíèé�

ïðîöåñ ÊIÐ íå çàõîäèòü â íóëü ïðè òié æå óìîâi, ùî é íåçðiçàíèé ïðîöåñ.

Íàâåäåíî àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè äëÿ îáîõ ïðîöåñiâ. Äîâåäåíî ôóíêöiîíàëüíi

ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ àäèòèâíî¨ òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ñõåì â ìîäåëi Êîêñà-

Iíãåðñîëëà-Ðîññà. Ïðîâåäåíî òî÷íå i íàáëèæåíå îöiíþâàííÿ îïöiíiâ â ìîäåëi

Õåñòîíà, çàñòîñîâóþ÷è ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà.



140

ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË

1. Áîÿðèùåâà Ò.Â. Äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi ñóì íåçàëåæíèõ âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí / Ò.Â. Áîÿðèùåâà // Íàóêîâèé âiñíèê Óæãîðîäñüêî-

ãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ ìàòåìàòèêà i iíôîðìàòèêà. � 2014. � Âèï. 25,

�. 1. � Ñ. 21�27.

2. Ãîíàê Ñ.Â. Ïðî îäíó îöiíêó Þ.Ï. Ñòóäí¹âà / Ñ.Â. Ãîíàê, I.Â. Ñèòàð,

Ï.Â. Ñëþñàð÷óê // Çáiðíèê ïðàöü ñòóä. íàóê. êîíô. ìàòåì. ô-òó ÓæÍÓ.

Ñåðiÿ ìàòåì. i ïðèêë. ìàòåì. � 2013. � Ñ. 15�16.

3. Êîëìîãîðîâ À.Í. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé /

À.Í. Êîëìîãîðîâ. � Ì.: ÔÀÇÈÑ. � 1998. � 144 ñ.

4. Êó÷óê-ßöåíêî Ñ.Â. Çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî òî÷íîãî i íà-

áëèæåíîãî îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíi-

ñòþ / Ñ.Â. Êó÷óê-ßöåíêî, Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Òåîðiÿ éìî-

âiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. � 2016. � Âèï. 94. � Ñ. 93�115.

4. Kuchuk-Yatsenko S.V. An application of the Malliavin calculus for calculat-

ing the precise and approximate prices of options with stochastic volatility /

S.V. Kuchuk-Yatsenko, Yu.S. Mishura and Ye.Yu. Munchak // Theory of

Probability and Mathematical Statistics. � 2017. � No. 94. � P. 97�120.

5. Êó÷óê-ßöåíêî Ñ.Â. Îá÷èñëåííÿ öií îïöiîíiâ ó ìîäåëÿõ ôiíàíñîâèõ ðèí-

êiâ, çàäàíèõ ëiíiéíèìè ñòîõàñòè÷íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çi

ñòîõàñòè÷íèì êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨/ Ñ.Â. Êó÷óê-ßöåíêî, Þ.Ñ. Ìiøóðà,

�.Þ. Ìóí÷àê // �Ìiæíàðîäíà ëiòíÿ ìàòåìàòè÷íà øêîëà ïàì'ÿòi Â.Î.

Ïëîòíiêîâà�. Òåçè äîïîâiäåé. (Îäåñà, Óêðà¨íà). � 2016. � Ñ. 40.

6. Êó÷óê-ßöåíêî Ñ.Â. Ìîäåëü ôiíàíñîâîãî ðèíêó, çàäàíà ëiíiéíèì ñòîõà-

ñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì çi ñòîõàñòè÷íèì êîåôiöi¹íòîì äè-

ôóçi¨/ Ñ.Â. Êó÷óê-ßöåíêî, Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ìiæíàðîäíà



141

íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�. Òå-

çè äîïîâiäåé. (Óæãîðîä, Óêðà¨íà). � 2016. � Ñ. 86.

7. Ìiøóðà Þ.Ñ. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó

ïñåâäîìîìåíòiâ / Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i

ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. � 2015. � Âèï. 92. � Ñ. 110-124.

8. Ìiøóðà Þ.Ñ. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ïðè äèñêðåòèçàöi¨ ãåî-

ìåòðè÷íîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà áåðíóëëi¹âñüêèìè ñòðèáêàìè

öií àêöié / Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i ìàòå-

ìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. � 2015. � Âèï. 93. � Ñ. 127-141.

9. Ìiøóðà Þ.Ñ. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðî-

äàæó/ Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ.

Òåçè äîïîâiäåé. � Âîðîõòà, Óêðà¨íà. � 2016. � Ñ. 42.

10. Ìiøóðà Þ.Ñ. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäà-

æó iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ïñåâäîìîìåíòiâ/ Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí-

÷àê // Ìàòåðiàëè XIV Ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨

ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2016�. �

Êè¨â, Óêðà¨íà. � 2016. � Ñ. 54�57.

11. Ìiøóðà Þ.Ñ. Ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè â ìîäåëi Êîêñà-

Iíãåðñîëëà-Ðîññà/ Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ìàòåðiàëè XV Ìiæ-

íàðîäíî¨ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìîëî-

äèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2017�. � Êè¨â, Óêðà¨íà. � 2017. �

Ñ. 57�60.

12. ÌiøóðàÞ.Ñ. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ öií îïöiîíiâ ó ñõåìi Áåð-

íóëëi/ Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ñiìíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà

êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà. Ìàòåðiàëè êîíôåðåí-

öi¨. Ò. 3. � Êè¨â, Óêðà¨íà. � 2016. � Ñ. 110�112.

13. Ñëþñàð÷óê Ï.Â. Äåÿêi îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi â öåíòðàëüíié ãðàíè-

÷íié òåîðåìi / Ï.Â. Ñëþñàð÷óê, I.É. Ïîëÿê // Íàóêîâèé âiñíèê Óæãîðîä-

ñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ ìàòåìàòèêà. � 1997. � Âèï. 2. � Ñ. 104�107.



142

14. Alfonsi A. On the discretization schemes for the CIR (and Bessel squared)

processes / A. Alfonsi // Monte Carlo Methods Appl. � 2005. � Vol. 11,

No. 4. � P. 355�384.

15. Alfonsi A. High order discretization schemes for the CIR process: application

to a�ne term structure and Heston models / A. Alfonsi // Math. Comput. �

2010. � Vol. 79. � P. 209�237.

16. Alos E. A Note on the Malliavin Di�erentiability of the Heston Volatility /

E. Alos and Ch-O. Ewald // SSRN Electronic Journal, 09/2005 . � 2005. �

DOI: 10.2139/ssrn.847645.

17. Altmayer M. Multilevel Monte Carlo Quadrature of Discontinuous Payo�s in

the Generalized Heston Model Using Malliavin Integration by Parts / M. Alt-

mayer and A. Neuenkirch // SIAM J. Financ. Math. � 2015. � Vol. 6. �

P. 22�52.

18. Bachelier L. Theorie de la speculation / L. Bachelier // Annales Scienti�ques

de l'Ecole Normale Superieure. � 1900. � Vol. 3, No. 17. � P. 21�86.

19. Barndor�-Nielsen O.E. Non-Gaussian Ornstein�Uhlenbeck-based models

and some of their uses in �nancial economics / O.E. Barndor�-Nielsen and

N. Shephard // Journal of the Royal Statistical Society: Series B, Statistical

Methodology. � 2001. � Vol. 63, No.2. � P. 167�241.

20. Bates D. Jumps and Stochastic Volatility: Exchange Rate Processes Implicit

in Deutsche Mark Options. / D. Bates // Review of Financial Studies. �

1996. � Vol. 9. � P. 69�108.

21. Bates D. Post-'87 Crash fears in S&P 500 Futures Options. / D. Bates //

Journal of Econometrics. � 2000. � Vol. 94, No.1-2. � P. 181�238.

22. Berkaoui A. Euler scheme for SDEs with non-Lipschitz di�usion coe�cient:

strong convergence. / A. Berkaoui, M. Bossy and A. Diop // ESAIM, Probab.

Stat. � 2008. � Vol. 12. � P. 1�11.

23. Billingsley P. Convergence of probability measures / P. Billingsley. � New

York-London-Sydney-Toronto: John Wiley and Sons. � 1968. � 253 p.



143

24. Black F. The Pricing of options and corporate liabilities. / F. Black and

M. Scholes // Journal of Political Economy. � 1973. � Vol. 81, No.3. �

P. 637�659.

25. Bossy M. An e�cient discretization scheme for one dimensional SDEs with

a di�usion coe�cient function of the form |x|a, a ∈ [1/2, 1). / M. Bossy and

A. Diop // INRIA, Sophia Antipolis. � Vol. 5396. � 2007.

26. Brigo D. Interest rate models � theory and practice. With smile, in�ation

and credit. 2nd ed / D. Brigo and F. Mercurio. � Springer Finance. Berlin:

Springer. � 2006. � 981 p.

27. Broadie M. Connecting discrete continuous path-dependent options /

M. Broadie, O. Glasserman and S.J. Kou // Finance Stochast. � 1999. �

Vol. 3, No. 1. � P. 55�82.

28. Chang L.-B. Smooth convergence in the binomial model / L.-B. Chang and

K. Palmer // Finance Stochast. � 2007. � Vol. 11, No. 1. � P. 91�105.

29. Cox J. A Theory of the Term Structure of Interest Rates / J. Cox, J. Ingersoll

and S. Ross // Econometrica. � 1985. � Vol. 53, No.2. � P. 385�407.

30. Cutland N. From discrete to continuous �nancial models: new convergence

results for option pricing / N. Cutland, E. Kopp and W. Willinger // Math.

Finance. � 1993. � Vol. 3, No. 2. � P. 101�123.

31. Deelstra G. Long-term returns in stochastic interest rate models: di�erent

convergence results / G. Deelstra and F. Delbaen // Applied stochastic mod-

els and data analysis. � 1997. � Vol. 13, No. 3-4. � P. 401�407.

32. Deelstra G. Convergence of discretized stochastic (interest rate) processes

with stochastic drift term / G. Deelstra and F. Delbaen // Applied stochastic

models and data analysis. � 1998. � Vol. 14, No. 1. � P. 77�84.

33. Deelstra G. Long-term returns in stochastic interest rate models: Applica-

tions / G. Deelstra // Astin Bull. � 2000. � Vol. 30, No. 1. � P. 123�140.

34. Delbaen F. The Mathematics of Arbitrage / F. Delbaen and W. Schacher-

mayer. � Springer-Finance. Berlin: Springer. � 2006. � 373 p.



144

35. Dereich S. An Euler-type method for the strong approximation of the Cox-

Ingersoll-Ross process / S. Dereich, A. Neuenkirch and L. Szpruch // Royal

Society. � 2012. � Vol. 468, No. 2140. � P. 1105�1115.

36. D'Ippoliti F. Exact and approximated option pricing in a stochastic volatility

jump-di�usion model / F. D'Ippoliti, E. Moretto, S. Pasquali and B. Triv-

ellato // Springer Milan. � 2010. � P. 133�142.� doi: 10.1007/978-88-470-

1481-7_14.

37. Du�e D. From discrete- to continuous- time �nance: weak convergence of

the �nancial gain process / D. Du�e and P. Protter // Math. Finance. �

1992. � Vol. 2, No. 1. � P. 1�15.

38. Du�e D. Transform Analysis and Asset Pricing for A�ne Jump-Di�usions /

D. Du�e, J. Pan, and K. Singleton // Econometrica. � 2000. � Vol. 68,

No.6. � P. 1343�1376.

39. Feller W. An introduction to probability theory and its applications. Vol II.

2nd ed. / W. Feller. � New York etc.: John Wiley and Sons, Inc.: Wiley

Series in Probability and Mathematical Statistics. � 1971. � 669 p.

40. F�ollmer H. Stochastic �nance. An introduction in discrete time / H. F�ollmer,

A. Schied. � Walter de Gruyter. � 2004. � 459 p.

41. Fournie E. Applications of Malliavin calculus to Monte-Carlo methods in

�nance / E. Fournie, J.-M. Lasry, J. Lebuchoux, P.-L. Lions P.-L, and

N. Touzi // Fin. and Stoch. � 1999. � Vol. 3, No. 4. � P. 391�412.

42. Garman M. A general theory of asset valuation under di�usion state process-

es / M. Garman.
”
� Center for Research in Management Science. � 1976. �

54 p.

43. Geman H. Stochastic Volatility, Jumps and Hidden Time Changes / H. Ge-

man, D. Madan and M. Yor // Finance and Stochastics. � 2002. � Vol. 6,

No. 1. � P. 63�90.

44. Giles M. Improved multilevel Monte Carlo convergence using the Milstein

scheme / M.B. Giles // In Monte Carlo and quasi-Monte Carlo methods

2006. Springer: Berlin. � 2008. � P. 343�358.



145

45. Goard J. Exact and approximate solutions for options with time-dependent

stochastic volatility / J. Goard // Applied Mathematical Modelling. �

2014. � Vol. 38, No. 11-12. � P. 2771�2780.

46. Gunther M. Structure preserving stochastic integration schemes in interest

rate derivative modeling / M. Gunther, C. Kahl and T. Rossberg // Appl.

Numer. Math. � 2008. � Vol. 58, No. 3. � P. 284�295.

47. Gy�ongy I. A note on Euler approximations for SDEs with H�older continuous

di�usion coe�cients / I. Gy�ongy and M. Rasonyi // Stoch. Proc. Appl. �

2011. � Vol. 121, No. 10. � P. 2189�2200.

48. Heinrich S. Monte Carlo complexity of global solution of integral equations /

S. Heinrich // J. Complexity. � 1998. � Vol. 14, No. 2. � P. 151�175.

49. Heinrich S. Multilevel Monte Carlo methods / S. Heinrich // Large-Scale Sci-

enti�c Computing, vol. 2179 of Lect. Notes Comput. Sci. Springer: Berlin. �

2001. � P. 58�67.

50. Heston S. A closed form solution for options with stochastic volatility with

applications to bonds and currency options / S. Heston // Rev. Financ.

Stud. � 1993. � Vol. 6, No. 2. � P. 327�343.

51. Heston S. On the rate of convergence of discrete-time contingent claims /

S. Heston and G. Zhou // Math. Finance. � 2000. � Vol. 10, No. 1. � P. 53�

75.

52. Higham D. Convergence of Monte Carlo simulations involving the mean-

reverting square root process / D. Higham and X. Mao // Journal of Com-

putational Finance. � 2005. � Vol. 8, No. 3. � P. 35�62.

53. Hubalek F. When does convergence of asset price processes imply conver-

gence of option prices? / F. Hubalek and W. Schachermayer // Math. Fi-

nance. � 1998. � Vol. 8, No. 4. � P. 385�403.

54. Hull J. The Pricing of Options on Assets with Stochastic Volatilities / J. Hull

and A. White // J. Finance. � 1987. � Vol. 42, No. 2. � P. 281�300.

55. Ikeda N. Stochastic Di�erential Equations and Di�usion Processes. Second

Edition / N. Ikeda and S. Watanabe. � Amsterdam: North-Holland Math-



146

cmnticnl Library, 24. � 1989. � 555 p.

56. J�ackel P. Fast strong approximation Monte-Carlo schemes for stochastic

volatility models / P. J�ackel and C. Kahl // Quant. Finance. � 2006. �

Vol. 6, No. 6. � P. 513�536.

57. Kahl C. Not-so-complex logarithms in the Heston model / C. Kahl and

P. J�ackel // Wilmott magazine. � 2005. � Vol. 19, No. 9. � P. 94�103.

58. Karatzas I. Brownian Motion and Stochastic Calculus / I. Karatzas and

S. Shreve. � Graduate Texts in Mathematics, 113. New York etc.: Springer-

Verlag. � 1991. � 470 p.

59. Kebaier A. Statistical Romberg extrapolation: a new variance reduction

method and applications to option pricing / A. Kebaier // Ann. Appl.

Probab. � 2005. � Vol. 15, No. 4. � P. 2681�2705.

60. Kou S. A jump-di�usion model with three properties: leptokurtic feature,

volatility smile, and analytical tractability / S. Kou // Columbia University

working paper. � 1999.

61. Kuchuk-Iatsenko S. Pricing the European call option in the model with

stochastic volatility driven by Ornstein-Uhlenbeck process. Exact formu-

las / S. Kuchuk-Iatsenko and Yu. Mishura // Modern Stoch. Theory Appl. �

2015. � Vol. 2, No. 3. � P. 233�249.

62. Kuchuk-Iatsenko S. Pricing the European call option in the model with

stochastic volatility driven by Ornstein-Uhlenbeck process. Simulation /

S. Kuchuk-Iatsenko and Yu. Mishura // Modern Stoch. Theory Appl. �

2015. � Vol. 2, No. 4. � P. 355�369.

63. Leon J.A. Stochastic evolution equations with random generators / J.A. Leon

and D. Nualart // The Annals of Probability. � 1998. � Vol. 26, No. 1. �

P. 149�186.

64. Loeve M. Probability Theory I / M. Loeve. � New York - Heidelberg - Berlin:

Springer-Verlag. XVI. � 1977. � 425 p.

65. Mao X. Stochastic Di�erential Equations and Applications / X. Mao //

Horwood Pub. � 2008. � 422 P.



147

66. Merton R.C. Theory of rational option pricing / R.C. Merton // Econom.

Manage. Sci. � 1973. � Vol. 4, No. 1. � P. 141�183.

67. Merton R.C. Option Pricing When Underlying Asset Returns are Discontin-

uous / R.C. Merton // Journal of Financial Economics. � 1976. � Vol. 3. �

P. 125�144.

68. Mishura Yu. The rate of convergence of option prices on the asset following

geometric Ornstein-Uhlenbeck process / Yu. Mishura // Lithuanian Mathe-

matical Journal. � 2015. � Vol. 55, No. 1. � P. 134�149.

69. Mishura Yu. The rate of convergence of option prices when general

martingale discrete-time scheme approximated the Black-Scholes model /

Yu. Mishura //.. Advances in Mathematics of Finance, Banach center pub-

lication. � 2015. � Vol. 104. � P. 151�165.

70. Mishura Yu. Di�usion approximation of recurrent schemes for �nancial mar-

kets, with application to the Ornstein-Uhlenbeck process / Yu. Mishura //

Opuscula Mathematica. � 2015. � Vol. 35, No. 1. � P. 99�116.

71. Mishura Yu. The rate of convergence to the normal law in terms of pseu-

domoments / Yu. Mishura, Ye. Munchak, P. Slyusarchuk // Internation-

al conference. Probability, reability and stochastic optimization. Conference

materials. � Kyiv, Ukraine. � 2015. � P. 14.

72. Mishura Yu. The rate of convergence to the normal law in terms of pseu-

domoments / Yu. Mishura, Ye. Munchak, P. Slyusarchuk // Modern Stoch.

Theory Appl.. � 2015. � Vol. 2, No. 1. � P. 95�106.

73. Mishura Yu. Functional limit theorems for additive and multiplicative

schemes in the Cox-Ingersoll-Ross model / Yu. Mishura, Ye. Munchak //

Modern Stoch. Theory Appl.. � 2016. � Vol. 3, No. 1. � P. 1�17.

74. Mishura Yu. European call option issued on a bond governed by a geo-

metric or a fractional geometric Ornstein-Uhlenbeck process / Yu. Mishura,

G. Rizhniak and V. Zubchenko // Modern Stoch. Theory Appl. � 2014. �

Vol. 1, No. 1. � P. 95�108.



148

75. Moro E. Boundary preserving semianalytic numerical algorithms for stochas-

tic di�erential equations / E. Moro, H. Schurz // SIAM J. Sci. Comput. �

2007. � Vol. 29. � P. 1525�1549.

76. Nicolato E. Option Pricing in Stochastic Volatility Models of the Ornstein-

Uhlenbeck type / E. Nicolato and E. Venardos // Mathematical Finance. �

2003. � Vol. 13, No. 4. � P. 445-�466.

77. Nualart D. The Malliavin Calculus and Related Topics / D. Nualart. �

Springer-Verlag Berlin Heidelberg. � 2006. � 382 p.

78. Nualart D. Stochastic Calculus with Anticipating Integrands / D. Nualart

and E. Pardoux // Probab. Th. Rel. Fields. � 1988. � Vol. 78, No. 4. �

P. 535�581.

79. Di Nunno G. Malliavin Calculus for L�evy Processes with Applications to

Finance / G. Di Nunno, B. Øksendal and F. Proske. � - Springer-Verlag

Berlin Heidelberg. � 2009. � 418 p.

80. Ouknine Y. Fubini-type theorem for anticipating integrals / Y. Ouknine //

Random Oper. Stoch. Equ. � 1996. � Vol. 4, No. 4. � P. 351�354.

81. Ocone D.L. A generalized Clark representation formula, with application to

optimal portfolios / D.L. Ocone and I. Karatzas // Stochastics and Stochas-

tics Reports. � 1991. � Vol. 34, No. 3-4. � P. 187�220.

82. Paulauskas V.M. On the reinforcement of the Lyapunov theorem /

V.M. Paulauskas // Lietuvos Matematikos Rinkinys. � 1969. � Vol. 9,

No. 2 � P. 323�328.

83. Pearson N.D. Exploiting the Conditional Density in Estimating the Term

Structure: An Application to the Cox, Ingersoll and Ross Model / N.D. Pear-

son and T.-S. Sun // The Journal of Finance. � 1994. � Vol. 49, No. 4. �

P. 1279-1304.

84. Perell�o J. Option Pricing under stochastic volatility: the exponential

Ornstein-Uhlenbeck model / J. Perell�o, R. Sircar and J. Masoliver // J.

Stat. Mech. � 2008. � doi:10.1088/1742-5468/2008/06/P06010.



149

85. Petrov V.V. Sums of independent random variables / V.V. Petrov. �

Springer-Verlag Berlin Heidelberg. � 1975. � 348 p.

86. Prigent J.-L.. Weak convergence of Financial Markets / J.-L. Prigent. �

Springer Finance. Berlin: Springer. � 2003. � 422 p.

87. Sanz-Sol�e M. Malliavin Calculus with Applications to Stochastic Partial Dif-

ferential Equations / M. Sanz-Sol�e // EPFL Press, Lausanne � 2005. �

162 P.

88. Shephard N. Handbook of Financial Time Series. Chapter: Stochastic

Volatility: Origins and Overview / N. Shephard and T.G. Andersen //

Springer Berlin Heidelberg. � 2009. � P. 233�254. � doi: 10.1007/978-3-

540-71297-8_10.

89. Shiryaev A.N. Essentials of stochastic �nance: facts, models, theory /

A.N. Shiryaev. � World scienti�c Pub Co Inc. � 1999. � 852 p.

90. Shreve S.E. Stochastic Calculus for Finance II: Continuous-Time Models /

S.E. Shreve. � Springer Finance. New York, NY: Springer. � 2004. � 550 p.

91. Statulyavichus V.A. Limit theorems for densities and asymptotic expansions

for the distributions of sums of independent random variables / V.A. Stat-

ulyavichus // Theory of Probability and its Applications. � 1965. � Vol. 10,

No. 4. � P. 582�595.

92. Stein E.M. Stock Price Distributions with Stochastic Volatility: An Analytic

Approach / E.M. Stein and J.C. Stein // The Review of Financial Studies. �

1991. � Vol. 4, No. 4. � P. 727�752.

93. Studnyev Yu.P. One form of estimating the rate of convergence to a normal

law / Yu.P. Studnyev // Ukrainian Math. J.. � 1968. � Vol. 20. � P. 256�

259.

94. Walsh J.B. The rate of convergence of the binomial tree scheme /

J.B. Walsh // Finance Stochast. � 2003. � Vol. 7, No. 3. � P. 337-361.

95. Walsh J.B. Embedding and the convergence of the binomial and trinomial

tree schemes / J.B. Walsh and O.D. Walsh // Lyons, Terry J. (ed.) et al.,

Numerical methods and stochastics. Proceedings of the workshop, Waterloo,



150

Ontario, Canada, April 20�23, 1999. Providence, RI: AMS, American Math-

ematical Society (ISBN 0-8218-1994-1). Fields Inst. Commun.. � 2002. �

Vol. 34. � P. 101-121.

96. Wiggins J. Option values under stochastic volatility: Theory and empirical

estimates / J. Wiggins // Journal of Financial Economics. � 1987. � Vol. 19,

No. 2 � P. 351�372.

97. Wong B. On changes of measure in stochastic volatility models / B. Wong

and C.C. Heyde // J. Appl. Math. Stochastic Anal.. � 2006. � Vol. 2006. �

P. 1�13. � Article ID 18130.

98. Zolotarev V.M. On the closeness of the distributions of two sums of inde-

pendent random variables / V.M. Zolotarev // Theory of Probability and

its Applications. � 1965. � Vol. 10. � P. 472�479.

99. Zolotarev V.M. Exactness of an approximation in the central limit theorem /

V.M. Zolotarev // Proc. 2nd Japan-USSR Sympos. Probab. Theory, Kyoto

1972, Lect. Notes Math. 330. � 1973. � P. 531�543.

100. Zolotarev V.M. Modern theory of summing the independent random vari-

ables / V.M. Zolotarev. � Moscow: Nauka. � 1986. � 416 p.

101. Zhu L. Limit Theorems for a Cox-Ingersoll-Ross Process with Hawkes

Jumps / L. Zhu // Journal of Applied Probability. � 2014. � Vol. 51,

No. 3. � P. 699�712.



151

ÄÎÄÀÒÎÊ

Ñïèñîê ïóáëiêàöié

1. Mishura Yu. The rate of convergence to the normal law in terms

of pseudomoments / Yu. Mishura, Ye. Munchak, P. Slyusarchuk // Modern

Stoch. Theory Appl.. � 2015. �Vol. 2, No. 1. � P. 95�106.

2. Ìiøóðà Þ.Ñ. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ç âèêîðèñòàííÿì ìå-

òîäó ïñåâäîìîìåíòiâ / Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Òåîðiÿ éìîâið-

íîñòåé i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. � 2015. � Âèï. 92. � Ñ. 110-124.

3. ÌiøóðàÞ.Ñ. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ïðè äèñêðåòèçàöi¨ ãåî-

ìåòðè÷íîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà áåðíóëëi¹âñüêèìè ñòðèáêà-

ìè öií àêöié / Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i

ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. � 2015. � Âèï. 93. � Ñ. 127-141.

4. Mishura Yu. Functional limit theorems for additive and multiplicative

schemes in the Cox-Ingersoll-Ross model / Yu. Mishura, Ye. Munchak //

Modern Stoch. Theory Appl. � 2016. �Vol. 3, No. 1. � P. 1�17.

5. Êó÷óê-ßöåíêî Ñ.Â. Çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî òî÷íîãî i

íàáëèæåíîãî îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íà àêöi¨ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëü-

íiñòþ / Ñ.Â. Êó÷óê-ßöåíêî, Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Òåîðiÿ

éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà. � 2016. � Âèï. 94. � Ñ. 93�

115.

5. Kuchuk-Yatsenko S.V. An application of the Malliavin calculus for calculati-

ng the precise and approximate prices of options with stochastic volatili-

ty / S.V. Kuchuk-Yatsenko, Yu.S. Mishura and Ye.Yu. Munchak // Theory

of Probability and Mathematical Statistics. � 2017. �No. 94. � P. 97�120.

6. Mishura Yu. The rate of convergence to the normal law in terms of

pseudomoments / Yu. Mishura, Ye. Munchak, P. Slyusarchuk // Internati-



152

onal conference. Probability, reability and stochastic optimization.

Conference materials. �Kyiv, Ukraine. � 2015. � P. 14.

7. Ìiøóðà Þ.Ñ. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðî-

äàæó/ Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåí-

öiÿ. Òåçè äîïîâiäåé. � Âîðîõòà, Óêðà¨íà. � 2016. � Ñ. 42.

8. Ìiøóðà Þ.Ñ. Îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðî-

äàæó iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ïñåâäîìîìåíòiâ/ Þ.Ñ. Ìiøóðà,

�.Þ. Ìóí÷àê // Ìàòåðiàëè XIV Ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨

êîíôåðåíöi¨ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà

âåñíà � 2016�. �Êè¨â, Óêðà¨íà. � 2016. � Ñ. 54�57.

9. Ìiøóðà Þ.Ñ. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ öií îïöiîíiâ ó ñõåìi

Áåðíóëëi/ Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ñiìíàäöÿòà ìiæíàðîäíà

íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà. Ìàòåðiàëè

êîíôåðåíöi¨. Ò. 3. �Êè¨â, Óêðà¨íà. � 2016. � Ñ. 110�112.

10. Êó÷óê-ßöåíêî Ñ.Â. Îá÷èñëåííÿ öií îïöiîíiâ ó ìîäåëÿõ ôiíàíñîâèõ

ðèíêiâ, çàäàíèõ ëiíiéíèìè ñòîõàñòè÷íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿí-

íÿìè çi ñòîõàñòè÷íèì êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨/ Ñ.Â. Êó÷óê-ßöåíêî,

Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // �Ìiæíàðîäíà ëiòíÿ ìàòåìàòè÷íà øêî-

ëà ïàì'ÿòi Â.Î. Ïëîòíiêîâà�. Òåçè äîïîâiäåé. (Îäåñà, Óêðà¨íà). � 2016. �

Ñ. 40.

11. Êó÷óê-ßöåíêî Ñ.Â. Ìîäåëü ôiíàíñîâîãî ðèíêó, çàäàíà ëiíiéíèì ñòî-

õàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì çi ñòîõàñòè÷íèì êîåôiöi¹íòîì

äèôóçi¨/ Ñ.Â. Êó÷óê-ßöåíêî, Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ìiæíà-

ðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñó-

âàííÿ�. Òåçè äîïîâiäåé. (Óæãîðîä, Óêðà¨íà). � 2016. � Ñ. 86.

12. Ìiøóðà Þ.Ñ. Ôóíêöiîíàëüíi ãðàíè÷íi òåîðåìè â ìîäåëi Êîêñà-

Iíãåðñîëëà-Ðîññà/Þ.Ñ. Ìiøóðà, �.Þ. Ìóí÷àê // Ìàòåðiàëè XVÌiæ-

íàðîäíî¨ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìî-

ëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2017�. �Êè¨â, Óêðà¨íà. � 2017. �



153

Ñ. 57�60.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà íàó-

êîâèõ ñåìiíàðàõ, à ñàìå:

1. International conference �Probability, reability and stochastic optimizati-

on�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 7.04.2015�10.04.2015.

2. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó�, ñìò. Âîðîõòà, Óêðà¨íà, 24.02.2016�

27.02.2016

3. XIV Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàí-

òiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2016�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà,

6.04.2016�8.04.2016.

4. �Ñiìíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàé-

ëà Êðàâ÷óêà�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 19.05.2016�20.05.2016.

5. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ�, ì. Óæãîðîä, Óêðà¨íà, 19.05.2016�21.05.2016.

6. �Ìiæíàðîäíà ëiòíÿ ìàòåìàòè÷íà øêîëà ïàì'ÿòi Â.Î. Ïëîòíiêîâà�,

ì. Îäåñà, Óêðà¨íà, 12.09.2016 � 17.09.2016.

7. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà

ñòàòèñòèêà� ïðè êàôåäði òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ñòàòèñòèêè òà àêòóàð-

íî¨ ìàòåìàòèêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íà-

öiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ïiä êåðiâíèöòâîì

ïðîô. Ìiøóðè Þ.Ñ. òà ïðîô. Êîçà÷åíêà Þ.Â. (ì. Êè¨â, Óêðà¨íà,

2017).

8. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó êàôåäðè ñèñòåìíîãî àíàëiçó òà òåîði¨

ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè Êè-

¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ïiä êåðiâ-

íèöòâîì ïðîô. Íàêîíå÷íîãî Î. Ã. (ì. Êè¨â, Óêðà¨íà, 2016).



154

9. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó Iíñòèòóòó êiáåðíåòèêè iìåíi Â. Ì. Ãëó-

øêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîô. Êíîïîâà Ï. Ñ. (ì. Êè¨â,

Óêðà¨íà, 2016).

10. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ñòà-

òèñòèêè ËÍÓ iì.I.Ôðàíêà ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîô. �ëåéêà ß.I. (ì.Ëüâiâ,

Óêðà¨íà, 2016).

11. XV Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàí-

òiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà � 2017�, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà,

4.04.2016�6.04.2017.


