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ÐÅÔÅÐÀÒ

Îáñÿã ðîáîòè 29, 34 äæåðåë ïîñèëàííÿ.
Êëþ÷îâi ñëîâà:

ÏÑÅÂÄÎÏÀÐÀÁÎËI×ÍÅ ÐIÂÍßÍÍß, IÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÅ
ÐIÂÍßÍÍß, ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÂÎËÜÒÅÐÐÀ, ÀÏÐIÎÐÍI ÎÖIÍÊÈ Â ÍÅÃÀ-
ÒÈÂÍÈÕ ÍÎÐÌÀÕ, ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÀ ÐÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � ïî÷àòêîâî êðàéîâà çàäà÷à äëÿ iíòåãðî-äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç ïî÷àòêîâî-êðàéîâèìè
óìîâàìè òèïó Äiðiõëå.

Ìåòà ðîáîòè � äîâåñòè êîðåêòíiñòü ïîñòàíîâêè âêàçàíî¨ çàäà÷i, çà-
ñòîñîâóþ÷è ìåòîä àïðiîðíèõ îöiíîê â íåãàòèâíèõ íîðìàõ.

Ðåçóëüòàòè: áóëî äîâåäåíî àïðiîðíi îöiíêè â íåãàòèâíèõ íîðìàõ äëÿ
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó òà äëÿ
ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, îá ðóíòîâàíî êîðåêòíiñòü ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.

Ðîáîòà îðãàíiçîâàíà òàêèì ÷èíîì. Ó âñòóïi íàÿâíèé êîðîòêèé îãëÿä
äîñëiäæåíü ùîäî äèôåðåíöiàëüíîãî ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, íàâå-
äåíî ïðèêëàäè éîãî çàñòîñóâàíü, íàâåäåíî áiáëiîãðàôiþ, ùî ñòîñó¹òüñÿ
ìåòîäèêè àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé â íåãàòèâíèõ íîðìàõ òà ¨¨ çàñòîñóâàí-
íÿ äî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ïðåäñòàâëåíî äåêiëüêà
íîâèõ ðîáiò, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ ñõîæi ïîñòàíîâêè çàäà÷i. Îñíîâíà ÷àñòè-
íà ñêëàäà¹òüñÿ ç 4 ðîçäiëiâ. Ó öèõ ðîçäiëàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷i òà îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ, äîâåäåíî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ òà àïði-
îðíi îöiíêè äëÿ îïåðàòîðà çàäà÷i, ñôîðìóëüîâàíî îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè
óçàãàëüíåíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi.
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Âñòóï

Ó íàøié ðîáîòi ìè ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ëiíiéíîãî

ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç iíòåãðàëüíèì

îïåðàòîðîì òèïó Âîëüòåððà

a(x)ut−
n∑

i,j=1

(aij(x)utxj
)xi

+ b(x)u−
n∑

i,j=1

(bij(x)uxj
)xi

+ (1)

+

∫ t

0

n∑
i=1

(Ki(x, t, τ)uxi
)xi

dτ = f(x, t),

ç óìîâàìè òèïó Äiðiõëå

u|x∈∂Ω = 0,

u|t=0 = 0.
(2)

Ðiâíÿííÿ òàêîãî òèïó çóñòði÷àþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷

ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè. Iñòîðè÷íî, â îäíié ç ïåðøèõ ðîáiò ïðåâäîïàðà-

áîëi÷íå ðiâíÿííÿ áóëî îòðèìàíå ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñiâ òåïëîïåðåíîñó

â ãåòåðîãåííîìó ñåðåäîâèùi ÿê áiëüø àäåêâàòíà ìîäåëü ïðîöåñiâ [1], à ïè-

òàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì ïñåâäîïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç'ÿâëÿþòüñÿ

âæå ó ñåðåäèíè 20 ñòîði÷÷ÿ, êîëè, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ Showalter & Ting

[2] òà Gopala Rao & Ting [3] áóëî ïîêàçàíî êîðåêòíiñòü ïîñòàíîâîê ïî÷à-

òêîâî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ òèïó
(
au−

∑n
i,j=1(aijuxj

)xi

)
t
+ bu−∑n

i,j=1(bijuxj
)xi

= f .

Ïñåâäîïàðàáîëi÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çóñòði÷àþòüñÿ ïðè ìîäå-

ëþâàííi ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ: âèïðîìiíþâàííÿ iç çàòðèìêîþ â ÷àñi [4],

äâîôàçíi ìîäåëi ïîòîêó ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà ç äèíàìi÷íîþ êàïiëÿðíi-

ñòþ àáî ãiñòåðåçèñîì [5], ôàçîâà ìîäåëü ïîëÿ äëÿ ïîòîêiâ íåíàñè÷åíîãî

ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà [6], ìîäåëü òåïëîïðîâiäíîñòi [7], ìîäåëi äëÿ îïèñó

ñâiòëà [8] òà iíøi. Äëÿ ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ áóëî îòðèìàíî ðå-

çóëüòàòè ùîäî iñíóâàííÿ, ¹äèíîñòi òà íåiñíóâàííÿ êëàñè÷íèõ i óçàãàëüíå-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ðåãóëÿðíiñòü òà àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ òîùî

(äèâ., íàïðèêëàä, [9] òà íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ).
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Ïñåâäîïàðàáîëi÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèíèêàþòü òàêîæ ïðè

äîñëiäæåííÿõ ôiëüòðàöi¨ ðiäèíè òà ãàçó â ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ òà ñåðå-

äîâèùàõ "ç òðiùèíàìè", òåïëîïðîâiäíîñòi â íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ,

ìiãðàöi¨ iîíiâ ó  ðóíòi, õâèëü ðîçïîâñþäæåííÿ â äèñïåðñíîìó ñåðåäîâèùi

òà â òîíêîìó åëàñòè÷íîìó ñêëi òîùî [1].

Áàãàòî ðåçóëüòàòiâ ùîäî êîðåêòíîñòi ïîñòàíîâîê, îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ òà êåðîâàíîñòi ïðîöåñàìè, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ïñåâäî-

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó áóëî îòðèìàíî Ñ.I. Ëÿøêîì çà äîïîìîãîþ ìåòîäèêè

àïðiîðíèõ îöiíîê â íåãàòèâíèõ íîðìàõ. Öå çîêðåìà ðîáîòè [10], [11], [12],

à òàêîæ äèâ., íàïðèêëàä, [13] òà íàâåäåíó òàì áiáëiîãðàôiþ.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ òåîði¨ àïðiîðíèõ îöiíîê â íåãàòèâíèõ íîðìàõ òà

äåÿêi ¨¨ çàñòîñóâàííÿ îïèñàíî ó êëàñè÷íié ìîíîãðàôi¨ [1] òà, ÷àñòêîâî, ðî-

áîòàõ [14], [15]. Ïiäõiä ðîçðîáëåíèé Ñ.I. Ëÿøêîì òà éîãî ó÷íÿìè âèÿâèâñÿ

äîñèòü åôåêòèâíèì äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ïèòàíü êîðåêòíîñòi

ïîñòàíîâîê, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, êåðîâàíîñòi ñèñòåì ç ðîçïîäiëåíè-

ìè ïàðàìåòðàìè. Ìè íå ñòàâèìî ñîái çà ìåòó íàâåñòè òóò ïîâíó áiáëiîãðà-

ôiþ, ùî ñòîñó¹òüñÿ öèõ ïèòàíü, îáìåæèâøèñü ëèøå äåÿêèìè ðîáîòàìè:

[12], [16], [17], [18].

ßê âèÿâèëîñÿ, âêàçàíèé ïiäõiä ìîæå áóòè ç óñïiõîì çàñòîñîâàíèé i

äî çàäà÷ Äiðiõëå äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iíòåãðàëüíèìè

ñêëàäîâèìè òèïó Âîëüòåððà. Ó ðîáîòàõ [19], [20] áóëî äîñëiäæåíî çàäà÷i

ç iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó, ó ðîáîòi [21]

äëÿ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî, à ó ðîáîòàõ [22], [23] � ïàðàáîëi÷íèõ òèïiâ. Äåÿêi

ñïåöiàëüíi òèïè ðiâíÿíü ç iíòåãðàëüíèìè ñêëàäîâèìè òèïó Âîëüòåððà

ðîçãëÿíóòî, òàêîæ, ó [24], [25], [26]. Ó ðîáîòi [27] áóëî çiáðàíî ðåçóëüòàòè

ó öié ãàëóçi.

Âiäçíà÷èìî, ùî íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíîãî ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ, ó ÿêîìó ìàéáóòí¹ ïðîöåñó çàëåæèòü òiëüêè âiä ñòàíó ó öåé ìî-

ìåíò, íàÿâíiñòü iíòåãðàëüíî¨ ñêëàäîâî¨ òèïó Âîëüòåððà äîçâîëÿ¹ âðàõó-

âàòè iñòîðiþ ïðîöåñó (äèâ., íàïðèêëàä, [28], òà íàâåäåíó òàì áiáëiîãðà-

ôiþ).

Îñòàííiì ÷àñîì ó ëiòåðàòóði ç'ÿâèëîñÿ áàãàòî ðîáiò, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ
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iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òèïó (1) àáî áëèçüêi äî íüîãî. Òàê, ó

ðîáîòi [29] àâòîðè âèâ÷àþòü àäàïòèâíèé ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ i

îöiíêè àïîñòåðiîðíèõ ïîõèáîê äëÿ çàäà÷i

ut −∇ · (a(x)∇ut + b(x)∇u+ d(x)

∫ t

0

∇u(x, τ) dτ) + qu = f(x, t),

â îáëàñòi Ω× (0, T ], ç óìîâàìè òèïó Äiðiõëå

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

Ó ðîáîòi [30] ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíîâèìiðíà çàäà÷à âèäó

ut =

(
a(x, t)uxt + b(x, t)ux +

∫ t

0

c(x, t, τ)ux(x, τ) ds

)
x

+ f(x, t),

äëÿ (x, t) ∈ [0, 1]× J , ç ïî÷àòêî-êðàéîâèìè óìîâàìè

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ J,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1].

Àâòîð çàïðîïîíóâàâ äèñêðåòíèé H1 çìiøàíèé ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåí-

òiâ Ãàëüîðêiíà äëÿ âêàçàíîãî ðiâíÿííÿ â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó. Îòðè-

ìàíî îöiíêè ïîõèáêè îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêó äëÿ íåâiäîìî¨ ñêàëÿðíî¨

ôóíêöi¨ u òà ¨¨ ãðàäi¹íòó â L2 òà H1 íîðìàõ.

Chen & Hou ó [31] îòðèìàëè àïðiîðíi òà àïîñòåðiîðíi îöiíêè ïîõèáêè

äëÿ H1 çìiøàíîãî ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ Ãàëüîðêiíà äëÿ çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ ëiíiéíèì ïñåâäîãi-

ïåðáîëi÷íèì ðiâíÿííÿì

ytt − div∇y − div∇yt +

∫ t

0

div∇y(s) ds = f + u, äëÿ x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]
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ç óìîâàìè

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ],

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω,

yt(x, 0) = y1(x), x ∈ Ω.

Ó ïðàöi [32] çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó àíàëiçó iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

ðîçâ'ÿçêó çìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç âèðîäæåíèì ÿäðîì

K(t, s) =
m∑
i=1

ai(t)ai(s)

íà îñíîâi ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Çîêðåìà, ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à

Ut(t, x)−Utxx(t, x)− µ

∫ T

0

K(t, s)Uxx(s, x) ds =

= ν(t)

∫ T

0

U(θ, x) dθ + f

(
x,

∫ T

0

∫ l

0

H(θ, y)U(θ, y)dydθ

)
ç ïî÷àòêîâî-êðàéîâèìè óìîâàìè

U(0, x) = φ(x),

U(t, 0) =U(t, l) = 0.

òà äåÿêèìè îáìåæåííÿìè íà êîåôiöi¹íòè.

Di & Shang âèâ÷àëè [33] ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ íåëiíiéíîãî

ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç iíòåãðàëüíî¨ ñêëàäîâîþ

ut −∆u−∆ut +

∫ t

0

λ(t− τ)∆u(τ) dτ = |u|p−1u

ç ïî÷àòêîâèìè òà ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Äiðiõëå. Çà äîïîìîãîþ ìåòî-

äó Ãàëüîðêiíà i òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ áóëî äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó òà äåÿêi âëàñòèâîñòi ðîçðèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Âåëèêèé îãëÿä ïðèñâÿ÷åíèé íåëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì òà iíòåãðî-
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äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó ïîäàíî ó [9].

Îñíîâíà ìåòà öi¹¨ ðîáîòè � ïîêàçàòè êîðåêòíiñòü ïîñòàíîâêè ïî÷àòêîâî-

êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (1)�(2), çàñòîñóâàâøè òîé ñàìèé ïiäõiä.

Íàñêiëüêè íàì âiäîìî, öå áóäå ïåðøå çàñòîñóâàííÿ öèòîâàíî¨ ìåòîäèêè

äî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ÷è ïñåâäîãi-

ïåðáîëi÷íîãî òèïiâ. Òèì ñàìèì áóäå ðîçøèðåíî "îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ"

ìåòîäó àïðiîðíèõ îöiíîê â íåãàòèâíèõ íîðìàõ.

Íàøó ðîáîòó ïîáóäîâàíî òàê:

� ó ïåðøié ÷àñòèíè ïîäàíî ïîñòàíîâêó çàäà÷i, âêàçàíî íà ïðèïóùåííÿ

ùîäî îïåðàòîðà çàäà÷i, óâåäåíî îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ;

� äðóãà ÷àñòèíà ìà¹ òåõíi÷íèé õàðàêòåð. Òóò ìè ïðîâîäèìî îöiíêó

iíòåãðàëüíîãî äîäàíêà Âîëüòåððà ó ïîòðiáíèé ñïîñiá;

� ó òðåòié ÷àñòèíi äîâîäÿòüñÿ àïðiîðíi îöiíêè äëÿ ðiâíÿííÿ, ùî ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ. Öå îñíîâíà çìiñòîâíà ÷àñòèíà ðîáîòè;

� â îñòàííüîìó ðîçäiëi,  ðóíòóþ÷èñü íà îòðèìàíèõ àïðiîðíèõ îöiíêàõ,

ìè ôîðìóëþ¹ìî îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà òåîðåìè ïðî

êîðåêòíiñòü ïîñòàíîâêè íàøî¨ çàäà÷i.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè÷íó îáëàñòüQ = Ω× (0, T ), äåΩ � îáìåæåíà îáëàñòü

âRn ç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω, òà ëiíiéíå ðiâíÿííÿ ç iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèì

îïåðàòîðîì

Lu ≡ LDu+ LIu = f(x, t). (3)

Òóò u(x, t) � øóêàíà ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ ñòàí ñèñòåìè â îáëàñòi Q, à

äèôåðåíöiàëüíà òà iíòåãðàëüíà ÷àñòèíè îïåðàòîðà L çàäàíî âèðàçàìè

LDu ≡ (Au)t +Bu, (4)

LIu ≡
∫ t

0

n∑
i=1

(Ki(x, t, τ) uxi
(x, τ))xi

dτ, (5)

äå

Au ≡ −
n∑

i,j=1

(aij(x) uxj
)xi

+ a(x)u, (6)

Bu ≡ −
n∑

i,j=1

(bij(x) uxj
)xi

+ b(x)u. (7)

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî {aij}ni,j=1, {bij}ni,j=1 ⊂ C1
(
Ω
)
, a, b ∈ C

(
Ω
)
,

äëÿ âñiõ x ∈ Ω ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

aij(x) = aji(x), bij(x) = bji(x), a(x) ≥ 0, b(x) ≥ 0, (8)

òà, ùî êîåôiöi¹íòè aij(x) òà bij(x) ïðè äîâiëüíèõ ξi ∈ R1, i = 1, n çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâàì
n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ α
n∑

i=1

ξ2i , (9)

n∑
i,j=1

bijξiξj ≥ 0, (10)

äëÿ äåÿêî¨ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ α. Çàçíà÷èìî, ùî öå êëàñè÷íi îáìåæåííÿ ç [1].

Óâàæàòèìåìî òàêîæ, ùî ÿäðà Ki(x, t, τ) ¹ îáìåæåíèìè òà iíòåãðîâíèìè,
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òîáòî äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ M ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |Ki(x, t, τ)| < M

äëÿ âñiõ x ∈ Ω òà t, τ ∈ [0, T ].

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà L ââàæàòèìåìî ïðîñòið, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ìíîæèíè ãëàäêèõ, òîáòî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ äèôåðåíöi-

éîâíèõ â îáëàñòi Q ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü îäíîðiäíèì ïî÷àòêîâèì

òà ãðàíè÷íèì óìîâàì òèïó Äiðiõëå

u|t=0 = 0, (11)

u|x∈∂Ω = 0. (12)

Ìíîæèíó ãëàäêèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (11) i (12) áóäåìî

ïîçíà÷àòè C∞
BR.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið W+
BR, ùî ¹ ïîïîâíåííÿì C∞

BR çà íîðìîþ

∥u∥W+
BR

=

(∫
Q

u2t +
n∑

i=1

u2xit
dQ

)1/2

. (13)

Çàóâàæåííÿ 1. Âiäçíà÷èìî, ùî íîðìà (13) ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî íîðìè

∥u∥ =

(∫
Q

u2t +
n∑

i,j=1

aijuxituxjtdQ

)1/2

.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïîçíà÷àþ÷è ÷åðåç Ca ñòàëó, ùî ìàæîðó¹ âñi êîåôi-

öi¹íòè aij â îáëàñòi Ω, ç íåðiâíiñòþ Êîøi îòðèìà¹ìî, ùî

∥u∥2 ≤
∫
Q

u2t +
n∑

i,j=1

|aijuxituxjt| dQ ≤
∫
Q

u2t +
n∑

i,j=1

Ca

2
(u2xit

+ u2xjt
) dQ =

=

∫
Q

u2t + nCa

n∑
i,j=1

u2xit
dQ ≤ C2 ∥u∥2W+

BR
,

äå C2 = max{1, nCa}.

10



Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ç óìîâè (9), ìà¹ìî

∥u∥2 =
∫
Q

u2t +
n∑

i,j=1

aijuxituxjtdQ ≥
∫
Q

u2t + α
n∑

i,j=1

u2xit
dQ ≥

≥ C1

∫
Q

u2t +
n∑

i=1

u2xit
dQ = C1 ∥u∥2W+

BR
,

äå C1 = min{1, α}.

Òàêîæ ðîçãëÿíåìî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ùî ìà¹ âèãëÿä

L∗v ≡ L∗
Dv + L∗

Iv, (14)

L∗
Dv ≡ −(Av)t +Bv, (15)

L∗
Iv ≡

∫ T

t

n∑
i=1

(Ki(x, τ, t) vxi
(x, τ))xi

dτ. (16)

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà L∗ ââàæà¹ìî ïðîñòið, ÿêèé ñêëàäà¹-

òüñÿ ç ìíîæèíè ãëàäêèõ â îáëàñòi Q ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïî÷à-

òêîâèì òà ãðàíè÷íèì óìîâàì

v|t=T = 0, (17)

v|x∈∂Ω = 0. (18)

Ìíîæèíó òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷àòèìåìî C∞
BR+, à ÷åðåç W+

BR+ ïîçíà÷èìî

ïîïîâíåííÿ ìíîæèíè C∞
BR+ çà òi¹þ æ íîðìîþ (13).

Ðîçãëÿíåìî íåãàòèâíi ïðîñòîðèW−
BR,W

−
BR+ [34], ùî ïîáóäîâàíî çà ïî-

çèòèâíèìè ïðîñòîðàìèW+
BR,W

+
BR+, âiäïîâiäíî, âiäíîñíî L2(Q). Çîêðåìà,

ñïðàâåäëèâi òàêi ùiëüíi òà íåïåðåðâíi âêëàäåííÿ:

W+
BR ⊂ L2(Q) ⊂ W−

BR, W+
BR+ ⊂ L2(Q) ⊂ W−

BR+.

×åðåç H+
BR ïîçíà÷èìî ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó ãëàäêèõ ôóíêöié â îáëà-
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ñòi Q, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâèì òà ãðàíè÷íèì óìîâàì (11), (12) çà

íîðìîþ

∥u∥2H+
BR

=

∫
Q

(
u2 +

n∑
i=1

u2xi

)
dQ. (19)

Ïðîñòið H+
BR+ � ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó ãëàäêèõ ôóíêöié â îáëàñòi Q,

ùî çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâèì òà ãðàíè÷íèì óìîâàì (17), (18) çà òi¹þ

æ ñàìîþ íîðìîþ (19). ×åðåç H−
BR, H

−
BR+ ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíi íåãàòèâíi

ïðîñòîðè.

Çàóâàæåííÿ 2. Ïðîñòîðè H+
BR, H

+
BR+ ùiëüíî òà íåïåðåðâíî âêëàäàþòüñÿ

â L2(Q).
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2 Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Íàäàëi íàì çíàäîáëÿòüñÿ òàêi ëåìè, ùî äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ðîáîòè

[19].

Ëåìà 1. Íåõàé f ∈ C1([0, T ]), f(T ) = 0 òà äëÿ äîâiëüíèõ t, τ ∈ [0, T ]

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |K(t, τ)| ≤ M . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ c >

0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:∣∣∣∣ ∫ T

0

∫ t

0

K(t, τ)ecτf ′(τ)dτ f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ MT

c

∫ T

0

ect(f ′(t))2dt.

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ìà¹ìî∫ T

0

f(t)

∫ t

0

K(t, τ)ecτf ′(τ)dτdt =

[
f(t)

∫ t

0

(∫ s

0

K(s, τ)ecτf ′(τ)dτ

)
ds

]∣∣∣∣T
t=0

−

−
∫ T

0

[
f ′(t)

∫ t

0

(∫ s

0

K(s, τ)ecτf ′(τ)dτ

)
ds

]
dt.

Ç óìîâè f(T ) = 0 âèïëèâà¹, ùî[
f(t)

∫ t

0

(∫ s

0

K(s, τ)ecτf ′(τ)dτ

)
ds

]∣∣∣∣T
t=0

= 0.

Òîäi ∫ T

0

f(t)

∫ t

0

K(t, τ)ecτf ′(τ)dτdt =

= −
∫ T

0

[
f ′(t)

∫ t

0

(∫ s

0

K(s, τ)ecτf ′(τ)dτ

)
ds

]
dt = I.

Îöiíèìî öåé âèðàç ó òàêèé ñïîñiá

|I| ≤
∫ T

0

[
|f ′(t)|

∫ t

0

(∫ s

0

|K(s, τ)ecτf ′(τ)|dτ
)
ds

]
dt ≤

≤ M

∫ T

0

[
|f ′(t)|

∫ t

0

(∫ s

0

ecτ |f ′(τ)|dτ
)
ds

]
dt.
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Çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî îòðèìà¹ìî∫ s

0

ecτ |f ′(τ)|dτ ≤
(∫ s

0

ecτdτ

∫ s

0

ecτ(f ′(τ))2dτ

)1/2

=

=

(
1

c
(ecs − 1)

∫ s

0

ecτ(f ′(τ))2dτ

)1/2

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü òà çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-

Áóíÿêîâñüêîãî ùå ðàç, ìà¹ìî, ùî

|I| ≤ M

∫ T

0

[
|f ′(t)|

∫ t

0

(
1

c
(ecs − 1)

∫ s

0

ecτ(f ′(τ))2dτ

)1/2

ds

]
dt ≤

≤ M

∫ T

0

[
|f ′(t)|

(∫ t

0

1

c
(ecs − 1)ds

∫ t

0

∫ s

0

ecτ(f ′(τ))2dτ ds

)1/2]
dt.

Î÷åâèäíî, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫ t

0

1

c
(ecs − 1)ds =

1

c

(
1

c
(ect − 1)− t

)
=

ect − 1− ct

c2
,

äå ïðàâà ÷àñòèíà ¹ íåâiä'¹ìíîþ. Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ îòðè-

ìà¹ìî, ùî∫ t

0

∫ s

0

ecτ(f ′(τ))2dτds =

∫ t

0

∫ t

τ

ecτ(f ′(τ))2dsdτ =

∫ t

0

(t− τ)ecτ(f ′(τ))2dτ.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

|I| ≤ M

∫ T

0

[
|f ′(t)|

(
ect − 1− ct

c2

∫ t

0

(t− τ)ecτ(f ′(τ))2dτ

)1/2]
dt =

= M

∫ T

0

ect/2|f ′(t)| e−ct/2

(
ect − 1− ct

c2

∫ t

0

(t− τ)ecτ(f ′(τ))2dτ

)1/2

dt ≤

≤ M

[ ∫ T

0

ect(f ′(t))2 dt ·
∫ T

0

(
e−ct e

ct − 1− ct

c2
·
∫ t

0

(t− τ)ecτ(f ′(τ))2dτ

)
dt

]1/2
.
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Îñêiëüêè 0 ≤ ect−1−ct
ect ≤ 1 òà t− τ ≤ T äëÿ τ ∈ [0, t], t ≤ T , òî∫ T

0

e−ct

(
ect − 1− ct

c2

∫ t

0

(t− τ)ecτ(f ′(τ))2dτ

)
dt =

=

∫ T

0

(
ect − 1− ct

c2ect

∫ t

0

(t− τ)ecτ(f ′(τ))2dτ

)
dt ≤

≤
∫ T

0

1

c2

∫ T

0

Tecτ(f ′(τ))2dτdt =
T 2

c2

∫ T

0

ecτ(f ′(τ))2dτ.

Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

|I| ≤ M

[
T 2

c2

∫ T

0

ect(f ′(t))2dt

∫ T

0

ecτ(f ′(τ))2dτ

]1/2
=

MT

c

∫ T

0

ect(f ′(τ))2dt,

ùî é äîâîäèòü ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè é òàêå òâåðäæåííÿ

Ëåìà 2. Íåõàé f ∈ C1([0, T ]), f(0) = 0 òà äëÿ äîâiëüíèõ t, τ ∈ [0, T ]

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |K(t, τ)| ≤ M . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨

c > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:∣∣∣∣ ∫ T

0

∫ T

t

K(τ, t)e−cτf ′(τ)dτ f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ MT

c

∫ T

0

e−ct(f ′(t))2dt.
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3 Àïðiîðíi îöiíêè

Äëÿ äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó äîâåäå-

ìî äåÿêi íåðiâíîñòi äëÿ îïåðàòîðiâ L,L∗. Ó íàñòóïíèõ ëåìàõ óâàæàòè-

ìåìî, ùî C ìîæå ïîçíà÷àòè ðiçíi ñòàëi, êîëè öå íåâàæëèâî.

Ëåìà 3. Iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u(x, t) ∈ W+
BR

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

C ∥u∥W+
BR

≥ ∥Lu∥W−
BR+

.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãëàäêó ôóíêöiþ u(x, t) ∈ W+
BR, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (11) i (12). Çà âèçíà÷åííÿì ìà¹ìî, ùî

∥Lu∥W−
BR+

= sup
v∈W+

BR+ ,v ̸=0

|(Lu, v)L2(Q)|
∥v∥W+

BR+

. (20)

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ v(x, t) ∈ C∞
BR+ ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê

(LDu, v)L2(Q) òà îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ âñiõ éîãî äîäàíêiâ.

Îñêiëüêè a ∈ C(Ω), òî ôóíêöiÿ a(x) ¹ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi Ω.

Çâàæàþ÷è íà öå, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî òà íå-

ðiâíiñòü Ïóàíêàðå, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

∥u∥L2(Q) ≤ Cp ∥ut∥L2(Q) ,

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ Cp, ìà¹ìî∣∣∣∣ ∫
Q

a(x)utvdQ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Q

|a(x)utv|dQ ≤
(∫

Q

a(x)v2dQ

)1/2(∫
Q

a(x)u2tdQ

)1/2

≤

≤ Cp

(∫
Q

a(x)v2t dQ

)1/2(∫
Q

a(x)u2tdQ

)1/2

≤ C ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
.
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Àíàëîãi÷íî∣∣∣∣ ∫
Q

b(x)uvdQ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Q

|b(x)uv|dQ ≤
(∫

Q

b(x)v2dQ

)1/2(∫
Q

b(x)u2dQ

)1/2

≤

≤ Cp

(∫
Q

b(x)v2t dQ

)1/2(∫
Q

b(x)u2tdQ

)1/2

≤ C ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî, âðàõîâóþ÷è óìî-

âè (17) i (18) òà îáìåæåíiñòü ôóíêöié aij îòðèìà¹ìî, ùî∣∣∣∣− ∫
Q

n∑
i,j=1

(aijuxj
)xitvdQ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
Q

n∑
i,j=1

aijuxjtvxi
dQ

∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i,j=1

∫
Q

|aijuxjtvxi
|dQ ≤ C

n∑
i,j=1

(∫
Q

u2xjt
dQ

∫
Q

v2xi
dQ

)1/2

=

= C

n∑
j=1

(∫
Q

u2xjt
dQ

)1/2 n∑
i=1

(∫
Q

v2xi
dQ

)1/2

≤

≤ CpC

n∑
j=1

(∫
Q

u2xjt
dQ

)1/2 n∑
i=1

(∫
Q

v2xit
dQ

)1/2

≤

≤ nCpC

(∫
Q

n∑
j=1

u2xjt
dQ

)1/2(∫
Q

n∑
i=1

v2xit
dQ

)1/2

≤ nCpC ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
.

Àíàëîãi÷íî çãiäíî ç ôîðìóëîþ Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî òà âðàõîâóþ-

÷è óìîâè (17) i (18) îòðèìà¹ìî, ùî∣∣∣∣ ∫
Q

n∑
i,j=1

(bijuxj
)xi

vdQ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− ∫
Q

n∑
i,j=1

bijuxj
vxi

dQ

∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i,j=1

∫
Q

|bijuxj
vxi

|dQ ≤ C
n∑

i,j=1

(∫
Q

u2xj
dQ

∫
Q

v2xi
dQ

)1/2

≤

17



≤ CC2
p

n∑
i,j=1

(∫
Q

u2xjt
dQ

∫
Q

v2xit
dQ

)1/2

≤

≤ nCC2
p

(
n∑

j=1

∫
Q

u2xjt
dQ

)1/2( n∑
i=1

∫
Q

v2xit
dQ

)1/2

≤

≤ nCC2
p ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
.

Îòæå, äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ C âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|(LDu, v)L2(Q)| ≤ C ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
.

Äàëi îöiíèìî (LIu, v)L2(Q) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ v(x, t) ∈ C∞
BR+. Ïðî-

iíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè òà çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî:

|(LIu, v)L2(Q)| =
∣∣∣∣ ∫

Q

∫ t

0

n∑
i=1

(Ki(x, t, τ) uxi
(x, τ))xi

dτ v(x, t)dQ

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0

Ki(x, t, τ)uxi
(x, τ)vxi

(x, t)dτdQ

∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0

|Ki(x, t, τ) uxi
(x, τ) vxi

(x, t)|dτdQ ≤

≤ M
n∑

i=1

∫
Q

|vxi
(x, t)|

∫ t

0

|uxi
(x, τ)|dτdQ ≤

≤ M
n∑

i=1

∫
Q

|vxi
(x, t)|

(∫ t

0

dτ

∫ t

0

u2xi
(x, τ)dτ

)1/2

dQ ≤

≤ M
n∑

i=1

(∫
Q

v2xi
(x, t) dQ

∫
Q

T

∫ t

0

u2xi
(x, τ)dτdQ

)1/2

≤

≤ M
n∑

i=1

(∫
Q

v2xi
(x, t) dQ

∫
Q

T

∫ T

0

u2xi
(x, τ)dτdQ

)1/2

=

18



= MT
n∑

i=1

(∫
Q

v2xi
(x, t) dQ

∫
Q

u2xi
(x, t)dQ

)1/2

≤

≤ MT

(
n∑

i=1

∫
Q

v2xi
(x, t)dQ

)1/2( n∑
i=1

∫
Q

u2xi
(x, t)dQ

)1/2

≤

≤ MTC2
p

(∫
Q

n∑
i=1

v2xit
(x, t)dQ

)1/2(∫
Q

n∑
i=1

u2xit
(x, t)dQ

)1/2

≤

≤ MTC2
p ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
.

Çàãàëîì, ìà¹ìî, ùî

|(Lu, v)L2(Q)| = |(LDu, v)L2(Q) + (LIu, v)L2(Q)| ≤

≤ |(LDu, v)L2(Q)|+ |(LIu, v)L2(Q)| ≤

≤ C ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
+MTC2

p ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
≤

≤ C1 ∥v∥W+

BR+
∥u∥W+

BR
,

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ C1. Ïîäiëèâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü íà ∥v∥W+

BR+
, ïåðå-

éøîâøè äî ñóïðåìóìó ïî v òà ñïèðàþ÷èñü íà ùiëüíiñòü ìíîæèíè C∞
BR+

ó ïðîñòîði W+
BR îòðèìà¹ìî

sup
v∈W+

BR+ ,v ̸=0

|(Lu, v)L2(Q)|
∥v∥W+

BR+

= sup
v∈C∞

BR+ ,v ̸=0

|(Lu, v)L2(Q)|
∥v∥W+

BR+

≤ C1 ∥u∥W+
BR

,

ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè i òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4. Iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v(x, t) ∈ W+
BR+

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

C ∥v∥W+

BR+
≥ ∥L∗v∥W−

BR
.

Çàóâàæåííÿ 3. Íåðiâíîñòi, ùî äîâåäåíî ó ëåìàõ 3 i 4 äîçâîëÿþòü ðîçøè-

19



ðèòè îïåðàòîðè L,L∗ ç ¨õ îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ íà ïðîñòîðè W+
BR, W

+
BR+,

âiäïîâiäíî, çà íåïåðåðâíiñòþ. Çáåðåæåìî çà ðîçøèðåíèìè îïåðàòîðàìè

òi ñàìi ïîçíà÷åííÿ. Òåïåð íåðiâíîñòi, âêàçàíi ó ëåìàõ 3, 4 áóäóòü ñïðàâ-

äæóâàòèñÿ âæå äëÿ âñiõ u ∈ W+
BR, v ∈ W+

BR+.

Ëåìà 5. Iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u(x, t) ∈ W+
BR

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

∥Lu∥W−
BR+

≥ C ∥u∥H+
BR

.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ãëàäêó ôóíêöiþ u(x, t) ∈ C∞
BR. Íåõàé

v(x, t) = −
∫ t

T

e−cτu(x, τ)dτ, (21)

äå c � äîäàòíà ñòàëà. Òîäi u(x, t) = −ectvt(x, t) òà î÷åâèäíî, ùî v(x, t) ∈ W+
BR+.

Äîâåäåìî, ùî

(Lu, v)L2(Q) ≥ C ∥v∥2W+

BR+
.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó (LDu, v)L2(Q). Çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷à-

ñòèíàìè îòðèìà¹ìî, ùî∫
Q

a(x)utvdQ =

∫
Q

(a(x)uv)tdQ−
∫
Q

a(x)vtudQ.

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (11) òà ñïiââiäíîøåííÿ (21) ìà¹ìî∫
Q

(a(x)uv)tdQ =

∫
Ω

∫ T

0

(a(x)uv)tdtdΩ =

=

∫
Ω

(a(x)u(x, T )v(x, T )− a(x)u(x, 0)v(x, 0)dΩ = 0.

Òîäi∫
Q

a(x)utvdQ = −
∫
Q

a(x)vtudQ = −
∫
Q

a(x)vt(−ectvt)dQ =

∫
Q

a(x)ectv2t dQ.

(22)
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Äàëi ìà¹ìî, ùî∫
Q

b(x)uvdQ = −
∫
Q

b(x)ectvtvdQ = −1

2

∫
Q

(b(x)ectv2)tdQ+
1

2

∫
Q

cb(x)ectv2dQ =

= −1

2

∫
Ω

∫ T

0

(b(x)ectv2)tdtdΩ +
1

2

∫
Q

cb(x)ectv2dQ =
1

2

∫
Ω

b(x)v2(x, 0)dΩ+

+
1

2

∫
Q

cb(x)ectv2dQ ≥ 1

2

∫
Q

cb(x)ectv2dQ. (23)

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îòðèìà¹ìî, ùî

−
∫
Q

v
n∑

i,j=1

(aijuxj
)xitdQ = −

∫
Q

n∑
i,j=1

((aijuxj
)xi

v)tdQ+

∫
Q

n∑
i,j=1

(aijuxj
)xi

vtdQ.

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (11) òà ñïiââiäíîøåííÿ (21) ìîæíà îòðèìàòè, ùî uxj
(x, 0) =

v(x, T ) = 0, à òîìó∫
Q

n∑
i,j=1

((aijuxj
)xi

v)tdQ =

∫
Ω

n∑
i,j=1

∫ T

0

((aijuxj
)xi

v)tdtdΩ =

=

∫
Ω

n∑
i,j=1

(
(aijuxj

(x, T ))xi
v(x, T )− (aijuxj

(x, 0))xi
v(x, 0)

)
dΩ = 0.

Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî òà âðàõîâóþ÷è

óìîâè (17) i (18) îòðèìà¹ìî, ùî

−
∫
Q

v
n∑

i,j=1

(aijuxj
)xitdQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

(aijuxj
)xi

vtdQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

aije
ctvxjtvxitdQ.

Ç óìîâè (9) îòðèìà¹ìî, ùî

−
∫
Q

v
n∑

i,j=1

(aijuxj
)xitdQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

aije
ctvxjtvxitdQ ≥ α

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ.

(24)

Àíàëîãi÷íî ç ôîðìóëè Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî òà âðàõîâóþ÷è óìîâè
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(17) i (18) îòðèìà¹ìî, ùî

−
∫
Q

v
n∑

i,j=1

(bijuxj
)xi

dQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

bijuxj
vxi

dQ = −
∫
Q

ect
n∑

i,j=1

bijvxjtvxi
dQ.

(25)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü∫
Q

ect
n∑

i,j=1

bijvxjtvxi
dQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

(bije
ctvxj

vxi
)tdQ−

∫
Q

n∑
i,j=1

(bije
ctvxi

)tvxj
dQ =

(26)

=

∫
Q

n∑
i,j=1

(bije
ctvxj

vxi
)tdQ−

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ−

∫
Q

n∑
i,j=1

bije
ctvxitvxj

dQ.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ bij = bji òà ÿêùî çìiíèòè i íà j i íàâïàêè, òî çàïè-

øåìî îñòàííié iíòåãðàë ó âèãëÿäi∫
Q

n∑
i,j=1

bije
ctvxitvxj

dQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

bjie
ctvxitvxj

dQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

bije
ctvxjtvxi

dQ.

Òîäi, âèêîðèñòîâó÷è (26), îòðèìà¹ìî, ùî∫
Q

ect
n∑

i,j=1

bijvxjtvxi
dQ =

1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

(bije
ctvxj

vxi
)tdQ−1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (25) ìîæíà ïðîäîâæèòè òàê

−
∫
Q

v

n∑
i,j=1

(bijuxj
)xi

dQ = −
∫
Q

ect
n∑

i,j=1

bijvxjtvxi
dQ =

= −1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

(bije
ctvxj

vxi
)tdQ+

1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ =

= −1

2

∫
Ω

n∑
i,j=1

∫ T

0

(bije
ctvxj

vxi
)tdtdΩ +

1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ =
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=
1

2

∫
Ω

n∑
i,j=1

bijvxj
(x, 0)vxi

(x, 0)dΩ +
1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ ≥

≥ 1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ. (27)

Âðàõîâóþ÷è (22), (23), (24) òà (27), çàïèøåìî çàãàëüíó îöiíêó

(LDu, v)L2(Q) =

∫
Q

a(x)utvdQ+

∫
Q

b(x)uvdQ−

−
∫
Q

v
n∑

i,j=1

(aijuxj
)xitdQ−

∫
Q

v
n∑

i,j=1

(bijuxj
)xi

dQ ≥

≥
∫
Q

a(x)ectv2t dQ+
1

2

∫
Q

cb(x)ectv2dQ+ α

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ+

+
1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ.

Âðàõó¹ìî, ùî ∫
Q

a(x)ectv2t dQ ≥ 0;
1

2

∫
Q

cb(x)ectv2dQ ≥ 0,

à ç óìîâè (10) âèïëèâà¹, ùî

1

2

∫
Q

n∑
i,j=1

cbije
ctvxi

vxj
dQ ≥ 0.

Òîäi

(LDu, v)L2(Q) ≥ α

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ. (28)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî (LIu, v)L2(Q). Ç ôîðìóëè Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî
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òà âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâî-êðàéîâi óìîâè îòðèìà¹ìî

(LIu, v)L2(Q) =
n∑

i=1

∫
Q

∫ t

0

(Ki(x, t, τ) uxi
(x, τ))xi

dτ v(x, t)dQ =

= −
n∑

i=1

∫
Q

∫ t

0

Ki(x, t, τ) uxi
(x, τ)dτ vxi

(x, t)dQ =

=
n∑

i=1

∫
Q

∫ t

0

Ki(x, t, τ)e
cτvxiτ(x, τ)dτ vxi

(x, t)dQ.

Cêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 1 äëÿ êîæíîãî äîäàíêó â ñóìi òà îòðèìà¹ìî, ùî

|(LIu, v)L2(Q)| =
∣∣∣∣ ∫

Q

∫ t

0

n∑
i=1

Ki(x, t, τ)e
cτvxiτ(x, τ)dτ vxi

(x, t)dQ

∣∣∣∣ ≤
≤ MT

c

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ. (29)

Êîìáiíóþ÷è (28) òà (29) ìà¹ìî, ùî

(Lu, v)L2(Q) = (LDu, v)L2(Q) + (LIu, v)L2(Q) ≥

≥ (LDu, v)L2(Q)−|(LIu, v)L2(Q)| ≥ α

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ−MT

c

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ.

Îáèðàþ÷è òåïåð c = 2MT
α ìà¹ìî, ùî

α

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ− MT

c

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ =

α

2

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ.

Îòæå,

(Lu, v)L2(Q) ≥
α

2

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ. (30)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ç íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü (äëÿ
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äåÿêî¨ ñòàëî¨ C > 0) îöiíêè

∫
Q

(
v2t +

n∑
i=1

v2xit

)
dQ ≤ C

∫
Q

(
v2tx1

+
n∑

i=1

v2xit

)
dQ ≤ 2C

∫
Q

n∑
i=1

v2xit
dQ,

òî íåðiâíiñòü (30) ìîæåìî ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(Lu, v)L2(Q) ≥
α

2

∫
Q

ect
n∑

i=1

v2xit
dQ ≥ C∥v∥2W+

BR+
. (31)

Çàñòîñîâóþ÷è, ñòàíäàðòíèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü Øâàðöà äî ëiâî¨ ÷à-

ñòèíè, ìà¹ìî

C∥v∥2W+

BR+
≤ (Lu, v)L2(Q) ≤ ∥Lu∥W−

BR+
∥v∥W+

BR+
.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè íà ∥v∥W+

BR+
îòðèìà¹ìî

C∥v∥W+

BR+
≤ ∥Lu∥W−

BR+
.

Âiäçíà÷èìî, ùî ìiæ u(x, t) òà v(x, t) ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå ñïiââiäíîøåííÿ

∥u∥2H+
BR

=

∫
Q

(
u2 +

n∑
i=1

u2xi

)
dQ =

∫
Q

(
e2ctv2t +

n∑
i=1

e2ctv2xit

)
dQ ≤

≤ e2cT
∫
Q

(
v2t +

n∑
i=1

v2xit

)
dQ = e2cT∥v∥2W+

BR+
.

Îòæå,

∥Lu∥W−
BR+

≥ C∥v∥W+

BR+
≥ Ce−2cT∥u∥H+

BR
≥ C1∥u∥H+

BR
,

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ C1. Òàêèì ÷èíîì òâåðäæåííÿ ëåìè äîâåäåíî äëÿ óñiõ

u ∈ C∞
BR.

Äëÿ ðåøòè ôóíêöié ç W+
BR ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó. À ñàìå: íåõàé u ∈ W+
BR (íå îáîâ'ÿçêîâî
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ãëàäêà). Âíàñëiäîê ùiëüíîñòi âêëàäåííÿ C∞
BR ⊂ W+

BR åëåìåíò u ìîæíà

íàáëèçèòè ïîñëiäîâíiñòþ åëåìåíòiâ um ∈ C∞
BR. Òîáòî ||u − um||W+

BR
→ 0,

ïðè m → ∞. Âíàñëiäîê ëåìè 3 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü ||Lu− Lum||W−
BR+

≤
C1||u− um||W+

BR
. À îòæå, Lum → Lu ó ïðîñòîði W−

BR+. Ïðè öüîìó, äëÿ

êîæíîãî åëåìåíòó um âíàñëiäîê äîâåäåíîãî âèùå, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

C||um||H+
BR

≤ ||Lum||W−
BR+

. (32)

Çàëèøèëîñÿ çàçíà÷èòè, ùî çi çáiæíîñòi ó ïðîñòîði W+
BR âèïëèâà¹ çái-

æíiñòü ó H+
BR, à òîìó ||u − um||H+

BR
→ 0. Òåïåð, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi

ïðè m → ∞ ó íåðiâíîñòi (32), îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 6. Iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v(x, t) ∈ W+
BR+

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

∥L∗v∥W−
BR

≥ C ∥v∥H+

BR+
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äî ëåìè (4), ÿêùî ðîçãëÿíóòè äîïîìi-

æíó ôóíêöiþ

u(x, t) =

∫ t

0

ecτv(x, τ)dτ,

äå c � äîäàòíà ñòàëà, à äëÿ îöiíêè iíòåãðàëüíî¨ ñêëàäîâî¨ ñêîðèñòàòèñÿ

ëåìîþ 2.
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4 Óçàãàëüíåíà ðîçâ'ÿçíiñòü

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷i

Lu = f, f ∈ W−
BR+ (33)

L∗v = g, g ∈ W−
BR. (34)

Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (33) áóäåìî ðîçóìiòè â ñåíñi òàêèõ îçíà÷åíü

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (33) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
BR+

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ u ∈ W+
BR, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

ui ∈ C∞
BR, i = 1, 2, ... òàêèõ, ùî

∥u− ui∥W+
BR

−→
i→∞

0, ∥Lui − f∥W−
BR+

−→
i→∞

0.

Îçíà÷åííÿ 2. Ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (33) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
BR+

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ u ∈ W+
BR, òàêà, ùî Lu = f â ïðîñòîði W−

BR+.

Îçíà÷åííÿ 3. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (33) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
BR+

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ u ∈ W+
BR, òàêà, ùî ðiâíiñòü

(Lu, v)W+
BR

= (f, v)W+

BR+
,

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié v ∈ W+
BR+.

Ìîæíà ðîçãëÿíóòè âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (33) â øèðøîìó êëàñi
H+

BR.

Îçíà÷åííÿ 4. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (33) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
BR+

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ u ∈ H+
BR, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ui ∈

C∞
BR, i = 1, 2, ... òàêèõ, ùî

∥u− ui∥H+
BR

−→
i→∞

0, ∥Lui − f∥W−
BR+

−→
i→∞

0.

Îçíà÷åííÿ 5. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (33) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
BR+

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ u ∈ H+
BR, òàêà, ùî ðiâíiñòü

(u,L∗v)H+
BR

= (F, v)W+

BR+
,

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié v ∈ W+
BR+.
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Àíàëîãi÷íî ââîäÿòüñÿ îçíà÷åííÿ i äëÿ ðîçâ'ÿçêó ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i
(34).

Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi äëÿ îïåðàòîðiâ L, L∗ áóëî äîâåäåíî íåðiâíî-
ñòi

C1∥u∥H+
BR

≤ ∥Lu∥W−
BR+

≤ C2∥u∥W+
BR
, (35)

C1∥v∥H+

BR+
≤ ∥L∗v∥W−

BR
≤ C2∥v∥W+

BR+
, (36)

äëÿ äîâiëüíèõ u ∈ W+
BR, v ∈ W+

BR+.
Çàâäÿêè öèì îöiíêàì òà âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [1] ìîæíà

ñôîðìóëþâàòè òåîðåìè óçàãàëüíåíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi.

Òåîðåìà 1. Òîäi îçíà÷åííÿ (1), (2), (3) åêâiâàëåíòíi.

Òåîðåìà 2. Òîäi îçíà÷åííÿ (4), (5) åêâiâàëåíòíi.

Òåîðåìà 3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H−
BR+ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ W+
BR çàäà÷i (33) â ñåíñi îçíà÷åíü 1− 3. Ïðè÷îìó äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨

C, ùî íå çàëåæèòü âiä f , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

||u||W+
BR

≤ C||f ||H−
BR+

.

Òåîðåìà 4. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ W−
BR+ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ H+
BR çàäà÷i (33) â ñåíñi îçíà÷åíü 4− 5. Ïðè÷îìó äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨

C, ùî íå çàëåæèòü âiä f , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

||u||H+
BR

≤ C||f ||W−
BR+

.

Çàóâàæåííÿ 4. Àíàëîãi÷íi òåîðåìè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè é äëÿ ñïðÿæå-
íî¨ çàäà÷i (34).
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Ðåçóëüòàòè

Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç iíòåãðàëüíèì äîäàíêîì
Âîëüòåððà òà ïî÷àòêîâî-êðàéîâèìè óìîâàìè òèïó Äiðiõëå (1) i îòðèìàíî
òàêi ðåçóëüòàòè:

� äîâåäåíî àïðiîðíi îöiíêè äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ÷àñòèíè;

� äîâåäåíî àïðiîðíi îöiíêè äëÿ iíòåãðàëüíî¨ ÷àñòèíè;

� ñêîìáiíîâàíî ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè òà îòðèìàíî àïðiîðíi îöiíêè äëÿ
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç ií-
òåãðàëüíèì äîäàíêîì Âîëüòåððà;

� íà îñíîâi äîâåäåíèõ àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé â íåãàòèâíèõ íîðìàõ ñôîð-
ìóëüîâàíî òåîðåìè iñíóâàííÿ, ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó òà
íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çîêðåìà, ðîçøèðåíî êëàñ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ, äî ÿêèõ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ìåòîä àïðiîðíèõ îöiíîê â íåãàòèâ-
íèõ íîðìàõ.
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Âiäãóê íàóêîâîãî êåðiâíèêà

íà êâàëiôiêàöiéíó ðîáîòó íà çäîáóòòÿ ñòóïåíÿ áàêàëàâðà

ñòóäåíòêè ãðóïè ÎÌ-4 ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè

Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Àíäàðàë Àíàñòàñi¨ Iãîðiâíè

Êâàëiôiêàöiéíà ðîáîòà íà çäîáóòòÿ ñòóïåíÿ áàêàëàâðà �Çàñòîñóâàííÿ àïði-

îðíèõ îöiíîê â íåãàòèâíèõ íîðìàõ äëÿ äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷i Äiðiõëå

äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó� ïðèñâÿ÷åíà

óçàãàëüíåíié ðîçâ'ÿçíîñòi åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. À ñàìå, ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî

ðiâíÿííÿ ç iíòåãðàëüíîþ ñêëàäîâîþ òèïó Âîëåòåððà. ßê âèïëèâà¹ ç íàçâè, äëÿ

âñòàíîâëåííÿ êîðåêòíîñòi ïîñòàíîâêè ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ ìåòîä àïðiîðíèõ îöiíîê, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü ëåãêè ïðîäîâæèòè îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè i äîâåñòè òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âiäïîâiä-

íèìè ñèñòåìàìè, äîñëiäèòè ïèòàííÿ êåðîâàíîñòi, ïîáóäóâàòè îá÷èñëþâàëüíi ìå-

òîäè òîùî.

Ó ðîáîòi ïîäàíî ãðóíòîâíèé îãëÿä ðåëåâàíòíî¨ ëiòåðàòóðè, ïðèñóòíÿ ïîñòà-

íîâêà çàäà÷i, äîâåäåíî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ òà "ÿäðî" ìåòîäó � àïðiîðíi îöií-

êè äëÿ îïåðàòîðiâ ïðÿìî¨ òà ñïðÿæåíî¨ çàäà÷. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ àïðiîðíèõ

íåðiâíîñòåé ñôîðìóëüîâàíî îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ òà òå-

îðåìè ïðî éîãî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü, íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè.

Òàêèì ÷èíîì ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à ¹ êîðåêòíîþ ¾çà Àäàìàðîì¿.

Ðîáîòó âèêîíàíî íà âèñîêîìó ðiâíi. Âñi òâåðäæåííÿ ñôîðìóëüîâàíî ìàòåìà-

òè÷íî ãðàìîòíî òà êîðåêòíî. Äî âñiõ òåîðåì òà ëåì ïîäàíî äîâåäåííÿ ç äîñòà-

òíiì ðiâíåì äåòàëiçàöi¨. Ââàæàþ, ùî êâàëiôiêàöiéíà ðîáîòà Àíäàðàë Àíàñòàñi¨

Iãîðiâíè âiäïîâiäà¹ âñiì âèìîãàì äî ðîáiò âiäïîâiäíîãî ðiâíÿ òà çàñëóãîâó¹ îöií-

êè ¾âiäìiííî¿ (97).

Íàóêîâèé êåðiâíèê,

êàíäèäàò ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíò À.Â. Àíiêóøèí
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КИЇВСЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ ІМЕНІ ТАРАСА ШЕВЧЕНКА 

СИСТЕМА ЗАПОБІГАННЯ ТА ВИЯВЛЕННЯ АКАДЕМІЧНОГО ПЛАГІАТУ 

Довідка про оригінальність кваліфікаційної роботи за освітнім рівнем бакалавр 

 

Експертна оцінка роботи науковим керівником: 

Робота є оригінальною. Всі використані джерела мають посилання.  

Співпадіння з наведеними джерелами тільки в деяких частинах позначень.  
 

Науковий керівник:                         

 

Оператор: 

 

(підпис) (ПІБ) 

(підпис) (ПІБ) 

Оноцький В.В. 

Анікушин А. В. 


