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Abstract. In this paper, the weak convergence of an iterative two-
stage proximal method for the approximate solution of the equili-
brium problem in a Hilbert space is investigated. This method was
recently been developed by Vedel and Semenov and can be used to
solve mathematical programming problems, variational inequalities
and game theory problems. The analysis of the convergence of the
method was carried out under the assumption of the existence of
a solution of the equilibrium problem and under conditions weaker
than the previously considered ones.
Keywords: equilibrium problem, two-stage proximal method, bi-
function, pseudo-monotonicity, Lipschitz condition, Hilbert space,
weak convergence.

Аннотация. В работе исследована слабая сходимость итераци-
онного двухэтапного проксимального метода приближенного ре-
шения задачи о равновесии в гильбертовом пространстве. Дан-
ный метод был недавно разработан Я. И. Ведель и В. В. Семёно-
вым и может быть использован для решения задач математиче-
ского программирования, вариационных неравенств и игровых
задач. Анализ сходимости метода проведен в предположении о
существовании решения задачи о равновесии и при условиях бо-
лее слабых, чем ранее рассмотренные.
Ключевые слова: задача о равновесии, двухэтапный прокси-
мальный метод, бифункция, псевдомонотонность, липшицевость,
гильбертово пространство, слабая сходимость.
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Введение
Важным и весьма популярным направлением современного прикладно-

го нелинейного анализа является исследование задач о равновесии (нера-
венств Ки Фаня, задач равновесного программирования) вида [1–5]

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)

где C — непустое подмножество гильбертова пространства H, F : C×C →
R — бифункция. В виде (1) можно сформулировать задачи математическо-
го программирования, вариационные неравенства и многие игровые зада-
чи. Приведем три типичные формулировки.

(1) Если F (x, y) = ϕ(y) − ϕ(x), где ϕ : C → R, то задача (1) является
задачей условной минимизации

ϕ→ min
C
.

(2) Если F (x, y) = (Ax, y− x), где A : C → H, то задача (1) сводится к
классическому вариационному неравенству

найти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

(3) Пусть I — конечное множество индексов. Для каждого i ∈ I заданы
множество Ci и функция ϕi : C → R, где C =

∏
i∈I Ci. Для x =

(xi)i∈I ∈ C обозначим xi = (xj)j∈I,j 6=i. Точку x̄ = (x̄i)i∈I называют
равновесием Нэша, если для всех i ∈ I выполняются неравенства

ϕi(x̄) ≤ ϕi(x̄i, yi) ∀ yi ∈ Ci.
Определим функцию F : C × C → R следующим образом

F (x, y) =
∑
i∈I

(
ϕi(x

i, yi)− ϕi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C является равновесием Нэша тогда и только тогда,
когда она является решением задачи (1).

Алгоритмам решения равновесных и близких задач посвящено большое
количество работ. Частным случаем задач о равновесии являются вариаци-
онные неравенства. Для их решения Г. М. Корпелевич предложила экстра-
градиентный метод [6]. Аналогам экстраградиентного метода для задач о
равновесии посвящены работы [1,5, 7].

В 1980 Л. Д. Попов [8] предложил для поиска седловых точек выпукло-
вогнутых функций, определенных в конечномерном евклидовом пространс-
тве, интересную модификацию метода Эрроу-Гурвица. В статье [9] был
предложен двухэтапный проксимальный алгоритм для решения задач о
равновесии в гильбертовом пространстве, являющийся адаптацией мето-
да Л. Д. Попова к общим задачам равновесного программирования (см.
также [10,11]).

В данной работе уделено внимание теоретическому анализу двухэтапно-
го алгоритма из [9]. А именно, доказана его слабая сходимость при более
слабых, чем в [9], предположениях.
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1. Постановка задачи о равновесии и описание алгоритма

Всюду далее H — действительное гильбертово пространство со скаляр-
ным произведением (·, ·) и порожденной нормой ‖·‖. Сильную и слабую
сходимость в H последовательности (xn) к x обозначим → и ⇀, соответ-
ственно.

Пусть g : H → R ∪ {+∞} — собственная выпуклая полунепрерывная
снизу функция. Напомним, что проксимальным оператором [12], ассоции-
рованным с функцией g, называют оператор

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
‖y − x‖2

)
∈ dom g.

Оператор proxg — твердо нерастягивающий (firmly nonexpansive) и

g(y)− g(z) + (z − x, y − z) ≥ 0 ∀ y ∈ dom g ⇔ z = proxgx.

Для непустого выпуклого замкнутого множества C ⊆ H и бифункции
F : C × C → R рассмотрим задачу о равновесии:

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (3)

Будем предполагать выполненными следующие условия:
(A1) F (x, x) = 0 для всех x ∈ C;
(A2) для всех x, y ∈ C из F (x, y) ≥ 0 следует F (y, x) ≤ 0 (псевдомоно-

тонность);
(A3) для всех x ∈ C функция F (x, ·) полунепрерывна снизу и выпукла

на C;
(A4) для всех y ∈ C функция F (·, y) полунепрерывна сверху на C;
(A5) для всех x, y, z ∈ C имеет место

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z − y‖2 ,

где a, b — положительные константы (липшицевость).

Замечание 1. Условие (А5) типа липшицевости введено G. Mastroeni в [2].
Например, бифункция F (x, y) = (Ax, y − x) c липшицевым оператором
A : C → H удовлетворяет (А5) c a = b = L

2 .

Рассмотрим так называемую дуальную [4] (для задачи (3)) задачу о рав-
новесии:

найти x ∈ C : F (y, x) ≤ 0 ∀ y ∈ C. (4)
Множества решений задач (3) и (4) обозначим S и S∗. При выполнении

условий (А1)–(А4) имеем S = S∗ [4]. В частности, множество S — выпукое
и замкнутое, поскольку

S = S∗ =
⋂
y∈C
{x ∈ C : F (y, x) ≤ 0} .

Далее будем предполагать, что S 6= ∅.
Для приближенного решения задачи (3) рассмотрим следующий итера-

ционный
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Алгоритм 1 (Я. И. Ведель, В. В. Семенов, [9]). Для x1, y0 ∈ C генерируем
последовательность элементов xn, yn ∈ C при помощи итерационной схемы{

yn = proxλnF (yn−1,·)xn,

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn,

где λn > 0.

На каждом шаге алгоритма 1 следует решить две выпуклые задачи с
сильно выпуклыми функциями. Предположим возможность их эффектив-
ного решения. Алгоритм 1 был предложен в работе [9] (см. также [10,11]).
В настоящей работе алгоритм 1 рассматривается при более слабых пред-
положениях.

Замечание 2. Если F (x, y) = (Ax, y − x), то алгоритм 1 принимает вид: x1 ∈ C, y0 ∈ C,
yn = PC(xn − λnAyn−1),
xn+1 = PC(xn − λnAyn),

где PC — оператор метрического проектирования на множество C.

Частный случай схемы из замечания 2 предложен российским матема-
тиком Л. Д. Поповым [8] для поиска седловых точек выпукло-вогнутых
функций, определенных в конечномерном евклидовом пространстве. В ра-
боте [13] Ю. В. Малицкий и В. В. Семенов доказали сходимость этого
алгоритма для неравенств с монотонными и липшицевыми операторами,
действующими в бесконечномерном гильбертовом пространстве, а также
предложили его модификацию. А в работах [14–16] предложены варианты
метода с использованием брэгмановского расстояния вместо евклидового.
Заметим, что в последнее время данный метод стал известен в среде спе-
циалистов по машинному обучению под названием «Extrapolation from the
Past» [17].

Относительно обоснования сходимости алгоритма 1 заметим, что при
выполнении для некоторого n ∈ N равенств

yn = yn−1 = xn или xn+1 = xn = yn (5)

имеет место включение yn ∈ S. Действительно, равенство

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn

означает

F (yn, y)− F (yn, xn+1) +
(xn+1 − xn, y − xn+1)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C.

Из второго равенства (5) следует

F (yn, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,
то есть yn ∈ S.

Аналогично, из

F (yn−1, y)− F (yn−1, yn) +
(yn − xn, y − yn)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C
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при первом равенстве в (5) получаем yn ∈ S.

Замечание 3. Вышеприведенное наблюдение просто непосредственное след-
ствие критерия:

x ∈ S ⇔ x = proxλF (x,·)x, λ > 0.

Далее будем предполагать, что для всех номеров n ∈ N условие (5) не
имеет места.

2. Основное неравенство
Доказательство сходимости алгоритма 1 начнем с доказательства важно-

го неравенства для порождаемых им последовательностй (xn) и (yn).

Лемма 1. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn),
(yn) и элемента z ∈ S выполняется неравенствo

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− 2λnb) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 4λna) ‖yn − xn‖2 + 4λna ‖xn − yn−1‖2 . (6)

Доказательство. Имеем

‖xn+1 − z‖2 = ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−
− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) . (7)

Из определения точек xn+1 и yn следует

λnF (yn, z)− λnF (yn, xn+1) ≥ (xn+1 − xn, xn+1 − z), (8)

λnF (yn−1, xn+1)− λnF (yn−1, yn) ≥ −(xn − yn, yn − xn+1). (9)
Использовав неравенства (8), (9) для оценки скалярных произведений в
(7), получаем

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {F (yn, z)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)} . (10)

Из псевдомонотонности бифункции F и включения z ∈ S следует

F (yn, z) ≤ 0,

а липшицевость F гарантирует выполнение неравенства

− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn) ≤

≤ a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 . (11)

Использовав вышеприведенные оценки в (10), получаем

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λna ‖yn−1 − yn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2 . (12)
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Член ‖yn−1 − yn‖2 оценим следующим образом

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .
Учтя эту оценку в (12), приходим к неравенству

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2 ,

то есть к неравенству (6). �

3. Сходимость алгоритма
Перейдем непосредственно к доказательству слабой сходимости алгорит-

ма 1.
Нам потребуются следующие факты.

Лемма 2. Пусть неотрицательные последовательности (an), (bn) тако-
вы, что

an+1 ≤ an − bn.
Тогда существует предел limn→∞ an ∈ R и

∑∞
n=1 bn < +∞.

Лемма 3 (Z. Opial, [18]). Пусть последовательность (xn) элементов гиль-
бертова пространства H слабо сходится к элементу x ∈ H. Тогда для
всех y ∈ H \ {x} имеем

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < lim inf
n→∞

‖xn − y‖.

Пусть z ∈ S. Положим

an = ‖xn − z‖2 + 4λna ‖yn−1 − xn‖2 ,
bn = (1− 4λna) ‖yn − xn‖2 + (1− 4λna− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2 .

Тогда (6) принимает вид
an+1 ≤ an − bn.

Потребуем выполнения условия

0 < λ ≤ λn ≤ λ <
1

2(2a+ b)
.

Тогда из леммы 2 можем сделать вывод, что существует предел

lim
n→∞

(
‖xn − z‖2 + 4λna ‖yn−1 − xn‖2

)
и

lim
n→∞

(
(1− 4λna) ‖yn − xn‖2 + (1− 4λna− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2

)
= 0.

Откуда получаем

lim
n→∞

‖yn − xn‖ = lim
n→∞

‖yn − xn+1‖ = lim
n→∞

‖xn − xn+1‖ = 0 (13)

и сходимость числовых последовательностей (‖xn − z‖), (‖yn − z‖) для всех
z ∈ S. В частности, последовательности (xn), (yn) ограничены.

28



О ДВУХЭТАПНОМ ПРОКСИМАЛЬНОМ АЛГОРИТМЕ

Из (8), (9), (10), (11) и (13) следует

lim supn→∞ F (yn, xn+1) ≤ 0,
lim supn→∞ (F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)) ≤ 0,
limn→∞ (F (yn, xn+1) + F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)) = 0.

Откуда, в частности, получаем

lim
n→∞

F (yn, xn+1) = 0. (14)

Рассмотрим подпоследовательность (xnk
), слабо сходящуюся к некото-

рой точке z̄ ∈ C. Тогда из (13) следует, что и ynk
⇀ z̄. Покажем, что z̄ ∈ S.

Имеем

F (yn, y) ≥ F (yn, xn+1) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λ
∀y ∈ C. (15)

Совершив предельный переход в (15) с учетом (13), (14) и условия (А4),
получим

F (z̄, y) ≥ lim sup
k→∞

F (ynk
, y) ≥

≥ lim
k→∞

{
F (ynk

, xnk+1) +
(xnk+1 − xnk

, xnk+1 − y)

λ

}
= 0 ∀y ∈ C,

то есть z̄ ∈ S.
Покажем теперь, что xn ⇀ z̄. Тогда из xn − yn → 0 следует, что и по-

следовательность (yn) слабо сходится z̄. Рассуждаем от противного. Пусть
существует подпоследовательность (xmk

) такая, что xmk
⇀ z̃ и z̃ 6= z̄. Ясно,

что z̃ ∈ S. Применим дважды лемму 3. Имеем

lim
n→∞

‖xn − z̄‖ = lim
k→∞

‖xnk
− z̄‖ < lim

k→∞
‖xnk

− z̃‖ = lim
n→∞

‖xn − z̃‖ =

= lim
k→∞

‖xmk
− z̃‖ < lim

k→∞
‖xmk

− z̄‖ = lim
n→∞

‖xn − z̄‖,

что невозможно. Следовательно, xn ⇀ z̄.
Таким образом, имеет место

Теорема 1. Пусть H — гильбертово пространство, C ⊆ H — непустое
выпуклое замкнутое множество, для бифункции F : C ×C → R выполне-
ны условия (A1)–(А5) и S 6= ∅. Предположим, что

λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(

0,
1

2(2a+ b)

)
.

Тогда порожденные алгоритмом 1 последовательности (xn), (yn) слабо
сходятся к решению z̄ ∈ S задачи о равновесии (3), причем

lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.

Замечание 4. Теорема 1 обобщает результаты работ [9, 10]. В этих рабо-
тах слабая сходимость алгоритма 1 (со стационарной последовательностью
(λn)) была доказана при (A1)–(А5) и условии: для ограниченных последо-
вательностей (xn), (yn) из C имеет место

‖xn − yn‖ → 0 ⇒ F (xn, yn)→ 0.
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Заключение

В работе получен новый результат о сходимости итерационного двухэта-
пного проксимального метода решения задач о равновесии в гильбертовом
пространстве. Метод был предложен в работе [9] и является развитием мо-
дификации Л. Д. Попова [8] схемы Эрроу-Гурвица поиска седловых точек
выпукло-вогнутых функций.

Работа выполнена при финансовой поддержке МОН Украины (проект
«Математичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних систем для оборо-
ни, медицини та екологiї», 0219U008403).
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