
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
Мiнiстерство освiти i науки України

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
Мiнiстерство освiти i науки України

Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису

ЖЕЛЕЗНЯК ГАННА СЕРГIЇВНА

УДК 519.21
ДИСЕРТАЦIЯ

ЕНТРОПIЙНI ФУНКЦIОНАЛИ ТА ПОВ’ЯЗАНI З НИМИ IНТЕГРАЛЬНI
РIВНЯННЯ ФРЕДГОЛЬМА З ДОДАТКОВОЮ СИНГУЛЯРНIСТЮ

Спецiальнiсть 111 — математика
Галузь знань 11 — математика та статистика

Подається на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей, ре-
зультатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело

Г. С. Железняк

Науковий керiвник Мiшура Юлiя Степанiвна,
доктор фiзико-математичних наук, професор

Київ — 2022

ЖЕЛЕЗНЯК
ГАННА

СЕРГІЇВНА
Ідентифікаційний

код
3487603189

   



2

Aнотацiя

Железняк Г. С. Ентропiйнi функцiонали та пов’язанi з ними iнтегральнi
рiвняння Фредгольма з додатковою сингулярнiстю. – Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї у галузi
знань 11 «Математика та статистика» за спецiальнiстю 111 «Математика».
– Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка. – Київський
нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка науки України, Київ, 2022.

Дисертацiйна робота присвячена пошуку екстремумiв ентропiйних функ-
цiоналiв, сконструйованих для ймовiрнiсних мiр, якi вiдповiдають двом неза-
лежним вiнерiвським процесам зi зсувом, а також лiнiйнiй комбiнацiї не-
залежних вiнерiвського та дробового броунiвського рухiв. Задача пошуку
екстремумiв ентропiйних функцiоналiв зводиться до знаходження розв’язку
iнтегрального рiвняння Фредгольма другого роду з ядрами iз додатковою
сингулярнiстю, тобто зi слабко сингулярними ядрами, що також мають точки
розриву у чисельнику. Бiльшiсть методiв, розроблених для пошуку чисельного
розв’язку iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду iз сингулярнiстю,
стосуються ядер iз неперервною функцiєю у чисельнику. У дисертацiї було
доведено теорему про наближення розв’язкiв рiвнянь з ядрами iз додатко-
вою сингулярнiстю розв’язками рiвнянь зi слабко сингулярними ядрами та
застосовано модифiкований чисельний метод для пошуку розв’язку рiвнянь
iз додатковою сингулярнiстю. Рiвняння такого типу з ядром, що має бiльш
складне зображення, виникають i у задачах статистичного оцiнювання, а саме
при конструюваннi оцiнки максимальної вiрогiдностi параметра зсуву у моделi
iз двома дробовими броунiвськими рухами. Для чисельного розв’язання таких
рiвнянь в дисертацiї було застосовано той самий модифiкований чисельний
метод та додатково сконструйовано двi альтернативнi оцiнки параметра зсуву.

Ентропiйнi функцiонали, що є основним об’єктом розгляду у дисертацiї, не-
розривно пов’язанi з поняттям ентропiї,яка є базовим в термодинамiцi, теорiї
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iнформацiї, фiнансах, фундаментальною величиною в статистицi та машинно-
му навчаннi. Вона має велику кiлькiсть застосувань, наприклад, в астрономiї,
криптографiї, обробцi сигналiв, аналiзi зображень та бiоiнформатицi.

Пiонерською у теорiї iнформацiйної ентропiї стала робота Шеннона, в якiй
було введено статистичне означення ентропiї. Широке застосування має i
добре вiдоме однопараметричне узагальнення ентропiї Шеннона – ентропiя
Реньї, що використовується у статистичнiй фiзицi, квантовiй механiцi та
обробцi даних. У теорiї фiнансiв iнтенсивне застосування отримав принцип
мiнiмальної перехресної ентропiї, сформульований Кульбаком i Лейблером,
а саме порiвняння цiн опцiонiв та максимiзацiя корисностi з випадковим
часовим горизонтом.

У дисертацiйнiй роботi розглянуто суму двох незалежних вiнерiвських
процесiв зi зсувом i побудовано сiм’ю ймовiрнiсних мiр, вiдносно яких знос
дорiвнює нулю. Серед цих мiр шукаємо тi, якi мiнiмiзують або максимiзують
певнi функцiонали, у тому числi функцiонали ентропiйного типу, що мають
вигляд E

[
F
(
dP1

dP ,
dP2

dP

)]
, де F (·, ·) : R2 → R+–деяка невiд’ємна вимiрна

функцiя. Для сконструйованих симетричних ентропiйних функцiоналiв у
бiльшостi випадкiв мiнiмум досягається, коли зсув дiлиться на двi рiвнi
частини. Проте, для бiльш нетривiального функцiоналу розв’язок задачi
мiнiмiзацiї знаходиться з трансцендентного рiвняння.

Далi розглянуто суму незалежних вiнерiвського процесу та дробового
броунiвського руху з iндексом Хюрста H ∈ (0, 1/2) зi зносом та побудовано
сiм’ю ймовiрнiсних мiр, вiдносно яких знос дорiвнює нулю. Задачу мiнiмiзацiї
ентропiйних функцiоналiв в цьому випадку зведено до задачi варiацiйного
числення, а саме застосовано прямий метод диференцiювання функцiонала за
параметром та знайдено iнтегральне рiвняння для мiнiмiзуючої функцiї. Дослi-
джено властивостi L2-норми розв’язку цього iнтегрального рiвняння, а також
розглянуто варiант задачi мiнiмiзацiї на просторi сталих функцiй. Внаслiдок
доведеної неперервностi зважених iнтегральних операторiв Рiмана–Лiувiлля,
показано L2-неперервнiсть розв’язку задачi мiнiмiзацiї як функцiї iндексу
Хюрста.
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Нетривiальнiсть пошуку розв’язку iнтегрального рiвняння полягає в то-
му, що отримане рiвняння є iнтегральним рiвнянням Фредгольма друго-
го роду з ядром виду K(t, s) = L(t, s)|t − s|−α, α ∈ (0, 1), де чисельник
L(t, s), (t, s) ∈ [0, T ]2 обмежений i неперервний м.с. вiдносно мiри Лебега,
але має точки розриву на [0, T ]2, якi не можна усунути. Такi ядра ми нази-
ваємо ядрами iз додатковою сингулярнiстю. У дисертацiї застосовано новi,
порiвняно з попереднiми роботами, представлення ядер у термiнах неповних
бета-функцiй, i цi зображення набагато зручнiшi для пошуку чисельного
розв’язку рiвняння. Наведено пiдхiд для апроксимацiї таких ядерK(t, s) ядра-
ми з неперервними чисельниками i одним з головних результатiв є теорема
про наближення розв’язку iнтегрального рiвняння з ядром, що мiстить дода-
ткову сингулярнiсть, розв’язками iнтегральних рiвнянь, ядра яких є слабко
сингулярними з неперервними чисельниками. Наближений розв’язок було
знайдено для H ∈ (0, 1) використовуючи product-integration method, згiдно з
яким отриманий розв’язок спочатку шукається на множинi вузлових точок
квадратури, а потiм поширюється на всi точки за допомогою спецiальної, i
загалом досить точної, iнтерполяцiйної формули. Це дозволило розв’язати
чисельно задачу мiнiмiзацiї ентропiйних функцiоналiв.

Аналогiчне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду виникає при
конструюваннi оцiнки максимальної вiрогiдностi невiдомого параметра зсуву
в неперервнiй лiнiйнiй стохастичнiй моделi з двома дробовими бронiвськими
рухами з рiзними iндексами Хюрста 1/2 ≤ H1 < H2 < 1. Складнiсть пошуку
чисельного розв’язку такого рiвняння полягає в тому, що чисельник ядра
складається з добутку неперервної (крiм нуля) та обмеженої функцiї i мно-
жника, що прямує до нескiнченностi на осях. Дано теоретичне обґрунтування
та алгоритм, що дозволяє побудувати наближений розв’язок рiвняння Фре-
дгольма i вiдповiдну оцiнку параметра зсуву. Побудовано також iншi типи
оцiнок та наведено порiвняльнi таблицi для вибiркових середнiх та дисперсiй
вiдповiдних оцiнок.
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Ключовi слова: Ентропiя, ентропiйний функцiонал, мiнiмiзацiя, макси-
мiзацiя, вiнерiвський процес, дробовий броунiвський рух, похiдна Радона-
Нiкодима, iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду, слабко-сингулярне
ядро, ядро iз додатковою сингулярнiстю, чисельний розв’язок рiвнянь, лiнiйна
модель, оцiнка максимальної вiрогiдностi.

Summary

Zhelezniak H. S. Entropy functionals and related Fredholm integral equations
with additional singularity. —Manuscript.

Doctor of Philosophy thesis undertaken in the field of knowledge 11 –Mathema-
tiсs and statitstics in specialty 111 – Mathematiсs – Taras Shevchenko National
University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2022.

The thesis is devoted to the search for extrema of entropy-type functionals
constructed for a set of probability measures corresponding to two independent
Wiener processes with a drift, as well as a linear combination of independent
Wiener process and fractional Brownian motion. The main goal of finding extrema
of entropy-type functionals is reduced to finding the solution of Fredholm integral
equation of the second kind with kernels with an additional singularity, that is,
with weakly singular kernels that also have discontinuity points in the numerator.
Most of the methods developed for finding the numerical solution of Fredholm
integral equations of the second kind with weakly singular kernel consider kernels
with a continuous function in the numerator. The dissertation proved a theorem on
approximation of solution of integral equation with the kernel containing additional
singularity by the solutions of the integral equations whose kernels are weakly
singular but the numerator is continuous. Equations of this type with a kernel that
has a more complex representation also arise in statistical estimation problems,
namely, when constructing a maximum likelihood estimate of the drift parameter in
a model with two fractional Brownian motions. For the numerical solution of such
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equations, the same modified numerical method was applied and two alternative
estimates of drift parameter were additionally constructed.

Entropy functionals, which are the main object of consideration in the thesis, are
inextricably linkedwith the concept of entropy, which is basic term in thermodynami-
cs, information theory, finance, and a fundamental quantity in statistics and machi-
ne learning. It has a huge number of applications, for example, in astronomy,
cryptography, signal processing, image analysis, and bioinformatics. Shannon’s
work, in which a statistical definition of entropy was introduced, became a pioneer
in the theory of information entropy. The well-known one-parameter generalization
of Shannon’s entropy – the Rényi entropy – is widely used in statistical physics,
quantum mechanics, communication theory, and data processing. In the theory
of finance, the principle of minimum cross-entropy, formulated by Kullback and
Leibler, was intensively applied, namely the comparison of option prices and the
utility maximization with a random time horizon.

In particular, the sum of two independent Wiener processes with drift is
considered and the set of probability measures with respect to which drift equals
zero is constructed. Among these measures, we look for those that minimize or
maximize certain functionals, including entropy-type functionals, having the form
E
[
F
(
dP1

dP ,
dP2

dP

)]
, where F (·, ·) : R2 → R+ – non-negative measurable function.

For constructed symmetric entropy-type functionals, in most cases the minimum is
achieved by dividing the drift at the equal parts. However, for a more complicated
entropy-type functionals, it turned out that the point of optimal expansion can be a
solution of the transcendental equation.

Furthermore, we consider the sum of independent Wiener process and fractional
Brownian motion with the Hurst index H ∈ (0, 1/2) with a drift. As well the set of
probability measures with respect to which drift is equal to zero is constructed. In
this case, the problem of minimization of entropy-type functionals is reduced to
the non-standard problem of the variational calculus, namely, the direct method
of differentiating the functional by parameter is applied and the integral equation
for the minimizing function is written. The solution of the minimization problem
of such a functional in the space of L2-functions is found. The properties of the
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solution norm are investigated, and also the variant of the minimization problem on
the space of constant functions is considered. As a result of the proved continuity of
weighted integral Riemann-Liouville operators, L2-continuity of the minimization
problem solution as a function of the Hurst index is shown.

The non-triviality of the problem is due to the fact that the resulting equation
is an integral Fredholm equation of the second kind with a kernel of the form
K(t, s) = L(t, s)|t− s|−α, α ∈ (0, 1), where the numerator L(t, s), (t, s) ∈ [0, T ]2

is bounded and continuous a.s. with respect to Lebesgue measure, but may still
have discontinuity points on [0, T ]2 that cannot be removed. We call such kernels
kernels with an additional singularity. The thesis uses new, compared to the previous
works, representations of kernels in terms of incomplete beta functions, and these
representations are much more convenient for finding a numerical solution of the
equation. An approach for approximating such kernels K(t, s) by kernels with
continuous numerators is presented, and one of the main results is the theorem
on the approximation of solution of integral equation with the kernel containing
additional singularity by the solutions of the integral equations whose kernels are
weakly singular but the numerator is continuous. An approximate solution was
found for H ∈ (0, 1) using the product-integration method, according to which the
obtained solution is first sought at a set of nodal points of the quadrature, and then
extended to all points using a special, and in general quite accurate, interpolated
formula, which allows to solve the problem of minimizing entropy-type functionals
numerically.

Similar Fredholm integral equation of the second kind arises in construction of
the maximum likelihood estimate of the unknown drift parameter in the continuous
linear stochastic model with two fractional Brownian motions with different Hurst
indices 1/2 ≤ H1 < H2 < 1. The fundamental difficulty of finding a numerical
solution of such equation is that the numerator of the kernel consists of the
product of a continuous (except zero) bounded function and a multiplier that
tends to infinity on the axes. A theoretical justification and an algorithm are given
which allows constructing an approximate solution of the Fredholm equation
and the corresponding estimate of drift parameter. Other types of estimates are
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also constructed and comparative tables for sample means and variances of the
corresponding estimates are shown.

Keywords: relative entropy, entropy-type functional, minimization, maximization,
Wiener process, fractional Brownian motion, Radon-Nikodym derivative, Fredholm
integral equation of the second kind, weakly singular kernel, kernel with additional
singularity, numerical solutions, linear model, maximum likelihood estimator.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Поняття ентропiї є фундаментальним iнструментом
у статистичнiй механiцi, термодинамiцi, iнформацiйних науках та статистицi.
У фiзицi ентропiя зазвичай вiдноситься до мiри випадковостi у фiзичнiй
системi. У термодинамiцi iнтерпретується як кiлькiсть молекулярних розладiв
(molecular disorder) у макроскопiчнiй системi. Другий закон термодинамiки
стверджує, що ентропiя iзольованої системи нiколи не зменшиться з часом.

Хоча поняття ентропiї спочатку використовувалося в термодинамiцi, її
можна застосовувати у багатьох сферах, наприклад, у сферi фiнансiв. Справдi,
ентропiя має унiкальнi переваги у вимiрюваннi ризику та описi розподiлiв.
Крiм того, ентропiя може бути мiрою диверсифiкацiї портфеля та приросту
капiталу.

Ентропiю також можна використовувати в цiноутвореннi активiв, що допо-
магає вирiшити загальну задачу визначення розподiлiв ймовiрностей активiв
за наявностi обмеженої та неповної ринкової iнформацiї. Теорiя ентропiй-
ного цiноутворення та принцип максимальної ентропiї використовуються
при створеннi рiзних моделей цiноутворення та при розробцi вiдповiдних
алгоритмiв.

Застосування ентропiї можна знайти i в сучасному машинному навчаннi,
вiд транспортної задачi до нейронних мереж. У задачах про оптимальний план
перевезення продукту iз пунктiв вiдправлення до пунктiв споживання обчисле-
ння вiдстанi Канторовича вимагає розв’язування лiнiйної програми, яка може
бути витратною у обчислювальному вiдношеннi. Введення регуляризатора
на основi ентропiї призводить до iтерацiї з фiксованою точкою та дозволяє
обчислювати таку задачу швидше. Застосування ентропiйних регуляризаторiв
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також можна знайти в задачах, пов’язаних iз напiвконтрольованим навчанням
та кластеризацiєю. Ентропiя традицiйно використовується в деревах рiшень
як мiра домiшкiв для вузлiв.

Iнтегральнi рiвняння Фредгольма з сингулярними ядрами типу Кошi або
логарифмiчного типу мають дуже важливi практичнi застосування в багатьох
областях; зокрема в областi теорiї потенцiалу, електронної оптики, розсiюван-
ня акустичних хвиль, електромагнетизму та випромiнювання.

Оскiльки у дисертацiйний роботi розглянуто новi види ентропiйних фун-
кцiоналiв та їх дослiдження зведено до дослiджень iнтегральних рiвнянь
Фредгольма другого роду iз сингулярними ядрами, то тему дисертацiї можна
вважати цiлком актуальною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйну роботу виконано в рамках державних бюджетних дослiдницьких
наукових тем No 19БФ038-01 «Точнi формули, оцiнки, асимптотичнi власти-
востi i статистичний аналiз складних еволюцiйних систем з багатьма ступе-
нями свободи» (номер державної реєстрацiї 0119U100317) та No 22БФ038-
01 «Стохастичнi динамiчнi системи, неоднорiднi у часi або з випадковим
часом: асимптотика та статистичний аналiз» (номер державної реєстрацiї
0122U000821) кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної матема-
тики механiко-математичного факультету Київського нацiонального унiверси-
тету iменi Тараса Шевченка, що входять до комплексного тематичного плану
науково-дослiдних робiт «Сучаснi математичнi проблеми природознавства,
економiки та фiнансiв».

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є вивчення
ентропiйних функцiоналiв рiзного типу та розв’язання пов’язаних з ними
аналiтичних задач. Зокрема, розглянуто задачу оптимiзацiї ентропiйних фун-
кцiоналiв у моделi з двома стандартними броунiвськими рухами та сумiшшю
стандартного i дробового броунiвських рухiв. З цiєю метою дослiджено iнте-
гральнi рiвняння Фредгольма другого роду з додатковою сингулярнiстю, якi
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виникають внаслiдок пошуку екстремумiв функцiоналiв ентропiйного типу.
Також дослiджено аналогiчнi iнтегральнi рiвняння Фредгольма другого роду
з додатковою сингулярнiстю, якi виникають при статистичному оцiнюваннi
параметрiв.

Основними завданнями даної роботи є:

– дослiдити екстремуми ентропiйних функцiоналiв, сконструйованих для
ймовiрнiсних мiр, що вiдповiдають двом незалежним вiнерiвським проце-
сам;

– мiнiмiзувати ентропiйнi функцiонали, сконструйованi для ймовiрнiсних
мiр, що вiдповiдають сумiшi стандартного i дробового броунiвських рухiв;

– знайти наближенi розв’язки iнтегральних рiвнянь з ядром iз додатковою
сингулярнiстю, що виникають при мiнiмiзацiї ентропiйних функцiоналiв;

– знайти наближенi розв’язки iнтегральних рiвнянь з ядром iз додатковою
сингулярнiстю, що виникають при оцiнюваннi параметра зсуву в моделi з
двома дробовими броунiвськими рухами.

Об’єктом дослiдження є ентропiйнi функцiонали та iнтегральнi рiвняння
Фредгольма другого роду iз додатковою сингулярнiстю, якi виникають внаслi-
док пошуку екстремумiв функцiоналiв ентропiйного типу та статистичного
оцiнювання параметрiв.

Предметом дослiдження є пошук екстремумiв ентропiйних функцiона-
лiв у випадку двох вiнерiвських процесiв, сумiшi стандартного i дробового
броунiвських рухiв; пошук чисельного розв’язку рiвнянь iз додатковою сингу-
лярнiстю.

Методи дослiдження. У процесi дослiдження, проведеного у дисер-
тацiйнiй роботi, застосовуються методи теорiї ймовiрностей, математичної
статистики, теорiї випадкових процесiв, функцiонального аналiзу та теорiї iн-
тегральних рiвнянь. Для програмної реалiзацiї методiв та вiдповiдних моделей
використовується мова програмування Python 3.7.
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Наукова новизна отриманих результатiв. Всi результати, отриманi в
дисертацiйнiй роботi, є новими та математично обґрунтованими. Основнi з
них наступнi:

– дослiджено екстремуми ентропiйних функцiоналiв, сконструйованих для
ймовiрнiсних мiр, що вiдповiдають двом незалежним вiнерiвським проце-
сам;

– дослiджено екстремуми, точнiше мiнiмуми, ентропiйних функцiоналiв,
сконструйованих для ймовiрнiсних мiр, що вiдповiдають сумiшi стандар-
тного i дробового броунiвських рухiв;

– знайдено наближенi розв’язки iнтегральних рiвнянь з ядром iз додатковою
сингулярнiстю, що виникають при мiнiмiзацiї ентропiйних функцiоналiв,
сконструйованих для ймовiрнiсних мiр, що вiдповiдають сумiшi стандар-
тного i дробового броунiвських рухiв;

– знайдено наближенi розв’язки iнтегральних рiвнянь з ядром iз додатковою
сингулярнiстю, що виникають при оцiнюваннi параметра зсуву в моделi з
двома дробовими броунiвськими рухами;

– на основi знайдених розв’язкiв побудовано оцiнки для параметра зсуву i
наведено її порiвняння з iншими типами оцiнок того ж параметру.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати роботи, що винося-
ться на захист, отриманi автором самостiйно. За результатами дисертацiї
здобувачем було опублiковано чотири роботи у фахових виданнях [66], [68],
[75], [76]. У спiльних з науковим керiвником роботах Ю. С. Мiшурi нале-
жать постановка задачi та загальне керiвництво роботою. Роботи [66] та [68]
опублiкованi додатково у спiвавторствi з В. I. Макогоном, якому належить до-
слiдження властивостей норми розв’язку iнтегрального рiвняння Фредгольма
другого роду.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi в роботi ре-
зультати дозволили побудувати модифiкований алгоритм для чисельного
пошуку розв’язкiв рiвнянь з ядрами iз додатковою сингулярнiстю. Цей тип
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рiвнянь виникає при пошуку екстремумiв ентропiйних функцiоналiв, а та-
кож у задачах статистичного оцiнювання, що мають широке застосування у
фiнансовiй математицi, економiцi, фiзицi, бiологiї тощо.

Апробацiя результатiв дисертацiї Основнi результати дослiдження до-
повiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня:

1. XVIМiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська весна
– 2018», 18–20 квiтня, 2018, м. Київ, Україна.

2. XVII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська ве-
сна – 2019», 17–19 квiтня, 2019, м. Київ, Україна.

3. XVIII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська
весна 2020», 15–16 квiтня, 2020, м. Київ, Україна.

4. International Scientific Сonference “Actual Problems of Stochastic Analysis”,
February 20-21, 2021, Tashkent, Uzbekistan.

5. XIX Мiжнародна наукова конференцiя «Шевченкiвська весна 2021»,
15-16 квiтня 2021 р., м. Київ, Україна.

6. International Conference “Modern Stochastics: Theory and Applications. V”,
June 1-4, 2021, Kyiv, Ukraine.

7. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, 3–5 червня 2021 р., за
органiзацiєю Iнституту математики НАН України, м. Київ, Україна.

8. XX Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська весна
– 2022», 14–15 квiтня, 2022, м. Київ, Україна.

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 4 статтi
[66], [68], [75], [76] i 8 тез на наукових конференцiях [1–6], [67], [77]. Статтю
[75] опублiковано у виданнi, що внесено до перелiку наукових фахових видань
України. Двi статтi [68] та [76] надруковано у науковому фаховому виданнi
України категорiї «А», що iндексується у наукометричнiй базi Web of Science,
англомовна версiя видання iндексована в наукометричнiй базi SCOPUS та
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входить до квартиля Q3. Одну статтю [66] опублiковано у мiжнародному
журналi, який iндексується у наукометричних базах SCOPUS та Web of
Science та входить до квартиля Q3. Додатково науковi результати дисертацiї
вiдображено у статтi [73], яку опублiковано у мiжнародному журналi, який
iндексується у наукометричних базах SCOPUS та Web of Science.

Обсяг i структура дисертацiї Дисертацiя складається з вступу, шести
роздiлiв, висновкiв, списку лiтератури та додаткiв. Загальний обсяг роботи
– 132 сторiнки. Обсяг основного тексту дисертацiї – 117 сторiнок. Список
використаної лiтератури займає 9 сторiнок i налiчує 101 найменування. До-
датки займають 4 сторiнки i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї,
вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Змiст роботи У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок
роботи з науковими програмами, темами, встановлено мету i завдання, об’єкт,
предмет та методи дослiдження, наведено наукову новизну та практичне
значення отриманих результатiв, охарактеризовано особистий внесок здобу-
вача, наведено список конференцiй, на яких дисертацiйна робота пройшла
апробацiю.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури за
тематикою дисертацiйної роботи та результатiв, отриманих iншими авторами.

У другому роздiлi наведено основнi загальнi означення та деякi додатковi
твердження, якi використано в дисертацiйнiй роботi.

У третьому роздiлi розглянуто суму двох незалежних вiнерiвських про-
цесiв зi зносом i побудовано сiм’ю ймовiрнiсних мiр, вiдносно яких знос
дорiвнює нулю. Серед цих мiр шукаємо тi, якi мiнiмiзують або максимiзують
функцiонали ентропiйного типу.

Розглядаючи задачу про усунення зсуву для суми двох незалежних вiнерiв-
ських процесiв W1 = {W1(t), t ∈ [0, T ]} та W2 = {W2(t), t ∈ [0, T ]}, T > 0,
знайдемо тi мiри P1 i P2, якi доставляють екстремуми сумi двох функцiоналiв
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ентропiйного типу:

H (P,P1,P2) = E

[(
dP1

dP

)2(
− log

dP2

dP

)]
+ E

[(
dP2

dP

)2(
− log

dP1

dP

)]
,

де за теоремою Гiрсанова

dPi
dP

= exp


T∫

0

fi(s)dWi(s)− 1/2

T∫
0

f 2
i (s)ds

 , i = 1, 2

i мiри P1, P2 вiдносяться до вiнерiвських процесiв

W̃1(t) = W1(t)−
t∫

0

f1(s)ds, W̃2(t) = W2(t)−
t∫

0

f2(s)ds,

f1(t) + f2(t) = f(t), t ∈ [0, T ].

та fi задовольняють умови fi ∈ L2([0, T ], λ1), 0 ≤ fi(t) ≤ f(t), t ∈ [0, T ].

Знайдено мiнiмуми i максимуми функцiонала H (P,P1,P2) за умови, що
f1(t) = αf(t) та f1(t) = (1 − α)f(t), тобто шукаємо точку α, в якiй цей
мiнiмумдосягався. Також знайденомiнiмуми i максимумицьогожфункцiонала
в ширшому класi функцiй f1(t) = α(t)f(t) та f2(t) = (1 − α(t))f(t), де
α(t) ∈ [0, 1] – вимiрна обмежена функцiя.

У четвертому роздiлi розглянуто задачу мiнiмiзацiї ентропiйного функ-
цiонала

H1(P,P1,P2) = E

[(
dP1

dP
log

dP1

dP

)]
+ E

[(
dP2

dP
log

dP2

dP

)]
для сумiшi вiнерiвського процесуW = {W (t), t ∈ [0, T ]} та дробового броу-
нiвського руху BH =

{
BH(t), t ∈ [0, T ]

}
з iндексом Хюрста H ∈ (0, 1/2), де

за теоремою Гiрсанова

dP1

dP
= exp

−
T∫

0

f1(t)dW (t)− 1

2
‖f1‖2

L2([0,T ])

 ,

dP2

dP
= exp

−
T∫

0

(KH,∗
0 f2)(t)dB(t)− 1

2
‖KH,∗

0 f2‖2
L2([0,T ])

 ,
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B(t) =
Γ(3

2 −H)

Γ(H + 1
2)

t∫
0

(KH,∗
T 1[0,t])(s)dB

H(s),

та мiра P1 вiдповiдає вiнерiвському процесу W̃ , а мiра P2 —дробовому
броунiвському руху B̃H

W̃ (t) = W (t) +

t∫
0

f1(s)ds, B̃
H(t) = BH(t) +

t∫
0

f2(s)ds,

f1(t) + f2(t) = f(t).

Доведено, що функцiонал H1(P,P1,P2) можна зобразити як

H1 =
1

2
‖(1− α)f‖2

L2[0,T ] +
1

2
‖(KH,∗

0 αf)‖2
L2[0,T ]

де α—деяка обмежена функцiя, невипадкова вимiрна функцiя f ∈ L2([0, T ]),
аKH,∗

0 —зважений iнтегральний оператор Рiмана –Лiувiлля наL2[0, T ]. Позна-
чимо g(t) = α(t)f(t). Задача пошуку екстремуму ентропiйного функцiонала
зводиться до пошуку розв’язку рiвняння

g(t) + C(H)

T∫
0

L(t, v)

|t− v|2H
g(v)dv = f(t),

де функцiя L(t, v) = B
(
T/(t∨v)−1
T/(t∧v)−1 ,

1
2 −H, 2H

)
– обмежена [0, T ]2, проте, не

має границi в точках (0, 0) та (T, T ), неповна бета-функцiя B(x, α, β) =∫ x
0 y

α−1(1− y)β−1dy, x ∈ [0, 1].
Доведено, що g(t) – єдиний розв’язок iнтегрального рiвняння Фредгольма

другого роду, тодi iснує єдина вимiрна обмежена функцiя α0 = α0(t), що є
розв’язком задачi мiнiмiзацiї функцiоналаH1, причому цяфункцiяα0(t) = g(t)

f(t) .
Додатково знайдено верхню й нижню межу iнтегральної норми розв’язку
iнтегрального рiвняння.

П’ятий роздiл присвячено розгляду iнтегрального рiвняння Фредгольма
другого роду

x(t) +

T∫
0

K(t, s)x(s)ds = g(t), t ∈ [0, T ],
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з ядром K(t, s) = L(t,s)
|t−s|α , α ∈ (0, 1), де функцiя L(t, s) – обмежена на [0, T ]

та неперервна скрiзь, за виключенням скiнченної кiлькостi точок, в яких
функцiя не має границi. Такий тип рiвнянь виникає в теорiї ентропiйних
функцiоналiв при H ∈ (0, 1/2), розглянутiй у четвертому роздiлi, та для
задачi оптимiзацiї малих вiдхилень змiшаного дробового броунiвського руху
зi зсувом для H ∈ (1/2, 1). Вiдповiдний тип ядер будемо називати ядрами iз
додатковою сингулярнiстю. Побудовано наближений розв’язок такого типу
рiвнянь, що дозволило розв’язати чисельно проблеми оптимiзацiї ентропiї та
конструювання оптимальних ймовiрнiсних мiр.

У шостому роздiлi розглянуто застосування модифiкованого методу iз
п’ятого роздiлу для ядер iз додатковою сингулярнiстю, а саме ядер виду
K(s, u) = L(s,u)

|s−u|α , α ∈ (0, 1), де чисельник L(s, u) обмежений i неперервний м.с.
вiдносно мiри Лебега, але може мати точки розриву на [0, T ]2,

Такий тип виникає при знаходженнi оцiнки параметра θ ∈ R у неперервнiй
лiнiйнiй стохастичнiй моделi

Xt = θt+BH1
t +BH2

t , t ∈ [0, T ],

де BH1 та BH2 – два незалежнi дробовi броунiвськi рухи з рiзними iндексами
Хюрста , що задовольняють умовi 1/2 ≤ H1 < H2 < 1, σ1, σ2 > 0 та параметри
H1 i H2 вiдомi. Зображення оцiнки параметра θ ∈ R спирається на розв’язок
iнтегрального рiвняння Фредгольма 2-го роду

hT (u) +
1

2− 2H1

T∫
0

hT (s)K(s, u)ds = 1, u ∈ [0, T ]

та має вигляд

θ̂T =

∫ T
0 hT (t)dYt

γH1
(2− 2H1)

∫ T
0 hT (t)t1−2H1dt

,

де процес Yt = cH1

∫ t
0 s

1
2−H1(t− s) 1

2−H1 dXs.
Було доведено теорему про наближення розв’язку iнтегрального рiвняння з

ядром, що мiстить додаткову сингулярнiсть та знайдено чисельними методами
оцiнку параметра θ ∈ R.
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Оцiнки θ̂(1)
T = XT

T та θ̂(2)
T =

∫ T
0
Xtdt

T було розглянуто в якостi альтернативних.
Поведiнку трьох оцiнок параметрiв зсуву порiвняно за допомогою чисельного
моделювання.

У висновках сформульовано основнi результати дисертацiйної роботи.

Подяка. Автор дисертацiї висловлює щиру подяку своєму науковому
керiвнику, доктору фiзико-математичних наук Мiшурi Юлiї Степанiвнi за
постановку розглянутих у дисертацiї задач, постiйну увагу та пiдтримку в
роботi.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

1.1 Ентропiя

Вперше поняття ентропiї було використано у роботi Клаузiуса 1865 року.
Цей термiн походить вiд грецького tropos, що означає перетворення, i префiк-
са en-, щоб нагадати про його нерозривне вiдношення до поняття енергiї.
Фундаментальною в теорiї комунiкацiї та передачi iнформацiї стала робота
Шеннона [92] 1948 року, базована на роботах Nyquist [81, 82] i Hartley [43].
Робота [92] рацiоналiзувала цi раннi зусилля у створеннi цiлiсної математичної
теорiї комунiкацiї. Було введено суто статистичне поняття ентропiї, на вiдмiну
вiд попередньої iдентифiкацiї Больцманом (1872) його «Н-функцiонала» як
фiзичної ентропiї.

Розширення оригiнальної роботи Шеннона призвели до багатьох альтерна-
тивних мiр iнформацiї. Наприклад, послабивши третю умову Шеннона, умову
адитивностi, Реньї [87] змiг поширити ентропiю Шеннона на неперервну сiм’ю
ентропiйних мiр. Крiм того, ентропiя Реньї є монотонноюфункцiєю iнформацiї.
Монотонний зв’язок означає, що ентропiя Реньї та iнформацiя можуть викори-
стовуватися як взаємозамiннi в будь-яких практичних застосуваннях. Kendall
у [93] визначає модифiковану ентропiю у дискретному випадку. У роботах
[28, 38] показано, що ентропiю Шеннона можна розширити до багатовимiрних
випадкових величин.

Роботу зi встановлення взаємозв’язкiв мiж статистичною ентропiєю, ста-
тистичною механiкою i термодинамiчною ентропiєю розпочав Jaynes [50–52].



24

Ентропiя має широке застосування у фiнансах, наприклад, є важливим
iнструментом у виборi портфеля та цiноутвореннi активiв. Philippatos таWilson
були першими двома дослiдниками, якi застосували концепцiю ентропiї до
вибору портфеля [84]. Ними були запропонованi рiзнi види ентропiї та створенi
бiльш узагальненi форми ентропiї, наприклад, приростна ентропiя (incremental
entropy).

У порiвняннi з традицiйною теорiєю вибору портфеля, теорiя, заснова-
на на приростнiй ентропiї, використовує той факт, що iснує оптимальний
портфель для заданої ймовiрностi прибутку [83]. Деякi види ентропiї також
використовуються при виборi портфеля, оскiльки ентропiя може вимiрювати
ризик цiнних паперiв. Наприклад, Xu et al. [99] дослiджували проблеми вибору
портфеля, використовуючи ентропiю для оцiнки ризику активiв.

Аналогiчно ентропiя була застосована в моделях оцiнки вартостi опцiонiв.
Типовим прикладом є теорiя ентропiйного цiноутворення (ТЕЦ), введена
Gulko у [39], де було показано, що ТЕЦ може запропонувати результати
оцiнки подiбнi до моделi цiноутворення капiтальних активiв Шарпа-Лiнтнера
та формули Блека-Шоулза. Також ТЕЦ застосована до цiноутворення опцiонiв
на акцiї [40] та цiноутворення опцiонiв на облiгацiї [41].

Обґрунтування принципу максимальної вiдносної ентропiї було дано у
[26]: розподiл, що максимiзує вiдносну ентропiю, можна охарактеризувати
як границю послiдовностi умовних ймовiрностей. Принцип максимальної
ентропiї також вiдiграє важливу роль при оцiнюваннi вартостi опцiону. Ще
в 1996 роцi Buchen та Kelly [22] використовували принцип максимальної
ентропiї для оцiнки розподiлу активу з набору цiн опцiону. Їх дослiдження
показало, що максимальний розподiл ентропiї мiг точно пiдiгнати вiдому
функцiю щiльностi ймовiрностi. Це могло б iмiтувати цiни опцiонiв при рiзних
цiнах виконання. У статтi Neri et al. [78] було розроблено простий надiйний
тест для максимального розподiлу ентропiї.

Крiм згаданих вище робiт, принцип максимальної ентропiї можна вико-
ристовувати для оцiнки неявних кореляцiй мiж рiзними валютними парами
[60], для отримання нейтральної щiльностi майбутнiх ризикiв акцiй або iнших
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ризикiв активiв [90], а також для визначення розподiлу цiн опцiонiв [19, 42].
Stutzer [94] i Hawkins [44] навiть використовували принцип максимальної
ентропiї для оцiнки похiдних цiнних паперiв, таких як ф’ючерси та свопи.
Принцип максимальної ентропiї також можна використовувати для вибору
ряду репрезентативних вибiрок iз великої бази даних Wang [96].

Iншим корисним принципом є принцип мiнiмальної перехресної ентропiї.
У теорiї ймовiрностей та теорiї iнформацiї дивергенцiя Кульбака-Лейблера
— це величина, яка вимiрює рiзницю мiж двома розподiлами ймовiрностей,
тобто визначається як функцiонал розподiлу ймовiрностей. Вона названа на
честь Соломона Кульбака та Рiчарда Лейблера, цей термiн був розглянутий
у їх роботi [61]. Принцип мiнiмальної перехресної ентропiї був розроблений
Кульбаком i Лейблером i є одним з найважливiших принципiв оптимiзацiї
ентропiї.

Buchen та Kelly також розширили свої дослiдження вiд принципу макси-
мальної ентропiї до принципу мiнiмальної перехресної ентропiї. Їх результати
показали, що принцип мiнiмальної перехресної ентропiї має той самий ефект,
що i принцип максимальної ентропiї. Frittelli у роботi [36] визначив доста-
тнi умови для мiнiмiзацiї вiдносної ентропiї [36]. Вiн також дав фiнансову
iнтерпретацiю мiнiмальної мартингальної мiри ентропiї. Мiнiмальна мiра мар-
тингалу ентропiї може бути використана для цiноутворення опцiонiв, що було
показано у роботi Benth et al. [15].

У роботi Hunt et al. [48] знайдено явну характеристику мартингальної
мiри мiнiмальної ентропiї у випадку неповноти ринку. Робота [37] присвячена
мiнiмiзацiї перехресної ентропiї Цаллiса i та зв’язку з мартингальною мiрою
мiнiмальної ентропiї. У роботi Branger [20] використав мiнiмальну перехресну
ентропiю для визначення стохастичного коефiцiєнту дисконтування з ураху-
ванням еталонного стохастичного коефiцiєнту дисконтування i визначення
цiни Ероу–Дебре з урахуванням деяких наборiв контрольних цiн Ероу–Дебре.

Rödder et al. [89] представив нову теорiю визначення ваг портфеля за
допомогоюмеханiзму висновку, заснованого на принципах, як за максимальної,
так i мiнiмальної вiдносної ентропiї.
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Вiдносна ентропiя широко використовується в задачах оптимiзацiї ма-
шинного навчання. Властивостям вiдносної ентропiї присвячено багато робiт,
вiдзначимо лише [33] i [54]. Принцип максимальної ентропiї та принцип мiнi-
мальної перехресної ентропiї також були застосованi до машинного навчання
та дерев рiшень, наприклад див. [34], [101].

1.2 Дробовий броунiвський рух

Дробовий броунiвський рух (ДБР) був введений Андрiєм Миколайовичем
Колмогоровим [58] при вивченнi спiральних кривих в гiльбертовому просторi,
i дослiджений в тепер уже класичнiй статтi Б. Б. Мандельброта та Дж. ван
Несса [70], де було встановлено стохастичне iнтегральне представлення в
термiнах стандартного броунiвського руху. Параметр H називається iндексом
Хюрста зi статистичного аналiзу, розробленого клiматологом Хюрстом [49].
Зауважимо, що ДБР зводиться до броунiвського руху, коли H = 1/2, але на
вiдмiну вiд броунiвського руху, вiн має залежнi прирости, коли H 6= 1/2.

ДБР розглядали Рiчард Аллен Хант [47] у контекстi випадкових перетво-
рень Фур’є та Акiва Мойсейович Яглом [100], який дослiджував кореляцiйну
структуру процесiв, якi мають стацiонарнi прирости n-го порядку. Б. Б. Ман-
дельброт працював з дробовими процесами протягом тривалого перiоду, i його
результати, що стосувалися фракталiв i масштабування, були узагальненi в
книзi [69].

Стаття [30] була однiєю з перших, присвячених стохастичному аналiзу
для ДБР. ДБР не є анi напiвмартингалом (за винятком випадку H = 1/2, коли
це броунiвський рух), анi марковським процесом. Однак вiн тiсно пов’язаний
з дробовим численням i може бути представлений у виглядi «дробового
iнтеграла» (за допомогою порiвняно складного гiпергеометричного ядра) за
допомогою вiнерiвського процесу не лише на нескiнченних, а й на скiнченних
iнтервалах. Це було було доведо в статтях I. Норроса, Е. Валкейла та Дж.
Вiртамо [80] i К. Бендера [14].

Статистичнi аспекти моделей, що включають дробовий броунiвський рух,
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дослiджувалися в багатьох джерелах. Однiєю з важливих проблем, зокрема,
є оцiнка параметрiв зсуву. У зв’язку з цим згадаємо роботи [46] i [57], де
спочатку дослiджувався дробовий процес Орнштейна-Уленбека з невiдомим
параметром зносу, книги [18] i [86] та посилання в них, а також статтi [16], [97]
та [98], де оцiнка була побудована за допомогою дискретних спостережень.

Методи, якi використовуються для побудови оцiнок максимальної вiро-
гiдностi (ОМВ) для параметрiв зсуву, заснованi на перетвореннях Гiрсанова
для ДБР i залежать вiд властивостей детермiнованих дробових операторiв
(визначених параметромХюрста), пов’язаних з ДБР. Як правило, ОМВ не легко
обчислити. Зокрема, вона спирається на можливiсть обчислення стохастичних
iнтегралiв вiдносно ДБР. Це важко зробити для бiльшостi моделей, оскiльки
апроксимацiя стохастичних iнтегралiв вiдносно ДБР, коли вони iснують, є
складним завданням.

1.3 Iнтегральнi рiвняння Фредгольма другого роду

Розвиток теорiї iнтегральних рiвнянь почався з праць iталiйського мате-
матика В. Вольтерри (1896) i шведського математика I. Фредгольма (1900).
На початку 1960-х рокiв дослiдники цiкавилися переважно типи випадками,
в котрих функцiя ядраK(t, s) є неперервно диференцiйовною. Це i був тип
рiвняння, який вивчав I. Фредгольм, i на його честь таке рiвняння називається
iнтегральним рiвнянням Фредгольма другого роду.

Дослiдниками було розроблено багато методiв для розв’язку iнтегральних
рiвнянь Фредгольма другого роду, таких як квадратурний метод, метод коло-
кацiї та метод Галеркiна, метод iнтегрування добутку. Крiм того, iтерацiйний
метод ядра є традицiйним методом розв’язку iнтегрального рiвняння.

В останнє десятилiття з’явився значний iнтерес до чисельного аналiзу
розв’язкiв iнтегральних рiвнянь iз сингулярними ядрами. У численних статтях
i книгах, присвячених цiй темi, чисельник ядраK(t, s) = L(t, s)|t− s|−α, α ∈
(0, 1) є неперервним. Бiльшiсть iснуючих чисельних методiв для цих рiвнянь
базуються на апроксимацiї розв’язкiв функцiями без особливостей, наприклад,
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полiномами або сплайнами.
Згадаємо в цьому зв’язку класичний пiдручник [56], який є дуже корисним

при розглядi iнтегральних рiвнянь з сингулярними ядрами. Щодо наближених
методiв розв’язування iнтегральних рiвнянь, то згадаємо монографiї [11, 13,
31, 62] та роботу [12], де показано рiзнi методи наближення, але як у цих,
так i в iнших роботах , чисельник вважається принаймнi неперервним i часто
диференцiйованим. У цих методах розв’язки апроксимуються кусковими
полiномами з розбиттям, що вiдповiдає особливостям розв’язку. Цю гарну
iдею нелiнiйної апроксимацiї вперше ввiв Rice [88]. Модифiкований метод
колокацiї був введений у Kaneko et al.[55], де iнтегральне рiвняння було
перетворено на iнтегро-диференцiальне рiвняння з помiрною сингулярнiстю.

При чисельному розв’язуваннi слабко сингулярних рiвнянь необхiдно
обчислювати велику кiлькiсть слабко сингулярних iнтегралiв. У цьому випадку,
коли iнтегральний оператор все ще компактний, технiка, яка називається
product integtation method, найчастiше використовується для апроксимацiї
таких iнтегралiв (див.[7–9]).

Product integtation method полягає у лiнiйнiй iнтерполяцiї гладкої частини
ядра, помноженої на невiдому функцiю. Цей метод використовується для
лiнiйного або нелiнiйного рiвняння Вольтерри або рiвняння Фредгольма
другого роду, i для кожного типу рiвняння вивчаються рiзнi ядра: логарифмiчнi
сингулярнi ядра в [32], ядра з фiксованою сингулярнiстю Кошi, отриманi з
теорiї розсiювання в [17], ядро Абеля, що виникає в теорiї теплопередачi мiж
твердим тiлом i газами в [25].

Всi роботи, наведенi вище, залежить вiд вiдповiдного вибору вузлiв куско-
вих полiномiв, якi використовуються для апроксимацiї розв’язку. Наближенi
розв’язки, отриманi цими методами, є кусковими полiномами i не мають
особливостей у кiнцевих точках. На основi методу зi статтi [79], було роз-
роблено алгоритм для пошуку чисельних розв’язкiв iнтегральних рiвнянь
Фредгольма другого роду iз ядрами iз додатковою сингулярнiстю, де ядро
видуK(t, s) = L(t,s)

|t−s|α , α ∈ (0, 1) з обмеженим i неперервним м.с. вiдносно мiри
Лебега чисельником L(t, s), (t, s) ∈ [0, T ]2 може мати точки розриву на [0, T ]2.
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Роздiл 2

Допомiжнi означення та теореми

Уцьому роздiлi наведемо кiлька означень та теорем, якi будуть використанi
при доведеннi основних результатiв.

Нехай (Ω,F , (Ft)t∈R+,P) – ймовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю, на якому
визначено всi об’єкти, що далi розглядаються. Зафiксуємо T > 0 , та нехай P1

– iнша ймовiрнiсна мiра на FT .

Означення 2.1. Кажуть, що P1 абсолютно неперервна вiдносно мiри P на FT
та використовують позначення P1 � P, якщо P(K) = 0 ⇒ P1(K) = 0 для
всiх K ∈ FT .

За теоремою Радона-Нiкодима, це виконується тодi i тiльки тодi коли iснує
FT -вимiрна iнтегровна вiдносно мiри P функцiя ZT така що

P1(K) =

∫
K

ZT (ω)P(dω) для всiх K ∈ FT ,

де iнтеграл розумiється в сенсi Лебега.

Означення 2.2. Ентропiя ймовiрнiсної мiри P1 вiдносно P визначається як

H(P1|P) :=

E
[
dP1

dP log dP1

dP

]
, якщо P1 � P,

+∞, iнакше.

Зараз ми сформулюємо результати, пов’язанi з властивостями ентропiї
(ентропiйного функцiонала). Почнемо з властивостей опуклих функцiй.
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Означення 2.3. Функцiя g(x) називається опуклою на iнтервалi (a, b), якщо
для кожних x1, x2 ∈ (a, b) та 0 ≤ λ ≤ 1,

g(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λg(x1) + (1− λ)g(x2). (2.1)

Функцiя g(x) називається строго опуклою, якщо рiвнiсть має мiсце тодi i
тiльки тодi, коли λ = 0 або λ = 1.

Лема 2.1. Якщофункцiя g має другу похiдну, яка всюди невiд’ємна (додатна),
тодi функцiя є опуклою (строго опуклою).

Наступна нерiвнiсть широко застосовується в математицi та використовує-
ться у багатьох результатах, пов’язаних з ентропiйними функцiоналами.

Лема 2.2 (нерiвнiсть Йєнсена). НехайE|X| <∞та нехай g– опукла функцiя.
Тодi

g (EX) ≤ Eg (X) . (2.2)

Тепер ми використаємо результати, отриманi вище, для доведення деяких
властивостей ентропiйного функцiоналу.

Лема 2.3. Нехай H(P1|P) – ентропiйний функцiонал, тодi H(P1|P) ≥ 0 та
H(P1|P) = 0 тодi i тiльки тодi, коли P1 = P.

Справдi, функцiя h(x) = x log x є строго опуклою на (0,∞) (за лемою 2.1).
Застосувавши лему 2.2 до функцiї h(x), маємо:

H(P1|P) = E

[
h

(
dP1

dP

)]
≥ h

(
E

[
dP1

dP

])
≥ h(1) = 0

та рiвнiсть має мiсце тодi й тiльки тодi, коли P1 = P.

Одним з основних iнструментiв у роботi з ймовiрнiсними мiрами є теорема
Гiрсанова. Нагадаємо класичну теорему Гiрсанова для вiнерiвського процесу
та її модифiкацiю для дробового броунiвського руху.
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Теорема 2.1. [Гiрсанова, [35], стор. 164-171] Розглянемо випадковий процес
Y = {Y (t), t ∈ [0, T ]} вигляду

Y (t) = W (t) +

t∫
0

a(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

де T > 0, W = {W (t),Ft, t ≥ 0}—вiнерiвський процес, та a = a(t) ∈
L2 ([0, T ]) — вимiрна невипадкова функцiя. Покладемо

Mt = exp

− t∫
0

a(s)dWs −
1

2

t∫
0

a2(s)ds

 , 0 ≤ t ≤ T.

Визначимо мiру QW на FT як QW (ω) = MT (ω)dP(ω). Тодi QW — iмовiрнiсна
мiра на FT та Y — вiнерiвський процес вiдносно QW .

Для того, щоб сформулювати теорему Гiрсанова для дробового броунiв-
ського руху, введемо такi означення та позначення.

Означення2.4. Лiвостороннiй (правостороннiй) дробовий iнтегральний опера-
тор Рiмана –Лiувiлля порядку µ на iнтервалi [0, T ] вiд функцiї ϕ, визначається
для µ > 0 як

(
Iµ0+ϕ

)
(t) =

1

Γ(µ)

t∫
0

(t− z)µ−1ϕ(z)dz, t ∈ [0, T ],

(
IµT−ϕ

)
(t) =

1

Γ(µ)

T∫
t

(z − t)µ−1ϕ(z)dz, t ∈ [0, T ],

де Γ(·) —гамма-функцiя Ейлера.

Позначимо далi через 〈·, ·〉L2[0,T ] та ‖ · ‖L2[0,T ] скалярний добуток та норму
в L2[0, T ]. Згiдно з оцiнками (2.72) i (2.73) з [91], справедливi такi нерiвностi:

‖Iµ0+ϕ‖L2[0,T ] ≤
T µ

Γ(µ+ 1)
‖ϕ‖L2[0,T ], µ > 0, (2.3)
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‖IµT−ϕ‖L2[0,T ] ≤
T µ

Γ(µ+ 1)
‖ϕ‖L2[0,T ], µ > 0. (2.4)

Визначимо також зваженi iнтегральнi оператори Рiмана –Лiувiлля у випад-
ку H ∈ (0, 1/2)

(KH,∗
0 ϕ)(t) = C1(H)tH−

1
2

(
I

1
2−H
0+ ·

1
2−H ϕ(·)

)
(t)

= C1(H)tH−
1
2

(
I

1
2−H
0+ u

1
2−Hϕ(u)

)
(t),

(KH,∗
T ϕ)(t) = C1(H)t

1
2−H

(
I

1
2−H
T− ·H−

1
2 ϕ(·)

)
(t)

= C1(H)t
1
2−H

(
I

1
2−H
T− uH−

1
2ϕ(u)

)
(t).

(2.5)

Використовуючи очевидну нерiвнiсть u 1
2−H ≤ t

1
2−H для всiх 0 ≤ u ≤ t та

H ∈ (0, 1/2), першу формулу з (2.5) та нерiвнiсть (2.3), дуже легко побачити,
що оператор KH,∗

0 переводить L2[0, T ] в L2[0, T ]. Аналогiчно, за допомогою
нерiвностей

|[KH,∗
T ϕ](t)| ≤ C1(H)

Γ
(

1
2 −H

) T∫
t

(t/z)
1
2−H

(z − t)H+ 1
2

|ϕ(z)|dz

≤ C1(H)[I
1
2−H
T− |ϕ|](t), t ∈ (0, T ),

та (2.4), одержуємо, що оператор KH,∗
T переводить L2[0, T ] в L2[0, T ].

Означення 2.5. Для функцiї ϕ(t), заданої на iнтервалi [0, T ], кожен з виразiв

(Dα
0+ϕ) (t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
0

ϕ(z)dz

(t− z)α
, t ∈ [0, T ],

(Dα
T−ϕ) (t) = − 1

Γ(1− α)

d

dt

T∫
t

ϕ(z)dz

(z − t)α
, t ∈ [0, T ],

називається дробовою похiдною Рiмана –Лiувiлля порядку α, 0 < α < 1,
вiдповiдно лiвосторонньою та правосторонньою.
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У випадку H ∈ (1/2, 1) визначимо iнтегро-диференцiальнi оператори
Рiмана –Лiувiлля

(KH
0 ϕ)(t) =

C−1
1 (H)

Γ(H − 1/2)
tH−

1
2

t∫
0

(t− u)H−
3
2u

1
2−Hϕ(u)du,

(KH,∗
0 ϕ)(t) =

C1(H)tH−
1
2

Γ(3/2−H)

d

dt

t∫
0

(t− u)
1
2−Hu

1
2−Hϕ(u)du,

(KH
T ϕ)(t) =

C−1
1 (H)

Γ(H − 1/2)
t
1
2−H

T∫
t

(u− t)H−
3
2uH−

1
2ϕ(u)du,

(KH,∗
T ϕ)(t) = −C1(H)t

1
2−H

Γ(3/2−H)

d

dt

T∫
t

(u− t)
1
2−HuH−

1
2ϕ(u)du.

(2.6)

Стала C1(H) дорiвнює
(

Γ(2−2H)
2HΓ(H+1/2)Γ(3/2−H)

) 1
2 .

Означення 2.6. Дробовим броунiвським рухом (ДБР) з iндексом Хюрста
H ∈ (0, 1) називається гауссiвський процес BH = {BH

t , t ≥ 0}, що має
такi властивостi EBH

t = 0, t ≥ 0 та EBH
t B

H
s = 1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
,

t, s ∈ R+.

Застосовуючи деякi з означених вище фактiв, сформулюємо теорему
Гiрсанова для дробового броунiвського руху.

Теорема 2.2. [64, 71] Нехай BH =
{
BH(t), t ≥ 0

}
—дробовий броунiвський

рух, та нехай функцiя ϕ ∈ L1([0, T ]) задовольняє умову (KH,∗
0 ϕ) ∈ L2([0, T ]).

Тодi процес B̃H = B̃H
t , t ∈ [0, T ] визначений як

B̃H
t = BH

t +

t∫
0

ϕ(s)ds

є дробовим броунiвським рухом вiдносно мiриQBH , похiдна Радона –Нiкодима
якої має вигляд

dQBH

dP
= exp

−
T∫

0

(KH,∗
0 ϕ)(t)dB(t)− 1

2

T∫
0

((KH,∗
0 ϕ)(t))2dt

 , (2.7)
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де B = {B(t), t ≥ 0}—той вiнерiвський процес, який має зображення

B(t) =
Γ(3

2 −H)

Γ(H + 1
2)

t∫
0

(KH,∗
T 1[0,t])(s)dB

H(s) =

=

(
1

2
−H

)
C1(H)Γ

(
3

2
−H

) t∫
0

s
1
2−H

t∫
s

uH−
1
2 (u− s)−

1
2−Hdu dBH(s).

Наведемо основнi кроки. викладенi у [65], для задачi оптимiзацiї малих
вiдхилень змiшаного дробового броунiвського руху зi зсувом дляH ∈ (1/2, 1).
Нас цiкавить асимптотика P{|BH(t) + W (t) +

∫ t
0 f(s)ds| ≤ εg(t), t ∈ [0, T ]}

при ε→ 0. Пiсля переходу до мiри Q̃, де dQ̃
dP = dQW

dP ×
dQBH
dP , отримуємо нижню

оцiнку для цiєї ймовiрностi

P


∣∣∣∣∣∣BH(t) +W (t) +

t∫
0

f(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ εg(t), t ∈ [0, T ]


≥ exp

(
−1

2
‖f1‖2

L2([0,T ]) −
1

2
‖KH,∗

0 f2‖2
L2([0,T ])

)
×Q̃

{∣∣∣B̃H(t) + W̃ (t)
∣∣∣ ≤ εg(t), t ∈ [0, T ]

}
.

Отже, максимiзацiя її правої частини веде до наступної задачi оптимiзацiї

‖f − x‖2
L2([0,T ]) + ‖KH,∗

0 x‖2
L2([0,T ])

x∈ΛH−−−→ min (2.8)

де ΛH складається з функцiй h : [0, T ] → R, для яких iснують φ1, φ2 ∈
L2([0, T ]), такi що u 1

2−Hh(u) = I
H− 1

2
0 φ1(u) та uH− 1

2KH,∗
0 h(u) = I

H− 1
2

0 φ2(u).

Крiм того, якщо x0 є мiнiмiзатором у (2.8), то

P


∣∣∣∣∣∣BH(t) +W (t) +

t∫
0

f(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ εg(t), t ∈ [0, T ]

 ε→0∼

exp

(
−1

2
‖f − x0‖2

L2([0,T ]) −
1

2
‖KH,∗

0 x0‖2
L2([0,T ])

)
Q̃ {|Z(t)| ≤ εg(t), t ∈ [0, T ]} .

В [65] було показано, що мiнiмiзатор в (2.8) є розв’язком наступного
дробового iнтегрального рiвняння

x(t) +
[
KH,∗
T KH,∗

0 x
]

(t) = f(t), t ∈ [0, T ] (2.9)
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та доведено, що (2.9) еквiвалентне

[f − x](t) +
[
KH

0 K
H
T (f − x)

]
(t) = f(t), t ∈ [0, T ] (2.10)

для f ∈ ΛH , та має єдиний розв’язок f − x0 ∈ ΛH .
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Роздiл 3

Вiдшукання екстремумiв ентропiйних
функцiоналiв, заданих на вiнерiвських процесах

3.1 Вступ та постановка задачi

Вiд стандартної ентропiї, визначеної згiдно з означенням 2.2, перейдемо
до iнших функцiоналiв, заданих на ймовiрнiсних мiрах. Вони виникають при
розглядi, наприклад, наступної задачi. Припустимо, що на (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P)

задано два незалежнi вiнерiвськi процеси W1 = {W1(t), t ∈ [0, T ]} та W2 =

{W2(t), t ∈ [0, T ]}, i нехай невипадкова невiд’ємна функцiя f ∈ L2([0, T ], λ1),
λ1–мiра Лебега на прямiй. Розглянемо суму цих вiнерiвських процесiв зi
зносом, тобто випадковий процес вигляду:

S(t) = W1(t) + W2(t)−
t∫

0

f(s)ds, t ∈ [0, T ]. (3.1)

Незважаючи на те, що сума двох незалежних вiнерiвських процесiв знову є
вiнерiвським процесом, з точнiстю до сталого множника, ми будемо роглядати
цi процеси окремо. Перейдемо до iншої ймовiрнiсної мiри P̃, вiдносно якої
сума S(t) з (3.1) набуває вигляду

S̃(t) = W̃1(t) + W̃2(t), t ∈ [0, T ], (3.2)

де W̃1 та W̃2 – два незалежнi вiнерiвськi процеси вiдносно мiри P̃. В силу
незалежностi вiнерiвських процесiв W̃1 та W̃2 , вiдношення вiрогiдностей
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розпадеться в добуток:
dP̃

dP
=
dP1

dP
× dP2

dP
,

де мiри P1, P2 вiдносяться до вiнерiвських процесiв W̃1 та W̃2, вiдповiдно.
Суму процесiвW1 таW2 зi зносом розкладемо i будемо усувати знос

∫ t
0 f(s)ds

наступним чином:

W̃1(t) = W1(t)−
t∫

0

f1(s)ds,

W̃2(t) = W2(t)−
t∫

0

f2(s)ds,

f1(t) + f2(t) = f(t), t ∈ [0, T ].

Заради технiчного спрощення, будемо припускати, що fi задовольняють умови

fi ∈ L2([0, T ], λ1), 0 ≤ fi(t) ≤ f(t), t ∈ [0, T ].

Тодi за теоремою Гiрсанова

dPi
dP

= exp


T∫

0

fi(s)dWi(s)− 1/2

T∫
0

f 2
i (s)ds

 , i = 1, 2.

Наша мета – пiдiбрати функцiї f1(t) та f2(t) таким чином, щоб вони мiнiмiзу-
вали або максимiзували функцiонали виду

E

[
F

(
dP1

dP
,
dP2

dP

)]
,

де F (·, ·) : R2 → R+–деяка невiд’ємна вимiрна функцiя. Щоб розв’язати по-
ставлену задачу, розглянемо два випадки–коли функцiя F є диференцiйовною
i до неї можна застосувати стандартну формулу Iто, i випадок, коли F задає
функцiонал ентропiйного типу, що мiстить логарифми.
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3.2 Екстремуми функцiоналiв для диференцiйовних фун-
кцiй

Отже, розглянемо випадок, коли функцiя F ∈ C2(R2) i при цьому має,
разом зi своїми похiдними, зростання не вище степеневого. Введемо в розгляд
невiд’ємнi мартингали

Mi(t) = exp


t∫

0

fi(s)dWi(s)− 1/2

t∫
0

f 2
i (s)ds

 , i = 1, 2.

Очевидно dPi
dP = Mi(T ), i = 1, 2.

Лема 3.1. Нехай F ∈ C2(R2) i iснують такi сталi k ∈ N та C > 0, що

|F (x1, x2)|,
∣∣∣∣∂F (x1, x2)

∂xi

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂2F (x1, x2)

∂x2
i

∣∣∣∣ ≤ C‖x‖k, i = 1, 2,

де ‖x‖2 = x2
1 + x2

2. Тодi

E

[
F

(
dP1

dP
,
dP2

dP

)]
= F (1, 1) + 1/2

( T∫
0

(
E

(
∂2F (M1(s),M2(s))

∂x2
1

)
f 2

1 (s)

+E

(
∂2F (M1(s),M2(s))

∂x2
2

)
f 2

2 (s)

)
ds

)
.

(3.3)

Доведення. Застосуємо стандартну формулу Iто до функцiї F та мартингалiв
Mi, i = 1, 2. При цьому, в силу умови зростання не вище степеневого, всi
стохастичнi iнтеграли, наведенi нижче, iснують i мають моменти всiх порядкiв.
Отже,

F

(
dP1

dP
,
dP2

dP

)
= (M1(T ),M2(T ))F (1, 1)

+
∑
i=1,2

T∫
0

∂F (M1(s),M2(s))

∂xi
fi(s)dWi(s)+

1/2
∑
i=1,2

T∫
0

∂2F (M1(s),M2(s))

∂x2
i

f 2
i (s)ds,
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звiдки безпосередньо випливає доведення.

Тепер, задачу вiдшукання екстремумiв функцiоналу E
[
F
(
dP1

dP
dP2

dP

)]
доре-

чно звести до випадкiв, коли математичне сподiвання в правiй частинi (3.3)
можна явно обчислити. Тому розглянемо частковий випадок

F (x1, x2) = xk+2
1 + xl+2

2 ,

де k i l–цiлi невiд’ємнi числа. В цьому випадку

E

(
∂2F (M1(s),M2(s))

∂x2
1

)
= (k + 2)(k + 1)E(M1(s))

k

= (k + 2)(k + 1)E exp

k
s∫

0

f1(u)dW1(u)− 1

2
k

s∫
0

f 2
1 (u)du


= (k + 2)(k + 1) exp

1

2
(k2 − k)

s∫
0

f 2
1 (u)du

 ,

(3.4)

i, цiлком аналогiчно,

E

(
∂2F (M1(s),M2(s))

∂x2
2

)
= (l + 2)(l + 1)E(M2(s))

l

= (l + 2)(l + 1)E exp

l
s∫

0

f2(u)dW2(u)− 1

2
l

s∫
0

f 2
2 (u)du


= (l + 2)(l + 1) exp

1

2
(l2 − l)

s∫
0

f 2
2 (u)du

 .

(3.5)

Тепер, з урахуванням формул (3.3)–(3.5), задача зводиться до оптимiзацiї
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(вiдшукання максимумiв або мiнiмумiв) функцiоналу

G(f1, f2) :=

T∫
0

(
E

(
∂2F (M1(s),M2(s))

∂x2
1

)
f 2

1 (s)

+E

(
∂2F (M1(s),M2(s))

∂x2
2

)
f 2

2 (s)

)
ds

= (k + 2)(k + 1)

T∫
0

exp

1

2
(k2 − k)

s∫
0

f 2
1 (u)du

 f 2
1 (s)ds

+(l + 2)(l + 1)

T∫
0

exp

1

2
(l2 − l)

s∫
0

f 2
2 (u)du

 f 2
2 (s)ds

= k1

exp

1

2
(k2 − k)

T∫
0

f 2
1 (u)du

− 1


+l1

exp

1

2
(l2 − l)

T∫
0

f 2
2 (u)du

− 1

 ,

(3.6)

де k1 = 2(k+2)(k+1)
k2−k , l1 = 2(l+2)(l+1)

l2−l . В свою чергу, формулу (3.6) доречно
переписати наступним чином: введемо позначення f1(t) = α(t)f(t), де α(t) ∈
[0, 1] – вимiрна функцiя, при цьому f2(t) = (1 − α(t))f(t), i задачу (3.6)
зведемо до наступної: вiдшукати екстремуми функцiоналу

G(α) := k1 exp

k2

T∫
0

α2(u)f 2(u)du


+l1 exp

l2
T∫

0

(1− α(u))2f 2(u)du

 ,

(3.7)

де k2 = 1
2(k2 − k), l2 = 1

2(l2 − l). Не обмежуючи загальностi, будемо вважати,
що k > l.
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Теорема 3.1. 1) Iснує єдина функцiя α(s) = α0, яка мiнiмiзує функцiонал
G(α), причому α0 задовольняє рiвняння

α0 =
l1l2 exp

{
l2c(1− α0)

2
}

k1k2 exp {k2cα2
0}+ l1l2 exp {l2c(1− α0)2}

,

де c = ‖f‖2
L2([0,T ],λ1);

2) При k = l α0 = 1
2;

3) Максимум G(α) дорiвнює max {k1 + l1 exp {l2c} , k1 exp {k2c}+ l1}.

Доведення. Доведемо перше твердження. З цїєю метою, пiдставимо в (3.7)
замiсть α(u) функцiю α(u) + εβ(u), де ε ∈ R, β – будь-яка обмежена вимiрна
функцiя. Тобто, розглянемо функцiонал G(α, ε) := G(α + εβ). Позначимо

G1(α, ε) = exp

k2

T∫
0

(α(u) + εβ(u))2 f 2(u)du

 ,

G2(α, ε) = exp

l2
T∫

0

(1− α(u)− εβ(u))2 f 2(u)du

 .

Тодi G(α, ε) = k1G1(α, ε) + l1G2(α, ε). Вiзьмемо похiдну по ε:

G′ε(α, ε) = k1G
′
1(α, ε) + l1G

′
2(α, ε)

= 2k1k2G1(α, ε)

T∫
0

(α(u) + εβ(u)) β(u)f 2(u)du

−2l1l2G2(α, ε)

T∫
0

(1− α(u)− εβ(u)) β(u)f 2(u)du.

(3.8)

Оскiльки зараз ми шукаємо точки мiнiмуму, то має бути G(α, 0) ≤ G(α, ε)

для всiх ε ∈ R. Тому похiдну, обчислену в (3.8), прирiвняємо в нулi до нуля:

k1k2G1(α, 0)

T∫
0

α(u)β(u)f 2(u)du−l1l2G2(α, 0)

T∫
0

(1− α(u)) β(u)f 2(u)du = 0,
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або
T∫

0

[k1k2G1(α, 0)α(u)− l1l2G2(α, 0) + l1l2G2(α, 0)α(u)] β(u)f 2(u)du = 0

для будь-якої обмеженої функцiї β.
Покладемо β(u) = (k1k2G1(α1, 0) + l1l2G2(α, 0))α(u) − l1l2G2(α, 0), i одер-
жимо рiвняння для α(u):

α(u) =
l1l2G2(α, 0)

k1k2G1(α, 0) + l1l2G2(α, 0)
. (3.9)

Рiвняння (3.9) означає, що α(u) = α ∈ (0, 1) – деяка стала, яка задовольняє
рiвняння

α =
l1l2 exp

{
l2(1− α)2c

}
k1k2 exp {k2α2c}+ l1l2 exp {l2(1− α)2c}

, (3.10)

де c := ‖f‖2
L2([0,T ],λ1), k1k2 = (k + 2)(k + 1), l1l2 = (l + 2)(l + 1). Лiва частина

(3.10) зростає вiд 0 до 1. Праву частину (3.10) спростимо до дробу

1

r exp {(k2α2 − l2(1− α)2) c}+ 1
, де r =

k1k2

l1l2
,

i дослiдимо поведiнку функцiї ϕ(α) = exp
{
c (k2 − l2)α2 + 2l2cα

}
. Оскiльки

k > l, то k2 > l2, i значить, функцiя ϕ(α) зростає по α. Тому дрiб спадає вiд

l1l2 exp {l2c}
k1k2 + l1l2 exp {l2c}

до
l1l2

k1k2 exp {k2c}+ l1l2
,

причому обидва значення з iнтервалу (0, 1). З неперервностi функцiй в лiвiй
i правiй частинах (3.10) випливає, що рiвняння (3.10) має єдиний розв’язок.
Позначимо його α0. Тепер обчислимо другу похiдну G′′εε(α, ε) i встановимо її
знак при ε = 0.
Очевидно, що G′′εε(α, ε) = k1G

′′
1(α, ε) + l1G

′′
2(α, ε), тому достатньо дослiдити
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знак кожного доданка. Наприклад, для G′′1(α, ε) одержимо за допомогою (3.8):

G′′1(α, ε)
∣∣∣
ε=0

=

2k2G
′
1(α, ε)

T∫
0

(α(u) + εβ(u)) β(u)f 2(u)du

+ 2k2G1(α, ε)

T∫
0

β2(u)f 2(u)du

 |ε=0 = 4k2
2G1(α, 0)

 T∫
0

α(u)β(u)f 2(u)du

2

+2k2G1(α, 0)

T∫
0

β2(u)f 2(u)du > 0.

(3.11)
Аналогiчно,

G′′2(α, ε)|ε=0 = 4l22G2(α, 0)

 T∫
0

(1− α(u))β(u)f 2(u)du

2

+2l2G2(α, 0)

T∫
0

β2(u)f 2(u)du > 0.

(3.12)

Таки чином, в точцi α0 справдi досягається мiнiмум функцiоналуG(α), звiдки
випливає перше твердження. Твердження 2) i 3) є очевидними.

3.3 Екстремуми функцiоналiв ентропiйного типу

Як було сказано у вступi, ентропiя однiєї ймовiрнiсної мiри вiдносно iншої
є невiд’ємним функцiоналом вiд похiдної Радона-Нiкодима цих мiр, який
дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли мiри однаковi. Такi функцiонали будемо
називати функцiоналами ентропiйного типу.

Один з них – це ентропiйна вiдстань, або вiдстань Кульбака-Лейблера, яка
є мiрою того, наскiльки вiдмiннi мiж собою два ймовiрнiсних розподiли. Ця
вiдстань записується як I (P1|P2) = H(P1|P2) + H(P2|P1).
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3.3.1 Вiдшукання мiнiмумiв найпростiших функцiоналiв

Розглянемо наступнi ентропiйнi функцiонали, залежнi вiд ймовiрнiсних
мiр P,P1,P2:

H1 (P,P1,P2) = H (P1|P) + H (P2|P) ;

H2 (P,P1,P2) = I (P1|P) + I (P2|P) ;

H3 (P,P1,P2) = H (P1|P2) + H (P2|P1) ;

У подальших мiркуваннях будемо використовувати зображення функцiї f
у виглядi суми αf та (1− α)f , так щоб f1(t) = αf(t) та f2(t) = (1− α)f(t).
Потрiбно знайти таке значення α ∈ [0, 1], яке б мiнiмiзувало вiдповiдний
функцiонал, сконструйований за допомогою визначених вище ймовiрнiсних
мiр.

Теорема 3.2. Мiнiмум ентропiйного функцiонала H1, H2 та H3 досягається
у точцi f1(t) = f2(t) = f(t)

2 .

Доведення. 1) За означенням ентропiї маємо:

H1 = E

[(
dP1

dP
log

dP1

dP

)]
+ E

[(
dP2

dP
log

dP2

dP

)]
.

Подальшi мiркування проведемо лише для першого доданку (для другого
– мiркування аналогiчнi). Використовуючи теорему Гiрсанова, отримуємо
наступний вираз:

E

exp


T∫

0

f1(t)dW1(t)−
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt

×


T∫
0

f1(t)dW1(t)−
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt


 .

Застосуємо формулу Iто до стохастичної експоненти:

exp


T∫

0

f1(t)dW1(t)−
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt

 = 1 +

T∫
0

expt f1(t)dW1(t),

де

expt = exp


t∫

0

f1(s)dW1(s)−
1

2

t∫
0

f 2
1 (s)ds

 ,
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та E expt = 1. Отже,

E

1 +

T∫
0

expt f1(t)dW1(t)

× T∫
0

f1(t)dW1(t)


= E

 T∫
0

expt f
2
1 (t)dt

 =

T∫
0

f 2
1 (t)dt.

В результатi ми отримали такий вираз для функцiонала H1:

H1 =
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt+

1

2

T∫
0

f 2
2 (t)dt.

Звiдси H1 = 1
2α

2c+ 1
2(1− α)2c, де c =

∫ T
0 f 2(t)dt.

Позначимо y(α) = α2 + (1− α)2 та знайдемо першу похiдну по α:
y′ = 2(2α− 1). Ця похiдна має єдиний корiнь α = 1

2 , де i досягається мiнiмум
функцiонала H1.
2) Зауважимо, що dP

dP1
=
(
dP1

dP

)−1 та введемо позначення H−1 = H (P|P1) +

+ H (P|P2) , тодi H2 = H1 + H−1. Використовуючи означення ентропiйного
функцiонала та теорему Гiрсанова, отримуємо такий вираз:

H−1 = E

[(
dP1

dP

)−1

log

(
dP1

dP

)−1
]

+ E

[(
dP2

dP

)−1

log

(
dP2

dP

)−1
]

=
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt+

1

2

T∫
0

f 2
2 (t)dt.

Отже, H2 = α2c+ (1− α)2c, де c =
∫ T

0 f 2(t)dt. Тепер ми можемо використати
доведення аналогiчне тому, яке було наведено у першому пунктi.
3) Перш за все подамо похiдну Радона-Нiкодима dP1

dP2
як добуток похiдних dP1

dP

та dP
dP2

. За теоремою Гiрсанова та означенням ентропiйного функцiонала:

H3 = E

[
dP

dP2

dP1

dP
log

dP1

dP

]
+ E

[
dP1

dP

dP

dP2
log

dP

dP2

]
+E

[
dP

dP1

dP2

dP
log

dP2

dP

]
+ E

[
dP2

dP

dP

dP1
log

dP

dP1

]
.

(3.13)
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Використовуючи теорему Гiрсанова та незалежнiсть вiнерiвських процесiв,
перепишемо кожен доданок правої частини (3.13):

E

[
dP

dP2

dP1

dP
log

dP1

dP

]
= E

exp


T∫

0

f1(t)dW1(t)−
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt


×

 T∫
0

f1(t)dW1(t)−
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt

 =
1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt.

Аналогiчний результат отримуємо i для виразу E
[
dP
dP1

dP2

dP log dP2

dP

]
, який дорiв-

нює 1
2

∫ T
0 f 2

2 (t)dt.

Застосовуючи такi ж мiркування i до виразу E
[
dP2

dP
dP
dP1

log dP
dP1

]
, отримаємо

1
2

∫ T
0 f 2

1 (t)dt. В результатi H3 = α2c + (1 − α)2c, дe c =
∫ T

0 f 2(t)dt. Тепер ми
можемо зробити висновок, як у попередньому випадку.

3.3.2 Вiдшукання екстремумiв функцiоналу H (P,P1,P2)

Продовжуючи розглядати задачу про усунення зсуву для суми двох не-
залежних вiнерiвських процесiв, знайдемо тi мiри P1 i P2, якi доставляють
екстремуми сумi двох функцiоналiв ентропiйного типу:

H (P,P1,P2) = E

[(
dP1

dP

)2(
− log

dP2

dP

)]
+ E

[(
dP2

dP

)2(
− log

dP1

dP

)]
.

(3.14)
Вибiр функцiоналу (3.14) вмотивовано наступним чином: з одного боку, цiкаво
розглянути функцiонал, який має нетривiальнi точки мiнiмiзацiї. З iншого
боку, бажано спочатку пiдiбрати такийфункцiонал, для якого точки мiнiмiзацiї
можна обчислити. Властивостi функцiонала H (P,P1,P2), згiдно з якими його
справдi можна вважати ентропiйним, розглянуто в наступнiй лемi.

Лема 3.2. Функцiонал H (P,P1,P2) , який задано формулою (3.14), задоволь-
няє нерiвнiсть H (P,P1,P2) ≥ 0, причому H (P,P1,P2) = 0 тодi i тiльки тодi,
коли P1 = P та P2 = P.
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Доведення. Функцiонал H (P,P1,P2) є сумою доданкiв

E

[(
dP1

dP

)2(
− log

dP2

dP

)]
та E

[(
dP2

dP

)2(
− log

dP1

dP

)]
.

Далi,

E

[(
dP1

dP

)2(
− log

dP2

dP

)]
= E

[(
dP1

dP

)]2(
−E log

dP2

dP

)
.

Використовуючи угнутiсть функцiї log x отримуємо,щоE log dP2

dP ≤ logEdP2

dP =

log 1 = 0, а отже, E
[(

dP1

dP

)2 (− log dP2

dP

)]
≥ 0. Аналогiчнi властивостi має

другий доданок.

Зауважимо, що за допомогою формули Iто i з урахуванням незалежностi
вiнерiвських процесiв, функцiонал H (P,P1,P2) можна переписати у виглядi:

H (P,P1,P2) =
1

2

(
exp


T∫

0

f 2
1 (t)dt


T∫

0

f 2
2 (t)dt

+ exp


T∫

0

f 2
2 (t)dt


T∫

0

f 2
1 (t)dt

)
.

Знайдемо мiнiмуми i максимуми функцiонала H (P,P1,P2) в ширшому
класi функцiй

f1(t) = α(t)f(t) та f2(t) = (1− α(t))f(t), (3.15)

де α(t) ∈ [0, 1] – вимiрна обмежена функцiя. Нагадаємо позначення c =

‖f‖L2([0,T ],λ1).

Теорема 3.3. 1) Якщо c ≤ 2, то функцiонал H (P,P1,P2) досягає свого
мiнiмуму при f1(t) = f2(t) = f(t)

2 , i це мiнiмальне значення дорiвнює
c
4e
c/4, а максимуму, наприклад при f1(t) = 1, i це максимальне значення

дорiвнює c/2.



48

2) Якщо 2 < c < 4, то функцiонал досягає свого мiнiмуму при f1(t) =

x1f(t) та f2(t) = (1− x1)f(t), де x1 – той єдиний корiнь рiвняння

x exp{c(1− 2x)}+ x− 1 = 0,

який належить до iнтервалу (0, 1/c). Це мiнiмальне значення дорiвнює
1−x1

2 exp{cx2
1}. В силу симетрiї функцiонал досягає свого мiнiмуму

також при f1(t) = (1 − x1)f(t) та f2(t) = x1f(t). Щодо максимуму,
при 2 < c < ln 16 вiд дорiвнює c/2, а при ln 16 ≤ c < 4 вiн дорiвнює c

4e
c
4 .

3) Якщо c ≥ 4, то мiнiмум, як i у попередньому випадку, досягається
коли f1(t) = x1f(t) та f2(t) = (1− x1)f(t), де x1 – той єдиний корiнь
рiвняння

x exp{c(1− 2x)}+ x− 1 = 0,

який належить до iнтервалу (0, 1/c). При c = 4 максимум дорiвнює
c
4e

c
4 , а коли c > 4 максимум досягається при f1(t) = x4,5f(t) та f2(t) =

(1− x4,5)f(t), де x4,5 – коренi квадратного полiнома 1− xc+ x2c = 0,

якi дорiвнюють вiдповiдно 1
2 ±

1
2

√
1− 4

c . Значення максимуму дорiвнює

1

4
exp

{
(c− 2)−

√
c(c− 4)

2

}(
(c− 2)−

√
c(c− 4)

−
(√

c(c− 4)− (c− 2)
)

exp
{√

c(c− 4)
})

.

Доведення. Використовуючиформулу (3.15), перепишемофункцiоналH (P,P1,P2)

у виглядi:

H (P,P1,P2) =
1

2
exp


T∫

0

f 2(t)α2(t)dt


T∫

0

f 2(t)(1− α(t))2dt

+
1

2
exp


T∫

0

f 2(t)(1− α(t))2dt


T∫

0

f 2(t)α2(t)dt.
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Як i при доведеннi теореми 3.1, для довiльної функцiї β ∈ L2[0, T ] та ε ∈ R
розглянемо значення функцiоналу H при α(t) + εβ(t):

H(α + εβ) =
1

2
exp


T∫

0

f 2(t)(α(t) + εβ(t))2dt


T∫

0

f 2(t)(1− (α(t) + εβ(t)))2dt

+
1

2
exp


T∫

0

f 2(t)(1− (α(t) + εβ(t)))2dt


T∫

0

f 2(t)(α(t) + εβ(t))2dt.

(3.16)
Позначимо I1 = exp

{∫ T
0 f 2(t)α2(t)dt

}
та I2 = exp

{∫ T
0 f 2(t)(1− α(t)2)dt

}
.

Якщо шукаємо таку функцiю α, яка мiнiмiзує (3.16), то зрозумiло, що H(α) ≤
H(α+ εβ), тому ∀ε ∈ R,∀β ∈ L2[0, T ] H(α+ εβ) досягає мiнiмуму при ε = 0.
Знаходимо першу похiдну функцiонала H(α + εβ) по ε:

H′(α + εβ)
∣∣
ε=0

= I1

T∫
0

f 2(t)α(t)β(t)dt

T∫
0

f 2(t)(1− α(t))2dt

−I1

T∫
0

f 2(t)(1− α(t))β(t)dt− I2

T∫
0

f 2(t)(1− α(t))β(t)dt

T∫
0

f 2(t)α2(t)dt

+I2

T∫
0

f 2(t)α(t)β(t)dt.

(3.17)
Спростимо праву частину (3.17), прирiвняємо її до нуля i отримаємо наступне
рiвняння:

I1

 T∫
0

f 2(t)α(t)β(t)dt

T∫
0

f 2(t)(1− α(t))2dt−
T∫

0

f 2(t)(1− α(t))β(t)dt


−I2

 T∫
0

f 2(t)(1− α(t))β(t)dt

T∫
0

f 2(t)α2(t)dt−
T∫

0

f 2(t)α(t)β(t)dt

 = 0.

(3.18)
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Позначимо K = I1
I2
.Тодi рiвнiсть (3.18) можна переписати у виглядi

K :=

∫ T
0 f 2(t)(1− α(t))β(t)dt

∫ T
0 f 2(t)α2(t)dt−

∫ T
0 f 2(t)α(t)β(t)dt∫ T

0 f 2(t)α(t)β(t)dt
∫ T

0 f 2(t)(1− α(t))2dt−
∫ T

0 f 2(t)(1− α(t))β(t)dt
,

або, що те саме,
T∫

0

f 2(t)(1− α(t))β(t)dt

T∫
0

f 2(t)α2(t)dt−
T∫

0

f 2(t)α(t)β(t)dt

= K

 T∫
0

f 2(t)α(t)β(t)dt

T∫
0

f 2(t)(1− α(t))2dt

−
T∫

0

f 2(t)(1− α(t))β(t)dt

 .

(3.19)

Тепер перегрупуємо доданки у (3.19) таким чином,щоб вiдокремити множники,
що мiстять β(t): T∫

0

f 2(t)α2(t)dt+K

 T∫
0

f 2(t)β(t)(1− α(t))dt

=

1 +K

T∫
0

f 2(t)(1− α(t))2dt

 T∫
0

f 2(t)α(t)β(t)dt.

(3.20)

Нехай коефiцiєнт L дорiвнює

L :=

∫ T
0 f 2(t)α2(t)dt+K

1 +K
∫ T

0 f 2(t)(1− α(t))2dt
,

тодi рiвнiсть (3.20) можна переписати у виглядi
T∫

0

f 2(t)β(t)[α(t)− L(1− α(t))]dt = 0. (3.21)

Оскiльки рiвнiсть (3.21) виконується для довiльної обмеженоїфункцiїβ = β(t),
то можна покласти:

β(t) = (1 + L)α(t)− L.



51

Тодi рiвняння (3.21) набуває вигляду

T∫
0

f 2(t)(α(t)− L(1− α(t)))2dt = 0, (3.22)

звiдки α(t) = α := L
1+L , тобто L = α

1−α . При сталому α маємо рiвностi

K = exp{c(2α− 1)}, L =
α

1− α
=

α2c+ exp{c(2α− 1)}
1 + exp{c(2α− 1)}c(1− α)2

,

i остання рiвнiсть еквiвалентна такому трансцендентному рiвнянню:

(α2c− αc+ 1)((1− α) exp{c(2α− 1)} − α) = 0. (3.23)

Оскiльки ми довели, що екстремальнi значеннi нашого ентропiйного функцiо-
налу досягаються саме при сталих α, тепер потрiбно знайти коренi рiвняння
(3.23), з’ясувати, якi з них вiдповiдають максимумам або мiнiмумам, i порiвня-
ти вiдповiднi значення зi значеннями ентропiйного функцiоналу при α = 0, 1.
Позначимо x = 1 − α, при цьому перший множник в (3.23) не змiниться,
а другий набуде вигляду x exp{c(1 − 2x)} + x − 1. Сам функцiонал набуде
вигляду

H (P,P1,P2) = c/2((1− x)2 exp{cx2}+ x2 exp{c(1− x)2}). (3.24)

Його значення в точках 0 та 1/2 дорiвнюють, вiдповiдно, c/2 та c
4e

c
4 .

Проаналiзуємо рiвняння (3.23) та визначимо кiлькiсть коренiв в залежностi
вiд c. Перший множник – це квадратична функцiя. Вiдповiдне рiвняння має
два коренi тодi i тiльки тодi, коли c > 4. Питання полягає в тому скiльки
коренiв має рiвняння z(x) = 0 на [ 0, 1], де z(x) = x exp {c(1− 2x)}+ x− 1?
Зрозумiло, що x = 1/2 є коренем. Перша i друга похiдна функцiї z по x
дорiвнюють вiдповiдно:

z′(x) = ec−2xc(1− 2xc) + 1,

z′′(x) = 4c (xc− 1) ec−2xc.
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Маємо єдиний корiнь x = 1
c для функцiї z′′ тодi i тiльки тодi, коли c > 1. В

точцi x = 1 маємо:

z′(1) = (1− 2c) e−c + 1 > 1− e−c > 0,

тодi z′(x) > 0 та z неспадна. Враховуючи, що x = 1
2 є коренем, робимо

висновок, що цей корiнь єдиний.
Нехай 1 < c ≤ 2. Квадратичний полiном, як i ранiше, не має коренiв.

Заважимо, що z(0) < 0 та z′(0) = e−c + 1 > 0, z′(1) = e−c(1 − 2c) + 1. Для
того, щоб визначити знак z′(1) в цьому випадку потрiбно знайти першу похiдну
по c :

(z′)|′c = −e−c (1− 2c)− 2e−c = e−c (2c− 3) ,

звiдси отримуємо, що c = 3
2 точка мiнiмуму для z

′(1) та значення мiнiмуму
z′(1) в точцi c дорiвнює 1 − 2e

−3
2 > 0. Звiдси випливає, що z′ (0) > 0 та

z′ (1) > 0. Що стосується поведiнки другої похiдної, вiдзначимо, що z′′(x) < 0

для x ∈ [0, 1
c) та z

′′(x) ≥ 0 для x ∈ (1
c , 1].

Таким чином, z′ не зростає на iнтервалi [0, 1
c) та не спадає на iнтервалi

(1
c , 1], точкою мiнiмуму є x = 1

c зi значенням 1 − ec−2, яке є невiд’ємним. В
результатi, z′ > 0 та функцiя z(x) зростає та має один корiнь x = 1

2 .
Отже, коли c ≤ 2, другий множник має єдиний корiнь x = 1

2 , це точка
мiнiмуму. Вiдповiдно максимум досягається на кiнцях вiдрiзка та дорiвнює
c/2. Звiдси випливає перше твердження.

Випадок, коли c > 2, розглянемо бiльш детально. Нехай c ∈ (2, 4). Друга
похiдна змiнює знак у точцi 1

c , а саме z
′′(x) < 0, якщо x ∈ [0, 1

c), та z
′′(x) ≥ 0,

якщо x ∈ (1
c , 1]. Для знаку першої похiдної z′(x) маємо наступнi випадки:

z′(x) > 0 при x ∈ [0, x1), де x1 ∈
(

0,
1

c

)
,

z′(x) < 0 при x ∈ [x1, x2), де x2 ∈
(

1− 1

c
, 1

)
,

z′(x) > 0 при x ∈ [x2, 1].

Як наслiдок, функцiя z(x) не спадає на iнтервалi [0, x1), потiм не зростає
на iнтервалi [x1, x2) та знову не спадає на [x2, 1]. Оскiльки z(0) = −1 <
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0, z(1/2) = 0 та z(1) = e−c > 0, ми робимо висновок про те, що z(x) має
три коренi: x1 ∈ (0, 1/c), x2 = 1

2 та x3 ∈ (1− 1/c, 1). Отже, при 2 < c < 4

функцiонал приймає мiнiмальне значення в точках x1, x3, i воно дорiвнює
1−x1

2 exp{cx2
1}. Порiвнюючи значення функцiоналу в x2 та на кiнцях вiдрiзку,

отримуємо, що максимальне значення дорiвнює c/2, коли c ∈ (2, ln 16) та c
4e

c
4 ,

коли c ∈ [ln 16, 4).
Нехай тепер c ≥ 4. На цьому промiжку рiвняння (3.23) має 5 коренiв:

x1 ∈ (0, 1/c) , x2 =
1

2
, x3 ∈ (1− 1/c, 1) таx4,5 =

√
c±
√
c− 4

2
√
c

.

Позначимо лiву частину рiвняння (3.23) через y. Враховуючи антисиметри-
чнiсть функцiї y вiдносно x = 1

2 , отримуємо, що точками локального мiнiмуму
є x1 ∈ (0, 1/c), x2 = 1

2 , x3 ∈ (1− 1/c, 1). Досить порiвняти значення функцiо-
нала в точках x1 та x2 = 1

2 . Для цього розглянемо функцiю

g(x) = ecx
2

(1− x), x ∈ [0, 1].

Її перша похiдна дорiвнює

g′(x) = ecx
2

(2cx− 2cx2 − 1)

та має два коренi

x̃1,2 =
1

2
± 1

2

√
1− 2

c
.

Дiйсно, x̃1 < 1
2 < x̃2, та g′(x) > 0 для x ∈ (x̃1, x̃2), g′(x) < 0 для x ∈

(0, x̃1) ∪ (x̃2, 1).
Крiм того, в точцi x̃1 z(x̃1) =

(
1
2 −

1
2

√
1− 2

c

)(
ec
√

1− 2
c + 1

)
− 1 > 0. Ця

нерiвнiсть еквiвалентна наступному:

e
√
c2−2c >

1 +
√

1− 2
c

1−
√

1− 2
c

.

Перепишемо праву частину у виглядi:

1 +
√

1− 2
c

1−
√

1− 2
c

=
(
c− 1−

√
c2 − 2c

)
,
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тодi для u =
√
c2 − 2c маємо:

eu > 1 + u+
u2

2
= 1 +

√
c2 − 2c+

c2

2
− c > c− 1−

√
c2 − 2c при c ≥ 4.

Це означає, що x̃1 > x1. Зауважимо, що g(1) = 1 та до x̃1 g
′(x) < 0.

Порiвнюючи значення g′(x) в точках 0 та 1
2 ми отримуємо, що g′(0) < g′

(
1
2

)
.

Бiльше того, маємо, що значення функцiоналу в точцi x1 менше за значення в
точцi 1

2 .
У випадку, коли c = 4, x2 = x4 = x5 = 1

2 та максимальне значення дорiвнює
c
4e

c
4 . При c > 4 максимум досягається в точках, якi є коренями квадратного

полiнома, а саме

x4,5 =
c±
√
c2 − 4c

2c
=

√
c±
√
c− 4

2
√
c

.

Визначимо у яких iнтервалах мiстяться коренi x4 та x5. Порiвняємо x4 з
1
c , маємо

1
2 −

1
2

√
1− 4

c > 1
c . Отже, корiнь x4 ∈ (1

c ,
1
2) та x5 ∈ (1

2 , 1 −
1
c).

Максимальне значення дорiвнює

1

4
exp

{
(c− 2)−

√
c(c− 4)

2

}(
(c− 2)−

√
c(c− 4)

−
(√

c(c− 4)− (c− 2)
)

exp
{√

c(c− 4)
})

.

Це справдi є найбiльшим значення функцiоналу, що випливає з наступних
мiркувань: мiж точками максимуму x4 та x5 знаходиться точка локального
мiнiмуму x = 1/2. Отже, значення функцiї в точцi x2 = 1/2 менше, нiж
значення в точках x4 та x5, а, як вже було сказано, при c > 4 значення в точцi
x = 1/2, яке дорiвнює c

4e
c
4 , перевищує значення на кiнцях, яке дорiвнює c/2.

Отже, теорему доведено.

3.4 Висновки

У третьому роздiлi розглянуто ентропiйнi функцiонали, якi було сконстру-
йовано спецiальним чином для сукупностi ймовiрнiсних мiр. Бiльш точно,
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розглядаються два незалежнi вiнерiвськi процеси зi зсувом, який розбито
на двi частини, та побудовано вiдповiднi ентропiйнi функцiонали. Знайденi
вiдношення вiрогiдностей для цих мiр, якi подаються у виглядi стохастичних
експонент вiд невипадкових функцiй. За умови, що сума функцiй вiдома,
знайдено мiнiмум ентропiйних функцiоналiв.

Для найпростiших ентропiйних функцiоналiв мiнiмум досягається у випад-
ку, коли зсув дiлиться на двi рiвнi частини. Проте, у бiльш складних випадках
виявляється, що оптимальне спiввiдношення знаходиться з трансцендентного
рiвняння, яке було розв’язано чисельним методом.
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Роздiл 4

Мiнiмiзацiя ентропiї для сумiшi стандартного i
дробового броунiвських рухiв

4.1 Вступ

Припустимо, що на просторi (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P) задано два незалежнi
випадковi процеси, а саме, вiнерiвський процес W = {W (t), t ∈ [0, T ]} та
дробовий броунiвський рух (ДБР) з iндексом Хюрста H ∈ (0, 1), BH ={
BH(t), t ∈ [0, T ]

}
iз середнiм EBH(t) = 0 та коварiацiєю EBH(t)BH(s) =

1
2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
. Обидва процеси, таким чином, узгодженi з фiль-

трацiєю. В цьому роздiлi розглядається лише випадок H ∈ (0, 1/2), проте
випадок H ∈ (1/2, 1) було дослiджено у статтi [65].

Розглянемо суму вiнерiвського процесу та дробового броунiвського руху
зi зносом, а саме випадковий процес вигляду

Z(t) = BH(t) +W (t) +

t∫
0

f(s)ds, t ∈ [0, T ], (4.1)

де f ∈ L2[0, T ] —невипадкова вимiрна функцiя, що не дорiвнює нулю в
жоднiй точцi. Нашою першою задачею є усунути зсув, тобто перейти до iншої
ймовiрнiсної мiри Q̃, вiдносно якої сумарний процес Z з (4.1) матиме вигляд

Z(t) = B̃H(t) + W̃ (t), t ∈ [0, T ],

де B̃H та W̃ —два незалежнi процеси вiдносно мiри Q̃, B̃H —ДБР, W̃ —
вiнерiвський процес. Зокрема, можна вважати, що мiру замiнено таким чином,
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що зсув
∫ t

0 f(s)ds усувається за допомогою перетворень

W̃ (t) = W (t) +

t∫
0

f1(s)ds,

B̃H(t) = BH(t) +

t∫
0

f2(s)ds,

f1(t) + f2(t) = f(t).

Тепер нашою задачею є оптимальний вибiр функцiй f1 та f2, де оптимальнiсть
справджуватиметься в тому розумiннi, що буде мiнiмiзовано певний функцiо-
нал ентропiйного типу. Для суми двох вiнерiвських процесiв вiдповiдну задачу
було розглянуто в попередньому роздiлi, а взагалi, задача мiнiмiзацiї ентропiї
та ентропiйних функцiоналiв виникає у багатьох застосуваннях, зокрема, у
фiнансовiй математицi, див., наприклад, [63]. За деяких обмежень, ми розгля-
немо i в яких точках досягається максимум (без всяких обмежень максимум
не досягається, i супремум дорiвнює нескiнченностi).

Оскiльки процесиW та BH незалежнi, то при “усуненнi” зсуву ми буде-
мо розглядати лише такi новi мiри Q, для яких вiдношення вiрогiдностей
розпадається в добуток:

dQ

dP
=
dQW

dP
× dQBH

dP
,

де мiра QW вiдповiдає вiнерiвському процесу W̃

dQW

dP
= exp

−
T∫

0

f1(t)dW (t)− 1

2
‖f1‖2

L2([0,T ])

 , (4.2)

а мiра QBH —дробовому броунiвському руху B̃H .

dQBH

dP
= exp

−
T∫

0

(KH,∗
0 f2)(t)dB(t)− 1

2
‖KH,∗

0 f2‖2
L2([0,T ])

 , (4.3)
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У наведеному вище зображеннi B = {B(t), t ≥ 0} – вiнерiвський процес,
пов’язаний з BH таким чином:

B(t) =
Γ(3

2 −H)

Γ(H + 1
2)

t∫
0

(KH,∗
T 1[0,t])(s)dB

H(s).

Тепер наша мета— пiдiбрати функцiї f1 та f2 таким чином, щоб вони
мiнiмiзували або максимiзували певнi функцiонали вигляду

E

[
F

(
dQW

dP
,
dQBH

dP

)]
, (4.4)

де F (·, ·) : R2
+ → R+ —деяка невiд’ємна вимiрна функцiя. Введемо позна-

чення f1(t) = (1− α(t))f(t), де α—обмежена вимiрна функцiя. При цьому
f2(t) = α(t)f(t). Оскiльки f ∈ L2([0, T ]), то i fi ∈ L2([0, T ]), i = 1, 2. Задача
оптимiзацiї функцiонала вигляду (4.4) є досить широкою, тому звузимо її до
задачi оптимiзацiї такого функцiонала ентропiйного типу:

H1(P, QW , QBH) = E

[(
dQW

dP
log

dQW

dP

)]
+ E

[(
dQBH

dP
log

dQBH

dP

)]
. (4.5)

Лема 4.1. Функцiонал H1(P, QW , QBH) можна звести до вигляду

H1(P, QW , QBH) =
1

2
‖(1− α)f‖2

L2[0,T ] +
1

2
‖(KH,∗

0 αf)‖2
L2[0,T ]. (4.6)

Доведення. Використовуючи стандартну теорему Гiрсанова (теорема 2.1),
отримуємо такий вираз для першого доданка правої частини (4.5):

E

[(
dQW

dP
log

dQW

dP

)]
= E

exp

−
T∫

0

f1(t)dW (t)− 1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt

 ×
×

−
T∫

0

f1(t)dW (t)− 1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt


 .

Застосуємо формулу Iто до стохастичної експоненти

Pt := exp

−
t∫

0

f1(s)dW (s)− 1

2

t∫
0

f 2
1 (s)ds

 ,
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для якої EPt = 1, й одержимо, що

PT = 1−
T∫

0

Ptf1(t)dW (t).

Отже,

E

1−
T∫

0

Ptf1(t)dW (t)

×
−

T∫
0

f1(t)dW (t)− 1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt


 =

= E

 T∫
0

Ptf
2
1 (t)dt

− 1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt =

1

2

T∫
0

f 2
1 (t)dt.

Другий доданок iз (4.5) перетворюється повнiстю аналогiчно, iз застосуван-
ням теореми Гiрсанова (теорема 2.2) для дробового броунiвського руху, та
вiдповiдної стохастичної експоненти (2.7).

4.2 Мiнiмiзацiя та максимiзацiя функцiоналiв
ентропiйного типу

Мiнiмiзацiю чи максимiзацiю iнтегральних функцiоналiв можна прово-
дити рiзними методами, у тому числi шляхом зведення до бiльш або менш
стандартних задач варiацiйного числення. Ми застосуємо прямий метод дифе-
ренцiювання функцiонала за параметром, щоб знайти iнтегральне рiвняння
для мiнiмiзуючої функцiї, а потiм скористаємось тим фактом, що це рiвняння
було вивчене у статтi [64] при дослiдженнi малих вiдхилень для змiшаного
процесу, який є сумою вiнерiвського i дробового броунiвського процесiв.

4.2.1 Знаходження розв’язку задачi мiнiмiзацiї як розв’язку
iнтегрального рiвняння Фредгольма

Iз метою спрощення позначень, праву частину формули (4.6) позначимо
H(α). Таким чином,

H(α) :=
1

2
‖(1− α)f‖2

L2[0,T ] +
1

2
‖KH,∗

0 (αf)‖2
L2[0,T ]. (4.7)
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Розглянемо значення функцiоналаH вiд функцiї α(t) + εβ(t), де ε ∈ R, β—
довiльна обмежена вимiрна функцiя:

H(α + εβ) =
1

2

T∫
0

((
KH,∗

0 ((α + εβ)f)
)

(t)
)2

dt+

+
1

2

T∫
0

((1− α− εβ)f)(t))2 dt =: K1(ε) + K2(ε).

Лема 4.2. Похiдна функцiонала H(α + εβ) в точцi ε = 0 для довiльної
обмеженої вимiрної функцiї β така:

H′ε(α + εβ)
∣∣
ε=0

=

T∫
0

(
KH,∗

0 (βf)
)

(t)
(
KH,∗

0 (αf)
)

(t)dt+

T∫
0

((α− 1) βf 2)(t)dt,
(4.8)

причому обидва iнтеграли у правiй частинi (4.8) коректно означенi.

Доведення. Подамо перший доданок у виглядi

K1(ε) =
1

2

T∫
0

((
KH,∗

0 ((α + εβ)f)
)

(t)
)2

dt =
1

2

T∫
0

[((
KH,∗

0 (αf)
)

(t)
)2

+

+ 2ε
(
KH,∗

0 (αf)
)

(t)
(
KH,∗

0 (βf)
)

(t) + ε2
((
KH,∗

0 (βf)
)

(t)
)2
]
dt.

Тому похiдну вiд першого доданка по ε запишемо як

K′1(ε) =

T∫
0

(
KH,∗

0 (αf)
)

(t)
(
KH,∗

0 (βf)
)

(t)dt+ ε

T∫
0

((
KH,∗

0 (βf)
)

(t)
)2

dt,

а похiдну вiд другого доданка по ε, вiдповiдно як

K′2(ε) =

T∫
0

((α− 1) βf 2)(t)dt+ ε

T∫
0

(β2f 2)(t)dt.
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Покладемо ε = 0 в обох доданках i отримаємо шуканий вигляд похiдної (4.8).
Коректна означенiсть всiх iнтегралiв випливає з обмеженостi α i β та того
факту, що оператор KH,∗

0 переводить L2[0, T ] в L2[0, T ].

Зауваження 4.1. Таким чином, якщо функцiонал H(α) досягає мiнiмуму
або максимуму на деякiй обмеженiй функцiї α, то для будь-якої обмеженої
функцiї β справедливе рiвняння

T∫
0

(
KH,∗

0 (βf)
)

(t)
(
KH,∗

0 (αf)
)

(t)dt+

T∫
0

(
(α− 1) βf 2

)
(t)dt = 0. (4.9)

Бiльше того, оскiльки друга похiдна

H
′′

ε(α + εβ) =

T∫
0

(β2f 2)(t)dt+

T∫
0

((
KH,∗

0 (βf)
)

(t)
)2

dt > 0,

для функцiй β, не рiвних нулю тотожно, то максимуму в таких точках бути не
може.

Лема 4.3. Якщо для довiльної обмеженої вимiрної функцiї β похiдна фун-
кцiонала H(α + εβ) в точцi ε = 0 дорiвнює нулю, то функцiя α задовольняє
таке iнтегральне рiвняння:

(α(t)− 1) f(t) + C1(H)t
1
2−HI

1
2−H
T−

(
KH,∗

0 (αf) (v)vH−
1
2

)
(t) = 0,

або

(α(t)− 1) f(t) +KH,∗
T

[
KH,∗

0 (αf)
]

(t) = 0,

(4.10)

майже скрiзь вiдносно мiри Лебега.

Доведення. Звернемось до рiвняння (4.9) i зауважимо, що для 0 < γ < 1,
f ∈ Lp[a, b] та g ∈ Lq[a, b], p, q > 1, 1

p + 1
q ≤ 1 + γ, згiдно iз [91], справедлива

наступна формула iнтегрування частинами дробових iнтегралiв:

b∫
a

g(x)(Iα0+f)(x)dx =

b∫
a

f(x)(Iαb−g)(x)dx. (4.11)
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Використовуючи формулу (4.11) при p = q = 2, γ = 1/2−H , перепишемо
перший доданок (4.9) у виглядi

T∫
0

(
KH,∗

0 (βf)
)

(t)
(
KH,∗

0 (αf)
)

(t)dt =

= C1(H)

T∫
0

tH−
1
2

(
I

1
2−H
0+ (u

1
2−H(βf)(u))

)
(t)
(
KH,∗

0 (αf)
)

(t)dt =

= C1(H)

T∫
0

(
I

1
2−H
0+ (u

1
2−H(βf)(u))

)
(t)tH−

1
2

(
KH,∗

0 (αf)
)

(t)dt =

= C1(H)

T∫
0

t
1
2−H(βf)(t)

(
I

1
2−H
T−

((
KH,∗

0 (αf)
)

(v)vH−
1
2

)
(t)
)
dt =

= C1(H)

T∫
0

β(t)
(
t
1
2−Hf(t)I

1
2−H
T−

((
KH,∗

0 (αf)
)

(v)vH−
1
2 (t)
)

(t)
)
dt. (4.12)

Пiсля цих перетворень рiвняння (4.9) набуває вигляду

T∫
0

β(t)f(t)
[
(α(t)− 1) f(t) +

+ C1(H)
(
t
1
2−HI

1
2−H
T−

((
KH,∗

0 (αf)
)

(v)vH−
1
2 (t)
)

(t)
)]
dt = 0. (4.13)

Позначимо

δ(t) = f(t)
[
(α(t)− 1) f(t) + C1(H)t

1
2−HI

1
2−H
T−

((
KH,∗

0 (αf)
)

(v)vH−
1
2 (t)
)

(t)
]
,

i для кожного C > 0 розглянемо таку функцiю β(t):

β(t) = βC(t) = δ(t)1{|δ(t)| ≤ C}.

Очевидно, всi цi функцiї є вимiрними та обмеженими. Тодi з (4.13) випливає,
що

T∫
0

δ2(t)1{|δ(t)| ≤ C}dt = 0.
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У силу довiльного вибору C > 0, а також того припущення, що функцiя f не
дорiвнює нулю в жоднiй точцi, ми одержуємо рiвняння (4.10).

Позначимо α(t)f(t) = g(t), тодi рiвняння (4.10) запишемо як

g(t) + C1(H)t
1
2−HI

1
2−H
T−

(
KH,∗

0 (g) (v)vH−
1
2

)
(t) = f(t),

або

g(t) +KH,∗
T

[
KH,∗

0 g
]

(t) = f(t)

(4.14)

майже скрiзь вiдносно мiри Лебега. Якщо використати означення дробового
iнтеграла та позначити C2(H) =

(
C1(H)

Γ(1/2−H)

)2

, то лiва частина рiвняння (4.14)
дорiвнюватиме

g(t) + C1(H)
t
1
2−H

Γ(1
2 −H)

T∫
t

(z − t)−
1
2−H

(
KH,∗

0 g
)

(z)zH−
1
2dz =

= g(t)+C2(H)t
1
2−H

T∫
t

(z− t)−
1
2−Hz2H−1

 z∫
0

(z − v)−
1
2−Hv

1
2−Hg(v)dv

 dz =

= g(t) + C2(H)t
1
2−H

 t∫
0

g(v)v
1
2−Hdv

T∫
t

(z − t)−
1
2−Hz2H−1(z − v)−

1
2−Hdz+

+

T∫
t

v
1
2−Hg(v)

T∫
v

(z − t)−
1
2−Hz2H−1(z − v)−

1
2−Hdz

 . (4.15)

Тепер визначимо iнтегральне ядро κH(t, v) за формулою

κH(t, v) = (tv)1/2−H
T∫
t

(z − t)−1/2−Hz2H−1(z − v)−1/2−H dz1{0≤v<t≤T}+

+ (tv)1/2−H
T∫
v

(z − t)−1/2−Hz2H−1(z − v)−1/2−H dz1{0≤t<v≤T}.

(4.16)
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З урахуванням вигляду цього iнтегрального ядра, рiвняння (4.14) перетвори-
ться на iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду:

g(t) + C2(H)

T∫
0

κH(t, v)g(v)dv = f(t) (4.17)

майже скрiзь вiдносно мiри Лебега. Рiвняння (4.17) розглянуто у статтi [64],
де було доведено, що для будь якої функцiї f = f(t) ∈ L2([0, T ]) воно має
єдиний розв’язок g = g(t) ∈ L2([0, T ]), причому ця функцiя g є розв’язком
задачi мiнiмiзацiї функцiонала (4.6), якщо позначити в ньому g = αf . Iз цього
безпосередньо випливає наступний результат.

Теорема 4.1. Нехай H < 1/2, функцiя f ∈ L2([0, T ]), i при цьому функцiя
g/f , де g— єдиний розв’язок рiвняння (4.17), є обмеженою. Тодi iснує єдина
вимiрна обмежена функцiя α0 = α0(t), що є розв’язком задачi мiнiмiзацiї
функцiонала (4.6), причому ця функцiя α0(t) = g(t)

f(t) .

Зауваження 4.2. Якщо розглядати розв’язок задачi мiнiмiзацiї як функцiю g,
що задовольняє рiвняння (4.17), то умови iснування мiнiмiзатора очевидним
чином спрощуються до умови f ∈ L2[0, T ].

4.2.2 Властивостi L2-норми мiнiмiзатора

У цьому роздiлi знайдемо верхню й нижню межу iнтегральної норми
розв’язку рiвняння (4.10).

Лема 4.4. Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi

0 < ‖α0f‖2
L2[0,T ] < 〈α0, f

2〉L2[0,T ] < ‖f‖2
L2[0,T ]. (4.18)

Доведення. Позначимо через AH iнтегральний оператор AH : L2[0, T ] →
L2[0, T ], що задається ядром κH (4.16), тобто

AHx(t) = C2(H)

T∫
0

κH(t, s)x(s)ds, t ∈ [0, T ], x ∈ L2[0, T ].
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Тодi розв’язок α0 рiвняння (4.10) задовольняє рiвнiсть f = (AH + I)(α0f), де
I—тотожний оператор. Iз формул (4.12)–(4.13) та (4.15) випливає, що

H(α) =
1

2
‖(1− α)f‖2

L2[0,T ] +
1

2
‖KH,∗

0 (αf)‖2
L2[0,T ] =

=
1

2
‖f‖2

L2[0,T ] +
1

2
〈αf, αf − 2f〉L2[0,T ] +

1

2
〈αf,AH(αf)〉L2[0,T ] =

=
1

2
‖f‖2

L2[0,T ] −
1

2
〈αf, f〉L2[0,T ] +

1

2
〈αf, (AH + I)(αf)− f〉L2[0,T ]. (4.19)

Тому мiнiмальне значення функцiонала, тобто H(α0), можна подати у виглядi

H(α0) =
1

2
‖f‖2

L2[0,T ] −
1

2
〈α0f, f〉L2[0,T ] =

1

2

T∫
0

f 2(t)(1− α0(t))dt.

З очевидної нерiвностi H(·) > 0 маємо

〈α0, f
2〉L2[0,T ] < ‖f‖2

L2[0,T ].

З iншого боку,

〈α0, f
2〉L2[0,T ] = 〈α0f, f〉L2[0,T ] = 〈α0f, AHα0f + α0f〉L2[0,T ] =

= ‖α0f‖2
L2[0,T ] + 〈α0f, AHα0f〉L2[0,T ] > ‖α0f‖2

L2[0,T ],

оскiльки оператор AH —додатно визначений.

4.2.3 Задача мiнiмiзацiї з обмеженнями

Зауважимо, що нерiвностi (4.18) означають, що мiнiмiзатор α0 задовольняє
таке обмеження: у розумiннi iнтегральної норми α0 лежить мiж нулем i одини-
цею. Поставимо вiдповiдну задачу мiнiмiзацiї з поточковим обмеженням, а
саме, нехай треба знайти мiнiмум функцiонала H(α) з (4.7) за додаткового
обмеження 0 ≤ α(t) ≤ 1. Таку функцiю назвемо правильним подiлом. Зна-
йдемо правильний подiл лише серед сталих функцiй, тобто у випадку, коли
α = α(t) є сталою. Але, якщо такий правильний подiл мiститься мiж нулем
i одиницею, то можна поставити питання, в якiй крайнiй точцi — в нулi чи
в одиницi, досягається максимум функцiонала H(·). У наступнiй лемi нам

знадобиться позначення C3(H,T ) =

√
C2(H)

1/2−H T 1/2−H .
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Лема 4.5. 1) Серед усiх сталих функцiй мiнiмум функцiонала (4.7) дося-
гається в точцi

α0 =
‖f‖2

L2[0,T ]

‖KH,∗
0 f‖2

L2[0,T ] + ‖f‖2
L2[0,T ]

(4.20)

i дорiвнює 1
2

‖f‖2L2[0,T ]‖K
H,∗
0 f‖2L2[0,T ]

‖f‖2L2[0,T ]+‖K
H,∗
0 f‖2L2[0,T ]

, причому точка α0 є правильним подi-
лом.

2) Якщо C3(H,T ) < 1, то для будь-якої функцiї f ∈ L2[0, T ] максимум
функцiонала (4.7) досягається в точцi α = 0 i дорiвнює 1

2‖f‖
2
L2[0,T ].

3) Якщо C3(H,T ) ≥ 1, то залежно вiд значення параметраH та функцiї
f , максимум функцiонала (4.7) може досягатися як у точцi α = 0,
так i в точцi α = 1. Зокрема:

(i) Якщо C3(H,T ) = 1, а функцiя f = 1 та H = 1/4, то максимум
функцiонала (4.7) досягається в точцi α = 0.

(ii) Якщо значення T є достатньо великим, а функцiя f степенева, то
для будь-якихH ∈ (0, 1

2) максимум функцiонала (4.7) досягається
в точцi α = 1.

Доведення. 1) Якщо розглядати лише сталi функцiї α, то функцiонал (4.7)
можна переписати у виглядi

H(α) =
1

2
α2‖KH,∗

0 f‖2
L2[0,T ] +

1

2
(1− α)2‖f‖2

L2[0,T ],

тобто ми одержуємо квадратичну функцiю вiд α. Знайдемо точки максимуму
та мiнiмуму цiєї функцiї. Очевидно,

H
′
(α) = α

[
‖KH,∗

0 f‖2
L2[0,T ] + ‖f‖2

L2[0,T ]

]
− ‖f‖2

L2[0,T ],

звiдки єдина точка мiнiмуму визначається рiвнянням (4.20). Очевидно, що
ця точка одночасно задовольняє умову α0 ∈ (0, 1), тобто точка, в якiй
досягається мiнiмум серед усiх сталих, є правильним подiлом. Знайдемо
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вiдповiдне значення мiнiмуму:

H(α0) =
α2

0

2
‖KH,∗

0 f‖2
L2[0,T ] +

(1− α0)
2

2
‖f‖2

L2[0,T ] =

=
1

2

(
‖f‖2

L2[0,T ]

‖f‖2
L2[0,T ] + ‖KH,∗

0 f‖2
L2[0,T ]

)2

‖KH,∗
0 f‖2

L2[0,T ] +

+
1

2

(
1−

‖f‖2
L2[0,T ]

‖f‖2
L2[0,T ] + ‖KH,∗

0 f‖2
L2[0,T ]

)2

‖f‖2
L2[0,T ] =

=
‖f‖4

L2[0,T ]‖K
H,∗
0 f‖2

L2[0,T ]

2
(
‖f‖2

L2[0,T ] + ‖KH,∗
0 f‖2

L2[0,T ]

)2 +
‖KH,∗

0 f‖4
L2[0,T ]‖f‖2

L2[0,T ]

2
(
‖f‖2

L2[0,T ] + ‖KH,∗
0 f‖2

L2[0,T ]

)2 =

=
‖f‖2

L2[0,T ]‖K
H,∗
0 f‖2

L2[0,T ]

(
‖f‖2

L2[0,T ] + ‖KH,∗
0 f‖2

L2[0,T ]

)
2
(
‖f‖2

L2[0,T ] + ‖KH,∗
0 f‖2

L2[0,T ]

)2 =

=
1

2

‖f‖2
L2[0,T ]‖K

H,∗
0 f‖2

L2[0,T ]

‖f‖2
L2[0,T ] + ‖KH,∗

0 f‖2
L2[0,T ]

.

2) Тепер порiвняємо значення функцiонала (4.7) у крайнiх сталих точках
правильного подiлу, тобто при α = 0 i α = 1:

H(0) =
1

2
‖f‖2

L2[0,T ], H(1) =
1

2
‖KH,∗

0 f‖2
L2[0,T ].

Оскiльки

(
KH,∗

0 f
)

(t) =
√
C2(H)tH−

1
2

t∫
0

z
1
2−H

(t− z)H+ 1
2

f(z)dz

та ∣∣∣∣∣∣tH− 1
2

t∫
0

z
1
2−H

(t− z)H+ 1
2

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
t∫

0

|f(z)|(t− z)−H−1/2dz

= Γ(1/2−H)(I
1/2−H
0+ |f |)(t),

то норму оператора
(
KH,∗

0 f
)

(t) оцiнимо за допомогою нерiвностi (2.72) з
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[91] таким чином:

‖KH,∗
0 f |‖L2[0,T ] ≤ C3(H,T )‖f‖L2[0,T ],

C3(H,T ) =

√
C2(H)

1/2−H
T 1/2−H .

(4.21)

Якщо C3(H,T ) ≤ 1, то максимум функцiонала (4.7) досягається в точцi α = 0

i дорiвнює 1
2‖f‖

2
L2[0,T ].

3) (i) Нехай f(t) = 1. Тодi

[
KH,∗

0 1
]

(t) =
C1(H)tH−1/2

Γ(1/2−H)

t∫
0

(t− u)−1/2−Hu1/2−Hdu

=
C1(H)

Γ(1/2−H)
B

(
1

2
−H, 3

2
−H

)
t1/2−H =

C1(H)Γ(3/2−H)

Γ(2− 2H)
t1/2−H .

Тому в цьому випадку

H(1) =
1

2
‖KH,∗

0 f |‖2
L2[0,T ] =

1

2

(
C1(H)Γ(3/2−H)

Γ(2− 2H)

)2
T 2−2H

2− 2H
.

Очевидно, H(0) = T/2. Отже,

H(1)

H(0)
= T 1−2HC

2
1(H)Γ2(3/2−H)

Γ2(2− 2H)
.

Якщо C3(H,T ) = 1, тобто T 1/2−H = 1/2−H√
C2(H)

, то

H(1)

H(0)
=

(1/2−H)2C2
1(H)Γ2(3/2−H)Γ2(1/2−H)

C2
1(H)Γ2(2− 2H)

=
Γ4(3/2−H)

Γ2(2− 2H)
.

Нехай H = 1/4, тодi Γ4(3
2 − H) = Γ4(5

4) = 0.6750, а Γ2(3
2) = π

4 = 0.7853.
Отже, справедлива нерiвнiсть H(1) < H(0), тому максимум функцiонала
досягається в точцi α = 0.
(ii) Нехай значення ν > 0 фiксовано. Розглянемо степеневу функцiю f(t) =

tν, t ∈ (0, T ). Для цiєї функцiї виконуються такi рiвностi.

H(0) =
1

2

T∫
0

t2νdt =
T 2ν+1

2(2ν + 1)
,
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H(1) =
1

2
‖KH,∗

0 tν|‖2
L2[0,T ]

=
C2(H)

2

T∫
0

tH−1/2

t∫
0

uν+1/2−H(t− u)−1/2−Hdu

2

dt

=
C2(H)

2

T∫
0

(
tν+1/2−HB

(
ν +

3

2
−H, 1

2
−H

))2

dt

=
C2(H)

2

(
Γ(ν + 3/2−H)Γ(1/2−H)

Γ(ν + 2− 2H)

)2
T∫

0

t2ν−2H+1dt = Cν
T 2(ν−H+1)

2(ν −H + 1)
,

де Cν = C2(H)
2

(
Γ(ν+3/2−H)Γ(1/2−H)

Γ(ν+2−2H)

)2

.

Знайдемо границю

lim
T→∞

H(1)

H(0)
=
Cν(2ν + 1)

ν −H + 1
T 1−2H = +∞.

Це означає, що для всiх досить великих T > 0 значенняH(1) > H(0).

Тепер будемо шукати мiнiмум серед правильних подiлiв, що не є сталими.
Оскiльки такi функцiї невiд’ємнi, позначимо їх як x2.

Лема 4.6.
1) Нехай функцiя α0(t) = x2(t), t ∈ [0, T ], така, що H(α0) ≤ H(α) для

всiх обмежених вимiрних функцiй α : R→ R+. Тодi x задовольняє таке
рiвняння:

x(t)[(AH + I)x2f − f ](t) = 0, t ∈ [0, T ]. (4.22)

2) Нехай функцiя x0 задовольняє рiвняння (4.22). Якщо додатково

[(AH + I)x2
0f ](t) ≥ f(t), t ∈ [0, T ], (4.23)

тоα0(t) = x2
0(t), t ∈ [0, T ], є мiнiмiзаторомфункцiоналаH на просторi

всiх правильних подiлiв.
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Доведення. Нехай α(t) = x2(t), t ∈ [0, T ], де x—деяка обмежена функцiя.
Нехай h—довiльна обмежена функцiя. Аналогiчно до леми 4.4, запишемо
рiзницюH((x+ h)2)−H(x2) у виглядi

H((x+ h)2)−H(x2)

=
1

2
〈(x2 + 2xh+ h2)f, (AH + I)((x2 + 2xh+ h2)f)− 2f〉L2[0,T ]

−1

2
〈x2f, (AH + I)(x2f)− 2f〉L2[0,T ] =

1

2
〈x2f, (AH + I)((2xh+ h2)f)〉L2[0,T ]

+
1

2
〈(2xh+ h2)f, (AH + I)((2xh+ h2)f)〉L2[0,T ]

+
1

2
〈(2xh+ h2)f, (AH + I)x2f〉L2[0,T ] − 〈(2xh+ h2)f, f〉L2[0,T ]

= 2〈xhf, (AH + I)x2f − f〉L2[0,T ] + 〈h2f, (AH + I)x2f − f〉L2[0,T ]

+
1

2
〈(2xh+ h2)f, (AH + I)((2xh+ h2)f)〉L2[0,T ].

(4.24)
Iз виразу (4.24) випливає, що

H′ε((x+ εh)2)
∣∣
ε=0

= 2〈xhf, (AH + I)x2f − f〉L2[0,T ].

Тому локальний мiнiмум функцiоналаH задовольняє рiвняння

x(t)[(AH + I)x2f − f ](t) = 0, t ∈ [0, T ].

Якщо при цьому [(AH + I)x2f ](t) ≥ f(t), то права частина рiвностi (4.24)
обмежена знизу виразом 1

2〈(2xh + h2)f, (AH + I)((2xh + h2)f)〉L2[0,T ], що є
невiд’ємним у силу невiд’ємної визначеностi оператора AH + I.

Це означає, що функцiя x2 є глобальним мiнiмумом функцiонала H на
просторi додатних обмежених функцiй. Бiльше того, x2 є правильним подiлом.
Дiйсно, подiлимо вiдрiзок [0, T ] = T0∪T1, деT0 = {t ∈ [0, T ], x(t) = 0} таT1 =

= {t ∈ [0, T ], x(t) 6= 0}. Тодi x(t) = 0, t ∈ T0, та [(AH + I)x2f ](t) = f(t), t ∈
T1. Звiдси маємо x2(t)f(t) = f(t)− [AHx

2f ](t) ≤ f(t), t ∈ T1.

Очевидно, що необхiдну й достатню умови леми 4.6 задовольняє не-
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вiд’ємний розв’язок рiвняння

[(AH + I)yf ](t) = f(t), t ∈ [0, T ].

Однак для певних функцiй f такого розв’язку не iснує, що пiдтверджується
таким прикладом.

Приклад 4.1. Розглянемо функцiю

f(t) =

C2(H)

T/2∫
0

κH(t, s)ds+ 1

1

{
t ∈
[
0,
T

2

]}
∈ L2[0, T ].

Необхiдна умова (4.22) набуває вигляду

x(t)

C2(H)

T/2∫
0

κH(t, s)x2(s)f(s)ds

+ (x2(t)f(t)− f(t))1

{
t ∈
[
0,
T

2

]}]
= 0

або

x(t)

C2(H)

T/2∫
0

κH(t, s)
(
x2(s)f(s)− 1

)
ds

+ x2(t)f(t)− 1
]

= 0, t ∈
[
0,
T

2

]
,

x(t)

T/2∫
0

κH(t, s)x2(s)f(s)ds = 0, t ∈
(
T

2
, 1

]
.

Достатню умову (4.23) запишемо як

C2(H)

T/2∫
0

κH(t, s)
(
x2(s)f(s)− 1

)
ds+ x2(t)f(t)− 1 ≥ 0, t ∈

[
0,
T

2

]
,

T/2∫
0

κH(t, s)x2(s)f(s)ds ≥ 0, t ∈
(
T

2
, 1

]
.
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Таким чином, знаходимо розв’язок, що задовольняє умови леми 4.6:

x2
0(t) =

1

C2(H)
∫ T/2

0 κH(t, s)ds+ 1
1

{
t ∈
[
0,
T

2

]}
, t ∈ [0, T ].

Очевидно, що x2
0 є правильним подiлом.

Тепер розглянемо рiвняння [(AH + I)yf ](t) = f(t), t ∈ [0, T ], що в даному
прикладi набуває вигляду

C2(H)

T/2∫
0

κH(t, s) (y(s)f(s)− 1) ds+ y(t)f(t)− 1 = 0, t ∈
[
0,
T

2

]
,

T/2∫
0

κH(t, s)y(s)f(s)ds = 0, t ∈
(
T

2
, 1

]
.

Iз другої рiвностi випливає, що у випадку, коли y(s) ≥ 0, s ∈
[
0, T2

]
, то

y(s) = 0, s ∈
[
0, T2

]
. А це суперечить першiй рiвностi. Таким чином, не

iснує для даної функцiї f правильного подiлу α, що задовольняє рiвняння
[(AH + I)αf ](t) = f(t), t ∈ [0, T ].

4.2.4 Неперервнiсть розв’язку як функцiї iндексу Хюрста

У цьому пiдроздiлi покажемо неперервнiсть розв’язку задачi мiнiмiзацiї
функцiонала як функцiї параметра H , причому придiлимо увагу також i
“крайнiй” точцiH = 1/2. Iз метою доведення наступних результатiв нагадаємо
узагальнену нерiвнiсть Мiнковського.

Лема 4.7. [91, формула (1.33)] Нехай (S1, µ1) та (S2, µ2) —два σ-скiнченнi
вимiрнi простори та F : S1 × S2 → R є вимiрною. Тодi для p ≥ 1∫

S2

∣∣∣∣∣∣
∫
S1

F (x, y)µ1(dx)

∣∣∣∣∣∣
p

µ2(dy)


1
p

≤
∫
S1

∫
S2

|F (x, y)|pµ2(dy)

 1
p

µ1(dx).

(4.25)

Доведемо спочатку неперервнiсть операторiв KH,∗
0 та KH,∗

T .
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Лема 4.8. Iнтегральнi оператори KH,∗
0 та KH,∗

T є неперервними за нормою
вiдносно H на iнтервалi

(
0, 1

2

)
. Тобто,

‖KH±δ,∗
0 −KH,∗

0 ‖ → 0, якщо δ ↓ 0, H ∈
(

0,
1

2

)
, (4.26)

та
‖KH±δ,∗

T −KH,∗
T ‖ → 0, якщо δ ↓ 0, H ∈

(
0,

1

2

)
. (4.27)

Доведення. Доведемо неперервнiсть KH,∗
0 за нормою як функцiї вiд H на

iнтервалi
(
0, 1

2

)
. Нехай x ∈ L2[0, T ] i розглянемо, наприклад, границю злiва.

При цьому для всiх 0 < δ < H правильнi такi рiвностi:

KH−δ,∗
0 x(t)−KH,∗

0 x(t)

=
√
C2(H − δ)tH−1/2

t∫
0

z1/2−H

(t− z)H+1/2

zδ(t− z)δ

tδ
x(z)dz

−
√
C2(H)tH−1/2

t∫
0

z1/2−H

(t− z)H+1/2
x(z)dz

=
(√

C2(H − δ)−
√
C2(H)

)
tH−1/2

t∫
0

z1/2−H

(t− z)H+1/2
x(z)dz

+
√
C2(H − δ)tH−1/2

t∫
0

z1/2−H

(t− z)H+1/2

(
zδ(t− z)δ

tδ
− (t− z)δ

)
x(z)dz

+
√
C2(H − δ)tH−1/2

t∫
0

z1/2−H

(t− z)H+1/2

(
(t− z)δ − 1

)
x(z)dz

=:
(√

C2(H − δ)−
√
C2(H)

)
J1(δ, x)

+
√
C2(H − δ)J2(δ, x) +

√
C2(H − δ)J3(δ, x).

(4.28)

Легко бачити, що
√
C2(H − δ) −

√
C2(H) → 0, при δ → 0 та H ∈ (0, 0.5).

Норму iнтеграла J1(δ, x) оцiнимо за допомогою нерiвностi (4.21) так:

‖J1(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
T 1/2−H

1/2−H
‖x‖L2[0,T ]. (4.29)
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Далi, не обмежуючи загальностi, можна вважати, що x(t) = 0 за межами
iнтервалу [0, T ]. Тодi iнтеграл J3(δ, x) подамо як

J3(δ, x) =

t∫
0

(z
t

) 1
2−H

(
1

(t− z)H+1/2−δ −
1

(t− z)H+1/2

)
x(z)dz =

=

T∫
0

(
t− s
t

) 1
2−H sδ − 1

sH+1/2
x(t− s)ds.

Застосовуючи узагальнену нерiвнiсть Мiнковського (4.25) iз S1 = S2 = [0, T ],
маємо

‖J3(δ, x)‖L2[0,T ] ≤

 T∫
0

 T∫
0

sδ − 1

sH+1/2
x(t− s)ds

2

dt


1
2

(4.25)
≤

(4.25)
≤

T∫
0

 T∫
0

(
sδ − 1

sH+1/2

)2

x2(t− s)dt


1
2

ds ≤
T∫

0

|sδ − 1|
sH+1/2

ds‖x‖L2[0,T ]. (4.30)

причому
∫ T

0
|sδ−1|
sH+1/2ds → 0, якщо δ → 0. До iнтеграла J2(δ, x) застосуємо

наступну нерiвнiсть.

|J2(δ, x)| ≤
t∫

0

1

(t− z)H+1/2−δ

∣∣∣∣zδtδ − 1

∣∣∣∣ |x(z)|dz = | (Замiна z = ty)| =

=

1∫
0

∣∣yδ − 1
∣∣

(1− y)H+1/2−δtH−1/2−δ |x(yt)|dy ≤ T 1/2−H+δ

1∫
0

∣∣yδ − 1
∣∣

(1− y)H+1/2−δ |x(yt)|dy.

Далi знову застосуємо узагальнену нерiвнiстьМiнковського (4.25) iзS1 = [0, 1],
S2 = [0, T ] до норми J2(δ, x) :

‖J2(δ, x)‖L2[0,T ] ≤ T 1/2−H+δ

 T∫
0

 1∫
0

∣∣yδ − 1
∣∣

(1− y)H+1/2−δ |x(yt)|dy

2

dt


1
2

(4.25)
≤
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(4.25)
≤ T 1/2−H+δ

1∫
0

∣∣yδ − 1
∣∣

(1− y)H+1/2−δ

 T∫
0

x2(yt)dt

1/2

dy ≤

≤ T 1/2−H+δ

1∫
0

∣∣yδ − 1
∣∣

(1− y)H+1/2−δ

 T∫
0

x2(yt)dt

1/2

dy =

= T 1/2−H+δ

1∫
0

∣∣yδ − 1
∣∣

y1/2(1− y)H+1/2−δdy‖x‖L2[0,T ], (4.31)

причому
∫ 1

0

|yδ−1|
y1/2(1−y)H+1/2−δdy → 0, якщо δ → 0. Твердження леми щодоKH−δ,∗

0

тепер безпосередньо випливає iз (4.29), (4.30) та (4.31). Наведений спосiб
доведення (4.26) працює також для випадку неперервностi справа. Дiйсно,
нехай δ ∈

(
0, 1−2H

4

)
, тодi справджуються перетворення

KH+δ,∗
0 x(t)−KH,∗

0 x(t) =

=
(√

C2(H + δ)−
√
C2(H)

)
tH+δ−1/2

t∫
0

z1/2−H−δ

(t− z)H+δ+1/2
x(z)dz −

−
√
C2(H)tH+δ−1/2

t∫
0

z1/2−H−δ

(t− z)H+δ+1/2

(
zδ(t− z)δ

tδ
− (t− z)δ

)
x(z)dz −

−
√
C2(H)tH+δ−1/2

t∫
0

z1/2−H−δ

(t− z)H+δ+1/2

(
(t− z)δ − 1

)
x(z)dz =

=
(√

C2(H + δ)−
√
C2(H)

)
U1(δ, x)−

−
√
C2(H)U2(δ, x)−

√
C2(H)U3(δ, x). (4.32)

Нерiвнiсть (2.4) також забезпечує оцiнку

‖U1(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
T 1/2−H−δ

1/2−H − δ
‖x‖L2[0,T ]. (4.33)

Аналогiчно до (4.30) та (4.31), доводяться такi нерiвностi для ‖U2(δ, x)‖L2[0,T ]
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та ‖U3(δ, x)‖L2[0,T ]:

‖U2(δ, x)‖L2[0,T ] ≤ T 1/2−H
1∫

0

∣∣yδ − 1
∣∣

y1/2(1− y)H+1/2
dy‖x‖L2[0,T ], (4.34)

‖U3(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
T∫

0

|sδ − 1|
sH+δ+1/2

ds‖x‖L2[0,T ]. (4.35)

У пiдсумку, iз нерiвностей (4.33)–(4.35) випливає твердження (4.26). Непе-
рервнiсть функцiонала KH,∗

T отримуємо за схемою, схожою на попереднє
доведення цього факту для KH,∗

0 . Аналогами зображень (4.28) та (4.32) є такi
рiвностi:

KH−δ,∗
T x(t)−KH,∗

T x(t)

=
(√

C2(H − δ)−
√
C2(H)

)
t1/2−H

T∫
t

zH−1/2

(z − t)H+1/2
x(z)dz

+
√
C2(H − δ)t1/2−H

T∫
t

zH−1/2

(z − t)H+1/2

(
tδ(z − t)δ

zδ
− (z − t)δ

)
x(z)dz

+
√
C2(H − δ)t1/2−H

T∫
t

zH−1/2

(z − t)H+1/2

(
(z − t)δ − 1

)
x(z)dz

=:
(√

C2(H − δ)−
√
C2(H)

)
J̃1(δ, x) +

√
C2(H − δ)J̃2(δ, x)

+
√
C2(H − δ)J̃3(δ, x),
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KH+δ,∗
T x(t)−KH,∗

T x(t)

=
(√

C2(H + δ)−
√
C2(H)

)
t1/2−H−δ

T∫
t

zH+δ−1/2

(z − t)H+δ+1/2
x(z)dz

−
√
C2(H)t1/2−H−δ

T∫
t

zH+δ−1/2

(z − t)H+δ+1/2

(
tδ(z − t)δ

zδ
− (z − t)δ

)
x(z)dz

−
√
C2(H)t1/2−H−δ

T∫
t

zH+δ−1/2

(z − t)H+δ+1/2

(
(z − t)δ − 1

)
x(z)dz

=:
(√

C2(H + δ)−
√
C2(H)

)
Ũ1(δ, x) +

√
C2(H)Ũ2(δ, x)

+
√
C2(H)Ũ3(δ, x).

Iз використанням аргументiв, аналогiчних до наведених при оцiнюваннi норм
операторiв KH,∗

0 , норми iнтегралiв J̃1, J̃2, J̃2 та Ũ1, Ũ2, Ũ3 обмежимо зверху
наступними виразами:

‖J̃1(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
T 1/2−H

1/2−H
‖x‖L2[0,T ],

‖Ũ1(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
T 1/2−H−δ

1/2−H − δ
‖x‖L2[0,T ]

та

‖J̃3(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
T∫

0

|sδ − 1|
sH+1/2

ds‖x‖L2[0,T ],

‖Ũ3(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
T∫

0

|sδ − 1|
sH+δ+1/2

ds‖x‖L2[0,T ].

Застосування узагальненої нерiвностi Мiнковського забезпечує таку оцiнку
норми iнтеграла J̃2(δ, x). Припустимо знову, що x(t) = 0 поза iнтервалом
(0, T ), тодi

‖J̃2(δ, x)‖L2[0,T ] =
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 T∫
0

 T∫
t

x(z)

(z − t)H+1/2−δ

(
t

z

)1/2−H
(

1−
(
t

z

)δ)
dz

2

dt


1
2

=

=

 T∫
0

 T∫
0

x(t+ s)

sH+1/2−δ

(
t

t+ s

)1/2−H
(

1−
(

t

t+ s

)δ)
ds

2

dt


1
2

(4.25)
≤

(4.25)
≤

T∫
0

ds

sH+1/2−δ

 T∫
0

x2(t+ s)

(
t

t+ s

)1−2H
(

1−
(

t

t+ s

)δ)2

dt


1
2

≤

≤

(
sup
y∈(0,1)

y1−2H
(
1− yδ

)2

) T∫
0

ds

sH+1/2−δ

 T∫
0

x2(t+ s)dt


1
2

. (4.36)

В останньому виразi супремум досягається при yδ = 1−2H
1−2H+2δ . Тому праву

частину (4.36) оцiнимо зверху виразом

(
1− 2H

1− 2H + 2δ

) 1−2H
δ
(

2δ

1− 2H + 2δ

)2
T∫

0

ds

sH+1/2−δ

 T∫
0

x2(t+ s)dt


1
2

≤ 4δ2

(1− 2H)2

T∫
0

ds

sH+1/2−δ‖x‖L2[0,T ].

Застосовуючи аналогiчнi мiркування до оцiнки iнтеграла ‖Ũ2(δ, x)‖L2[0,T ],
отримаємо

‖Ũ2(δ, x)‖L2[0,T ] ≤
4δ2

(1− 2H)2

T∫
0

ds

sH+1/2
‖x‖L2[0,T ].

У пiдсумку, неперервнiсть (4.27) операторiв KH,∗
T також справджується.

Тепер розглянемо поведiнку операторiвKH,∗
0 таKH,∗

T в точцiH = 1/2. Не-
перервностi за нормою не очiкуємо, оскiльки її нема i для дробових iнтегралiв,
згiдно з теоремою 2.6 iз [91], тому доведемо поточкову збiжнiсть. Нагадаємо,
що оператори K

1
2 ,∗
0 та K

1
2 ,∗
T є тотожними.
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Лема 4.9. Для будь-якого x ∈ L2[0, T ]

‖KH,∗
0 x− x‖L2[0,T ] → 0, та ‖KH,∗

T x− x‖L2[0,T ] → 0, якщо H ↑ 1/2.

Доведення. Спочатку зауважимо, що C1(H)→ 1 при H ↑ 1
2 . Далi,

|KH,∗
0 x(t)− x(t)| =

∣∣∣∣∣∣√C2(H)tH−1/2

t∫
0

z1/2−H

(t− z)H+1/2
x(z)dz − x(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C1(H)

Γ
(

1
2 −H

)tH−1/2

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

z1/2−H

(t− z)H+1/2
(x(z)− x(t))dz

∣∣∣∣∣∣+

+ |x(t)|

∣∣∣∣∣∣√C2(H)tH−1/2

t∫
0

z1/2−H

(t− z)H+1/2
dz − 1

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C1(H)

Γ
(

1
2 −H

) t∫
0

|x(z)− x(t)|
(t− z)H+1/2

dz+

+ |x(t)|

∣∣∣∣∣t 12−HC1(H)B
(

3
2 −H,

1
2 −H

)
Γ
(

1
2 −H

) − 1

∣∣∣∣∣ . (4.37)

Норма першого iнтеграла 1

Γ( 1
2−H)

∫ t
0
|x(z)−x(t)|
(t−z)H+1/2dz прямує до нуля при H ↑ 1

2 , як
показано у доведеннi теореми 2.6 iз [91]. Оскiльки

C1(H)B
(

3
2 −H,

1
2 −H

)
Γ
(

1
2 −H

) = C1(H)
Γ
(

3
2 −H

)
Γ (2− 2H)

→ 1, H ↑ 1

2
,

то норма другого доданка у (4.37) прямує до нуля внаслiдок теореми Лебега
про мажоровану збiжнiсть.

Аналогiчна до (4.37) нерiвнiсть для KH,∗
T має вигляд

|KH,∗
T x(T − t)− x(T − t)| =

=

∣∣∣∣∣∣√C2(H)

T∫
T−t

((T − t)/z)
1
2−Hx(z)

(z − T + t)H+ 1
2

dz − x(T − t)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣√C2(H)(T − t)
1
2−H

t∫
0

(T − y)H−
1
2x(T − y)

(t− y)H+ 1
2

dy − x(T − t)

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ C1(H)

Γ
(

1
2 −H

)
∣∣∣∣∣∣

t∫
0

(T − t) 1
2−H

(T − y)
1
2−H

x(T − y)− x(T − t)
(t− y)H+1/2

dy

∣∣∣∣∣∣+

+ |x(T − t)|

∣∣∣∣∣∣√C2(H)(T − t)
1
2−H

t∫
0

(T − y)H−
1
2

(t− y)H+ 1
2

dy − 1

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C1(H)

Γ
(

1
2 −H

) t∫
0

|x(T − z)− x(T − t)|
(t− z)H+1/2

dz +

+ |x(t)|
∣∣∣C1(H)(T − t)

1
2−HI

1
2−H
0+ [(T − y)H−

1
2 ](t)− 1

∣∣∣ . (4.38)

L2[0, T ] —норма першого iнтеграла iз (4.38) прямує до нуля, аналогiчно до
норми першого iнтеграла правої частини (4.37). Позначимо через 1(·) сталу
функцiю зi значенням 1.Щодо другого доданка правої частини (4.38) запишемо
нерiвнiсть∣∣∣C1(H)(T − t)

1
2−HI

1
2−H
0+ [(T − y)H−

1
2 ](t)− 1

∣∣∣ ≤ ∣∣∣C1(H)I
1
2−H
0+ [1](t)− 1

∣∣∣+

+ C1(H)
∣∣∣(T − t) 1

2−HI
1
2−H
0+ [(T − y)H−

1
2 ](t)− I

1
2−H
0+ [1](t)

∣∣∣ . (4.39)

Перший доданок прямує до нуля поточково, оскiльки

I
1
2−H
0+ [1](t) =

1

Γ
(

3
2 −H

)t1/2−H .
Другий доданок можна обмежити зверху виразом

C1(H)

Γ
(

1
2 −H

) t∫
0

∣∣∣∣∣
(
T − t
T − y

) 1
2−H
− 1

∣∣∣∣∣ dy

(t− y)H+ 1
2

=

=
C1(H)

Γ
(

1
2 −H

) t∫
0

(
1−

(
T − t
T − y

) 1
2−H
)

dy

(t− y)H+ 1
2

≤

≤ C1(H)

Γ
(

1
2 −H

) t∫
0

(
1− (T − t) 1

2−H

T
1
2−H

)
dy

(t− y)H+ 1
2

=

=
C1(H)t

1
2−H

Γ
(

3
2 −H

) (1− (T − t) 1
2−H

T
1
2−H

)
,
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що збiгається до нуля при H ↑ 1
2 . Таким чином, L2[0, T ]-норма лiвої частини

(4.39) прямує до 0 за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть. Пiдсумову-
ючи викладенi оцiнки, отримуємо справедливiсть твердження леми.

Теорема 4.2. 1) Оператор AH = KH,∗
T KH,∗

0 є неперервним за нормою
вiдносно H на iнтервалi

(
0, 1

2

)
. Тобто,

lim
δ→0
‖AH − AH±δ‖ = 0, H ∈

(
0,

1

2

)
.

2) Крiм того для будь-якого x ∈ L2[0, T ]

lim
H→1/2−

‖AHx− x‖L2[0,T ] = 0. (4.40)

Доведення. 1) Нехай H ∈
(
0, 1

2

)
. Тодi для x ∈ L2[0, T ] маємо

‖AHx− AH+δx‖L2[0,T ] = ‖KH+δ,∗
T KH+δ,∗

0 x−KH,∗
T KH,∗

0 x‖L2[0,T ] ≤

≤ ‖KH+δ,∗
T KH+δ,∗

0 x−KH,∗
T KH+δ,∗

0 x‖L2[0,T ]+

+ ‖KH,∗
T KH+δ,∗

0 x−KH,∗
T KH,∗

0 x‖L2[0,T ].

Згiдно з лемою 4.8 справедлива наступна оцiнка.

‖KH+δ,∗
T KH+δ,∗

0 x−KH,∗
T KH+δ,∗

0 x‖L2[0,T ]

≤ ‖KH+δ,∗
T −KH,∗

T ‖‖K
H+δ,∗
0 x‖L2[0,T ]

= ‖KH+δ,∗
T −KH,∗

T ‖
√
C2(H + δ)

×

 T∫
0

 t∫
0

tH+δ−1/2z1/2−H−δ

(t− z)H+δ+1/2
x(s)ds

2

dt


1
2

≤ ‖KH+δ,∗
T −KH,∗

T ‖
√
C2(H + δ)Γ

(
1

2
−H − δ

)∥∥∥I 1
2−H−δ
0+ |x|

∥∥∥
L2[0,T ]

(2.3)
≤

(2.3)
≤ ‖KH+δ,∗

T −KH,∗
T ‖

√
C2(H + δ)

T 1/2−H−δ

1/2−H − δ
‖x‖L2[0,T ],
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Аналогiчно за допомогою (2.4) отримуємо, що

‖KH,∗
T KH+δ,∗

0 x−KH,∗
T KH,∗

0 x‖L2[0,T ] =

=
√
C2(H)

 T∫
0

 T∫
t

t1/2−H−δzH+δ−1/2

(z − t)H+δ+1/2

(
KH+δ,∗

0 x−KH,∗
0 x

)
(s)ds

2

dt


1
2

≤

≤
√
C2(H)

T 1/2−H

1/2−H

∥∥∥KH+δ,∗
0 x−KH,∗

0 x
∥∥∥
L2[0,T ]

≤

≤
∥∥∥KH+δ,∗

0 −KH,∗
0

∥∥∥√C2(H)
T 1/2−H

1/2−H
‖x‖L2[0,T ].

Тому на пiдставi результатiв леми 4.8

‖AHx− AH+δx‖L2[0,T ]

‖x‖L2[0,T ]
→ 0, δ → 0.

2) Розглянемо тепер неперервнiсть у точцi H = 1/2.Маємо оцiнки

‖AHx− x‖L2[0,T ] = ‖KH,∗
T KH,∗

0 x− x‖L2[0,T ] ≤

≤ ‖KH,∗
T KH,∗

0 x−KH,∗
T x‖L2[0,T ] + ‖KH,∗

T x− x‖L2[0,T ].

Доданок ‖KH,∗
T x− x‖L2[0,T ] збiгається до нуля за лемою 4.9. Внаслiдок нерiв-

ностi |[KH,∗
T ϕ](t)| ≤ C1(H)[I

1
2−H
T− |ϕ|](t), t ∈ (0, T ), для будь-якого ϕ та оцiнки

(2.4), маємо

‖KH,∗
T KH,∗

0 x−KH,∗
T x‖L2[0,T ] = ‖KH,∗

T (KH,∗
0 x− x)‖L2[0,T ] ≤

≤ C1(H)
∥∥∥I 1

2−H
T− |K

H,∗
0 x− x|

∥∥∥
L2[0,T ]

≤ C1(H)T
1
2−H

Γ
(

3
2 −H

) ‖KH,∗
0 x− x‖L2[0,T ].

Останнiй вираз прямує до нуля при H ↑ 1/2 завдяки твердженню леми 4.9.
Отже, збiжнiсть (4.40) доведено.

Зауваження 4.3. НехайH = 1/2, тодi α0(t) = 1/2, t ∈ [0, T ], є мiнiмiзатором
функцiоналаH(·) на просторi L2[0, T ].

Справдi, у цьому випадку K
1
2 ,∗
0 x = x, та K

1
2 ,∗
T x = x, x ∈ L2[0, T ]. Тодi

рiвняння (4.9) набуває вигляду (α(t) − 1)f(t) + [K
1
2 ,∗
T K

1
2 ,∗
0 (αf)](t) = 0, або

(α(t)−1)f(t)+α(t)f(t) = 0.Маємо очевидний розв’язок α0(t) = 1
2 , t ∈ [0, T ].
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Теорема 4.3. Нехай αH є мiнiмiзатором функцiонала H(·) для iндексу Хюр-
ста H. Якщо H ∈ (0, 0.5), то ‖αH+δf − αHf‖L2[0,T ] → 0, при δ → 0, та
‖αHf − 1

2f‖L2[0,T ] → 0, при H ↑ 1
2 .

Доведення. Нехай H + δ,H < 1
2 , тодi gH(t) = αH(t)f(t), t ∈ [0, T ], є

розв’язком рiвняння (4.9), а AH — iнтегральний оператор AH : L2[0, T ] →
L2[0, T ], що задається ядром κH (4.16). Доведемо, що gH+δ → gH в L2[0, T ]

при δ → 0. Оскiльки для довiльної f ∈ L2[0, T ] iснує єдиний розв’язок gH , то
визначимо обернений оператор (I +AH)−1 такий, що gH = (I +AH)−1f . При
цьому

‖f‖2
L2[0,T ] = 〈gH + AHgH , gH + AHgH〉L2[0,T ] ≥ ‖gH‖2

L2[0,T ]

в силу нерiвностi 〈AHgH , gH〉L2[0,T ] ≥ 0. Тому ‖(I + AH)−1‖ ≤ 1. Тепер

gH+δ + AH+δgH+δ = f

та

‖gH+δ − gH‖L2[0,T ] = ‖(I + AH+δ)
−1f − (I + AH)−1f‖L2[0,T ] ≤

≤ ‖(I + AH+δ)
−1 − (I + AH)−1‖‖f‖L2[0,T ] =

= ‖(I + AH+δ)
−1(AH+δ − AH)(I + AH)−1‖‖f‖L2[0,T ] ≤

≤ ‖AH+δ − AH‖‖f‖L2[0,T ] → 0

при δ → 0 згiдно з теоремою 4.2.
Друге твердження доводиться аналогiчно, також iз використанням теореми

4.2. Справдi, ∥∥∥∥αHf − 1

2
f

∥∥∥∥
L2[0,T ]

=
1

2
‖(I + AH)−1[2f ]− f‖L2[0,T ]

=
1

2
‖(I + AH)−1 (2f − (I + AH)f) ‖L2[0,T ]

=
1

2
‖(I + AH)−1 (f − AHf) ‖L2[0,T ]

≤ 1

2
‖AHf − f‖L2[0,T ] → 0

при H ↑ 1
2 .
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Щодо неперервностi норми розв’язку α0 маємо очевидний наслiдок з
теореми 4.3.

Наслiдок 4.1. Нехай αH є мiнiмiзатором функцiонала H(·) для iндексу
ХюрстаH та inft∈(0,T ) |f(t)| > 0.ЯкщоH ∈ (0, 0.5),то ‖αH+δ−αH‖L2[0,T ] →
0, при δ → 0, та ‖αH − 1

2‖L2[0,T ] → 0, при H ↑ 1
2 .

4.3 Висновки

У четвертому роздiлi отримано мiнiмум ентропiйного функцiоналаH(Q̃|P).
Зокрема, розв’язок задачi мiнiмiзацiї обчислено як розв’язок iнтегрального
рiвняння Фредгольма (пiдроздiл 4.2.1), а також дослiдженоL2-норму розв’язку
(пiдроздiл 4.2.2). У пiдроздiлi 4.2.3 розв’язано задачу мiнiмiзацiї з обмежен-
нями i знайдено сталу точку мiнiмуму, яка є правильним подiлом. Дослiджено
також точки максимуму, за наявностi обмежень. У пiдроздiлi 4.2.4 доведено
неперервнiсть зважених iнтегральних операторiв Рiмана –Лiувiлля, а також
неперервнiсть розв’язку задачi мiнiмiзацiї як функцiї параметра H.
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Роздiл 5

Наближений розв’язок iнтегральних рiвнянь з
ядром iз додатковою сингулярнiстю

5.1 Вступ

Нехай H ∈ (0, 1). В попередньому роздiлi 4 було розглянуто задачу
оптимiзацiї ентропiї для сумiшi стандартного i дробового броунiвських рухiв
у випадку H ∈ (0, 1

2), яка зводилась до пошуку розв’язку iнтегрального
рiвняння Фредгольма другого роду. Рiвняння такого ж типу виникає i у випадку
H ∈ (1/2, 1) при пошуку розв’язку задачi оптимiзацiї малого вiдхилення для
змiшаного дробового броунiвського руху зi зсувом, яка була розглянута у
роздiлi 2.

Таким чином, обидвi задачi оптимiзацiї зсуву зводяться до розв’язку
iнтегрального рiвняння Фредгольма другого роду, яке можна представити у
виглядi

x(t) + C2(H)

T∫
0

κH(t, v)x(v)dv = f(t), (5.1)

де

κH(t, v) =

(tv)1/2−H ∫ T
t∨v(z − t)

−1/2−Hz2H−1(z − v)−1/2−Hdz, H ∈ (0, 1/2),

(tv)H−1/2
∫ t∧v

0 (t− z)H−3/2z1−2H(v − z)H−3/2dz, H ∈ (1/2, 1).

(5.2)
та C2(H) =

(
C1(H)

Γ(|H−1/2|)

)2

.
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Розглянемо бiльш детально рiвняння (5.1) i в наступнiй лемi доведемо, що
ядро (5.2) можна значно спростити.

Нехай B(α, β) – бета-функцiя, а B(x, α, β) – неповна бета-функцiя, яку
визначено формулою B(x, α, β) =

∫ x
0 y

α−1(1− y)β−1dy, α, β > 0 на промiжку
x ∈ [0, 1].

Лема 5.1. Ядро (5.2) дорiвнює
(i) для H ∈ (0, 1/2)

κH(t, v) =
1

|t− v|2H
B

(
T/(t ∨ v)− 1

T/(t ∧ v)− 1
,
1

2
−H, 2H

)
, t, v ∈ [0, T ]

(5.3)
де чисельник є обмеженим на промiжку [0, T ]2, проте не має границi в
точках (0, 0) та (T, T ).

(ii) для H ∈ (1/2, 1)

κH(t, v) =
1

|t− v|2−2H
B

(
H − 1

2
, 2− 2H

)
, t, v ∈ [0, T ]. (5.4)

Доведення. Пункт (i): легко бачити, що ядро κH є симетричним, тому доста-
тньо розглянути лише випадок v < t. Тодi

κH(t, v) = (tv)
1
2−H

T∫
t

(z − t)−
1
2−Hz2H−1(z − v)−

1
2−Hdz

= (tv)
1
2−H

T∫
t

(
1− t

z

)− 1
2−H (

1− v

z

)− 1
2−H dz

z2
.

(5.5)

У свою чергу, використовуючи замiну змiнних z−v
z = t−v

t(1−x) та формули

1

z
=

v − tx
vt(1− x)

,
dz

z2
=

(t− v)dx

vt(1− x)2
, 1− t

z
=

(t− v)x

v(1− x)
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перетворимо останнiй iнтеграл в (5.5) та отримаємо

κH(t, v) = (tv)
1
2−H

T∫
t

(
1− t

z

)− 1
2−H (

1− v

z

)− 1
2−H dz

z2

= (tv)
1
2−H

v(T−t)
t(T−v)∫
0

(
(t− v)x

v(1− x)

)− 1
2−H ( t− v

t(1− x)

)− 1
2−H t− v

vt(1− x)2
dx

= (t− v)−2H

v(T−t)
t(T−v)∫
0

x−
1
2−H(1− x)2H−1dx

=
1

(t− v)2H
B

(
v(T − t)
t(T − v)

,
1

2
−H, 2H

)
.

Випадок (ii): Очевидно, що ядро κH є симетричним i невiд’ємним. Отже,
досить розглянули лише випадок t < v. Тодi

κH(t, v) = (tv)H−
1
2

t∫
0

(t− z)H−
3
2z1−2H(v − z)H−

3
2dz

= (tv)H−
1
2

t∫
0

(
t

z
− 1

)H− 3
2 (v
z
− 1
)H− 3

2 dz

z2
.

(5.6)

Введемо аналогiчну замiну змiнних v−z
z = v−t

t(1−x) та отримаємо наступнi
рiвностi

1

z
=

v − tx
vt(1− x)

,
dz

z2
=

(t− v)dx

vt(1− x)2
,

t

z
− 1 =

(v − t)x
v(1− x)

.

Для другого iнтеграла в (5.6) маємо

κH(t, v) = (tv)H−
1
2

t∫
0

(
t

z
− 1

)H− 3
2 (v
z
− 1
)H− 3

2 dz

z2

= (tv)H−
1
2

0∫
1

(
(v − t)x
v(1− x)

)H− 3
2
(

v − t
t(1− x)

)H− 3
2 t− v
vt(1− x)2

dx

= (t− v)2H−2

1∫
0

xH−
3
2 (1− x)1−2Hdx =

1

(t− v)2−2H
B

(
H − 1

2
, 2− 2H

)
.
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Лему доведено.

5.2 Теорема про наближення iнтегрального оператора

У попередньому пiдроздiлi 5.1 у лемi 5.1 було встановлено, що ядро (5.2)
рiвняння (5.1) має певнi особливостi, а саме, при H ∈ (0, 1

2) порушується
неперервнiсть чисельника в деяких точках, попри його обмеженiсть. Це
означає, що стандартнi методи пошуку розв’язку iнтегрального рiвняння
Фредгольма другого роду не можуть бути застосованi. а тому, виникає iдея
наблизити чисельник неперервною функцiєю та застосувати чисельнi методи
вже до ядра з модифiкованим,тобто неперервним, чисельником.

Почнемо з дуже простого допомiжного результату апроксимацiї для послi-
довностi операторiв. НехайH – дiйсний гiльбертiв простiр.

Лема 5.2. Нехай A : H → H – компактний додатний оператор, а An, n ≥ 1 :

H → H – послiдовнiсть компактних операторiв зi спектром σ(An) таким,
що ‖A− An‖ → 0 при n→∞.

Тодi спектр σ(An) асимптотично вкладений в R+, у тому сенсi, що

dist(σ(An),R+)→ 0 при n→∞.

Доведення. Доведемо вiд супротивного: нехай iснує деяка стала β > 0 та
пiдпослiдовнiсть {nk, k ≥ 1} така, що nk →∞ при k →∞ та

dist(σ(Ank),R+) ≥ β > 0, k ≥ 1.

Тодi iснує λnk ∈ σ(Ank) така, що dist(λnk,R+) ≥ β
2 , k ≥ 1. Однак нехай

λnk ∈ σ(Ank) – довiльна послiдовнiсть власних значень операторiв Ank , k ≥ 1,
та нехай

Ankxnk = λnkxnk, ‖xnk‖ = 1, k ≥ 1.

Запишемо такi очевиднi рiвностi:

Axnk = λnkxnk + (A− Ank)xnk,
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звiдки
〈Axnk, xnk〉 = λnk + 〈(A− Ank)xnk, xnk〉.

Крiм того,

|〈(A− Ank)xnk, xnk〉| ≤ ‖A− Ank‖ → 0, k →∞

та 〈Axnk, xnk〉 ≥ 0, звiдки одразу випливає, що dist(λnk,R+)→ 0 при k →∞.
Отримана суперечнiсть доводить теорему.

Тепер застосуємо лему 5.2 до послiдовностi iнтегральних операторiв у
просторi L2([0, T ]) для деякого T > 0. А саме, розглянемо iнтегральний
оператор A визначений його функцiєю ядра K(t, s) за формулою

(Ax)(t) =

T∫
0

K(t, s)x(s)ds, 0 ≤ t ≤ T, (5.7)

де x береться з деякого простору функцiй, визначених на [0, T ], i цей простiр
буде вказано пiзнiше. Припускаємо, що K має сингулярнiсть, точнiше, має
вигляд

K(t, s) =
L(t, s)

|t− s|ν
(5.8)

де L – обмежена функцiя на [0, T ]2 i 0 < ν < 1. Згадаємо наступне загальне
твердження з [56, стор.397, п. 6.4].

Твердження 5.1. Нехай ядро K оператора A з (5.7) задовольняє наступним
умовам: iснують такi C1, C2 > 0, r1 > 1, r2 > 1 та p > 1, що p− r1(p− 1) <

r2 < p i для яких

T∫
0

|K(t, s)|r1ds < C1 та
T∫

0

|K(t, s)|r2dt < C2.

Тодi оператор A є компактним оператором Lp([0, T ])→ Lp([0, T ]) з нормою

‖A‖ ≤ C
p−r2
pr1

1 C
1
p

2 .
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Наслiдок 5.1. Розглянемо iнтегральний оператор (5.7) з ядром (5.8), де L
– обмежена функцiя на [0, T ]2 та 0 < ν < 1. Тодi покладемо r1 = r2 =
1
ν − δ > 1 для будь-якого 0 < δ < 1

ν − 1, а також ми можемо вибрати
δ таким чином, щоб 1

ν − δ < 2. Покладемо також p = 2 i всi умови
твердження 5.1 виконуються. Таким чином, A є компактним оператором
L2([0, T ])→ L2([0, T ]).

Тепер розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

x(t) + (Ax)(t) = g(t), t ∈ [0, T ], (5.9)

де g(t) ∈ L2([0, T ]) — задана функцiя, а iнтегральний оператор A має вигляд
(5.7), а ядро взяте з (5.8). Стандартною є ситуацiя, коли функцiя L неперервна.
Однак, далi ми розглянемо ситуацiю, коли функцiя L буде обмеженою, проте
вона може мати скiнченну кiлькiсть розривiв, тобто точок, в яких функцiя L
не має границi. Такi ядра ми назвемо ядрами з додатковою сингулярнiстю. У
зв’язку з цим доведемо допомiжний результат щодо можливостi наближення
ядра L вiдповiдними ядрами з неперервними чисельниками.

Лема 5.3. Нехай функцiя L = {L(t, s), t, s ∈ [0, T ]} обмежена, |L(t, s)| ≤ L,
i неперервна м.с. крiм скiнченної кiлькостi точок. Нехай

K(t, s) = L(t, s)|t− s|−ν,

Kn(t, s) = Ln(t, s)|t− s|−ν, t, s ∈ [0, T ], ν ∈ (0, 1).

Зафiксуємо 0 < δ < 1/ν. Тодi iснує послiдовнiсть обмежених неперервних
функцiй Ln = {Ln(t, s), t, s ∈ [0, T ]} (для них можна взяти ту саму сталу
L) таку, що
T∫

0

|K(t, s)−Kn(t, s)|
1
ν−δdt < C1,n, та

T∫
0

|K(t, s)−Kn(t, s)|
1
ν−δds < C2,n,

де C1,n, C2,n залежить вiд δ, L та C1,n, C2,n → 0 при n→∞.

Доведення. Опишемо побудову неперервної функцiї Ln. Нехай x0 = (t0, s0)

– одна з точок розриву, m – загальна кiлькiсть таких точок, i нехай число n
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є достатньо великим. Кожна точка розриву, зокрема, x0, може бути оточена
досить маленькою замкнутою кулею

B(x0, rn) = {y ∈ [0, T ] : ‖y − x0‖max ≤ rn},

де rn = 1/n та ‖ · ‖max – максимум норма в евклiдовому просторi. Припустимо,
що Ln = L за межами об’єднання цих малих куль отже, необхiдно визначити
Ln лише всерединi кожної кулi. Покладемо для x = (t, s) та

Ln(x) =
‖x− x0‖max

rn
L

(
rn(x− x0)

‖x− x0‖max
+ x0

)
, x ∈ B(x0, rn). (5.10)

Дiапазон значень Ln не перевищує дiапазон значень L. Точка rn(x−x0)
‖x−x0‖2 + x0

розташована на квадратi

S = {y ∈ [0, T ]2 : ‖y − x0‖max = rn},

тому кожна Ln є неперервною функцiєю, Ln ∈ C([0, T ]2). Бiльше того,

sup
x∈B(x0,rn)

|Ln(x)| ≤ sup
x∈S(x0,rn)

|L(x)|,

i
sup

x∈[0,T ]2
|Ln(x)| ≤ sup

x∈[0,T ]2
|L(x)|.

Таким чином, Ln обмеженi.
Тепер позначимо через Dn ⊂ [0, T ] проекцiю об’єднання цих малих куль,

що оточують точки розриву L, на [0, T ]. Очевидно, мiра Лебега Dn не переви-
щує m

n → 0 при n→∞. Тому,

C1,n := sup
s∈[0,T ]

T∫
0

|K(t, s)−Kn(t, s)|
1
ν−δdt

≤ sup
(t,s)∈[0,T ]2

|L(t, s)| sup
s∈[0,T ]

∫
Dn

|t− s|−1+νδdt→ 0,

при n → ∞, та C2,n можуть бути введенi та розглянутi аналогiчним чином,
звiдки випливає доведення.
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Зауваження 5.1. Звичайно, можуть бути рiзнi способи побудови функцiй Ln.
Далi для нас буде важливим побудувати їх таким чином, щоб апроксимуючi
оператори були самоспряженими.

Зауваження 5.2. Застосуємо твердження 5.1 та наслiдок 5.1 до оператора

(An − A)x :=

T∫
0

[Kn(·, s)−K(·, s)]x(s)ds, x ∈ L2([0, T ])

при
(

1
ν − 2

)
+
< δ < 1

ν − 1. Тодi An − A – компактний оператор L2([0, T ])→

L2([0, T ]) з ‖An − A‖ ≤ C
ν

1−δν−
1
2

1,n C
1
2
2,n → 0, при n→∞.

Тепер повернемося до рiвняння (5.9) та сформулюємо деяке/додаткове
припущення щодо iнтегрального оператора A.

Лема5.4. Нехай iнтегральний операторA компактнийL2([0, T ])→ L2([0, T ])

i додатний, зокрема, вiн є самоспряженим, i нехай g ∈ L2([0, T ]). Тодi iснує
єдина функцiя x = x(t), t ∈ [0, T ], x ∈ L2([0, T ]), яка задовольняє (5.9).

Доведення. Досить згадати, що всi власнi значення оператора A є дiйсними
та невiд’ємними, тому вiдповiдне однорiдне рiвняння має лише тривiальний
розв’язок, а доведення безпосередньо випливає з альтернативи Фредгольма.

Тепер встановимо основний результат цього роздiлу, а саме теорему про
наближення розв’язку iнтегрального рiвняння з ядром, що мiстить додаткову
сингулярнiсть, розв’язками iнтегральних рiвнянь, ядра яких мають тип (5.8),
але чисельник неперервний.

Теорема 5.1. НехайK(t, s) – ядро, визначене в (5.8), де чисельник L(t, s) має
такi властивостi:

(i) L обмежений i симетричний.
(ii) L неперервний, за винятком скiнченної кiлькостi точок.
(iii) L є додатно визначеним ядром.



93

Нехай x ∈ L2([0, T ]) — єдиний розв’язок рiвняння (5.9). Тодi послiдовнiсть
функцiй Ln(t, s), що задовольняє умовам леми 5.3 може бути обрана таким
чином, щоб вiдповiднi iнтегральнi оператори були самоспряженими, тодi
для досить великих n ≥ 1 рiвняння

xn(t) + (Anx) (t) = g(t),

(Anx)(t) =

T∫
0

Kn(t, s)x(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

Kn(t, s) =
Ln(t, s)

|t− s|ν
,

має єдиний розв’язок xn ∈ L2([0, T ]), та

‖xn − x‖L2([0,T ]) → 0, при n→∞.

Доведення. Виберемо Ln вiдповiдно до леми 5.3. Тодi для вiдповiдних iн-
тегральних операторiв, згiдно з лемою 5.3 та твердженням 5.1 маємо, що
‖A−An‖ → 0 при n→∞. Покажемо, що Ln є симетричним, звiдки випливає,
що An самоспряжений. Нехай D – об’єднання точок розриву L. Позначивши
x∗ = (x2, x1) для x = (x1, x2) ∈ [0, T ]2 ми iз симетрiї L маємо, що якщо
x0 ∈ D, то й x∗0 ∈ D. Тодi з (5.10) маємо Ln(x∗) = L(x) = L(x∗) = Ln(x

∗)

для всiх точок x за межами ∪x0∈DB(x0, rn). Припустимо, що n є достатньо
великим, щоб усi B(x0, rn), x0 ∈ D не перетиналися. Нехай x ∈ B(x0, rn) для
деякого x0 ∈ D, тодi x∗ ∈ B(x∗0, rn) i з побудови Ln випливає, що

Ln(x
∗) =

‖x∗ − x∗0‖max

rn
L

(
rn(x

∗ − x∗0)
‖x∗ − x∗0‖max

+ x∗0

)
=
‖x− x0‖max

rn
L

((
rn(x− x0)

‖x− x0‖max
+ x0

)∗)
= Ln(x).

Згiдно з лемою 5.2, спектр σ(An) асимптотично вкладений в R+. Бiльше
того, цi оператори компактнi L2([0, T ]) → L2([0, T ]). Це означає, що для
достатньо великих n ≥ 1 iнтегральне рiвняння xn(t) + (Anx) (t) = g(t) має
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єдиний розв’язок xn ∈ L2([0, T ]). Тепер розглянемо рiзницю

x(t)− xn(t) = −
T∫

0

K(t, s)x(s)ds+

T∫
0

Kn(t, s)xn(s)ds

= −
T∫

0

[K(t, s)−Kn(t, s)]x(s)ds−
T∫

0

Kn(t, s) [x(s)− xn(s)] ds.

Позначивши x(t)−xn(t) = yn(t), отримаємо iнтегральне рiвняння Фредгольма
виду

yn(t) +

T∫
0

Kn(t, s)yn(s)ds = Pn(t),

де Pn(t) =
∫ T

0 [Kn(t, s)−K(t, s)]x(s)ds.Оскiльки ‖A−An‖ → 0 при n→∞,
ми маємо, що ‖Pn‖L2([0,T ]) → 0 при n→∞. Тепер позначимо резольвентний
оператор у точцi λ: RAn(λ) = (An− λI)−1. Скористаємося наступним фактом
(див., наприклад, [45, теорема 5.8]): нехай B самоспряжений оператор, та
нехай λ ∈ ρ(B), де ρ(B) = R \ σ(B). Тодi

‖RB(λ)‖ ≤ 1

dist(λ, σ(A))
. (5.11)

У нашому випадку λ = −1, i ми знаємо, що спектр σ(An) асимптотично
вкладений в R+. Тому для достатньо великих n ‖RAn(−1)‖ ≤ C, i отримуємо,
що

‖yn‖L2([0,T ]) ≤ C‖Pn‖L2([0,T ]) → 0

при n→∞. Доведення завершено.

5.3 Чисельний розв’язок

5.3.1 Опис чисельного методу

Для пошуку чисельного розв’язку рiвняння вигляду (5.9) використаємо
метод, запропонований у [62] для слабко сингулярних ядер, названий в цьому
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роздiлi методом iнтегрування добутку (product-integration method). Вiдповiдно
до цього методу ми припускаємо, що ядро K з (5.8) можна розкласти на
множники

K(t, s) = u(t, s)L(t, s),

де u(t, s) є сингулярною в {(t, t), t ∈ (0, T )}, а L(t, s) – неперервною функцiєю
її аргументiв. Тодi iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду записується
таким чином

x(t) = g(t) +

T∫
0

u(t, s)L(t, s)x(s)ds. (5.12)

Основний механiзм методу iнтегрування добутку описаний у роздiлi 4.2 [62],
який насправдi є лiнiйним наближенням функцiй u i L за iнтегралом , що
неперервно залежить вiд s.

Iснує кiлька рiзних модифiкацiй цього методу, див. напр. вiдповiднi роздiли
в книгах [11, 13, 29, 31]. Зокрема, автори [29] доводять, що їхня модифiкацiя
працює для ядра виду

K(t, s) = u(t, s)L(t, s), t, s ∈ [0, T ]

де функцiї u(t, s) та L(t, s) задовольняють наступним умовам
(i) L(t, s) ∈ C[0, T ],

(ii)
∫ T

0 |u(t, s)|ds <∞,
(iii) lim|t1−t2|→0

∫ T
0 |u(t1, s)− u(t2, s)|ds = 0 рiвномiрно вiдносно t1 та t2.

Наведенi вище умови справедливi для ядер вигляду u(t, s) = |t − s|−ν, ν ∈
(0, 1). Отже, загальний метод iнтегрування добутку працює у випадку непе-
рервного чисельника L (а отже, i всiх його модифiкацiй).

З розрахункових мiркувань ми обрали модифiкацiю, запропоновану в [79],
представимо її основнi кроки. Почнемо з заданого числа N ≥ 1 рiвновiддале-
них точок 0 = t1 < t2 < ... < tN = T та hi = ti+1− ti = T

N−1 . Використовуючи
правило iнтегрування добутку, маємо
ti+1∫
ti

L(t, s)|t−s|−νx(s)ds ≈
ti+1∫
ti

Li(t)(ti+1 − s)xi + (s− ti)Li+1(t)xi+1

ti+1 − ti
|t−s|−νds,



96

де Li(t) = L(t, ti) i xi = x(ti). Тодi

x(t) =
N−1∑
i=1

(
Li(t)xiψ

1
i,i+1(t) + Li+1xi+1ψ

2
i,i+1(t)

)
+ g(t), (5.13)

де зваженi множники визначаються таким чином

ψ1
i+1,i(t) =

1

ti+1 − ti

ti+1∫
ti

(ti+1 − s)|t− s|−νds,

ψ2
i−1,i(t) =

1

ti − ti−1

ti∫
ti−1

(s− ti−1)|t− s|−νds.

(5.14)

Пiдставивши t = tj в (5.13) та об’єднавши двi суми, отримаємо таку систему
лiнiйних рiвнянь для наближення iнтегрального рiвняння (5.3.1)

xj =
N∑
i=1

Lj,i
(
ψ1
i,i+1,j + ψ2

i−1,i,j

)
xi + fj, j = 1, . . . , N, (5.15)

де Lj,i = L(ti, tj), ψ
l
i,j,k = ψli,j(tk) для l = 1, 2, та fj = f(tj). У (5.15) ми

вважаємо, що ψ1
N,N+1,j = ψ2

0,1,j = 0 для всiх j. Iнтеграли в (5.14) обчислюються
точно, а значення ψlijk обчислюються окремо для випадкiв k = i та k = j.
Можна показати, що

ψ1
i,i+1,i =

(ti+1 − ti)1−ν

(1− ν)(2− ν)
, ψ1

i,i+1,i+1 =
(ti+1 − ti)1−ν

2− ν
,

ψ1
i,i+1,j =

|ti+1 − tj|
ti+1 − ti

|ti+1 − tj|1−ν − |ti − tj|1−ν

1− ν

−|ti+1 − tj|2−ν − |ti − tj|2−ν

(2− ν)(ti+1 − ti)
, j 6= i, i+ 1,

ψ2
i−1,i,i−1 =

(ti − ti−1)
1−ν

2− ν
, ψ2

i−1,i,i =
(ti − ti−1)

1−ν

(1− ν)(2− ν)
,

ψ2
i−1,i,j =

|ti − tj|2−ν − |ti−1 − tj|2−ν

(ti − ti−1)(2− ν)

−|tj − ti−1|
ti − ti−1

|ti − tj|1−ν − |ti−1 − tj|1−ν

1− ν
, j 6= i− 1, i.



97

Систему (5.15) можна записати у матричному виглядi

XN = KNXN + GN , (5.16)

де XN i GN – вектори, складовими яких є xi i gi, i = 1, . . . , N вiдповiдно, i
KN – цеN ×N -матриця з компонентамиKi,j = Li,j

(
ψ1
j,j+1,i + ψ2

j−1,j,i

)
, i, j =

1 . . . , N. Наближений розв’язок отримано як розв’язок лiнiйної системи
алгебраїчних рiвнянь (5.16).

Опишемо тепер застосування представленого методу для пошуку розв’язку
рiвняння (5.1), використовуючи вигляд ядра (5.3) та (5.4) з леми 5.1 вiдповiдно:
при H ∈

(
0, 1

2

)
x(t) + C2(H)

T∫
0

L(t, v)x(v)

|t− v|2H
dv = f(t), t ∈ [0, T ],

з L(t, v) = B

(
T/(t ∨ v)− 1

T/(t ∧ v)− 1
,
1

2
−H, 2H

) (5.17)

та при H ∈
(

1
2 , 1
)

x(t) + C2(H)B

(
H − 1

2
, 2− 2H

) T∫
0

x(v)dv

|t− v|2−2H
= f(t), t ∈ [0, T ]. (5.18)

Таким чином, одразу отримуємо систему рiвнянь (5.15) з Li,j = 1 у випадку
H ∈

(
1
2 , 1
)
. При H ∈

(
0, 1

2 ,
)
чисельник L має додаткову сингулярнiсть у

точках (0, 0) та (T, T ), тобто потрiбно розв’язати систему рiвнянь (5.15)
з Li,j = Ln(ti, tj), де наближення Ln для L задано в (5.10). Зауважимо,
що Ln(ti, tj) = L(ti, tj), для i, j 6= (1, 1) та i, j 6= (N,N), якщо n ≥ N−1

T .

Покладемо у цих випадках Ln(t1, t1) = Ln(tN , tN) = 0. Для простоти ми
будемо вважати також n = N−1

T у подальших обчисленнях.

5.3.2 Чисельнi iлюстрацiї

У цьому роздiлi наведемо декiлька чисельних прикладiв розв’язкiв рiв-
няння (5.1), використовуючи його перетворення (5.17) та (5.18), для рiзних
значень H i функцiй f .
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Спочатку зобразимона рисунку 5.1 графiкL(t, v) = B
(
T/(t∨v)−1
T/(t∧v)−1 ,

1
2 −H, 2H

)
,

(t, v) ∈ [0, T ]2 у випадку H < 1/2 для кращого розумiння сингулярностi в
чисельнику.

H = 0.1 H = 0.25 H = 0.4

Рисунок 5.1 – Графiк чисельника L(t, v)для рiзних H.

Приклад 5.1. Розглянемо рiвняння (5.1) з лiнiйною функцiєю f(t) = t, t ∈
[0, 1]. Вiзьмемо N = 500, i представимо наближений розв’язок x при H =

0.05, 0.2, 0.4, 0.49 на рисунку 5.2. ДляH = 0.51, 0.6, 0.8, 0.95 наведемо графiк
f − x. Таким чином, маємо графiки розв’язку f1 задачi мiнiмiзацiї (2.8). За-
уважимо, що оператор A, що вiдповiдає рiвнянню (5.1), прямує до одиничного
оператора, як показано в [68]. Отже, розв’язок f1 прямує до {t/2, t ∈ [0, 1]},
що пiдтверджується чисельними розв’язками з рисунку 5.2.

Рисунок 5.2 – Чисельний розв’язок задачi оптимiзацiї (2.8) для рiзних
випадкiв iндексу Хюрста H i f(t) = t.

Приклад 5.2. Порiвняємо наближений розв’язок рiвняння (5.1) з точним
розв’язком, заданим формулою для випадку сталої функцiї x2(t) = 5.
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Права частина (5.1) обчислюється як f2(t) = x2(t)+C2(H)
∫ 1

0 κH(t, s)x2(s)ds.

Графiки точного i чисельного розв’язку представленi на рисунку 5.3. Можна
вiдзначити, що наближений розв’язок вiзуально не вiдрiзняється вiд точного.

Рисунок 5.3 – Чисельнi наближення x2 при N = 500 для H = 0.25 (злiва) та
H = 0.75.

Приклад 5.3. Розглянемо значення максимальної i L2[0, 1]-похибок мiж то-
чним i наближеним розв’язками вiдносно числа N для x3(t) = t2, t ∈ [0, 1] та
H > 1/2. У цьому випадку права частина (5.1) дорiвнює

f3(t) = t2+C3(H)

[
t2H+1

H(4H2 − 1)
+

(1− t)2H+1

2H + 1
+
t(1− t)2H

H
+
t2(1− t)2H−1

2H − 1

]
,

де C3(H) = C2(H)B
(
H − 1

2 , 2− 2H
)
.

Максимальна абсолютна похибка мiж наближеним i точним розв’язками
представлена в таблицi 5.1, значення L2−норми похибки наведено в таблицi
5.2. З обчислених значень ми можемо оцiнити похибку як O(N−2).
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Таблиця 5.1 – Максимальна норма похибки, масштабована до 107

N H = 0.51 H = 0.6 H = 0.8 H = 0.95

25 149.26 946.55 1708.59 2697.23
50 40.19 242.03 414.26 647.79
100 10.89 62.43 102.18 158.78
200 2.95 16.12 25.40 39.31
300 1.37 7.30 11.27 17.41
500 0.52 2.68 4.05 6.25

Таблиця 5.2 – L2([0, 1])-норма похибки, масштабована до 107

N H = 0.51 H = 0.6 H = 0.8 H = 0.95

25 140.70 892.52 1630.11 2665.54
50 38.21 230.11 396.76 640.43
100 10.42 59.68 98.07 157.03
200 2.83 15.47 24.41 38.88
300 1.32 7.01 10.84 17.23
500 0.50 2.58 3.90 6.19

5.4 Висновки

П’ятий роздiл присвячений наближеним розв’язкам iнтегральних рiв-
нянь Фредгольма другого роду на iнтервалi [0, T ] з ядром виду K(t, s) =

L(t, s)|t − s|−α, α ∈ (0, 1), де чисельник L(t, s), (t, s) ∈ [0, T ]2 обмежений
i неперервний м.с. вiдносно мiри Лебега, але може мати точки розриву на
[0, T ]2. У роздiлi 5.2 наведено пiдхiд для апроксимацiї таких ядер K(t, s)

ядрами з неперервними чисельниками. Основним результатом цього роздiлу
є теорема 5.1 про наближення розв’язку iнтегрального рiвняння з ядром,
що мiстить додаткову сингулярнiсть, розв’язками iнтегральних рiвнянь, ядра
яких є слабко сингулярними. Роздiл 5.3 присвячено чисельному розв’язку
розглянутих iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду. У пiдроздiлах
5.3.1 та 5.3.2 описано використаний чисельний метод та наведено чисельнi
приклади вiдповiдно.
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Роздiл 6

Чисельний пiдхiд до оцiнки параметра зсуву в
моделi з двома дробовими броунiвськими рухами

6.1 Вступ

Iнтегральне рiвняння з ядром iз додатковою сингулярнiстю, для якого
теорiя та чисельний метод були розвинутi в роздiлi 5, виникає також у де-
яких задачах статистичного оцiнювання, наприклад, при розглядi оцiнки
максимальної вiрогiдностi для параметра зсуву у моделi з двома дробовими
броунiвськими рухами. В загальному випадку, ядра iз додатковою сингуляр-
нiстю виникають внаслiдок того, що моделi, якi розглядаються, керуються
дробовим iндексом Хюрста. Оскiльки далi буде розглянуто модель iз двома
iндексами Хюрста, ядро буде мати бiльш складний вигляд, проте методи,
запропонованi у роздiлi 5, залишаються ефективними i в цьому випадку.

6.2 Оцiнка максимальної вiрогiдностi для параметра
зсуву θ, її властивостi та чисельна побудова

6.2.1 Опис моделi

Розглянемо неперервну лiнiйну стохастичну модель

Xt = θt+BH1
t +BH2

t , t ∈ [0, T ],



102

де BH1 та BH2 – два незалежнi дробовi броунiвськi рухи з рiзними iндексами
Хюрста 1/2 ≤ H1 < H2 < 1. Розглянемо задачу оцiнки невiдомого параметра
зсуву θ вважаючи, що параметри H1 i H2 вiдомi.

Введемо наступнi позначення

βH =

(
H(2H − 1)

B(H − 1/2, 2− 2H)

) 1
2

,

cH =

(
Γ(3− 2H)

2HΓ3(3/2−H)Γ(1/2 +H)

) 1
2

,

γH = B(3/2−H, 3/2−H)cH ,

(6.1)

де Γ(·) – гамма-функцiя, а B(·, ·) – бета-функцiя.
Оцiнка максимальної вiрогiдностi (ОМВ) θ була побудована в роботi [72]:

θ̂T =

∫ T
0 hT (t)dYt

γH1
(2− 2H1)

∫ T
0 hT (t)t1−2H1dt

, (6.2)

де випадковий процес

Yt = cH1

t∫
0

s
1
2−H1(t− s)

1
2−H1 dXs.

Крiм того, в [72] була встановлена строга конзистентнiсть θ̂T , додатково
припускаючи, що H2 −H1 >

1
4 . Цей результат узагальнено в [74] на випадок

довiльних 1
2 ≤ H1 < H2 < 1.

Зображення оцiнки на [0, T ] включає розв’язок iнтегрального рiвняння
Фредгольма 2-го роду

hT (u) +
1

2− 2H1

T∫
0

hT (s)K(s, u)ds = 1, u ∈ [0, T ]. (6.3)

з ядром iз додатковою сингулярнiстю

K(s, u) = u1−2H1

s∧u∫
0

ϕ(s, v)ϕ(u, v)dv,
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де
ϕ(s, v) =

∂

∂s
KH1,H2

(s, v)

та

KH1,H2
(s, v) = βH2

cH1
v

1
2−H2

v∫
s

(s− z)
1
2−H1zH2−H1(z − v)H2− 3

2dz.

Уроботi [74] було доведено,що iнтегральний операторФредгольмаK : C([0, T ]

→ C([0, T ] з ядром K(s, u) є компактним лiнiйним оператором, тому вико-
нується альтернатива Фредгольма, згiдно з якою для будь-якої послiдовностi
Tm →∞, яка не мiстить вiдповiдних власних значень, iснує єдиний розв’язок
hTm ∈ C[0, Tm] iнтегрального рiвняння Фредгольма (6.3). Точнiше, ми можемо
обрати послiдовнiсть Tm →∞ таким чином, що

λm = −(2− 2H1)T
2H1−2H2
m (6.4)

не буде власним значенням. Розглянемо лише такiTm та для технiчної простоти
позначимо через T верхню межу iнтегрування.

Узагальнимо властивостi оцiнки θ̂T у наступнiй теоремi.

Теорема 6.1. Оцiнка θ̂T є строго конзистентною, неупередженою та вiдпо-
вiдна похибка має нормальний розподiл

θ̂T − θ ∼ N

(
0,

1

γ2
H1

(2− 2H1)
∫ T

0 hT (s)s1−2H1ds

)
.

Бiльше того,
T 1−H2

(
θ̂T − θ

)
d−→ N (0, VH1,H2

) ,

де асимптотична дисперсiя дорiвнює

VH1,H2
=

H1

(
H1 − 1

2

)
Γ
(

3
2 −H1

) (
H2 − 1

2

)
Γ
(

3
2 −H2

)
(1−H1)B

(
3
2 −H1,

3
2 −H1

)
B
(
2H1 −H2 + 1

2 ,
3
2 −H1

) . (6.5)

Доведення. У [72] було доведено, що ОМВ є строго конзистентною, неупе-
редженою та вiдповiдна похибка має нормальний розподiл з асимптотичною
дисперсiєю

VH1,H2
= lim

T→∞
T 2−2H2Eθ(θ̂T − θ)2 =

1

γ2
H1

(2− 2H1)
∫ 1

0 h0(u)u
1
2−H1du

, (6.6)
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де h0 – розв’язок наступного iнтегрального рiвняння першого роду:
1∫

0

h0(s)K1(s, u)ds = u
1
2−H1, u ∈ (0, 1],

де K1(s, u) = (2 − 2H1)
−1sH1− 1

2u
1
2−H1K(s, u). Єдинiсть розв’язку рiвняння

було встановлено в [72]. При доведеннi цього результату розв’язок було
побудовано явно. Вiн має таку форму:

h0(u) = λH1,H2
uH1− 1

2

1∫
u

tH1−H2(1− t)
1
2−H1(t− u)H1− 3

2dt,

де

λH1,H2
=

(
3
2 −H1

)
(2− 2H2)B

(
H1 − 1

2 , 3− 2H1

)
Γ
(
H1 − 1

2

)
Γ
(
H2 − 1

2

) (
cH1

βH2
Γ
(

3
2 −H1

)
Γ
(

3
2 −H2

))2 . (6.7)

Тодi
1∫

0

h0(u)u
1
2−H1du = λH1,H2

1∫
0

1∫
u

tH1−H2(1− t)
1
2−H1(t− u)H1− 3

2dt du

= λH1,H2

1∫
0

tH1−H2(1− t)
1
2−H1

t∫
0

(t− u)H1− 3
2du dt

=
λH1,H2

H1 − 1
2

1∫
0

t2H1−H2− 1
2 (1− t)

1
2−H1dt =

λH1,H2
B
(
2H1 −H2 + 1

2 ,
3
2 −H1

)
H1 − 1

2

.

(6.8)
Далi пiдставимо (6.8) у (6.6) та використаємо (6.7), ми отримаємо

VH1,H2
=

H1 − 1
2

γ2
H1

(2− 2H1)λH1,H2
B
(
2H1 −H2 + 1

2 ,
3
2 −H1

)
=

H1 − 1
2

γ2
H1

(2− 2H1)B
(
2H1 −H2 + 1

2 ,
3
2 −H1

)
×

Γ
(
H1 − 1

2

)
Γ
(
H2 − 1

2

) (
cH1

βH2
Γ
(

3
2 −H1

)
Γ
(

3
2 −H2

))2(
3
2 −H1

)
(2− 2H2)B

(
H1 − 1

2 , 3− 2H1

)
Також пiдставимо значення сталих βH2

i γH1
з (6.1) та спростимо вираз,

звiдки i отримуємо (6.5). Теорему доведено.
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6.2.2 Ядра та їх зображення

Дослiдимо властивостi ядраK(s, u), s, u ∈ [0, T ] бiльш детально, оскiльки
вони є основними для подальших чисельних розрахункiв. А саме, введемо
кiлька рiзних зображень для K(s, u).

Почнемо з зображення через гiпергеометричнi функцiї, що дозволяє
обчислити ядро чисельно. Згiдно з [74, лема 1],

K(s, u) =

L(s, u)|s− u|−α, s 6= u,

0, s = u,

де α = 1− 2(H2 −H1) > 0, чисельник L(s, u) дорiвнює

L(s, u) = (βH2
cH1

(H2 −H1))
2 (s ∧ u)1−2H1u2H1−1κ0(s, u),

i функцiя κ0(s, u) може бути представлена при u < s як

κ0(s, u) =

1∫
0

(1− y)1−2H2

(
1− u

s
y
)2H1−1

yH2−H1−1

×G
(
u(1− y)

s− uy

)
G

(
s(1− y)

s− uy

)
dy,

та при u > s як

κ0(s, u) =

1∫
0

(1− y)1−2H2

(
1− s

u
y
)2H1−1

yH2−H1−1

×G
(
s(1− y)

u− sy

)
G

(
u(1− y)

u− sy

)
dy,

де

G(s) = B
(

3
2 −H1, H2 − 1

2

)
F
(
H1 −H2,

3
2 −H1, 1−H1 +H2; 1− s

)
+ (1− s)B

(
3
2 −H1, H2 + 3

2

)
F
(
H1 −H2 + 1, 3

2 −H1, 2−H1 +H2; 1− s
)
.

F (a, b, c;x) – це гiпергеометрична функцiя, яка для x < 1 та 0 < b < c

визначається як

F (a, b, c;x) =
1

B(b, c− b)

1∫
0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt.
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Зауважимо, що функцiя κ0(s, u) обмежена i належить C([0, T ]2 \ {(0, 0)}).
Тепер перепишемо рiвняння (6.3) в еквiвалентному виглядi

u
1
2−H1 = hT (u)u

1
2−H1 + (2− 2H1)

−1

T∫
0

hT (s)s
1
2−H1sH1− 1

2u
1
2−H1K(s, u)ds,

або

u
1
2−H1 = h̃T (u) +

T∫
0

h̃T (s)K1(s, u)ds, (6.9)

де

K1(s, u) = (2− 2H1)
−1sH1− 1

2u
1
2−H1K(s, u)

= (2− 2H1)
−1sH1− 1

2uH1− 1
2

s∧u∫
0

ϕ(s, v)ϕ(u, v)dv.

симетричне по s та u ядро, h̃T (u) = hT (u)u
1
2−H1 ∈ L2[0, T ].

Зауважимо, що iнтегральний оператор Af(x) =
∫ T

0 K1(s, u)f(s)ds є дода-
тно визначеним на L2[0, T ]. Дiйсно, для будь-якого f ∈ L2[0, T ],

T∫
0

T∫
0

K1(s, u)f(s)f(u)du ds

=
1

2− 2H1

T∫
0

T∫
0

s∧u∫
0

ϕ(s, v)ϕ(u, v)dvf(s)sH1− 1
2f(u)uH1− 1

2du ds

=
1

2− 2H1

T∫
0

 T∫
v

ϕ(s, v)f(s)sH1− 1
2ds

 T∫
v

ϕ(u, v)f(u)uH1− 1
2du

 dv ≥ 0.

6.2.3 Наближений розв’язок iнтегрального рiвняння

Основна проблема з ядром полягає в тому, що в його зображеннi

K1(s, u) =

L1(s, u)|s− u|−α, s 6= u,

0, s = u,
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з α = 1− 2(H2 −H1) функцiя в чисельнику

L1(s, u) =
(βH2

cH1
(H2 −H1))

2

2− 2H1
(s ∧ u)1−2H1uH1−1/2sH1−1/2κ0(s, u), (6.10)

не є анi неперервною, анi обмеженою, а складається з добутку неперервної
(крiм нуля) та обмеженоїфункцiїκ0(s, u) i множника (s∧u)1−2H1uH1−1/2sH1−1/2,
що прямує до нескiнченностi на осях. У зв’язку з цим, беручи до уваги
вiдомi наближенi методи знаходження розв’язкiв iнтегральних рiвнянь з
сингулярними ядрами, побудуємо послiдовнiсть наближень K(n)

1 (s, u) ядра
K1(s, u) так, щоб

K
(n)
1 (s, u) =

L
(n)
1 (s, u)|s− u|−α, s 6= u,

0, s = u,

де L(n)
1 (s, u) – неперервна обмежена функцiя. А саме, покладемо L(n)

1 (s, u) =

L1(s ∨ 1
n , u ∨

1
n). Тодi, очевидно, L(n)

1 (s, u) = L1(s, u) при s, u ≥ 1/n. Крiм
того, для будь-якого фiксованого n ≥ 1/T , L(n)

1 (s, u) є обмеженою неперерв-
ною функцiєю. Ця властивiсть забезпечує, завдяки альтернативi Фредгольма,
iснування та єдинiсть розв’язку iнтегрального рiвняння другого роду

u
1
2−H1 = h̃

(n)
T (u) +

T∫
0

h̃
(n)
T (s)K

(n)
1 (s, u)ds, (6.11)

на будь-якому iнтервалi [0, T ] крiм iнтервалу, який вiдповiдає власному значен-
ню так само, як у (6.4). Зауважимо, що ядроK(n)

1 (s, u) має стандартну слабку
сингулярнiсть на дiагоналi i бiльше не має особливостей, тому iнтегральний
оператор An, що вiдповiдає ядруK(n)

1 (s, u), є компактним L2[0, T ]→ L2[0, T ].
Оскiльки будь-який компактний оператор має не бiльше нiж злiченну кiлькiсть
власних значень, ми маємо послiдовнiсть Tm →∞ таку, що всi рiвняння, (6.9)
та (6.11) для будь-якого n мають єдиний розв’язок, hTm та h(n)

Tm
, вiдповiдно. У

подальшому iндексm не буде використовуватися.

Теорема 6.2. Нехай T – будь-яка точка, у якiй рiвняння (6.9)та (6.11) мають
єдинi розв’язки, hT i h(n)

T на [0, T ]. Також нехай H2 −H1 >
1
4 . Тодi

‖h(n)
T − hT‖L2[0,T ] → 0, при n→∞.
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Доведення. Спочатку доведемо, що ‖A − An‖ → 0 при n → ∞, де ми
розглядаємо норму в L2[0, T ]. Дiйсно, для будь-якої функцiї f ∈ L2[0, T ]

T∫
0

|Af(t)|2 dt =

T∫
0

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

K1(t, s)f(s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

dt ≤
T∫

0

T∫
0

|K1(t, s)|2 ds dt · ‖f‖2
L2[0,T ],

та з нерiвностi (24) у [72]
T∫

0

T∫
0

|K1(t, s)|2 ds dt <∞.

Бiльше того,

‖A− An‖2 ≤
T∫

0

T∫
0

∣∣∣K1(t, s)−K(n)
1 (t, s)

∣∣∣2 dt ds
=

1
n∫

0

1
n∫

0

∣∣∣K1(t, s)−K(n)
1 (t, s)

∣∣∣2 dt ds+

T∫
1
n

1
n∫

0

∣∣∣K1(t, s)−K(n)
1 (t, s)

∣∣∣2 dt ds
+

1
n∫

0

T∫
1
n

∣∣∣K1(t, s)−K(n)
1 (t, s)

∣∣∣2 dt ds+

T∫
1
n

T∫
1
n

∣∣∣K1(t, s)−K(n)
1 (t, s)

∣∣∣2 dt ds
=: I1 + I2 + I3 + I4.

(6.12)
Зауважимо, що I4 = 0, оскiлькиK1 таK

(n)
1 збiгаються на [ 1

n , T ]2. За симетрiєю
ядер ми можемо переписати I1 таким чином:

I1 =

1
n∫

0

1
n∫

0

∣∣L1(t, s)− L1(
1
n ,

1
n)
∣∣2

|t− s|2α
dt ds = 2

1
n∫

0

s∫
0

∣∣L1(t, s)− L1(
1
n ,

1
n)
∣∣2

(s− t)2α
dt ds.

Використовуючи зображення (6.10) та обмеженiсть κ0(t, s) на [0, T ]2, маємо
таку оцiнку для чисельника пiдiнтегрального виразу:∣∣L1(t, s)− L1

(
1
n ,

1
n

)∣∣2 ≤ 2
(
L2

1(t, s) + L2
1

(
1
n ,

1
n

))
= C

(
t1−2H1s2H1−1|κ0(t, s)|2 +

∣∣κ0

(
1
n ,

1
n

)∣∣2)
≤ C

(
t1−2H1s2H1−1 + 1

)
≤ Ct1−2H1s2H1−1,
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при 0 ≤ t ≤ s ≤ 1
n (в цьому випадку 1 ≤ t1−2H1s2H1−1). Отже,

I1 ≤ C

1
n∫

0

s∫
0

t1−2H1s2H1−1

(s− t)2α
dt ds

= C

1
n∫

0

s2H1−1

s∫
0

t1−2H1(s− t)4(H2−H1)−2 dt

 ds.

Легко бачити,
s∫

0

t1−2H1(s− t)4(H2−H1)−2 dt = B
(
2− 2H1, 4(H2 −H1)− 1

)
s4H2−6H1.

Тому,

I1 ≤ C

1
n∫

0

s4H2−4H1−1ds→ 0, n→∞. (6.13)

Тепер оцiнимо I2, який можна записати так:

I2 =

T∫
1
n

1
n∫

0

∣∣L1(t, s)− L1(
1
n , s)

∣∣2
(s− t)2α

dt ds.

Використовуючи пiдхiд, як i вище, отримуємо для 0 ≤ t ≤ 1
n ≤ s ≤ T∣∣L1(t, s)− L1(

1
n , s)

∣∣2 ≤ 2
(
L2

1(t, s) + L2
1(

1
n , s)

)
= Cs2H1−1

(
t1−2H1|κ0(t, s)|2 + ( 1

n)1−2H1|κ0(
1
n , s)|

2
)

≤ C
(
t1−2H1 + ( 1

n)1−2H1
)
≤ Ct1−2H1,

оскiльки s2H1−1 ≤ T 2H1−1 < ∞, функцiя κ0 обмежена, i ( 1
n)1−2H1 ≤ t1−2H1.

Тодi

I2 ≤ C

T∫
1
n

1
n∫

0

t1−2H1

(s− t)2α
dt ds = C

1
n∫

0

t1−2H1

T∫
1
n

(s− t)−2α ds dt.
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Неважко помiтити, що внутрiшнiй iнтеграл обмежений. Справдi,
T∫

1
n

(s− t)−2α ds =

T∫
1
n

(s− t)4H2−4H1−2 ds

=
(T − t)4H2−4H1−1 − ( 1

n − t)
4H2−4H1−1

4H2 − 4H1 − 1
≤ T 4H2−4H1−1

4H2 − 4H1 − 1
<∞.

Отже,

I2 ≤ C

1
n∫

0

t1−2H1 dt→ 0, n→∞. (6.14)

Аналогiчно можна довести збiжнiсть I3 → 0 при n → ∞. Поєднуючи це з
(6.12)–(6.14) отримуємо, що ‖A− An‖ → 0 при n→∞.

Вiдповiдно до леми 5.2, спектр σ(An) асимптотично вкладений вR+. Тепер
розглянемо рiзницю

hT (t)− h(n)
T (t) = −

T∫
0

K1(t, s)hT (s)ds+

T∫
0

K
(n)
1 (t, s)h

(n)
T (s)ds

= −
T∫

0

[
K1(t, s)−K(n)

1 (t, s)
]
hT (s)ds−

T∫
0

K
(n)
1 (t, s)

[
hT (s)− h(n)

T (s)
]
ds.

Позначимо hT (t)− h(n)
T (t) = yn(t), отримаємо iнтегральне рiвняння Фредголь-

ма виду

yn(t) +

T∫
0

K
(n)
1 (t, s)yn(s)ds = Pn(t),

деPn(t) =
∫ T

0

[
K

(n)
1 (t, s)−K1(t, s)

]
hT (s)ds.Оскiльки ‖A−An‖ → 0 приn→

∞, маємо, що ‖Pn‖L2([0,T ]) → 0 при n→∞. Тепер позначимо резольвентний
оператор у точцi λ: RAn(λ) = (An− λI)−1. Скористаємося наступним фактом
( [45, теорема 5.8]): нехай B – самоспряжений оператор, i нехай λ ∈ ρ(B), де
ρ(B) = R \ σ(B). Тодi

‖RB(λ)‖ ≤ 1

dist(λ, σ(B))
.
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У нашому випадку λ = −1, i ми знаємо, що спектр σ(An) асимптотично
вкладений в R+. Тому для досить великих n ‖RAn(−1)‖ ≤ C отримуємо, що

‖yn‖L2([0,T ]) ≤ C‖Pn‖L2([0,T ]) → 0

при n→∞.

6.2.4 Опис чисельного методу

Щоб знайти наближений розв’язок рiвняння Фредгольма (6.3), викори-
стаємо модифiкований метод iнтегрування добутку для ядер iз додатковою
сингулярнiстю, розглянутий у пiдроздiлi 5.3.1. Зауважимо, що в нашому
випадку iнтегрування ведеться по першiй змiннiй.

Розглянемо наступне узагальнення рiвняння (6.15):

hT (u) +
1

2− 2H1

T∫
0

hT (s)K(s, u)ds = g(u), u ∈ [0, T ], (6.15)

де права частина g ∈ L2[0, T ] довiльна задана функцiя.
Ми можемо перетворити це рiвняння, як описано на початку пiдроздi-

лу 6.2.3. Тодi отримуємо такий аналог (6.9):

g̃(u) = h̃T (u) +

T∫
0

h̃T (s)K1(s, u)ds

з g̃(u) = g(u)u
1
2−H1.

Розглянемо чисельний приклад, що демонструє якiсть наближеного методу.

Приклад 6.1. Ми порiвнюємо наближений розв’язок рiвняння (6.15) з то-
чним розв’язком, заданим як hT (u) ≡ 1, t ∈ [0, T ]. Права частина (6.15)
обчислюється як

g(u) = 1 +
1

2− 2H1

T∫
0

K(s, u)ds, u ∈ [0, T ], .
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Таблиця 6.1 – Максимальна норма похибки

T H1 =
0.6,
H2 =
0.7

H1 =
0.6,
H2 =
0.8

H1 =
0.6,
H2 =
0.9

H1 =
0.7,
H2 =
0.9

5 2.97 · 10−5 6.42 · 10−7 3.77 · 10−9 1.97 · 10−8

10 1.07 · 10−5 1.58 · 10−6 3.75 · 10−8 5.60 · 10−9

25 1.26 · 10−6 5.27 · 10−6 5.21 · 10−7 1.43 · 10−7

50 8.85 · 10−5 6.27 · 10−6 2.59 · 10−6 3.31 · 10−7

100 2.90 · 10−4 1.23 · 10−5 1.37 · 10−5 5.66 · 10−7

200 2.53 · 10−3 3.67 · 10−5 4.91 · 10−5 1.73 · 10−5

Максимальнi абсолютнi похибки мiж наближеними i точними розв’язками для
N = 500 та рiзних значень T ,H1 таH2 представленi в таблицi 6.1. Зауважимо,
що метод працює навiть тодi, коли порушується умова H2 −H1 >

1
4 .

6.3 Альтернативнi оцiнки

Розглянемо тепер два альтернативних методи оцiнки параметра зсуву.
Нагадаємо, що ми розглядаємо модель виду

Xt = θt+BH1
t +BH2

t , (6.16)

де BH1
t , та BH2

t – два незалежнi дробовi броунiвськi рухи. Припустимо, що
0 < H1 < H2 < 1. Як було доведено в [59], для будь-якого p > 1 i будь-якого
H ∈ (0, 1) iснує невiд’ємна випадкова величина ξ(p,H) така, що для всiх
t ≥ 0,

sup
0≤s≤t

|BH
s | ≤

((
tH | log t|p

)
∨ 1
)
ξ(p,H),

i iснує таке число cξ(p,H) > 0, для будь-якого 0 < y < cξ(p,H),

E exp{yξ2(p,H)} <∞.

Це означає, що
BH
T

T
→ 0, м. н. при T →∞. (6.17)
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У результатi можна сформулювати наступну теорему.

Теорема 6.3. Процес θ̂(1)
T = XT

T є строго конзистентною оцiнкою θ при
0 < H1 < H2 < 1,

lim
T→∞

T 2−2H2E(θ̂
(1)
T − θ)

2 = 1.

Доведення. Доведення безпосередньо випливає з зображення (6.16) i того
факту, що E(BH

t )2 = t2H .

Недолiком оцiнки θ̂T є те, що вона будується лише за кiнцевим спостере-
женням XT . Щоб зменшити залежнiсть лише вiд фiксованого спостереження,
ми можемо розглянути «згладжену» оцiнку виду

θ̂
(2)
T =

2
∫ T

0 Xtdt

T 2
.

Зауважимо, що
T∫

0

Xtdt = θ
T 2

2
+

T∫
0

BH1
t dt+

T∫
0

BH2
t dt.

Беручи до уваги (6.17) та застосовуючи правило Лопiталя, ми вiдразу отриму-
ємо, що ∫ T

0 BH1
t dt

T 2
→ 0 та

∫ T
0 BH2

t dt

T 2
→ 0 м. н.

при T →∞. У результатi можна сформулювати наступну теорему.

Теорема 6.4. Процес θ̂(2)
T = 2

T 2

∫ T
0 Xtdt є строго конзистентною оцiнкою θ

при 0 < H1 < H2 < 1,

lim
T→∞

T 2−2H2E(θ̂
(2)
T − θ)

2 =
2

1 +H2
. (6.18)

Доведення. Досить довести (6.18). Обчислимо

E(θ̂
(2)
T − θ)

2 = E

 2

T 2

T∫
0

(BH1
t +BH2

t )dt

2

=
4

T 4

T∫
0

T∫
0

1

2

(
t2H1 + s2H1 − |t− s|2H1

)
dsdt
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+
4

T 4

T∫
0

T∫
0

1

2

(
t2H2 + s2H2 − |t− s|2H2

)
dsdt =

2T 2H1−2

1 +H1
+

2T 2H2−2

1 +H2
,

де перший iнтеграл обчислено таким чином

T∫
0

T∫
0

(
t2H1 + s2H1 − |t− s|2H1

)
dsdt

=

T∫
0

 T∫
0

(
t2H1 + s2H1

)
ds−

t∫
0

(t− s)2H1ds−
T∫
t

(s− t)2H1ds

 dt

=

T∫
0

(
t2H1T +

T 2H1+1

2H1 + 1
− t2H1+1

2H1 + 1
− (T − t)2H1+1

2H1 + 1

)
dt

=
2T 2H1+2

2H1 + 1
− 2T 2H1+2

(2H1 + 1)(2H1 + 2)
=
T 2H1+2

H1 + 1

та (6.18) доведено.

Зауваження 6.1. Порiвняємо асимптотичнi дисперсiї оцiнок θ̂(1)
T i θ̂(2)

T . При
H2 ∈ (0, 1), 2

1+H2
> 1, тому асимптотична дисперсiя θ̂(2)

T бiльша. Асимптотичнi
дисперсiї θT та θ̂(i)

T , i = 1, 2 будемо порiвнювати чисельно.

Зауваження 6.2. Запропонованi оцiнки та методи можуть бути застосованi (з
очевидними модифiкацiями) до бiльш загальної моделi

Xt = θt+ σ1B
H1
t + σ2B

H2
t , t ∈ [0, T ],

де σ1 та σ2 – вiдомi додатнi сталi.

6.4 Симуляцiї

У цьому роздiлi ми порiвняємо поведiнку трьох оцiнок параметру зсуву
за допомогою чисельного моделювання. Для кожного набору параметрiв
(H1, H2) спочатку знайдемо розв’язок iнтегрального рiвняння Фредгольма
(6.3) описаним у пiдроздiлi 6.2.4 методом. Потiм генеруємо 1000 траєкторiй
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процесу X , вибираючи справжнє значення параметра зсуву θ = 1. Емпiричнi
середнi та емпiричнi дисперсiї оцiнок для рiзних значень T наведенi в таблицях
6.2 та 6.3 вiдповiдно.

Аналiзуючи таблицю 6.2 ми бачимо, що всi оцiнки є неупередженими.
Бiльше того, усi емпiричнi дисперсiї в таблицi 6.3 прямують до нуля, що
пiдтверджує узгодженiсть оцiнок. Швидкiсть збiжностi набагато вища для
малих значень H2. Це не дивно, оскiльки в асимптотичних спiввiдношеннях
для дисперсiй є нормуючий множник T 2−2H2.

Зауважимо, що ОМВ θ̂T у бiльшостi випадкiв краща за двi iншi оцiнки,
включаючи ситуацiю, коли порушується умова H2 −H1 > 1/4 з теореми 6.2,
що досить цiкаво. Як правило, оцiнка θ̂(1)

T збiгається трохи повiльнiше, нiж
θ̂T . Однак, перевага θ̂

(1)
T у простотi форми, тому обчислювати її швидше.

Оцiнка θ̂(2)
T працює значно гiрше, нiж θ̂T та θ̂(1)

T , тому не рекомендовано її
використовувати.

6.5 Висновки

У шостому роздiлi розглянуто неперервну лiнiйну стохастичну модель iз
двома ДБР, представлено форму оцiнки максимальної вiрогiдностi невiдомого
параметра зсуву, яка мiстить розв’язок iнтегрального рiвняння Фредголь-
ма другого роду. Незважаючи на особливiсть та складнiсть ядра рiвняння
Фредгольма (разом з рiзними його представленнями) було дано теоретичне
обґрунтування та алгоритм, що дозволяє побудувати наближений розв’язок
рiвнянняФредгольма. Пiдроздiл 6.3 описує властивостi альтернативних оцiнок.
У пiдроздiлi 6.4 наведенi числовi результати для всiх оцiнок параметра зсуву.
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Таблиця 6.2 – Вибiрковi середнi значення оцiнок θ̂T , θ̂
(1)
T та θ̂(2)

T

H1 = 0.6, H1 = 0.6, H1 = 0.6, H1 = 0.7,
T H2 = 0.7 H2 = 0.8 H2 = 0.9 H2 = 0.9

θ̂T 0.99843 1.02050 0.97179 0.97511
5 θ̂

(1)
T 0.98028 0.98521 0.97315 1.03375
θ̂

(2)
T 0.97844 0.98677 0.97360 1.03327

θ̂T 0.98254 1.01568 0.99384 0.96281
10 θ̂

(1)
T 0.99878 1.00275 0.98399 1.02414
θ̂

(2)
T 0.98802 0.99007 0.98274 1.02640

θ̂T 0.97020 1.02370 0.99230 0.98650
25 θ̂

(1)
T 1.00689 1.00846 0.98988 1.00861
θ̂

(2)
T 0.99646 1.00128 0.98437 1.01577

θ̂T 0.98163 1.02387 0.97414 0.99587
50 θ̂

(1)
T 1.00919 1.01427 1.00170 1.02509
θ̂

(2)
T 1.00714 1.00861 0.99198 1.02039

θ̂T 0.97936 1.02123 0.98676 1.00517
100 θ̂

(1)
T 1.01171 1.00776 1.00770 1.04042
θ̂

(2)
T 1.00845 1.01059 1.00311 1.03198

θ̂T 0.98830 0.99949 1.00481 0.99481
200 θ̂

(1)
T 1.01638 0.99784 1.00371 1.04151
θ̂

(2)
T 1.01299 1.00583 1.00202 1.03841
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Таблиця 6.3 – Вибiрковi дисперсiї оцiнок θ̂T , θ̂
(1)
T та θ̂(2)

T

H1 = 0.6, H1 = 0.6, H1 = 0.6, H1 = 0.7,
T H2 = 0.7 H2 = 0.8 H2 = 0.9 H2 = 0.9

θ̂T 0.64699 0.80487 0.93363 1.06066
5 θ̂

(1)
T 0.65501 0.84638 1.02237 1.11990
θ̂

(2)
T 0.82555 0.97128 1.10788 1.22260

θ̂T 0.42978 0.56085 0.74443 0.87134
10 θ̂

(1)
T 0.39102 0.55397 0.79020 0.90523
θ̂

(2)
T 0.48277 0.66097 0.87299 0.97534

θ̂T 0.22352 0.33755 0.56440 0.65710
25 θ̂

(1)
T 0.22508 0.33907 0.60744 0.69254
θ̂

(2)
T 0.26144 0.39350 0.65080 0.74921

θ̂T 0.14386 0.24854 0.48419 0.55723
50 θ̂

(1)
T 0.14305 0.23685 0.51244 0.56264
θ̂

(2)
T 0.17039 0.27073 0.54097 0.61000

θ̂T 0.08788 0.18225 0.40255 0.45579
100 θ̂

(1)
T 0.09188 0.17700 0.41662 0.46105
θ̂

(2)
T 0.11068 0.19756 0.45442 0.49821

θ̂T 0.05658 0.12624 0.33736 0.37987
200 θ̂

(1)
T 0.05493 0.13165 0.36074 0.38137
θ̂

(2)
T 0.06928 0.14634 0.38130 0.41179
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Висновки

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню ентропiйних функцiоналiв
рiзного типу та розв’язанню пов’язаних з ними аналiтичних задач. Зокрема,
розглянуто задачу оптимiзацiї ентропiйних функцiоналiв у моделi з двома
стандартними броунiвськими рухами та сумiшшю стандартного i дробового
броунiвських рухiв. З цiєю метою дослiджено iнтегральнi рiвняння Фредгольма
другого роду з додатковою сингулярнiстю, тобто зi слабко сингулярними
ядрами,що додатково мають точки розриву у чисельнику, що не можна усунути.
Також дослiджено аналогiчнi iнтегральнi рiвняння Фредгольма другого роду
з додатковою сингулярнiстю, якi виникають при статистичному оцiнюваннi
параметрiв.

У дисертацiйнiй роботi отримано наступнi новi науковi результати:
– дослiджено екстремуми ентропiйних функцiоналiв, сконструйованих для
ймовiрнiсних мiр, що вiдповiдають двом незалежним вiнерiвським проце-
сам;

– дослiджено екстремуми, точнiше мiнiмуми, ентропiйних функцiоналiв,
сконструйованих для ймовiрнiсних мiр, що вiдповiдають сумiшi стандар-
тного i дробового броунiвських рухiв;

– знайдено наближенi розв’язки iнтегральних рiвнянь з ядром iз додатковою
сингулярнiстю, що виникають при мiнiмiзацiї ентропiйних функцiоналiв,
сконструйованих для ймовiрнiсних мiр, що вiдповiдають сумiшi стандар-
тного i дробового броунiвських рухiв;

– знайдено наближенi розв’язки iнтегральних рiвнянь з ядром iз додатковою
сингулярнiстю, що виникають при оцiнюваннi параметра зсуву в моделi з
двома дробовими броунiвськими рухами;
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– на основi знайдених розв’язкiв побудовано оцiнки для параметра зсуву i
наведено її порiвняння з iншими типами оцiнок того ж параметру.
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