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Abstract. At the paper a linear regression model whose function
has the form f(x) = ax+ b, where a and b are unknown parameters,
is studied. Approximate values (observations) of functions f(x) are
registered at equidistant points of a line segment. It is also assumed
that the covariance matrix of deviations is a tridiagonal bisymmetric
matrix. In the theorem proved in the paper, necessary and sufficient
condition for the elements of such matrix is found, which ensures the
equality of LS and Aitken estimations both parameters of this model
simultaneously. All elements are expressed in terms of two, which
correspond to the variances of random deviations at the first two
observation points. A sufficient condition for the connection between
these two elements of the matrix to be positive definite was also
found.
Keywords: linear regression model, Aitken estimation, least square
method.

Анотацiя. В роботi вивчається регресiйна модель, функцiя якої
має вигляд f(x) = ax + b, де a та b — невiдомi параметри. На-
ближенi значення (спостереження) функцiї f(x) реєструються у
рiвновiддалених точках вiдрiзку [0, 1]. Також припускається, що
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коварiацiйна матриця вiдхилень є тридiагональною бiсиметри-
чною матрицею. В теоремi, яку доведено в роботi, знайдено не-
обхiдну i достатню умову на елементи такої матрицi, яка забез-
печує рiвнiсть оцiнок МНК та Ейткена обох параметрiв даної мо-
делi одночасно. Всi елементи виражаються через два, якi вiдпо-
вiдають дисперсiям випадкових вiдхилень в перших двох точках
спостереження. Також знайдено достатню умову на зв’язок мiж
цими двома елементами матрицi, для того щоб матриця була до-
датно визначеною.
Ключовi слова: лiнiйна регресiйна модель, оцiнка Ейткена, ме-
тод найменших квадратiв.

1. Вступ

Для аналiзу та обробки даних у рiзних сферах людської дiяльностi ви-
користовують статистичнi методи, зокрема методи регресiйного аналiзу.

В схемах регресiї дослiджується певна кiлькiсна характеристика деякого
об’єкта чи явища, її значення в кожнiй точцi спостереження залежить вiд
багатьох факторiв.

Бiльша частина таких факторiв буде несуттєвою, тому доцiльно просто
вивчати їх сумарний вплив та розглядати його як випадкову величину.

У класичнiй регрсiї припускається, що коварiацiйна матриця значень цiєї
випадкової величини буде одиничною, помноженою на стале число.

Ефективною оцiнкою невiдомих параметрiв моделi буде звичайна оцiнка
методу найменших квадратiв (МНК).

При послабленнi такого припущення в якостi коварiацiйної матрицi може
бути будь-яка додатно визначена матриця. В цьому випадку ефективною
оцiнкою невiдомих параметрiв буде оцiнка Ейткена, яка в своїй формулi
враховує вигляд коварiацiйної матрицi.

В монографiї [1] доведено теорему, яка дає необхiдну i достатню умову
на коварiацiйну матрицю для збiгу оцiнок МНК та Ейткена всiх параме-
трiв моделi одночасно у випадку загальної регресiйної моделi, лiнiйної по
параметрам.

В роботi [4] вивчається лiнiйна регресiйна модель, функцiя якої має та-
кий вигляд

f(x) = ax+ b;

коварiацiйна матриця вiдхилень є тридiагональною бiсиметричною матри-
цею.

В теоремi, яку доведено в роботi, у випадку непарної кiлькостi точок
спостереження знайдено необхiдну i достатню умову на елементи даної ко-
варiацiйної матрицi, яка забезпечує рiвнiсть оцiнки МНК та оцiнки Ейткена
параметра a даної моделi.

При такому виглядi коварiацiйної матрицi вiдхилень оцiнки Ейткена та
МНК параметра b в загальному випадку не будуть збiгатися.
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2. Оцiнка МНК та оцiнка Ейткена лiнiйної регресiйної моделi у
випадку вiдхилень з тридiагональною коварiацiйною

матрицею

Розглянемо модель регресiї

yi = axi + b+ εi, i = 0, 1, ..., n, (1)

де ε0, ..., εn — випадковi величини з Eεi = 0 та коварiацiйною матрицею
σ2Ω′B3, якщо n — парне, i σ2Ω′′B3, якщо n — непарне; Ω′B3 та Ω′′B3 — додатно
визначенi матрицi, якi мають вигляд

Ω′B3 =



λ0 γ1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
γ1 λ1 γ2 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 γ2 λ2 γ3 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . γk−1 λk−1 γk 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 γk λk γk 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 γk λk−1 γk−1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . λ1 γ1
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . γ1 λ0


,

Ω′′B3 =



λ0 γ1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
γ1 λ1 γ2 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 γ2 λ2 γ3 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . γk λk γk+1 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 γk+1 λk γk 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 γk λk−1 γk−1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . λ1 γ1
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . γ1 λ0


,

де λi > 0, i = 0, 1, ..., k, k = n
2 для парних n та k = n−1

2 для непарних n.

В монографiї [2] знайдено формули для оцiнки МНК та оцiнки Ейткена
невiдомих параметрiв моделi лiнiйної регресiї загального вигляду.

З цих формул у випадку моделi (1) та xi = i
n , i = 0, 1, ..., n, маємо такi

оцiнки МНК та Ейткена параметрiв a та b:(
âMNK

b̂MNK

)
= (X ′X)−1X ′~y,

(
âAIT
b̂AIT

)
= (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1~y,
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де

X ′ =

(
0 1

n
2
n . . . n−1

n 1
1 1 1 . . . 1 1

)
,

~y ′ = (y0, y1, ..., yn), Ω — додатно визначена матриця.

3. Умови на коварiацiйну матрицю вiдхилень для збiгу оцiнок
МНК та Ейткена параметрiв лiнiйної моделi

Позначимо через Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1) матрицi Ω′B3 та Ω′′B3 вiдпо-
вiдно, в яких елементи λ2, λ3, ..., λk та γ1, ..., γk−1 мають вигляд для парних
n

λk−j =
(−(k − 1)2 + j2)λ0 + (k2 − j2)λ1

2k − 1
, j = 0, 1, ..., k − 2; (2)

γj =
j(2k − j + 1)

2(2k − 1)
(λ0 − λ1), j = 1, 2, ..., k; (3)

для непарних n

λk−j =
(−(k − 1)k + j(j + 1))λ0 + ((k + 1)k − j(j + 1))λ1

2k
, (2′)

j = 0, 1, ..., k − 2;

γj =
j(2k − j + 2)

4k
(λ0 − λ1), j = 1, 2, ..., k + 1. (3′)

Лема 1. Якщо елементи λ0, λ1 матриць Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1) задо-
вiльняють умовi

0 < λ0 < λ1 <

(
3− 1

z

)
λ0, де z =

n

2
, (4)

або умовi

0 <

(
1− 2z − 1

2z2 + k

)
λ0 < λ1 < λ0, (5)

то матрицi Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1) будуть додатно визначеними.

Доведення. Згiдно з [3], якщо симетрична матриця має дiагональну перева-
гу та всi її дiагональнi елементи додатнi, то вона буде додатно визначеною.

Розглянемо спочатку випадок парного n. Тодi z = k.
Доведемо, що при умовах (4) або (5) матриця Ω′B3(λ0, λ1) буде мати дi-

агональну перевагу.
Справдi, якщо λ0 < λ1 та виконується умова (4), то враховуючи формули

(2) та (3) маємо

|γ1| =
2k

2(2k − 1)
(λ1 − λ0) <

k

2k − 1

(
2− 1

k

)
λ0 = λ0;

|γ1|+ |γ2| =
(

k

2k − 1
+

2(2k − 1)

2(2k − 1)

)
(λ1 − λ0) <

3k − 1

2k − 1

(
1− k

3k − 1

)
λ1 = λ1;
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λj −
(
|γj |+ |γj+1|

)
=

(−(k − 1)2 + (k − j)2)λ0 + (k2 − (k − j)2)λ1
2k − 1

−

−j(2k − j + 1) + (j + 1)(2k − j)
2(2k − 1)

(λ1 − λ0) =

=
(−(k − 1)2 + (k − j)2) + (2kj + k − j2)

2k − 1
λ0+

+
(k2 − (k − j)2)− (2kj + k − j2)

2k − 1
λ1 =

=
1

2k − 1

(
(3k − 1)λ0 − kλ1

)
>

1

2k − 1

(
(3k − 1)λ0 − k(3− 1/k)λ0

)
= 0,

j = 2, 3, ..., k − 1;

λk − 2|γk| =
−(k − 1)2λ0 + k2λ1

2k − 1
− 2k(k + 1)

2(2k − 1)
(λ1 − λ0) =

=
1

2k − 1

(
(3k − 1)λ0 − kλ1

)
> 0.

Якщо λ0 > λ1 та виконується умова (5), то

|γ1| =
k

2k − 1
(λ0 − λ1) < 1 · λ0 = λ0;

|γ1|+ |γ2| =
3k − 1

2k − 1
(λ0 − λ1) <

3k − 1

2k − 1
· 2k − 1

2k2 − k + 1
λ1 < λ1;

λk − 2|γk| =
−(k − 1)2λ0 + k2λ1

2k − 1
− 2k(k + 1)

2(2k − 1)
(λ0 − λ1) =

=
1

2k − 1

(
(2k2 + k)λ1 − (2k2 − k + 1)λ0

)
> 0. (6)

Оскiльки у випадку λ0 > λ1 виконуються нерiвностi γj−1 < γj , λj−1 >
λj , j = 2, 3, ..., k, то з (6) при умовi (5) випливає, що

λj −
(
|γj |+ |γj+1|

)
> λk − 2|γk| > 0, j = 2, 3, ..., k − 1.

У випадку непарного n доведення аналогiчне.
Далi, з формул (2) та (2′) випливає, що λk−j > 0, j = 0, 1, ..., k − 2; тодi

i тiльки тодi, коли

λ1 >

(
k − 1

k

)2

λ0 > 0 (n− парне), (7)

або
λ1 >

k − 1

k + 1
λ0 > 0 (n− непарне). (7′)

Але якщо λ0 та λ1 задовiльняють умовi (4) або (5), то вони задовiльняють
i умовам (7) та (7′) у випадку парного та непарного n вiдповiдно. �
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Лема 2. Якщо елементи λ0, λ1 матриць Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1) будь-
якi, але λ0 6= λ1, то

µi =

(
(3z − 1)− i(i+1)

2

)
λ0 −

(
z − i(i+1)

2

)
λ1

2z − 1
, (8)

i = 0, 1, n,

будуть власними числами матрицi Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1) з власними
векторами

~v(0) =
{

1
}n
j=0

, коли i = 0;

~v(1) =
{

(z − j)
}n
j=0

, коли i = 1;

~v(n) =
{

(−1)jCjn
}n
j=0

, коли i = n.

Доведення. Нехай спочатку n буде парне.
Доведемо, що вектори ~v(i) = (v

(i)
0 , v

(i)
1 , ..., v

(i)
n ), i = 0, 1, n, будуть розв’яз-

ками систем рiвнянь
(ΩB3(λ0, λ1)− µiI)~v = 0, (9)

i = 0, 1, n,

вiдносно ~v = (v0, v1, ..., vn), де I — одинична матриця.
Система (9) дпя i = 0, 1, n, з урахуванням (8) має вигляд:

(−k+i(i+1)/2)(λ0−λ1)
2k−1 v0 + k(λ0−λ1)

2k−1 v1 = 0

j(2k−j+1)(λ0−λ1)
2(2k−1) vj−1 + (k+2kj−j2−i(i+1)/2)(λ1−λ0)

2k−1 vj+

+ (j+1)(2k−j)(λ0−λ1)
2(2k−1) vj+1 = 0, j = 1, 2, ..., 2k − 1;

k(λ0−λ1)
2k−1 v2k−1 + (−k+i(i+1)/2)(λ0−λ1)

2k−1 v2k = 0

Пiсля спрощення маємо:

(−k + i(i+ 1)/2)v0 + kv1 = 0

j(2k−j+1)
2 vj−1 − (k + 2kj − j2 − i(i+ 1)/2)vj+

+ (j+1)(2k−j)
2 vj+1 = 0, j = 1, 2, ..., 2k − 1;

kv2k−1 + (−k + i(i+ 1)/2)v2k = 0

(10)

Пiдставимо в систему (10) при i = 0 вектор ~v(0). Маємо

−k · 1 + k · 1 ≡ 0;

j(2k − j + 1)

2
· 1− (k + 2kj − j2) · 1 +

(j + 1)(2k − j)
2

· 1 =

=
4ki− 2i2 + 3k

2
− (k + 2kj − j2) ≡ 0, j = 1, 2, ..., 2k − 1;

k · 1− k · 1 ≡ 0.

Далi, пiдставимо в систему (10) при i = 1 вектор ~v(1). Маємо
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(−k + 1) · k + k · (k − 1) ≡ 0;

j(2k − j + 1)

2
· (k − j + 1)− (k + 2kj − j2 − 1) · (k − j)+

+
(j + 1)(2k − j)

2
· (k − j − 1) =

2(k − j)(2kj − j2 + k − 1)

2
−

−(k + 2kj − j2 − 1) · (k − j) ≡ 0, j = 1, 2, ..., 2k − 1;

k · (−k + 1) + (−k + 1) · (−k) ≡ 0.

Насамкiнець, пiдставимо в систему (10) при i = n вектор ~v(n). Маємо(
(−k + k(2k + 1)

)
· C0

2k − k · C1
2k = 2k2 · 1− k · 2k ≡ 0;

j(2k − j + 1)

2
· Cj−12k − (2kj − j2 + 2k2) · Cj2k +

(j + 1)(2k − j)
2

· Cj+1
2k =

= Cj2k

(
j2

2
− (2kj − j2 + 2k2) +

(2k − j)2

2

)
≡ 0, j = 1, 2, ..., 2k − 1;

−k · C2k−1
2k +

(
(−k + k(2k + 1)

)
· C2k

2k = −k · 2k + 2k2 · 1 ≡ 0.

У випадку непарного n доведення аналогiчне. �

Має мiсце

Наслiдок 1. Якщо матрицi Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1) додатно визначенi
i λ0 < λ1, то має мiсце нерiвнiсть (4).

Доведення. Додатня визначенiсть матрицi означає [3], що всi її власнi чи-
сла додатнi. Припустимо, права частина нерiвностi (4) не виконується, тоб-
то λ1 >

(
3 − 1

z

)
λ0. З останньої нерiвностi та леми 2 випливає, що µ0 < 0.

Маємо протирiччя. �

Таким чином, умова (4) буде необхiдною i достатньою для додатної ви-
значеностi матриць Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1).

Зауважимо, що умова (5) не буде необхiдною для додатної визначеностi
цих матриць.

Приклад 1. Матриця

Ω′B3

(
1,

20

27

)
=



1 7
45 0 0 0 0 0

7
45

20
27

7
27 0 0 0 0

0 7
27

79
135

14
45 0 0 0

0 0 14
45

8
15

14
45 0 0

0 0 0 14
45

79
135

7
27 0

0 0 0 0 7
27

20
27

7
45

0 0 0 0 0 7
45 1



,
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не має дiагональної переваги (умова (5) не виконується), але вона буде
додатно визначеною. Її власнi числа — µ0 = 52

45 , µ1 = 149
135 , µ2 = 1, µ3 = 38

45 ,

µ4 = 38
135 , µ5 = 17

45 , µ6 = 1
15 .

Наслiдок 2. Якщо матрицi Ω′B3(λ0, λ1) та Ω′′B3(λ0, λ1) додатно визначенi
та λ0 > λ1, то має мiсце нерiвнiсть

0 <

(
1− 2z − 1

2z2

)
λ0 < λ1. (11)

Доведення. Нехай (11) не виконується. З (8) маємо

µn =
2z2

2z − 1

(
λ1 −

(
1− 2z − 1

2z2

)
λ0

)
< 0,

тобто матриця Ω′B3(λ0, λ1) (або Ω′′B3(λ0, λ1)) має принаймнi одне вiд’ємне
власне число, що протирiчить її додатнiй визначеностi. �

Має мiсце

Теорема 1. Оцiнки МНК та Ейткена параметрiв моделi (1) з коварiацiй-
ною матрицею вiдхилень σ2Ω′B3 у випадку парного n та σ2Ω′′B3 у випадку
непарного n збiгаються тодi i тiльки тодi, коли елементи λ2, λ3, ..., λk
та γ1, ..., γk+1 матриць Ω′B3 та Ω′′B3 мають вигляд (2), (3) та (2’), (3’)
вiдповiдно, а λ0 та λ1 пов’язанi спiввiдношеннями (4) або (5).

Доведення. Розглянемо випадок парного n.
Достатнiсть. Нехай Ω′B3 = Ω′B3(λ0, λ1). Згiдно леми 2 матриця Ω′B3(λ0, λ1)

має власнi вектори ~v(0) та ~v(1).
Позначимо через V матрицю порядка (n + 1) × 2, першим та другим

стовпцями якої будуть вектори ~v(0) та ~v(1) вiдповiдно.
Очевидно

X = V C, (12)

де

C =

(
1
2 1
1
2 0

)
.

З рiвностi (12) та теореми про необхiдну i достатню умову збiгу оцiнки
МНК та Ейткена [1] випливає, що(

âMNK

b̂MNK

)
=

(
âAIT
b̂AIT

)
. (13)

Необхiднiсть. Нехай виконується (13). Згiдно з теоремою про необхiдну i
достатню умову збiгу оцiнки МНК та Ейткена [1] рiвнiсть (13) означає, що
матриця Ω′B3 має два власнi вектори ~v(0)1 та ~v(1)1 , якi можна представити у
виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв матрицi X, або, завдяки формулi (12),
векторiв ~v(0) та ~v(1) :

~v
(0)
1 = α0~v

(0) + α1~v
(1); ~v

(1)
1 = β0~v

(0) + β1~v
(1).
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Розглянемо двi системи рiвнянь

(Ω′B3 − µ̃0I)~v
(0)
1 = 0 (14)

та
(Ω′B3 − µ̃1I)~v

(1)
1 = 0 (14′)

вiдносно змiнних µ̃0, λ2, λ3, ..., λk, γ1, ..., γk, α0, α1 та змiнних µ̃1, λ2, λ3, ...,
λk, γ1, ..., γk, β0, β1 вiдповiдно.

З (k + 1)-х рiвнянь систем (14) та (14′) випливає, що

µ̃0 = µ̃1 = λk + 2γk, (15)

якщо α0 6= 0 та β0 6= 0 одночасно. В цьому випадку з перших рiвнянь
систем (14) та (14′) та рiвностi (15) маємо α1

α0
= β1

β0
, тобто

~v
(0)
1 =

β1
β0
~v
(1)
1 ,

чого не може бути. Тому α0 = 0 або β0 = 0.
Нехай β0 = 0. Тодi α0 6= 0. Розглянемо перше та останнє рiвняння систе-

ми (14). Маємо

(λ0 − µ̃0)(α0 − α1) + γ1

(
α0 −

k − 1

k
α1

)
= 0, (16)

γ1

(
α0 +

k − 1

k
α1

)
+ (λ0 − µ̃0)(α0 + α1) = 0. (17)

Складемо (16) та (17). Маємо

(λ0 − µ̃0) + γ1 = 0. (18)

Вiднiмемо (16) вiд (17). Маємо

2α1

(
(λ0 − µ̃0) +

k − 1

k
γ1

)
= 0. (19)

Враховуючи (18), з (19) отримуємо γ1 = 0 або α1 = 0.
Якщо γ1 = 0, то µ̃0 = λ0; розглянемо друге та передостаннє рiвняння

системи (14):

(λ1 − λ0)
(
α0 −

k − 1

k
α1

)
+ γ2

(
α0 −

k − 2

k
α1

)
= 0,

γ2

(
α0 +

k − 2

k
α1

)
+ (λ1 − λ0)

(
α0 +

k − 1

k
α1

)
= 0,

звiдки маємо
(λ1 − λ0) + γ2 = 0, (20)

2α1

(k − 1

k
(λ1 − λ0) +

k − 2

k
γ2

)
= 0. (21)

З (20) та (21) випливає, що γ2 = 0 або α1 = 0. Якщо γ2 = 0, то λ1 = λ0,
що протирiчить умовi теореми. Отже, α1 = 0.

Таким чином, можна вважати, що ~v(0)1 = ~v(0), ~v
(1)
1 = ~v(1).
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Розглянемо таку систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь{
(Ω′B3 − µ̃0I)~v(0) = 0,

(Ω′B3 − µ̃1I)~v(1) = 0,
(22)

вiдносно змiнних µ0, µ1, λ2, λ3, ..., λk, γ1, ..., γk−1.
Система (22) має єдиний розв’язок, в якому змiннi виражаються через

λ0 та λ1 по формулам (9), (2), (3). А це означає, що оцiнки МНК та Ейткена
параметрiв моделi (1) з коварiацiйною матрицею вiдхилень σ2Ω′B3 можуть
збiгатися тiльки тодi, коли елементи матрицi Ω′B3 мають вигляд (2), (3).

У випадку непарного n доведення аналогiчне. �

4. Висновки
Вивчається лiнiйна регресiйна модель вигляду

f(x) = ax+ b,

де a та b — невiдомi параметри. Cпостереження функцiї f(x) задано у рiв-
новiддалених точках [0, 1]. Припускається, що коварiацiйна матриця вiдхи-
лень є тридiагональною бiсиметричною матрицею. Знайдено та доведено
необхiдну i достатню умову на елементи такої матрицi, яка забезпечує рiв-
нiсть оцiнок МНК та Ейткена обох параметрiв даної моделi одночасно. Всi
елементи виражаються через два, якi вiдповiдають дисперсiям випадкових
вiдхилень в перших двох точках спостереження.

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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