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У роботi розглядаються дiйснi стацiонарнi гауссовi процеси зi стiйкою кореляцiйною фун-
кцiєю. Показано, що траекторiї стацiонарних гауссових власних комплексних випадкових проце-
сiв iз нульовим математичним сподiванням належать простору Орлiча, породженому функцi-
єю U(x) = e

x2

2 − 1. Отримано умови, за яких справджуються оцiнки розподiлу напiвнорм Гель-
дера вiд гауссових власних комплексних випадкових процесiв, визначених на компактi T = [0, T ].

Ключовi слова: стацiонарнi гауссовi процеси, власнi комплекснi випадковi процеси, простори
Орлiча, модулi неперервностi, напiвнорми Гельдера.

Complex random variables and processes with a vanishing pseudo-correlation are called proper.
There is a class of stationary proper complex random processes that have a stable correlation function.
In the present article we consider real stationary Gaussian processes with a stable correlation function.
It is shown that the trajectories of stationary Gaussian proper complex random processes with zero
mean belong to the Orlich space generated by the function U(x) = e

x2

2 − 1. Estimates are obtained for
the distribution of semi-norms of sample functions of Gaussian proper complex random processes with
a stable correlation function, defined on the compact T = [0, T ], in Hölder spaces.

Key Words: stationary Gaussian processes, proper complex random processes, Orlicz spaces, moduli
of continuity, Hölder semi-norms.

Статтю представив д.ф.-м.н. Козаченко Ю.В.

1 Вступ

Нехай (T, ρ) — деякий метричний простiр.
Розглянемо такий випадковий процес X =
= (X(t), t ∈ T), що з iмовiрнiстю 1:

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)6ε
t,s∈T

|X(t)−X(s)|

f(ε)
6 1.

У цiй нерiвностi функцiя f повинна бути моду-
лем неперервностi для процесу X.

Простiр функцiй з модулями неперервностi
f є простором Гельдера, а функцiонал

sup
0<ρ(t,s)6ε
t,s∈T

|X(t)−X(s)|
f(ρ(t, s))

є напiвнормою у просторi Гельдера. У подаль-
шому матимемо справу iз оцiнками роз-
подiлiв напiвнорм Гельдера вiд траекторiй

власних комплексних випадкових процесiв
Xα = (Xα(t), t ∈ [0, T ]), тобто ймовiрностей

P

 sup
0<|t−s|6ε
t,s∈[0,T ]

|Xα(t)−Xα(s)|
f(|t− s|)

> x

 .

Такi оцiнки та припущення, згiдно з яки-
ми напiвнорми траекторiй процесiв з просто-
рiв Fψ(Ω) задовольняють умовi Гельдера, були
отриманi в [2, 3]. Схожi результати для гауссо-
вих процесiв, визначених на компактi, мiстя-
ться у роботi [4]. Козаченко [5] узагальнив резу-
льтати Дадлi для випадкових процесiв, що на-
лежать до просторiв Орлiча (див. також [1, 6]).

2 Означення та попереднi результати
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Означення 2.1. ([7]) Випадковий комплексний
процесс Xα = (Xα(t), t ∈ R) називається вла-
сним комплексним випадковим процесом, якщо
псевдокореляцiйна функцiя цього процесу до-
рiвнює нулю:

EXα(t)Xα(t+ τ) = 0,

тобто, коли виконуються умови:

EXc(t)Xc(t+ τ) = EXs(t)Xs(t+ τ),

EXc(t)Xs(t+ τ) = −EXs(t)Xc(t+ τ).

Означення 2.2. ([8]) Функцiя r(τ), τ ∈ R, нази-
вається стiйкою кореляцiйною функцiєю, якщо

r(τ) = σ2 exp

{
−c|τ |α

(
1 + iβ

τ

|τ |
ω(τ, α)

)}
,

(1)
де α ∈ (0, 2], |β| 6 1, c > 0, σ2 > 0 та

ω(τ, α) =

{
tg πα

2 , якщо α ̸= 1;
2
π ln |τ |, якщо α = 1.

Означення 2.3. Стацiонарний власний компле-
ксний випадковий процес називається власним
стацiонарним комплексним випадковим проце-
сом зi стiйкою кореляцiйною функцiєю, якщо

EXα(t)Xα(t+ τ) = r(τ),

де функцiя r(τ) задана (1).

Означення 2.4. ([1]) Функцiю U : R → R на-
зивають C–функцiєю, якщо U — опукла, моно-
тонно зростаюча при x > 0, парна, неперервна,
а також U(0) = 0.

За означенням, C–функцiя U(x), x > 0, має
обернену функцiю ([1]).

Означення 2.5. ([1]) Нехай U — довiльна C–
функцiя. Простором Орлiча випадкових вели-
чин LU (Ω) називається сiм’я випадкових вели-
чин, що для кожної ξ ∈ LU (Ω) iснує така кон-
станта rξ > 0, що

EU
(
ξ

rξ

)
<∞.

Цей простiр є простором Банаха з нормою

∥ξ∥U = inf

{
r > 0 : EU

(
ξ

r

)
6 1

}
.

Означення 2.6. ([1]) Метрична масивнiсть
N(T, ρ)(u) := N(u) — це мiнiмальна кiлькiсть
замкнених куль (визначених вiдповiдно до ме-
трики ρ) радiусу u, якими можна покрити про-
стiр T.

Означення 2.7. ([1]) C–функцiя U задовольняє
∆2–умовi, якщо U ∼ U2, тобто ∃x0 > 0, ∃L > 1
∀x > x0 :

U2(x) 6 U(Lx). (2)

Розглянемо простiр T = [0, T ], T > 0, у
якому введемо метрику

ρ(t, s) = |t− s|, t, s ∈ T.
Нехай U : R → R — C–функцiя, що задо-

вольняє ∆2–умовi. Вiдповiдний простiр LU (Ω)
є простором Орлiча з нормою ∥ · ∥U .

Розглянемо стохастичний процес X =
(X(t), t ∈ T) з LU (Ω)–приростами. Тодi

ρX(t, s) = ∥X(t)−X(s)∥U , t, s ∈ T,
є псевдометрикою, породженою процесом X.
Припустимо, що процес X є сепарабельним на
(T, ρ).

Покладемо N(u) — метрична масивнiсть
простору (T, ρ). Нехай σ(u), u > 0, є деякою не-
перервною функцiєю такою, що σ(u) → 0 при
u→ 0. Введемо умову на псевдометрику ρX :

sup
ρ(t,s)6u

∥X(t)−X(s)∥U 6 σ(u), ∀u > 0.

Оскiльки T = [0, T ], то за означенням 2.6
маємо, що

T

2u
6 N(u) 6 T

2u
+ 1.

Тому для σ(−1)(p) — оберненої функцiї до
σ(u), виконується нерiвнiсть:

N(T, ρX)(p) 6
T

2σ(−1)(p)
+ 1.

Теорема 2.1. ([6]) Покладемо

f(σ(u)) =

σ(u)∫
0

U (−1)

(
T

2σ(−1)(p)
+ 1

)
dp =

= [p = σ(t)] =

u∫
0

U (−1)

(
T

2t
+ 1

)
dσ(t), u > 0;

z0 = max{x0, L}, де x0 та L — константи з
означення 2.7; а також u∗ = σ(−1)(T ). Тодi
iснують функцiї C(σ(u)), u ∈ (0, u∗), i C1(u),
u ∈ (0, T ), такi, що C(σ(u)) > 0 ∀u ∈ (0, u∗),
C1(u) > 0 ∀u ∈ (0, T ), C1(u) → 0 при u→ 0, та
∀x > z0 ∀u ∈ (0, u∗) має мiсце нерiвнiсть:
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P

 sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|X(t)−X(s)|
C(σ(u))f(σ(|t− s|))

> x

 6 C1(u)

U(x)
.

Для u таких, що N(u) > U(z0): C1(u) 6 3+
√
2

i C(σ(u)) 6 3L(5 + 4L). Бiльше того,

lim sup
u↓0

∆(X;u)

3L(5 + 4L)z0f(σ(u))
6 1

майже напевно, де

∆(X;u) = sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|X(t)−X(s)|.

3 Основнi результати

Нехай ξ — гауссова випадкова величина з
нульовим математичним сподiванням та дис-
персiєю σ2.
Теорема 3.1. Випадкова величина ξ ∼ N(0, σ2)
належить простору Орлiча LU (Ω) з функцiєю
U(x) = exp

{
x2

2

}
− 1 та нормою ∥ξ∥U = 2√

3
σ.

Доведення. Оскiльки U(x) = exp
{
x2

2

}
− 1, то

EU
(
ξ

r

)
= E exp

{
ξ2

2r2

}
− 1

для довiльного r > σ. Маємо, що

E exp

{
ξ2

2r2

}
=

=
1√
2πσ

∞∫
−∞

exp

{
x2

2r2

}
· exp

{
− x2

2σ2

}
dx =

=
1√
2πσ

∞∫
−∞

exp

{
−x

2

2
· r

2 − σ2

r2σ2

}
dx =

=

1
σ

√
r2σ2

r2−σ2

√
2π ·

√
r2σ2

r2−σ2

∞∫
−∞

exp

{
−x

2

2
· r

2 − σ2

r2σ2

}
dx =

=

√
r2

r2 − σ2
.

Отже, ξ належить простору Орлiча LU (Ω)
за означенням 2.5. Її норма:

∥ξ∥U = inf

{
r > 0 : E exp

{
ξ2

2r2

}
6 2

}
=

= inf

{
r > 0 :

√
r2

r2 − σ2
6 2

}
=

= inf

{
r > 0 : r > 2√

3
σ

}
=

=
2√
3
σ.

Розглянемо Xα = (Xα(t), t ∈ T) — стацiо-
нарний гауссiвський власний комплексний ви-
падковий процес такий, що Xα(t) ∼ N(0, σ2)
∀t ∈ T. У такому разi, вiдповiдно до теореми
3.1, Xα(t) належить простору Орлiча, що поро-
джується функцiєю U(x) = exp

{
x2

2

}
−1, x ∈ R.

Ця C–функцiя задовольняє ∆2–умовi з констан-
тою L >

√
2 (див. означення 2.7), причому

при L =
√
2 умова виконується для довiльного

x > 0. У вiдповiдному просторi Орлiча LU (Ω)
позначимо норму через ∥ · ∥U .

Таким чином, функцiя

ρXα(t, s) = ∥Xα(t)−Xα(s)∥U , t, s ∈ T,

є псевдометрикою, породженою процесом Xα.
Припустимо, що процес Xα є сепарабельним на
(T, ρ). Оскiльки ∀t ∈ T та ∀τ ∈ [−t, T − t]:

EXα(t)Xα(t+ τ) = r(τ) = σ2 exp{−c|τ |α},

то, використовуючи нерiвнiсть 1 − e−x 6 x,
x > 0, маємо ∀t, s ∈ T:

E(Xα(t)−Xα(s))
2 = 2r(0)− 2r(|t− s|) =

= 2σ2(1− exp{−c|t− s|α}) 6 2cσ2|t− s|α.

Позначимо σ1(u) = 2σ
√

2c
3 u

α/2, u > 0. От-
же, згiдно iз теоремою 3.1, отримали умову на
псевдометрику ρXα : для довiльного u > 0

sup
|t−s|6u

∥Xα(t)−Xα(s)∥U 6 2σ

√
2c

3
uα/2. (3)

Згiдно iз означенням метричної масивностi

(NρXα
(u)) та оскiльки σ(−1)

1 (u) =
(
u
2σ

√
3
2c

)2/α
є

оберненою функцiєю до σ1(u), то буде викону-
ватись нерiвнiсть:

NρXα
(u) 6 1 +

T

2

(
u

2σ

√
3

2c

)−2/α

.
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Для функцiї U(x) = exp
{
x2

2

}
− 1, x ∈ R,

оберненою є U (−1)(y) =
√

2 ln(y + 1), y > 0. То-
му можемо оцiнити значення функцiї

f(σ1(u)) =

σ1(u)∫
0

U (−1)

(
T

2σ
(−1)
1 (p)

+ 1

)
dp =

=

2σ
√

2c
3
uα/2∫

0

√√√√√2 ln

2 +
T

2
·

(
p

2σ

√
3

2c

)−2/α
dp.

Для цього скористаємося нерiвнiстю

ln (1 + t) =
1

β
ln (1 + t)β 6 tβ

β
, (4)

що справджується для будь-якого t > 0 та
β ∈ (0, 1). Маємо:

f(σ1(u)) 6

6
√

2

β

2σ
√

2c
3
uα/2∫

0

1 +
T

2
·

(
p

2σ

√
3

2c

)−2/α
β/2

dp,

де β ∈ (0, 1). Припустимо, що

1 +
T

2
·

(
p

2σ

√
3

2c

)−2/α

6 c1(u) · p−2/α,

тобто c1(u) > p2/α + T
2 ·
(
2σ
√

2c
3

)2/α
. Оскiль-

ки p ∈
(
0, 2σ

√
2c
3 u

α/2
)
, то попередня нерiвнiсть

виконується при c1(u) =
(
u+ T

2

)
·
(
2σ
√

2c
3

)2/α
.

Отже, за умови, що β < α, має мiсце нерiв-
нiсть:

f(σ1(u)) 6
√

2

β

2σ
√

2c
3
uα/2∫

0

(
c1(u)·p−2/α

)β/2
dp =

=
4ασ

α− β

√
c

3β

(
u+

T

2

)β/2
u

α−β
2 .

Таким чином, справджується наступна тео-
рема.

Теорема 3.2. Покладемо

gα(u) =
4ασ

α− β

√
c

3β

(
u+

T

2

)β/2
u

α−β
2 , u > 0,

де c, σ > 0, α ∈ (0, 2] та β ∈ (0,min{1, α}).
Також нехай z0 = max{x0, L}, де x0 та

L — константи з означення 2.7, а також

u∗ = σ
(−1)
1 (T ) =

(
T
2σ

√
3
2c

)2/α
. Тодi iснують

функцiї C(σ1(u)), u ∈ (0, u∗), i C1(u), u ∈ (0, T ),
такi, що C(σ1(u)) > 0 ∀u ∈ (0, u∗), C1(u) > 0
∀u ∈ (0, T ), C1(u) → 0 при u → 0, та ∀x > z0
∀u ∈ (0, u∗) має мiсце нерiвнiсть:

P

 sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|
C(σ1(u)) gα(|t− s|)

> x

 6

6 C1(u)

exp
{
x2

2

}
− 1

.

Бiльше того,

lim sup
u↓0

∆(Xα;u)

3L(5 + 4L)z0 gα(u)
6 1

майже напевно, де

∆(Xα;u) = sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|.

Наслiдок 1. Оскiльки ∆2–умова виконується
∀x > 0 при L =

√
2, то у такому випадку

z0 =
√
2 i для будь-якого u < T

2(e−2) =: u∗∗
виконується нерiвнiсть N(u) > U(z0). Тодi
∀x >

√
2 та u ∈ (0,min{u∗, u∗∗}) справджує-

ться нерiвнiсть:

P

 sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|
3(8 + 5

√
2) gα(|t− s|)

> x

 6

6 3 +
√
2

exp
{
x2

2

}
− 1

. (5)

Бiльше того,

lim sup
u↓0

∆(Xα;u)

6(5 + 4
√
2) gα(u)

6 1

майже напевно, де

∆(Xα;u) = sup
t,s∈T

0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|.

Зауваження 1. Значення правої частини не-

рiвностi (5) менше 1 при x >
√

2 ln(4 +
√
2).
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Приклад 1. Нехай T = 1, c = 3
2 , σ = 1

4 та

u = 1
2 ∈

(
0,min

{
α
√
4, 1

2(e−2)

})
. Якщо α ∈ (0, 2),

то нехай β = α
2 , та β = 1

2 , якщо α = 2. От-
же, згiдно iз наслiдком 1 та зауваженням 1, у

такому випадку ∀x >
√

2 ln(4 +
√
2) має мiсце

нерiвнiсть:

P

 sup
t,s∈[0,1]

0<|t−s|6 1
2

|Xα(t)−Xα(s)|
3(8 + 5

√
2)h1(α)

> x

 6 3 +
√
2

e
x2

2 − 1
,

де h1(α) = 21−
α
4√
α

, якщо α ∈ (0, 2) та h1(2) = 23/4

3 .
Якщо для q ∈ (0, 1):

3 +
√
2

e
x2

2 − 1
= q ⇔ x =

√√√√2 ln

(
1 +

3 +
√
2

q

)
,

то з iмовiрнiстю, бiльшою за 1− q, справджує-
ться така оцiнка ∀α ∈ (0, 2]:

sup
t,s∈[0,1]

0<|t−s|6 1
2

|Xα(t)−Xα(s)| 6 6(5 + 4
√
2)×

×

√√√√ln

(
1 +

3 +
√
2

q

)
· h1(α). (6)

Рис. 1. Значення правої частини нерiвностi (6)
в залежностi вiд обраного α для q = 0,01

Приклад 2. Нехай c = 3
2 , σ = 1

4 та T = 2(1− u).

У такому разi для будь-яких x >
√

2 ln(4 +
√
2),

α ∈ (0, 2], u ∈
(
0, 1

e−1

)
та β ∈ (0, 1) згiдно iз

наслiдком 1 та зауваженням 1 має мiсце нерiв-
нiсть:

P

 sup
t,s∈[0,2(1−u)]
0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)|
h3(α, u, β)

> x

 6 3 +
√
2

e
x2

2 − 1
,

де h3(α, u, β) =
3α(5+4

√
2)√

β(α−β) u
α−β
2 .

Функцiю h3(α, u, β) можна мiнiмiзувати по
змiннiй β. З умови ∂h3(α,u,β)

∂β = 0 маємо, що
оптимальним є значення

β(α, u) =
α

2
− 3

2 lnu
− 1

2

√
α2 − 2α

lnu
+

9

ln2 u
.

Аналогiчно до попереднього прикладу,
∀q ∈ (0, 1) наступна нерiвнiсть справджується
∀α ∈ (0, 2] та u ∈

(
0, 1

e−1

)
з iмовiрнiстю, бiль-

шою за 1− q:

sup
t,s∈[0,2(1−u)]
0<|t−s|6u

|Xα(t)−Xα(s)| 6 6(5 + 4
√
2)×

×

√√√√ln

(
1 +

3 +
√
2

q

)
· h4(α, u), (7)

де h4(α, u) = α√
2β(α,u)(α−β(α,u))

u
α−β(α,u)

2 ,

β(α, u) = α
2 − 3

2 lnu − 1
2

√
α2 − 2α

lnu + 9
ln2 u

.

Рис. 2. Значення правої частини нерiвностi (7)
в залежностi вiд обраних α та u для q = 0,01

Висновки

У роботi проаналiзовано оцiнки розподiлу
деяких функцiоналiв для дiйсних стацiонар-
них гауссових процесiв. Зокрема, розглянуто
зв’язок мiж траекторiями стацiонарних гауссо-
вих власних комплексних випадкових процесiв,
що мають нульове математичне сподiвання, та
простором Орлiча, що породжений функцiєю
U(x) = e

x2

2 −1. Для розподiлу напiвнорм вiд га-
уссових власних комплексних випадкових про-
цесiв, визначених на компактi T = [0, T ], отри-
мано оцiнки у просторах Гельдера.

29



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 1-2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Список використаних джерел

1. Buldygin V.V. Metric Characterization of
Random Variables and Random Processes /
V.V. Buldygin, Yu.V. Kozachenko. — Ameri-
can Mathematical Society: Providence, RI,
2000. — 257 с.

2. Kozachenko Yu.V. Lipschitz conditions
for stochastic processes in the Banach
spaces Fψ(Ω) of random variables /
Yu.V. Kozachenko, D.V. Zatula // Theory of
Probability and Mathematical Statistics. —
2015. — №91. — С. 43-60.

3. Kozachenko Yu.V. Estimates for distributions
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