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У цiй статтi для побудови моделей стохастичних процесiв, що наближає процеси iз зада-
ною надiйнiстю та точнiстю в просторi Lp ([0, T ]) використано зображення випадкових про-
цесiв у виглядi випадкових рядiв з некорельованими членами, отриманi в роботi Ю. В. Ко-
заченко, I. В. Розора, Є. В. Турчина (2007) [1]. Подiбнi конструкцiї були дослiдженi у книзi
Ю. В. Козаченка та iн. [2] у загальному випадку. Однак виникають додатковi труднощi при
побудовi моделей конкретного процесу, такi як, наприклад, вибiр вiдповiдного базису в L2(R).
У цiй статтi побудованi моделi, якi наближають гауссовий процес зi стiйкою кореляцiйною
фунцiєю ρα(h) = EXα(t+h)Xα(t) = B2 exp {−d|h|α}, α > 0, d > 0 з параметром α = 2, що є цен-
трованим стацiонарним процесом iз заданою надiйнiстю та точнiстю в просторi Lp ([0, T ]).
А також знайдено швидкостi збiжностi моделей, сформульовано вiдповiднi теореми. Розгля-
нуто способи зображення та основнi властивостi процесу зi стiйкою кореляцiйною фунцiєю
ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0. У якостi базису в просторi L2(T) використовуються функцiї

Ермiта.
Ключовi слова: кореляцiйна фунцiя, моделювання, модель процесу, точнiсть, надiйнiсть.

In this paper, the representation of random processes in the form of random series with uncorrelated
members obtained in the work by Yu. V. Kozachenko, I.V. Rozora, E.V. Turchina (2007) [1]. Si-
milar constructions were studied in the book by Yu. V. Kozachenko and others. [2] in the general
case. However, there are additional difficulties in construction of models of specific process, such as,
for example, selection of the appropriate basis in L2(R). In this paper, models are constructed that
approximate the Gaussian process with a stable correlation function ρα(h) = EXα(t + h)Xα(t) =
B2 exp {−d|h|α}, α > 0, d > 0 with parameter α = 2, which is a centered stationary process with a
given reliability and accuracy in the space Lp ([0, T ]). And also the rates of convergence of the models
are found, the corresponding theorems are formulated. Methods of representation and main properties
of the process with a stable correlation function ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0 are considered. As a

basis in the space L2(T) Hermitian functions are used.
Key Words: correlation function, simulation, model of the process, accuracy, reliability.

Статтю представила д.ф.-м.н. Розора I.В.

1 Гауссовий процес зi стiйкою кореля-
цiйною фунцiєю
ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0

Означення 1.1. [3] Стацiонарний випадковий
процеc X = {X(t), t ∈ [0, T ]} називається гаус-
совим процесом зi стiйкою кореляцiйною фун-
цiєю з параметром α = 2, якщо EX(t) = 0 та

E(X(t+ h)X(t)) = σ2 · exp
{
−ah2

}
,

де σ2 > 0, a > 0 - деякi константи.

Щоб отримати зображення процесу у ви-
глядi ряду некорельованих членiв, потрiбна на-
ступна теорема.

Теорема 1.1 ([1])). Нехай X = {X(t), t ∈
[0, T ]}, EX(t) = 0 є випадковим процесом дру-
гого порядку з кореляцiйною функцiєю R(t, s) =
E(X(t)X(s)). Нехай (Λ, βΛ, µ) – вимiрний про-
стiр з σ-скiнченною мiрою µ, функцiя fi(t, λ),
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t ∈ T, i = 1, ..., n належать до L2(Λ, µ),
та {gk(λ), k ∈ R} – ортонормований базис в
L2(Λ, µ). Нехай кореляцiйна функцiя R(t, s) мо-
же бути представлена у формi

R(t, s) =

n∑
i=1

∫
Λ
fi(t, λ) ¯fi(t, λ)dµ(λ).

Тодi процес Z(t) може бути зображенний у ви-
глядi ряду, збiжного у середньоквадратичному

X(t) =
n∑

i=1

∑
k∈N

aik(t)ξik,

де
aik(t) =

∫
Λ
fi(t, λ) ¯gk(λ)dµ(λ),

Eξik = 0, Eξikξ̄jl = δijδkl.

δkl =

{
0, k ̸= l,
1, k = l

– дельта-функцiя Кронекера.

Означення 1.2. [4] Функцiї

gk(u) =
Hk(u)√

k!
· 1

4
√
2π

exp

{
−u2

4

}
(1)

називаються функцiями Ермiта, де

Hk(u) = (−1)keu
2/2 dn

dun
e−u2/2 (2)

полiноми Ермiта.

[4] Система функцiй

gk(u) =
Hk(u)√

k!
· 1

4
√
2π

exp

{
−u2

4

}
– це повна ортонормальна система, тобто∫ ∞

−∞
gk(u)gm(u) =

{
0, k ̸= m,
1, k = m.

Теорема 1.2. Нехай X(t) = {X(t), t ∈ [0, T ]} –
гауссовий процес зi стiйкою кореляцiйною фун-
цiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0. Тодi про-

цес X(t) може бути зображенний у виглядi ря-
ду, збiжного у середньоквадратичному

X(t) =

∞∑
k=1

akl(t) · ξk +
∞∑
k=1

ak2(t) · ηk, (3)

де Eξk = Eηk = 0, Eξkξl = δkl, Eηkηl = δkl,
Eξkηl = 0,

ak1(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du,

(4)

ak2(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· sin tu · e−

u2

8a · gk(u)du.

(5)

Доведення. Доведення цiєї теореми випливає з
теореми 1.1. В нашому випадку маємо:

R(s, t) = σ2 · exp
{
−a(t− s)2

}
=

= σ2 1√
4πa

∫ ∞

−∞
cos((t− s)x) · exp

{
−u2

4a

}
dx =

=

∫ ∞

−∞

(
σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
cos tx

)
×

×
(

σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
cos sx

)
dx+

+

∫ ∞

−∞

(
σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
sin tx

)
×

×
(

σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
sin sx

)
dx.

Тобто, в позначеннях теореми 1.2 n = 2, ak1 i
ak2 визначенi в теоремi.

Далi припускаємо, що X(t) – процес Гаусса.
У цьому випадку всi випадковi величини ξk та
ηk є незалежними.

2 Модель гауссового стацiонарного про-
цесу зi стiйкою кореляцiйною фунцiєю
ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0 в просторi

Lp([0, T ])

Означення 2.1. Модель XN (t) наближає процес
X(t) з надiйнiстю
1 − α, α > 0 та точнiстю β > 0 у просторi
Lp([0, T ]), p > 1, t ∈ [0, T ], якщо

P

{
∥X(t)−XN (t)∥p > β

}
=

= P

{(∫ T

0
|X(t)−XN (t)|pdt

)1/p
> β

}
6 α.

(6)
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Лема 2.1. Нехай X(t) – гауссовий процес
зi стiйкою кореляцiйною фунцiєю ρ2(h) =

B2 exp
{
−d|h|2

}
, d > 0. Якщо XN (t) – модель

цього процесу, тодi має мiсце така оцiнка(
sup

t∈[0,T ]
E(X(t)−XN (t))2

)1/2

6 BN , (7)

де

BN =
σK

(πa)1/4
√
N + 2

×

×

(
2
√
2πa

a
T 2 + 4(2a+ 1)T+

+
2πa

a
(2a2 + 3a+ 1). (8)

Доведення. З теореми 1.2 та означення 1.2 ви-
пливає, що

E (X(t)−XN (t))2 =
∞∑

k=N+1

(
a2k1(t) + a2k2(t)

)
,

(9)
де

ak1(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du,

ak2(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· sin tu · e−

u2

8a · gk(u)du,

gk(u) =
Hk(u)√

k!
· 1

4
√
2π

exp

{
−u2

4

}
(див. означен-

ня 1.1). Потрiбно оцiнити |ak1| та |ak2|:

|ak1(t)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du
∣∣∣∣ .

Використовуючи iнтегрування частинами, вла-
стивостi полiномiв Ермiта, аналогiчно до мiрку-
вань, проведених в книзi Ю. В. Козаченко та iн.
([2]), отримуємо для |ak1(t)| наступнi спiввiдно-
шеня

|ak1(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a ×

× Hk(u)√
k!

· e−
u2

4 · 1
4
√
2π

du

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a ×

× e−
u2

4

√
k + 1

√
(k + 1)!

· ∂Hk+1(u)

∂u
· du

∣∣∣∣∣.

З нерiвностi Крамера [5] випливає, що для будь-
якого u маємо
|gk(u) 6 K|, де K = 1, 086435. Таким чином,∣∣∣∣∣ 1

4
√
2π

· Hk(u)√
(k + 1)!

exp

{
−u2

4

}∣∣∣∣∣ 6 const.

Тому e−
u2

8a · 1
4
√
2π

· Hk(u)√
(k + 1)!

exp

{
−u2

4

}
→ 0,

коли u → ±∞. Звiдси

|ak1(t)| =

=

∣∣∣∣∣− 1
4
√
2π

∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u

×

× Hk+1(u)√
k + 1

√
(k + 1)!

∣∣∣∣∣.
За допомогою повторного iнтегрування части-
нами, отримуємо

|ak1(t)| =

∣∣∣∣∣− 1
4
√
2π

∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a × u2

4

)
∂u

×

× Hk+1(u)√
k + 1

√
(k + 1)!

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣− 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u

×

× 1√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

· ∂Hk+2(u)

∂u

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u

×

× 1√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

·Hk+1(u)

∣∣∣∣∞
−∞

+

+
1

4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u2

×

× Hk+2(u)√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

du ·Hk+1(u)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u2

×

× Hk+2(u)√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

du ·Hk+1(u)

∣∣∣∣∣.
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З нерiвностi Крамера [5] ми отримуємо:

|ak1(t)| 6
K√

(k + 1)(k + 2)

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣ ,
(10)

де

Z1(t, u) =

∂2

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a

)
∂u2

−

− u

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a

)
∂u

+

+
u2 − 2

4

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a

)
.

Отже

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
e−

u2

8a

(
1

16a2
cos tu · (u2(2a+ 1)2−

− (16a2t2 + 8a2 + 4a))tu×

× sin tu

(
1

2a
+ 1

))
du

∣∣∣∣∣.

Оцiнимо вираз пiд знаком iнтеграла

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ σ

(4πa)1/4

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a

(
1

16a2
cos tu×

×
(
u2(2a+ 1)2 − (16a2t2 + 8a2 + 4a)

)
+

+ tu · sin tu
(

1

2a
+ 1

))
du

∣∣∣∣∣ 6

6
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣ σ

(4πa)1/4
· e−

u2

8a

(
1

16a2
cos tu×

×
(
u2(2a+ 1)2 − (16a2t2 + 8a2 + 4a)

)
+

+ tu · sin tu
(

1

2a
+ 1

))∣∣∣∣∣du 6

6
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· e−

u2

8a

(∣∣∣∣ 1

16a2

∣∣∣∣| cos tu| · (∣∣u2(2a+ 1)
∣∣+

+
∣∣− (16a2t2 + 8a2 + 4a

∣∣))+
+ |tu| · | sin tu|

∣∣∣∣ 12a + 1

∣∣∣∣
)
du 6

6
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· e−

u2

8a

(
1

16a2
·
(
u2(2a+ 1)2+

+
(
16a2t2 + 8a2 + 4a

))
+ t|u|

( 1

2a
+ 1
))

du =

=
(2a+ 1)2

16a2
· σ

(4πa)1/4

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a · u2du+

+
(
16a2t2 + 8a2 + 4a

) ∫ ∞

−∞
e−

u2

8a du+

+ t
( 1

2a
+ 1
)∫ ∞

−∞
e−

u2

8a · |u|du.

Тепер знайдемо значення наступних iнте-
гралiв:∫ ∞

−∞
e−

u2

8a du =

=
1√

2π
√
4a

∫ ∞

−∞
e−

u2

2
· 1
4adu

√
2π

√
4a = 2

√
2πa,

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a u2du =

=
1√

2π
√
4a

∫ ∞

−∞
e−

u2

2 u2du
√
2π

√
4a = 4a

√
2π

√
4a =

= 8a
√
2πa,

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a |u|du =

= 2

∫ ∞

−∞
e−

u2

2 udu = 2

∫ ∞

−∞
d

(
e−

u2

8a

)
· 4a = 8a.

Замiнюємо цi значення на початкову нерiв-
нiсть
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∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣∣ 6
6 σ

(4πa)1/4

(
(2a+ 1)2

16a2

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a · u2du+

+
(16a2t2 + 8a2 + 4a)

16a2

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a du+

+ t
( 1

2a
+ 1
)∫ ∞

−∞
e−

u2

8a |u|du

)
=

=
σ

(4πa)1/4

(
(2a+ 1)2

16a2
· 8a

√
2πa+

+

(
16a2t2 + 8a2 + 4a

)
16a2

×

× 2
√
2πa+ t

( 1

2a
+ 1
)
8a

)
=

=
σ

(4πa)1/4

(√
2πa

2a

(
(2a+ 1)2+

+ (4at2 + 2a+ 1)
)
+ 4t(2a+ 1)

)
=

=
σ

(4πa)1/4

(√
2πa

2a

(
2at2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4t(2a+ 1)

)
,

тодi

|ak1(t)| 6
K√

(k + 1)(k + 2)

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣∣ 6
6 K√

(k + 1)(k + 2)
· σ

(4πa)1/4
×

×

(√
2πa

a

(
2at2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4t(2a+ 1)

)
. (11)

I з того, що t ∈ [0, T ], маємо

sup
t∈[0,T ]]

|ak1(t)| 6

6 K√
(k + 1)(k + 2)

· σ

(4πa)1/4
×

×

(√
2πa

a

(
2aT 2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4T (2a+ 1)

)
. (12)

Аналогiчно, до мiркувань проведених вище,
для функцiї

ak2(t) 6
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· sin tu · e−

u2

8a · gk(u)du

отримаємо таку оцiнку:

sup
t∈[0,T ]]

|ak2(t)| 6

6 K√
(k + 1)(k + 2)

· σ

(4πa)1/4
×

×

(√
2πa

a

(
2aT 2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+ 4T (2a+ 1)

)
.

(13)

I нарештi, отримуємо оцiнку для
sup

t∈[0,T ]
E
(
X(t)−XN (t)

)2:
sup

t∈[0,T ]
E
(
X(t)−XN (t)

)2 6
6

∞∑
k=N+1

(
K√

(k + 1)(k + 2)

)2

×

× 2

(
σ

(4πa)1/4

(√2πa

a

(
2aT 2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4T (2a+ 1)
))2

=

=
σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
2
√
2πa

a
T 2+ (14)

+ 4(2a+ 1)T +

√
2πa

a

(
2a2 + 3a+ 1

))2

.

(15)

Беремо квадратний корiнь з обох сторiн нерiв-
ностi i отримуємо оцiнку цiєї леми.
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Теорема 2.1. Нехай X(t) = {X(t), t ∈ [0, T ]}
– гауссовий вимiрний випадковий процес. Тодi

для ε > C
1/2
p , де C =

∫ T

0

(
E(X(t))2

)p/2
dt < ∞,

має мiсце нерiвнiсть

P
{
∥X(t)∥p > ε

}
6 2 exp

{
− ε2

2C2/p

}
. (16)

Доведення. Нерiвнiсть (16) випливає з наслiдку
2.1 з роботи [6].

Лема 2.2. Нехай X(t) = {X(t), t ∈ [0, T ]} –
вимiрний гауссовий процес зi стiйкою кореля-
цiйною фунцiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d >

0. Якщо XN (t) – модель цього процессу, тодi
справедлива наступна оцiнка∫ T

0

(
E
(
X(t)−XN (t)

)2)p/2
dt 6 L

p/2
N , (17)

де

LN =
σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
8πT

2(2p+1)
p

a(2p+ 1)2/p
+

+
16

√
2πa(2a+ 1)

a
· T

3p+2
p(

3p
2 + 1

)2/p+
+

(
16(2a+ 1)2 +

8π

a
(2a2 + 3a+ 1)

)
×

× T
2(p+1)

p

(p+ 1)2/p
++8(2a+ 1)

√
2πa

a
×

× (2a2 + 3a+ 1)
T

p+2
p(

p
2 + 1

)2/p+
+

2π

a
(2a2 + 3a+ 1)2T 2/p

)
. (18)

Доведення. Застосовуючи оцiнки (9) та (14) з
леми 2.1, отримаємо

E
(
X(t)−XN (t)

)2
=

∞∑
k=N+1

(
a2k1(t) + a2k2(t)

)
,

∞∑
k=N+1

(
a2k1(t) + a2k2(t)

)
6

6 σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
2
√
2πa

a
t2+

+ 4(2a+ 1)t+

√
2πa

a
(2a2 + 3a+ 1)

)2

.

Отже,(∫ T

0

(
E
(
X(t)−XN (t)

)2)p/2
dt

)2/p

6

6 σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
I1 + I2 + I3 + I4 + I5

)
=

=
σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
8πT

2(2p+1)
p

a(2p+ 1)2/p
+

+
16

√
2πa(2a+ 1)

a
×

× T
3p+2

p(
3p
2 + 1

)2/p +

(
16(2a+ 1)2+

+
8π

a
(2a2 + 3a+ 1)

)
· T

2(p+1)
p

(p+ 1)2/p
+

+ 8(2a+ 1)

√
2πa · T

p+2
p

a
(p
2 + 1

)2/p (2a2 + 3a+ 1)+

+
2π

a
(2a2 + 3a+ 1)2T 2/p

)
.

де

I1 =

(∫ T

0

(8π
a
t4
)p/2

dt

)2/p

,

I2 =

(∫ T

0

(16√2πa(2a+ 1)

a
t3
)p/2

dt

)2/p

,

I3 =

(∫ T

0

(
(16(2a+1)2+

8π

a
(2a2+3a+1))t2

)p/2
dt

)2/p

,

I4 =

(∫ T

0

(
8(2a+1)

√
2πa

a
(2a2+3a+1)t

)p/2
dt

)2/p

,

I5 =

(∫ T

0

(2π
a
(2a2 + 3a+ 1)2

)p/2
dt

)2/p
)
.

Теорема 2.2. Нехай X(t) = {XN (t), t ∈ [0, T ]}
– вимiрний гауссовий процес зi стiйкою ко-
реляцiйною фунцiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
,

d > 0. Модель XN (t) наближає процес X(t) у
просторi Lp([0, T ]) з точнiстю β i надiйнiстю
1− α, 0 < α < 1, якщо N > 0 таке, що

LN 6 β2

p
(19)
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та

LN 6 β2(
2
(
ln 2
)) , (20)

де LN визначається формулою (18).

Доведення. З нерiвностi (16) i леми 2.2, якщо
ε > L

1/p
N p1/2 отримаємо

P

{
|X(t)−XN (t)|p > ε

}
6 2 exp

{
− ε2

2LN

}
.

(21)

Якщо в (21) замiсть ε покласти β, тодi умови
теореми виконуються, якщо

β > L
p/2
N p1/2,

2 exp

{
− β2

2LN

}
6 α,

тобто, якщо виконуються умови (19) i (20), тодi
має мiсце теорема.

3 Висновки

У даннiй роботi побудовано моделi, якi набли-
жають гауссовий процес зi стiйкою кореляцiй-
ною фунцiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0 iз

заданою надiйнiстю 1−α, 0 < α < 1 та точнiстю
β > 0 в просторi Lp([0, T ]), p > 1.

Автор висловлює глибоку подяку сво-
єму керiвнику i наставнику Юрiю Васи-
льовичу Козаченко. З пам’яттю у серцi...
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