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Розглядається квадратна мономiальна матриця, що вiдповiдає циклiчнiй пiдстановцi дов-
жини порядку матрицi. Ненульовi елементи непорожньої множини перших стовпчикiв є оди-
ницi а непорожньої множини решти — фiксований ненульовий твiрний елемент радикалу Дже-
кобсона комутативного локального кiльця. Вiдомо, що така матриця порядку менше 7 незвiдна
тодi i тiльки тодi, коли кiлькiсть одиниць взаємно проста з порядком матрицi. Показано, що
матриця 7-го порядку незвiдна, якщо ступiнь нiльпотентностi радикала вище 2.

Ключовi слова: мономiальна матриця, незвiдна матриця, матриця порядку 7, локальне
кiльце, кiльце головних iдеалiв, радикал Джекобсона.

We consider a monomial n× n-matrix, which corresponds to a cyclic permutation of the length n,
over a commutative local principle ideals ring. Non-zero elements of a non-empty set of first columns of
the matrix are identity element of the ring and non-zero elements of non-empty set of the rest columns
are a fixed non-zero generator element of the Jacobson radical of the ring. It is known if number of
identities or number of generator elements is exact 1 or if n < 7 and number of identities is relatively
prime to n, then the matrix is irreducible. If the number of identities is not relatively prime to n, then
the matrix is reducible. If the Jacobson radical of the ring is nilpotent of degree 2, then the 7 × 7-
matrix of considered form with 3 or 4 identities is reducible. It has been shown that the 7 × 7-matrix
is irreducible if the degree of nilpotency of the Jacobson radical of the ring is higher than 2. Some
necessary conditions of reducibility of this square matrix of arbitrary size are also established.

Key Words: monomial matrix, irreducible matrix, 7 × 7-matrix, local ring, principle ideal ring,
Jacobson radical.

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Бондаренко В.М.

1 Вступ

Задача про опис, з точнiстю до подiбностi, ма-
триць над комутативним кiльцем, що не є по-
лем, мiстить в собi нерозв’язну задачу лiнiйної
алгебри про пару матриць над полем вже для
локальних кiлець головних iдеалiв. Для кiлець
з нiльпотентним радикалом це вперше доведено
в 1976 р. В.М. Бондаренком [1]. В таких випад-
ках стає актуальною задача дослiджень, з то-
чнiстю до подiбностi, матриць спецiального ви-
гляду i, зокрема, побудови серiй незвiдних чи
нерозкладних матриць такого вигляду.

Далi через K будемо позначати комутатив-
не локальне кiльце, радикал Джекобсона якого
tK ̸= 0 (t ∈ K). Нехай k i n натуральнi чи-
сла, k < n. Розглянемо мономiальну матрицю
порядку n над кiльцем K вигляду:

M(t, k, n) =


k︷ ︸︸ ︷

0 ... 0
1 ... 0...

. . .
...

0 ... 1
0 ... 0...

. . .
...

0 ... 0

0 ... 0 t
0 ... 0 0...

. . .
...

...
0 ... 0 0
t ... 0 0...
. . .

...
...

0 ... t 0

 . (1)

З результатiв дослiджень П. М. Гудивка та ав-
тора [2] випливає наступне твердження.

Теорема 1. Нехай K — комутативне локаль-
не кiльце, радикал Джекобсона якого tK ̸= 0
(t ∈ K). Матрицi M(t, 1, n), M(t, n − 1, n) по-
рядку n > 1 незвiднi над кiльцем K.

Було показано [3], що для (n, k) > 1 матри-
ця M(t, k, n) звiдна над кiльцем K, а для n < 7,
(n, k) = 1 матриця M(t, k, n) незвiдна. Якщо
t2 = 0 в [3, 4] показано, що матрицi M(t, 3, 7),
M(t, 4, 7) звiднi. Якщо t2 ̸= 0 в роботi показано,
що всi матрицi M(t, k, 7) незвiднi.

c⃝ О.А. Тилищак, 2018
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2 Про звiднiсть матриць M(t, k, n)

Через K∗ будемо позначати мультиплiкативну
групу кiльця K а M = |mij + tK| — матрицю
над полем K/tK отриману з матрицi M = |mij |
над кiльцем K редукцiєю за модулем tK.

Теорема 2. Нехай n i k натуральнi числа,
k < n, K — комутативне локальне кiльце, ра-
дикал Джекобсона якого tK ̸= 0 (t ∈ K). Якщо
матриця M(t, k, n) подiбна (над K) до матрицi
N =

(
D B
0 A

)
, де D — квадратна матриця поряд-

ку m (0 < m < n), тодi D подiбна (над K) до



k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0
1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1
0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0

td1,k′+1 . . . td1m
td2,k′+1 . . . td2m

...
. . .

...
tdk′+1,k′+1 . . . tdk′+1,m

tdk′+2,k′+1 . . . tdk′+2,m
...

. . .
...

tdn,k′+1 . . . tdmm


(2)

для деякого k′ (0 < k′ < k).

Доведення. З подiбностi матриць M(t, k, n) та
N над K одержимо подiбнiсть над полем K/tK(

J0,k+1 0
0 0

)
= M(t, k, n) ∼

(
D B

0 A

)
, (3)

де J(λ, r) — Жорданова клiтка порядку r з вла-
сним значенням λ над полем K/tK. Нехай φ
— лiнiйний оператор скiнченно вимiрного лiнiй-
ного простору L над полем K/tK з матрицею
M(t, k, n) в деякому базисi {a1, . . . , an}. Тодi
Immφ має базис {a2, . . . , ak+1}, Kerφ має базис
{ak+1, . . . , an} i Kerφ ∩ Immφ має базис {ak+1},

Dim(Kerφ ∩ Immφ) = 1. (4)

З (3) випливає, що φ є лiнiйний оператор
пiдпростору L′ простiру L над полем K/tK, що
має матрицю D в деякому базисi {a′1, . . . , a′k′}
пiдпростору L′. Очевидно, M(t, k, n), φ i D нiль-
потентнi. Тодi можна вважати, що D блочно дi-
агональна матриця з Жордановими клiтками
на головнiй дiагоналi з всiма нульовими вла-
сними значеннями. Якщо D має принаймнi двi
Жордановi клiтки порядку бiльше 1, тодi

D =

 J0,k′+1 0 0
0 J0,k′′+1 0
0 0 ∗



для деяких натуральних чисел k′, k′′. Але a′k′+1,
a′k′+k′′+2 ∈ Kerφ ∩ Immφ i Dim(Kerφ ∩ Immφ) >
2, що суперечить (4).

З [4, лема 1, ст. 181] випливає, що D не-
нульова матриця i D має рiвно одну Жорда-
нову клiтку порядку вище 1. Можна вважати,
що D =

(
J0,k′+1 0

0 0

)
для деякого натурального

k′. Очевидно, k′ = rankD 6 rankM(t, k, n) = k.
Якщо k′ = k, тодi rankD = rankM(t, k, n) i з (3)
A = 0. Що неможливо. Отже, 0 < k′ < k.

Нехай e1, . . . , em — вiдповiднi стовпчики
одиничної матрицi Em. e′1 = e1, e′2 = De′1, . . . ,
e′k′+1 = De′k′ , e′k′+2 = ek′+2, . . . e′m = em. Але
e′2 = De1 = e2, . . . e′k′+1 = Dek′ = ek′+1. От-
же, e′1 = e1, . . . , e′m = em i det (e′1 . . . e′m) =
det (e1 . . . em) = detEm = 1. Оскiльки кiльце K
локальне, то матриця C = (e′1 . . . e′m) має обо-
ротнiй детермiнант i C оборотня над K.

Розглянемо D′ = C−1DC = C−1D ×
(e′1 . . . e′m) = C−1(De′1 . . . De′m) =
C−1(e′2 . . . e′k′+1De′k′+1 . . . De′m) =
(C−1e′2 . . . C−1e′k′+1C

−1De′k′+1 . . . C
−1De′m) =

(e2 . . . ek′+1C
−1De′k′+1 . . . C

−1De′m). Очевидно,
C = Em i D′ = C−1DC = D =
(e2 . . . ek′+1 0 . . . 0). Тодi D подiбна до D′, що
має форму (2).

Наслiдок 1. Нехай n i k натуральнi числа,
k < n, K — комутативне локальне кiльце,
радикал Джекобсона якого tK ̸= 0 (t ∈ K).
Якщо матриця M(t, k, n) звiдна над K, тодi
M(t, k, n) подiбна (над K) до матрицi

(
D B
0 A

)
,

де D — квадратна матриця порядку m (2 6
m 6 n

2 ).

Доведення. Iз звiдностi над K матрицi
M(t, k, n) одержимо, що матриця M(t, k, n) по-
дiбна (над K) до матрицi N =

(
D B
0 A

)
, де D —

квадратна матриця порядку m (0 < m < n).
Очевидно, перестановкою рядкiв i тою ж пере-
становкою стовпчикiв матриця M(t, k, n)T зво-
диться до M(t, k, n). Тобто M(t, k, n)T подiбна
до M(t, k, n). Але маємо також подiбнiсть

NT =

(
DT 0
BT AT

)
∼
(

AT BT

0 DT

)
.

Тобто, можна вважати, що m 6 n − m, або
m 6 n

2 . За теоремою 2 для деякого натураль-
ного числа k′ k′ + 1 6 m. Тодi 2 6 m.
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3 Незвiднiсть матриць M(t, k, 7)

Нехай далi K — комутативне локальне кiльце,
радикал Джекобсона якого tK (t ∈ K, t2 ̸= 0).
Покажемо незвiднiсть матриць M(t, k, 7).

Лема 1. Матриця M(t, k, 7) (1 < k < 6) не є
подiбна над K до матрицi вигляду

N =

 0 td12
1 td22

B

0 A

 .

Доведення. Якщо d12 ∈ tK, то d12 = td′12 (d′12 ∈
K) i маємо подiбнiсть над K(

0 td12
1 td22

)
∼
(

td22 t2d′12 + t2d222
1 0

)
.

Тодi над кiльцем K/t2K матриця M(t, k, 7) по-
дiбна матрицi з нульовим стовпчиком, який змi-
ною порядку стовпчикiв i вiдповiдною змiною
порядку рядкiв можна змiстити на перше поло-
ження. Це суперечить теоремi 2.

Нехай тепер d12 ∈ K∗ i для деякої оборо-
тньої матрицi C = (cij) порядку n над K

M(t, k, 7)C = CN. (5)

Без втрати загальностi, можна вважати, що
t3 = 0. Позначимо через (5)[i,j] скалярну рiв-
нiсть (M(t, 2, 7)C)ij = (CN)ij . Тодi

(5)[1,1]: tcn1 = c12,

(5)[2,1]: c11 = c22,
. . . . . . . . . . .

(5)[k+1,1]: ck1 = ck+1,2,

(5)[k+2,1]: tck+1,1 = ck+2,2,
. . . . . . . . . . .

(5)[n,1]: tcn−1,1 = cn2.

Таким чином c12 = ck+2,2 = · · · = cn2 = 0.

(5)[1,2]: tcn2 = tc11d12 + tc12d22,

(5)[2,2]: c12 = tc21d12 + tc22d22,
. . . . . . . . . . . . . . .

(5)[k+1,2]: ck2 = tck+1,1d12 + tck+1,2d22,

(5)[k+2,2]: tck+1,2 = tck+2,1d12 + tck+2,2d22,
. . . . . . . . . . . . . . .

(5)[n,2]: tcn−1,2 = tcn1d12 + tcn2d22.

Отже, c12 = · · · = ck2 = ck+2,2 = · · · = cn2 =
0. В силу оборотностi детермiнанта матрицi C
ck+1,2 = ck1 ∈ K∗.

Пiдставляючи (5)[i,1] в (5)[i,2] при k = 2
одержимо:



c11 = tc31d12 + tc21d22,
tc21 = tc41d12 + t2c31d22,
t2c31 = tc51d12 + t2c41d22,
t2c41 = tc61d12 + t2c51d22,
t2c51 = tc71d12 + t2c61d22,
t2c61 = tc11d12 + t2c71d22,
tc71 = tc21d12 + tc11d22.

З 1-го рiвняння c11 = tc31d12 + tc21d22, з остан-
нього рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 c71 = c21d12 +
c11d22+t2c′71 (c

′
71 ∈ K). Пiсля пiдстановки отри-

маємо систему

tc21 = tc41d12 + t2c31d22,
t2c31 = tc51d12 + t2c41d22,
t2c41 = tc61d12 + t2c51d22,
t2c51 = tc21d

2
12 + t2c61d22 + t2c31d

2
12d22+

t2c21d12d
2
22,

t2c61 = t2c31d
2
12 + 2t2c21d12d22.

З 4-го рiвняння оскiльки t ̸= 0 одержуємо
c21d

2
12 ∈ tK, що неможливо, бо c21, d12 ∈ K∗.
Пiдставляючи (5)[i,1] в (5)[i,2] при k = 3

одержимо:

c11 = tc31d12 + tc21d22,
c21 = tc41d12 + tc31d22,
tc31 = tc51d12 + t2c41d22,
t2c41 = tc61d12 + t2c51d22,
t2c51 = tc71d12 + t2c61d22,
t2c61 = tc11d12 + t2c71d22,
tc71 = tc21d12 + tc11d22.

З 1-го та 2-го рiвняння вiдповiдно маємо: c11 =
tc31d12 + tc21d22, c21 = tc41d12 + tc31d22, з остан-
нього рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 c71 = c21d12 +
c11d22+t2c′71 (c

′
71 ∈ K) i з 3-го рiвняння оскiльки

t2 ̸= 0 i d12 ∈ K∗ c61 = tc41d
−1
12 −tc51d

−1
12 d22+t2c′61

(c′61 ∈ K). Пiсля пiдстановки одержимо:
0 = t2c31d

2
12,

tc31 = tc51d12 + t2c41d22,
t2c51 = t2c41d

3
12 + 2t2c31d

2
12d22.

З 1-го рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 одержуємо
c31d

2
12 ∈ tK, що неможливо, бо c31, d12 ∈ K∗.
Пiдставляючи (5)[i,1] в (5)[i,2] при k = 4

одержимо:

c11 = tc31d12 + tc21d22,
c21 = tc41d12 + tc31d22,
c31 = tc51d12 + tc41d22,
tc41 = tc61d12 + t2c51d22,
t2c51 = tc71d12 + t2c61d22,
t2c61 = tc11d12 + t2c71d22,
tc71 = tc21d12 + tc11d22.
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З 1-го, 2-го та 3-го рiвняння вiдповiдно маємо:
c11 = tc31d12 + tc21d22, c21 = tc41d12 + tc31d22,
c31 = tc51d12 + tc41d22, з останнього рiвняння
оскiльки t2 ̸= 0 c71 = c21d12 + c11d22 + t2c′71
(c′71 ∈ K). Пiсля пiдстановки отримаємо:

tc41 = tc61d12 + t2c51d22,
t2c51 = t2c41d

3
12 + t2c61d22,

t2c61 = 0.

З 3-го рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 одержуємо
c61 ∈ tK, з 1-го рiвняння, оскiльки t ̸= 0,
c61 ∈ tK, одержуємо c41 ∈ tK, що неможливо.

Пiдставляючи (5)[i,1] в (5)[i,1] при k = 5
одержимо:

c11 = tc31d12 + tc21d22,
c21 = tc41d12 + tc31d22,
c31 = tc51d12 + tc41d22,
c41 = tc61d12 + tc51d22,
tc51 = tc71d12 + t2c61d22,
t2c61 = tc11d12 + t2c71d22,
tc71 = tc21d12 + tc11d22

З 1-го, 2-го, 3-го та 4-го рiвняння вiдповiдно ма-
ємо: c11 = tc31d12+tc21d22, c21 = tc41d12+tc31d22,
c31 = tc51d12 + tc41d22, c41 = tc61d12 + tc51d22,
з останнього рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 c71 =
c21d12 + c11d22 + t2c′71 (c′71 ∈ K). Пiсля пiдста-
новки отримаємо систему{

tc5,1 = t2c6,1d2,2
t2c6,1 = 0

З 1-го рiвняння оскiльки t ̸= 0 одержуємо c51 ∈
tK, що неможливо.

Лема 2. Матриця M(t, k, 7) (1 < k < 6) не є
подiбна над K до матрицi вигляду

N =


0 0 td13
1 0 td23
0 1 td33

B

0 A

 .

Доведення. Якщо d13 ∈ tK, то d13 = td′13 (d′13 ∈
K) i маємо подiбнiсть над K 0 0 td13

1 0 td23
0 1 td33

 ∼

 0 0 t2d′13
1 td33 td23 + t2d233
0 1 0

 ∼ 0 td23 t2d′13
1 td33 t2d233
0 1 0

 .

Тодi над кiльцем K/t2K матриця M(t, k, 7) по-
дiбна матрицi з нульовим стовпчиком. Тодi ма-
ємо протирiччя з теоремою 2. Отже, d13 ∈ K∗.

Нехай для деякої оборотньої матрицi C =
(cij) порядку n над K

M(t, k, 7)C = CN. (6)

Для спрощення викладок знову вважаємо, що
t3 = 0. Тодi:

(6)[1,1]: tcn1 = c12,

(6)[2,1]: c11 = c22,
. . . . . . . . . . .

(6)[k,1]: ck−1,1 = ck,2,

(6)[k+1,1]: ck,1 = ck+1,2,

(6)[k+2,1]: tck+1,1 = ck+2,2,
. . . . . . . . . . .

(6)[n,1]: tcn−1,1 = cn2,

(6)[1,2]: tcn2 = c13,

(6)[2,2]: c12 = c23,
. . . . . . . . . . .

(6)[k+1,2]: ck2 = ck+1,3,

(6)[k+2,2]: tck+1,2 = ck+2,3,
. . . . . . . . . . .

(6)[n,2]: tcn−1,2 = cn3.

Таким чином c13 = ck+2,3 = · · · = cn3 = 0.

(6)[1,3]: tcn3= tc11d13 + tc12d23 + tc13d33,

(6)[2,3]: c13= tc21d13 + tc22d23 + tc23d33,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6)[k+1,3]: ck3= tck+1,1d13+tck+1,2d23+tck+1,3d33,

(6)[k+2,3]: tck+1,3= tck+2,1d13+tck+2,2d23+tck+2,3d33,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6)[n,3]:tcn−1,3= tcn1d13 + tcn2d23 + tcn3d33.

Таким чином c13 = · · · = ck3 = ck+2,3 = · · · =
cn3 = 0. В силу оборотностi детермiнанта ма-
трицi C ck+1,3 = ck2 = ck−1,1 ∈ K∗.

Пiдставляючи (6)[i,1] в (6)[i,2], а потiм отри-
манi рiвностi в (6)[i,3] при k = 2 одержимо:



0 = tc61d13 + t2c51d23,
0 = tc71d13 + t2c61d23,
0 = tc11d13 + t2c71d23,

tc11 = tc41d13 + t2c31d23 + t2c21d33,
t2c21 = tc51d13 + t2c41d23,
t2c61 = tc21d13 + tc11d23 + t2c71d33,
tc71 = tc31d13 + tc21d23 + tc11d33

З 3-го рiвняння оскiльки t ̸= 0 одержуємо
c11d13 ∈ tK, що неможливо, бо c11, d13 ∈ K∗.

Пiдставляючи (6)[i,1] в (6)[i,2], а потiм отри-
манi рiвностi в (6)[i,3] при k = 3 одержимо:
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

0 = tc71d13 + t2c61d23,
0 = tc11d13 + t2c71d23,

c11 = tc41d13 + tc31d23 + tc21d33,
tc21 = tc51d13 + t2c41d23 + t2c31d33,
t2c31 = tc61d13 + t2c51d23,
t2c61 = tc21d13 + tc11d23 + t2c71d33,
tc71 = tc31d13 + tc21d23 + tc11d33.

З 1-го рiвняння c11 ∈ tK. Тодi з 6-го рiвнян-
ня оскiльки t ̸= 0 одержуємо c21d13 ∈ tK, що
неможливо, бо c21, d13 ∈ K∗.

Пiдставляючи (6)[i,1] в (6)[i,2], а потiм отри-
манi рiвностi в (6)[i,3] при k = 4 одержимо:

0 = tc11d13 + t2c71d23,
c11 = tc41d13 + tc31d23 + tc21d33,
c21 = tc51d13 + tc41d23 + tc31d33,
tc31 = tc61d13 + t2c51d23 + t2c41d33,
t2c41 = tc71d13 + t2c61d23,
t2c61 = tc21d13 + tc11d23 + t2c71d33,
tc71 = tc31d13 + tc21d23 + tc11d33.

З 2-го та 3-го рiвняння вiдповiдно маємо: c11 =
tc41d13+tc31d23+tc21d33, c21 = tc51d13+tc41d23+
tc31d33, з останнього рiвняння оскiльки t2 ̸= 0
c71 = c31d13 + c21d23 + c11d33 + t2c′71 (c′71 ∈ K).
Пiсля пiдстановки отримаємо систему

0 = t2c41d
2
13 + 2t2c31d13d23,

tc31 = tc61d13 + t2c51d23 + t2c41d33,
t2c41 = tc31d

2
13 + t2c61d23 + t2c51d

2
13d23+

t2c41d13d
2
23 + t2c41d

2
13d33+

2t2c31d13d23d33,
t2c61 = t2c51d

2
13 + 2t2c41d13d23 + t2c31d

2
23+

2t2c31d13d33.

З 3-го рiвняння оскiльки t ̸= 0 одержуємо
c31d

2
13 ∈ tK, що неможливо, бо c31, d13 ∈ K∗.

Пiдставляючи (6)[i,1] в (6)[i,2], а потiм отри-
манi рiвностi в (6)[i,3] при k = 5 одержимо:

c11 = tc41d13 + tc31d23 + tc21d33,
c21 = tc51d13 + tc41d23 + tc31d33,
c31 = tc61d13 + tc51d23 + tc41d33,
tc41 = tc71d13 + t2c61d23 + t2c51d33,
t2c51 = tc11d13 + t2c71d23,
t2c61 = tc21d13 + tc11d23 + t2c71d33,
tc71 = tc31d13 + tc21d23 + tc11d33

З 1-го, 2-го та 3-го рiвняння вiдповiдно маємо:
c11 = tc41d13 + tc31d23 + tc21d33, c21 = tc51d13 +
tc41d23+ tc31d33, c31 = tc61d13+ tc51d23+ tc41d33,
з останнього рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 c71 =

c31d13 + c21d23 + c11d33 + t2c′71 (c′71 ∈ K). Пiсля
пiдстановки отримаємо систему

tc41 = t2c61d
3
13 + t2c61d23 + 2t2c51d

2
13d23+

t2c41d13d
2
23+ t2c51d33+ 2t2c41d

2
13d33,

t2c51 = t2c41d
2
13,

t2c61 = t2c51d
2
13 + 2t2c41d13d23.

З 1-го рiвняння оскiльки t ̸= 0 одержуємо c41 ∈
tK, що неможливо.

Лема 3. Матриця M(t, k, 7) (1 < k < 6) не є
подiбна над K для жодного d12 ∈ K∗ до матри-
цi вигляду

N =


0 td12 td13
1 td22 td23
0 td32 td33

B

0 A

 .

Доведення. Нехай для деякої оборотньої ма-
трицi C = (cij) порядку n над K, для деякого
k (1 < k < 6) i d12 ∈ K∗

M(t, k, 7)C = CN. (7)

Для спрощення викладок знову вважаємо,
що t3 = 0. Тодi:

(7)[1,1]: tcn1 = c12,

(7)[2,1]: c11 = c22,
. . . . . . . . . . .

(7)[k,1]: ck−1,1 = ck,2,

(7)[k+1,1]: ck,1 = ck+1,2,

(7)[k+2,1]: tck+1,1 = ck+2,2,
. . . . . . . . . . .

(7)[n,1]: tcn−1,1 = cn2.

Таким чином c12 = ck+2,2 = · · · = cn2 = 0.

(7)[1,2]: tcn2= tc11d12 + tc12d22 + tc13d32,

(7)[2,2]: c12= tc21d12 + tc22d22 + tc23d32,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(7)[k+1,2]: ck2= tck+1,1d12+tck+1,2d22+tck+1,3d32,

(7)[k+2,2]:tck+1,2= tck+2,1d12+tck+2,2d22+tck+2,3d32,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(7)[n,2]: tcn−1,2= tcn1d12 + tcn2d22 + tcn3d32.

Таким чином c12 = · · · = ck2 = ck+2,2 = · · · =
cn2 = 0. Крiм того,

(7)[1,3]: tcn3= tc11d13 + tc12d23 + tc13d33,

(7)[2,3]: c13= tc21d13 + tc22d23 + tc23d33,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(7)[k+1,3]: ck3= tck+1,1d13+tck+1,2d23+tck+1,3d33,

(7)[k+2,3]:tck+1,3= tck+2,1d13+tck+2,2d23+tck+2,3d33,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(7)[n,3]: tcn−1,3= tcn1d13 + tcn2d23 + tcn3d33.

Також отримуємо c13 = · · · = ck3 = 0.
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Через додавання до 3-го стовпця 2-го стов-
пця домноженого на −td−1

12 d13 разом з додава-
ння до 2-го рядка 3-го рядка домноженого на
td−1

12 d13 маємо подiбнiсть матриць над K 0 td12 td13
1 td22 td23
0 td32 td33

 ∼

 0 td12 0
1 td′22 td′23
0 td32 td′33


для деяких d′22, d

′
23, d

′
33 ∈ K. Не зменшуючи за-

гальностi, можна вважати, що d13 = 0. Тодi

(7)[1,3]: tcn3= tc12d23 + tc13d33,

(7)[k+2,3]: tck+1,3= tck+2,2d23+tck+2,3d33,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(7)[n,3]: tcn−1,3= tcn2d23 + tcn3d33.

Оскiльки c12 = c13 = 0, t ̸= 0, то з (7)[1,3]
cn3 = 0. Оскiльки cn2 = cn3 = 0, t ̸= 0, то з
(7)[n,3] cn−1,3 = 0. Нехай k + 1 < i < n i ci3 = 0.
Враховуючи, що i ̸= k + 1 ci,2 = 0 з (7)[i,3]
tci−1,3 = tci2d23 + tci3d33 одержимо ci−1,3 = 0.
Таким чином ck+1,3 = · · · = cn3 = 0. Отже,
c13 = · · · = ck3 = ck+1,3 = · · · = cn3 = 0. Що
суперечить оборотностi detC.

Лема 4. Матриця M(t, k, 7) (1 < k < 6) не є
подiбна над K для жодного d12 ∈ tK до матри-
цi вигляду

N =


0 td12 td13
1 td22 td23
0 td32 td33

B

0 A

 .

Доведення. Нехай для деякої оборотньої ма-
трицi C = (cij) порядку n над K, для деякого
k (1 < k < 6) i d12 ∈ K∗ має мiсце (7). Легко
бачити подiбнiсть матриць над K 0 td12 td13

1 td22 td23
0 td32 td33

 ∼

 0 td12+t2d23d32 td13+t2d23d33
1 td22 0
0 td32 td33

 ∼

 td22 td12+t2d23d32+t2d222 td13+t2d23d33
1 0 0
0 td32 td33

 .

Якщо
∣∣∣ d12 d13
d32 d33

∣∣∣ ∈ tK, тодi над кiльцем K/t2K

матриця M(t, k, 7) подiбна матрицi з нульовим
стовпчиком, що за теоремою 2 неможливе. От-
же,

∣∣∣ d12 d13
d32 d33

∣∣∣ ∈ K∗. Тодi d12 ∈ K∗ або d32 ∈ K∗.

Якщо d12∈ tK, то d32∈K∗. Через додавання
до 3-го стовпця 2-го домноженого на −td−1

32 d33
разом з додавання до 2-го рядка 3-го домноже-
ного на td−1

32 d33 маємо подiбнiсть над K 0 td12 td13
1 td22 td23
0 td32 td33

 ∼

 0 td12 td′13
1 td′22 td′23
0 td32 0

 ∼ 0 td12 + t2d′23d32 td′13
1 td′22 0
0 td32 0


для деяких d′22, d

′
13, d

′
23 ∈ K. Не зменшуючи за-

гальностi, можна вважати, що d23 = d33 = 0,
тодi враховуючи, що

∣∣∣ d12 d13
d32 d33

∣∣∣ ∈ K∗, d13 ∈ K∗.
Для спрощення викладок знову вважаємо,

що t3 = 0. Як i при доведеннi леми 3 c12 = · · · =
ck2 = ck+2,2 = · · · = cn2 = 0. В силу оборотностi
детермiнанта матрицi C ck+1,2 = ck1 ∈ K∗.

Враховуючи, що d23 = d33 = 0 вказанi рiв-
ностi спрощуються

(7)[1,3]: tcn3= tc11d13,

(7)[2,3]: c13= tc21d13,
. . . . . . . . . . .

(7)[k+1,3]: ck3= tck+1,1d13,

(7)[k+2,3]: tck+1,3= tck+2,1d13,
. . . . . . . . . . .

(7)[n,3]: tcn−1,3= tcn1d13.

Пiдставляючи (7)[i,1] в (7)[i,2] разом з (7)[i,3]
при k = 2 одержимо:

c11 = tc21d22 + tc33d32 + t2c31d
′
12,

c13 = tc21d13,
tc21 = t2c31d22 + tc43d32 + t2c41d

′
12,

c23 = tc31d13,
t2c31 = t2c41d22 + tc53d32 + t2c51d

′
12,

tc33 = tc41d13,
t2c41 = t2c51d22 + tc63d32 + t2c61d

′
12,

tc43 = tc51d13,
t2c51 = t2c61d22 + tc73d32 + t2c71d

′
12,

tc53 = tc61d13,
t2c61 = t2c71d22 + tc13d32 + t2c11d

′
12,

tc63 = tc71d13,
tc71 = tc11d22 + tc23d32 + t2c21d

′
12,

tc73 = tc11d13.

З 1-го, 2-го та 4-го рiвняння вiдповiдно одержи-
мо c11 = tc31d12+ tc21d22+ tc33d32, c13 = tc21d13,
c23 = tc31d13. З 12-го, 13-го та 14-го рiвняння
оскiльки t2 ̸= 0 вiдповiдно одержуємо c63 =
c71d13+t2c′63, c71 = c11d22+c23d32+tc21d

′
12+t2c′71,

c73 = c11d13 + t2c′73 для деяких c′63, c
′
71, c

′
73 ∈ K.

Пiсля пiдстановки одержимо:
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

tc21 = t2c31d22 + tc43d32 + t2c41d
′
12,

t2c31 = t2c41d22 + tc53d32 + t2c51d
′
12,

tc33 = tc41d13,
t2c41 = t2c51d22+t2c21d13d

2
22d32+t2c31d

2
13d

2
32+

t2c33d13d22d
2
32+ t2c61d

′
12+ t2c21d13d32d

′
12,

tc43 = tc51d13,
t2c51 = t2c61d22+ t2c21d13d22d32+ t2c33d13d

2
32,

tc53 = tc61d13,
t2c61 = t2c21d13d32.

З 7-го та 8-го рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 вiд-
повiдно одержуємо c53 = c61d13 + t2c′53, c61 =
c21d13d32 + tc′61 для деяких c′53, c

′
61 ∈ K. Пiсля

пiдстановки отримаємо систему з рiвнянням
t2c31= t2c41d22+tc21d

2
13d

2
32+t2d13d32c

′
61+t2c51d

′
12.

Тодi c21d213d
2
32 ∈ tK, що суперечить c21, d13, d32 ∈

K∗.
Пiдставляючи (7)[i,1] в (7)[i,2] разом з (7)[i,3]

при k = 3 одержимо:



c11 = tc21d22 + tc33d32 + t2c31d
′
12,

c13 = tc21d13,
c21 = tc31d22 + tc43d32 + t2c41d

′
12,

c23 = tc31d13,
tc31 = t2c41d22 + tc53d32 + t2c51d

′
12,

c33 = tc41d13,
t2c41 = t2c51d22 + tc63d32 + t2c61d

′
12,

tc43 = tc51d13,
t2c51 = t2c61d22 + tc73d32 + t2c71d

′
12,

tc53 = tc61d13,
t2c61 = t2c71d22 + tc13d32 + t2c11d

′
12,

tc63 = tc71d13,
tc71 = tc11d22 + tc23d32 + t2c21d

′
12,

tc73 = tc11d13.

З 1-го, 2-го 3-го, 4-го та 6-го рiвняння вiдповiд-
но одержимо c11 = tc21d22 + tc33d32 + t2c31d

′
12,

c13 = tc21d13, c21 = tc31d22 + tc43d32 + t2c41d
′
12,

c23 = tc31d13, c33 = tc41d13. З 13-го та 14-
го рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 вiдповiдно одер-
жуємо c71 = c11d22 + c23d32 + tc21d

′
12 + t2c′71,

c73 = c11d13 + t2c′73. для деяких c′71, c
′
73 ∈ K.

Пiсля пiдстановки одержимо:



tc31 = t2c41d22 + tc61d13d32 + t2c51d
′
12,

t2c41 = t2c51d22 + tc63d32 + t2c61d
′
12,

tc43 = tc51d13,
t2c51 = t2c61d22,
t2c61 = 0,
tc63 = t2c31d

2
13d32.

З 5-го та 1-го рiвняння оскiльки t2 ̸= 0 вiд-
повiдно одержуємо c61 = tc′61, c31 = tc41d22 +

tc′61d13d32+tc51d
′
12+tc′31 для деяких c′31, c

′
61 ∈ K,

що неможливо, бо c31 ∈ K∗.
Пiдставляючи (7)[i,1] в (7)[i,2] разом з (7)[i,3]

при k = 4 одержимо:

c11 = tc21d22 + tc33d32 + t2c31d
′
12,

c13 = tc21d13,
c21 = tc31d22 + tc43d32 + t2c41d

′
12,

c23 = tc31d13,
c31 = tc41d22 + tc53d32 + t2c51d

′
12,

c33 = tc41d13,
tc41 = t2c51d22 + tc63d32 + t2c61d

′
12,

c43 = tc51d13,
t2c51 = t2c61d22 + tc73d32 + t2c71d

′
12,

tc53 = tc61d13,
t2c61 = t2c71d22 + tc13d32 + t2c11d

′
12,

tc63 = tc71d13,
tc71 = tc11d22 + tc23d32 + t2c21d

′
12,

tc73 = tc11d13

Пiдставляючи 1-е та 4-е рiвняння в 13-е одер-
жимо tc71 = t2c21d

2
22+ t2c31d13d32+ t2c33d22d32+

t2c21d
′
12. Тодi, враховуючи, що t2 ̸= 0, c71 =

tc21d
2
22 + tc31d13d32 + tc33d22d32 + tc21d

′
12 + t2c73

(c′71 ∈ K). Пiдставляючи отримане рiвняння в
12-е, одержимо tc63 = t2c21d13d

2
22+ t2c31d

2
13d32+

t2c33d13d22d32 + t2c21d13d
′
12. Тодi, враховуючи,

що t2 ̸= 0, c63 = tc21d13d
2
22 + tc31d

2
13d32 +

tc33d13d22d32 + tc21d13d
′
12 + t2c′63; (c

′
63 ∈ K). Пiд-

ставляючи отримане рiвняння в 7-е, одержимо
tc41 → t2c51d22 + t2c21d13d

2
22d32 + t2c31d

2
13d

2
32 +

t2c33d13d22d
2
32 + t2c61d

′
12 + t2c21d13d32d

′
12. Тодi,

враховуючи, що t2 ̸= 0, c41 ∈ tK, що неможли-
во.

Пiдставляючи (7)[i,1] в (7)[i,2] разом з (7)[i,3]
при k = 5 одержимо:

c11 = tc21d22 + tc33d32 + t2c31d
′
12,

c13 = tc21d13,
c21 = tc31d22 + tc43d32 + t2c41d

′
12,

c23 = tc31d13,
c31 = tc41d22 + tc53d32 + t2c51d

′
12,

c33 = tc41d13,
c41 = tc51d22 + tc63d32 + t2c61d

′
12,

c43 = tc51d13,
tc51 = t2c61d22 + tc73d32 + t2c71d

′
12,

c53 = tc61d13,
t2c61 = t2c71d22 + tc13d32 + t2c11d

′
12,

tc63 = tc71d13,
tc71 = tc11d22 + tc23d32 + t2c21d

′
12,

tc73 = tc11d13.

Пiдставляючи 1-е рiвняння в 14-е одержимо
tc73 = t2c21d13d22 + t2c33d13d32. Тодi, враховую-
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чи, що t2 ̸= 0, c73 = tc21d13d22+tc33d13d32+t2c′73
(c′73 ∈ K). Пiдставляючи отримане рiвняння в
9-е одержимо tc51 = t2c61d22 + t2c21d13d22d32 +
t2c33d13d

2
32+ t2c71d

′
12. Тодi, враховуючи, що t2 ̸=

0, c51 ∈ tK, що неможливо.

Теорема 3. Нехай K — комутативне локаль-
не кiльце, радикал Джекобсона якого tK (t ∈
K, t2 ̸= 0). Матриця M(t, k, 7) незвiдна над K
для жодного k (0 < k < 7).

Доведення. За теоремою 1 достатньо розгляну-
ти випадки 1 < k < 6. Припустимо матриця
M(t, k, 7) звiдна. Тодi маємо подiбнiсть над K

M(t, k, 7) ∼
(

D B
0 A

)
, (8)

де D — квадратна матриця порядку m. За на-
слiдком 1 можна вважати, що m = 2 або m = 3.

За теоремою 2 можна вважати, що

D =

(
0 td13
1 td23

)
, D =

 0 0 td13
1 0 td23
0 1 td33

 , або

D =

 0 td12 td13
1 td22 td23
0 td32 td33


для деяких dij ∈ K. У першому випадку маємо
протирiччя з лемою 1, у другому випадку — з
лемою 2, у третьому випадку — з лемами 3 та
4.

Автор щиро вдячний професору В. М. Бон-
даренку за увагу до роботи i цiннi поради.
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