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Abstract. The article considers variational inequalities with ope-
rators acting in a Hilbert space. For these problems, variants of the
Extrapolation from the Past method have been proposed and studi-
ed. A sub-linear efficiency estimate for the gap function is proved.
The strong convergence of the Extrapolation from the Past method
for variational inequalities with uniformly monotone operators is
proved. The linear rate of convergence of the Extrapolation from
the Past method for variational inequalities with operators satisfying
the generalized strong monotonicity condition is proved. An adapti-
ve version of the algorithm is proposed. Regularized variants of the
algorithm are proposed and theorems on their strong convergence
are proved.
Keywords: variational inequality, Hilbert space, Extrapolation from
the Past method, convergence.

Анотацiя. У статтi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з опе-
раторами, що дiють в гiльбертовому просторi. Для цих задач за-
пропоновано та обгрунтовано варiанти алгоритму екстраполяцiї
з минулого. Доведено сублiнiйну оцiнку ефективностi для фун-
кцiї зазору. Доведено cильну збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї з
минулого для варiацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними
операторами. Доведено лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму
екстраполяцiї з минулого для варiацiйних нерiвностей з опера-
торами, що задовольняють умову типу узагальненої сильної мо-
нотонностi. Запропоновано та обгрунтовано адаптивний варiант
алгоритму. Запропоновано регуляризованi варiанти алгоритму та
доведено теореми про їх сильну збiжнiсть.
Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, гiльбертовий простiр,
метод екстраполяцiї з минулого, збiжнiсть.
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Вступ

Створення та дослiдження алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвно-
стей та близьких задач є напрямом прикладної математики, що активно
розвивається. Найвiдомiшим чисельним методом розв’язання варiацiйних
нерiвностей є екстраградiєнтний метод, що запропонований Г. М. Корпе-
левич в 1970-х роках [1]. В 1980 роцi Л. Д. Попов [2] запропонував для
пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй цiкаву модифiкацiю ме-
тоду Ерроу–Гурвiца, який став джерелом багатьох сучасних алгоритмiв.
Алгоритми цього типу вiдомi серед спецiалiстiв з машинного навчання пiд
назвою «Extrapolation from the Past» [3].

У статтi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з операторами, що дiють
в гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоновано та обгрунтовано
новi модифiкацiї методу Л. Д. Попова.

Статтю побудовано таким чином. В роздiлi 1 розглянуто варiацiйнi не-
рiвностi в гiльбертовому просторi, наведено основнi припущення та необхi-
дний мiнiмум вiдомостей, що вiдiграють важливу роль у доведеннях основ-
них результатiв. В роздiлi 2 розглянуто алгоритм екстраполяцiї з минулого
та прокоментовано лiтературу, що присвячено дослiдженню його збiжностi.
В роздiлi 3 доведено слабку збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї з минулого
та отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї зазору. Сильну
збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї з минулого для варiацiйних нерiвно-
стей з рiвномiрно монотонними операторами доведено в роздiлi 4. Лiнiйну
швидкiсть збiжностi алгоритму екстраполяцiї з минулого для варiацiйних
нерiвностей з операторами, що задовольняють умову типу узагальненої
сильної монотонностi, доведено в роздiлi 5. В роздiлi 6 запропоновано та
обгрунтовано адаптивний варiант алгоритму. Нарештi, в роздiлi 7 запро-
поновано регуляризованi варiанти алгоритму та доведено теореми про їх
сильну збiжнiсть.

1. Постановка задачi та допомiжнi вiдомостi

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
породженою нормою ‖·‖. Сильну та слабку збiжнiсть в H послiдовностi
(xn) до x позначимо → та ⇀, вiдповiдно.

Нехай C — непорожня опукла i замкнена пiдмножина простору H та
A : H → H – деякий оператор.

Варiацiйною нерiвнiстю називаємо таку задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Множину розв’язкiв варiацiйної неравностi (1) позначимо через S.
Задача (1) — зручна загальна форма запису рiзних задач, що виникають

в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй [4–8]. Зокрема, у виглядi варi-
ацiйної нерiвностi можуть бути сформульованi задачi розв’язання рiвнянь,
знаходження екстремуму функцiоналiв, знаходження точок рiвноваги то-
що. Наведемо ряд типових постановок.
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1) Задача розв’язання операторного рiвняння

знайти x ∈ H : Ax = 0

рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi

знайти x ∈ H : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ H.
2) Нехай f — диференцiйовна опукла функцiя, C — опукла замкнена

множина. Критерiй оптимальностi першого порядку для задачi

f → min
C

має вигляд

x ∈ C та (∇f(x), y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C.
3) Нехай F : X×Y → R — диференцiйовна опукло-угнута функцiя, X,

Y — опуклi замкненi множини. Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y називається
сiдловою точкою функцiї F , якщо

F (x∗, y) ≤ F (x∗, y∗) ≤ F (x, y∗) ∀x ∈ X ∀y ∈ Y. (2)

Задача пошуку сiдлової точки (2) рiвносильна варiацiйнiй нерiвно-
стi:((

∇xF (x∗, y∗)
−∇yF (x∗, y∗)

)
,

(
x− x∗
y − y∗

))
≥ 0 ∀(x, y) ∈ X × Y.

4) Нехай X, Y — опуклi замкненi множини, f : X × Y → R (g :
X × Y → R) — диференцiйовна по x (по y) при фiксованому y
(при фiксованому x) функцiя. Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y називається
рiвновагою Неша, якщо

f(x∗, y∗) ≤ f(x, y∗) ∀x ∈ X, g(x∗, y∗) ≤ g(x∗, y) ∀y ∈ Y. (3)

Якщо функцiя f(·, y) опукла на X для всiх y ∈ Y , а функцiя g(x, ·)
опукла на Y для всiх x ∈ X, то задача пошуку рiвноваги Неша (3)
рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi:((

∇xf(x∗, y∗)
∇yg(x∗, y∗)

)
,

(
x− x∗
y − y∗

))
≥ 0 ∀(x, y) ∈ X × Y.

Нагадаємо основнi означення [9–11].

Означення 1. Оператор A : H → H називаємо псевдомонотонним на
множинi C ⊆ H, якщо для x, y ∈ C

(Ax, y − x) ≥ 0 ⇒ (Ay, x− y) ≤ 0.

Означення 2. Оператор A : H → H називаємо монотонним, якщо

(Ax−Ay, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ H.

Означення 3. Оператор A : H → H називаємо обернено сильно монотон-
ним (ко-коерцитивним) на множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала α > 0,
що

(Ax−Ay, x− y) ≥ α‖Ax−Ay‖2 ∀x, y ∈ C.
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У цьому випадку кажуть, що оператор A — α-обернено сильно монотонним
(α-ко-коерцитивним).

Означення 4. Оператор A : H → H називаємо рiвномiрно монотонним на
множинi C ⊆ H, якщо iснує така зростаюча функцiя φ : [0,+∞)→ [0,+∞),
φ(0) = 0 та φ(t) > 0 для t > 0, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ φ (‖x− y‖) ∀x, y ∈ C.

Означення 5. Оператор A : H → H називаємо сильно монотонним на
множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала µ > 0, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ µ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C.
У цьому випадку кажуть, що оператор A — µ-сильно монотонний.

Cкрiзь у роботi будемо вважати, що оператор A : H → H — лiпшицевий
на множинi C (з константою L > 0), тобто

‖Ax−Ay‖ ≤ L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C,
та S 6= ∅.

Для замкненої опуклої множини C та лiпшицевого сильно монотонного
оператора A множина S не порожня та складається з одного елемента [10].

Нагадаємо декiлька вiдомих та потрiбних нам фактiв.
Нехай PC — оператор метричного проектування на замкнену опуклу пiд-

множину C ⊆ H, тобто PCx — єдиний елемент C, що володiє властивiстю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z − x‖ .

Елемент PCx можна охарактеризувати таким чином [10,11]:

y = PCx ⇔ y ∈ C та (y − x, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ C, (4)

y = PCx ⇔ y ∈ C та ‖y − z‖2 ≤ ‖x− z‖2 − ‖y − x‖2 ∀z ∈ C. (5)
Оператор метричного проектування PC є нерозтягуючий, тобто

‖PCx− PCy‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H,
точнiше, обернено сильно монотонним (1-ко-коерцитивним)

‖PCx− PCy‖ ≤ (PCx− PCy, x− y) ∀x, y ∈ H.
Варiацiйну нерiвнiсть (1) можна сформулювати як задачу пошуку неру-

хомої точки [10,11]:
x = PC (x− λAx) , (6)

де λ > 0.
Формулювання (6) корисне, оскiльки веде до iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (7)

яка сильно збiжна для лiпшицевих сильно монотонних операторiв та слабко
збiжна для обернено сильно монотонних (ко-коерцитивних) операторiв [10,
11]. Але для лiпшицевих монотонних операторiв схема (7) в загальному
випадку не збiгається.
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Зауваження 1. Варiацiйна нерiвнiсть (1) записується у формi оператор-
ного включення [10]:

знайти x ∈ H : 0 ∈ Ax+NCx,

де NCx — нормальний конус множини C в точцi x:

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,
∅, iнакше.

Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : (Ay, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (8)

Множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (8) позначимо Sd. Вiдомо, що
множина Sd опукла та замкнена [11]. Нерiвнiсть (8) називають слабким
або дуальним формулюванням варiацiйної нерiвностi (1) (або нерiвнiстю
типу Мiнтi), а розв’язки нерiвностi (8) — слабкими розв’язками варiацiйної
нерiвностi (1). Для монотонних (псевдомонотонних) операторiв A завжди
маємо

S ⊆ Sd.
А коли оператор A монотонний та неперервний маємо (лема Мiнтi, [11])

Sd = S.

Однiєю з основних теоретичних задач є оцiнка числа iтерацiй алгоритму,
що необхiдне для отримання наближеного розв’язку заданої якостi. Якiсть
наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi (1) у монотонному
випадку будемо оцiнювати за допомогою невiд’ємної функцiї зазору [12,13]

gap (x) = sup
y∈C

(Ay, x− y) . (9)

Очевидно, що для коректностi означення функцiї зазору (9) необхiдна обме-
женiсть допустимої множини C.

Лема 1 (Nesterov Y., [13]). Нехай оператор A : C → H — монотонний.
Якщо x ∈ C — розв’язок (1), то

gap (x) = 0.

Навпаки, якщо для x ∈ C маємо

gap (x) = 0,

то x — розв’язок (1).

Нагадаємо вiдомi леми про числовi нерiвностi.

Лема 2. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (αn), (βn), такi, що

αn+1 ≤ αn − βn, n ≥ 1.

Тодi iснує границя limn→∞ αn ∈ R та
∑∞

n=1 βn < +∞.
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Лема 3. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє реку-
рентнiй нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αnβn, n ≥ 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi: αn ∈ (0, 1) та βn ≤ β,
де β ≥ 0. Тодi

ξn ≤ e−
∑n−1
k=1 αkξ1 + β.

Лема 4. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє рекурен-
тнiй нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αnβn + γn, n ≥ 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:
1) αn ∈ (0, 1),

∑∞
n=1 αn = +∞;

3) lim supn→∞ βn ≤ 0;
4) γn ∈ [0,+∞),

∑∞
n=1 γn < +∞.

Тодi lim
n→∞

ξn = 0.

Лема 5 (Mainge P.-E., [14]). Нехай числова послiдовнiсть (αn) має пiдпо-
слiдовнiсть (αnk) з властивiстю αnk < ank+1 для всiх k ≥ 1. Тодi iснує
така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞

та
αmk ≤ αmk+1, αk ≤ αmk+1

для всiх k ≥ n1.

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв гiльбертового
простору будемо використовувати вiдому лему Опяла.

Лема 6 (Z. Opial, [15]). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiльбертового
простору H слабко збiгається до точки x ∈ H. Тодi для всiх y ∈ H \ {x}
маємо

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < lim inf
n→∞

‖xn − y‖.

2. Алгоритм екстраполяцiї з минулого

Для розв’язання задачi (1) розглянемо такий iтерацiйний алгоритм.
Алгоритм 1. Алгоритм екстраполяцiї з минулого.

Для x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за допо-
могою iтерацiйної схеми{

yn = PC (xn − λnAyn−1) ,
xn+1 = PC (xn − λnAyn) ,

де λn > 0.
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Зауваження 2. Частнинний випадок алгоритму 1 запропонований Попо-
вим [2] для пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй, що заданi в
скiнченомiрному евклiдовому просторi. Останнiм часом цей метод став вi-
домим у середовищi спецiалiстiв з машинного навчання пiд назвою «Extra-
polation from the Past» (екстраполяцiя з минулого) [3]. Дослiдженню та
розробцi модифiкацiй цього методу присвячено роботи [16–33]. Модифiка-
цiя алгоритму Попова з одним метричним проектуванням на допустиму
множину запропонована в [17], Варiантам методу для задач про рiвновагу
присвячено роботи [22, 23], модифiкацiї з бегманiвською вiдстанню дослi-
джено в [23–27], методи для задач в просторах Адамара запропонованi
в [28–31]. Регуляризованi методи та модифiкацiї для дворiвневих задач до-
слiджено в [32, 33]. У роботi уточнюються та узагальнюються результати
вказаних робiт.

При виконаннi для деякого n ∈ N в алгоритмi 1 рiвностей

yn = yn−1 = xn або xn+1 = xn = yn (10)

має мiсце включення yn ∈ S. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = PC (xn − λnAyn)

рiвносильна нерiвностi

(Ayn, y − xn+1) +
(xn+1 − xn, y − xn+1)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C.

З другої рiвностi (10) випливає

(Ayn, y − yn) ≥ 0 ∀y ∈ C,
тобто, yn ∈ S.

Аналогiчно, з

(Ayn−1, y − yn) +
(yn − xn, y − yn)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C

при першiй рiвностi в (10) отримуємо yn ∈ S.
Далi припустимо, що для всiх номерiв n ∈ N умова (10) не має мiсця.

3. Слабка збiжнiсть та сублiнiйна оцiнка
Припустимо додатково, що оператор A є псевдомонотонним.

Лема 7. Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn), (yn) та
точки z ∈ S виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 . (11)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−
− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) . (12)
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З правила породження точок xn+1 та yn випливає

λn(Ayn, z − xn+1) ≥ (xn+1 − xn, xn+1 − z), (13)

λn(Ayn−1, xn+1 − yn) ≥ −(xn − yn, yn − xn+1). (14)
Використавши нерiвностi (13), (14) для оцiнки скалярних добуткiв в (12),
отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {(Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, z − xn+1)} =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {(Ayn, z − yn) + (Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, yn − xn+1)} . (15)

З псевдомонотонностi оператора A та включення z ∈ S випливає

(Ayn, z − yn) ≤ 0,

а лiпшицевiсть F гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ L

2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведенi оцiнки в (15), отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ λnL ‖yn−1 − yn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 . (16)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .
Ураховуючи цю оцiнку в (16), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 + 2λnL ‖yn − xn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 ,
тобто, до нерiвностi (11). �

Зауваження 3. Для монотонних операторiв нерiвнiсть леми 7 отримана
в [17].

Перейдемо безпосередньо до доведення слабкої збiжностi алгоритму 1.
Нехай z ∈ S. Покладемо

αn = ‖xn − z‖2 + 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 ,
βn = (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + (1− 2λn+1L− λnL) ‖yn − xn+1‖2 .

Тодi (11) приймає вигляд

αn+1 ≤ αn − βn.
Вимагатимемо виконання умови

0 < λ ≤ λn ≤ λ <
1

3L
.
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Тодi з леми 2 можемо зробитии висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
‖xn − z‖2 + 2λnL ‖yn−1 − xn‖2

)
та

lim
n→∞

(
(1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + (1− 2λn+1L− λnL) ‖yn − xn+1‖2

)
= 0.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞

‖yn − xn‖ = lim
n→∞

‖yn − xn+1‖ = lim
n→∞

‖xn − xn+1‖ = 0 (17)

та збiжнiсть числових послiдовностей (‖xn − z‖), (‖yn − z‖) для всiх z ∈ S.
Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.

З (17) випливає
lim
n→∞

(Ayn, xn+1 − yn) = 0. (18)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), слабко збiжну до деякої точки z̄ ∈ C.
Тодi з (17) випливає, що й ynk ⇀ z̄. Припустимо, що операторA монотонний
та покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

(Ayn, y − yn) ≥ (Ayn, xn+1 − yn) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λn
∀y ∈ C. (19)

Здiйснивши граничний перехiд в (19) з урахуванням (17), (18) та умови
монотонностi оператора A, отримаємо

(Ay, y − z̄) = lim
k→∞

(Ay, y − ynk) ≥ lim sup
k→∞

(Aynk , y − ynk) ≥

≥ lim
k→∞

{
(Aynk , xnk+1 − ynk) +

(xnk+1 − xnk , xnk+1 − y)

λnk

}
= 0 ∀y ∈ C,

тобто, z̄ ∈ S.
Покажемо тепер, що xn ⇀ z̄. Тодi з xn−yn → 0 випливає, що й послiдов-

нiсть (yn) слабко збiгається z̄. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує така
пiдпослiдовнiсть (xmk), що xmk ⇀ z̃ та z̃ 6= z̄. Ясно, що z̃ ∈ S. Застосуємо
двiчi лему 6. Маємо

lim
n→∞

‖xn − z̄‖ = lim
k→∞

‖xnk − z̄‖ < lim
k→∞

‖xnk − z̃‖ = lim
n→∞

‖xn − z̃‖ =

= lim
k→∞

‖xmk − z̃‖ < lim
k→∞

‖xmk − z̄‖ = lim
n→∞

‖xn − z̄‖,

що неможливо. Отже, xn ⇀ z̄.
Таким чином, має мiсце

Теорема 1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S 6= ∅. Припустимо, що

λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3L

)
.

Тодi породженi алгоритмом 1 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються
до розв’язку z̄ ∈ S варiацiйної нерiвностi (1), причому

lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.
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У випадку обмеженостi допустимої множини C доведемо, що алгоритму
1 необхiдно зробити O

(
LD2

ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) ≤ ε,

де ε > 0, D = supa,b∈C ‖a− b‖ < +∞.
Нехай y ∈ C. Маємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 + 2λn(Ayn, y − yn). (20)

З монотонностi оператора A та (20) випливає

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 + 2λn(Ay, y − yn). (21)

Перепишемо (21) у виглядi

2λn(Ay, yn − y) ≤
(
‖xn − y‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − y‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
−

− (1− 2λn+1L− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 . (22)

Припустимо, що λn ∈
(
0, 1

3L

]
. Тодi з (22) випливає

2λn(Ay, yn − y) ≤
(
‖xn − y‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − y‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
. (23)

Просумувавши (23) по n вiд 1 до N отримаємо

2
N∑
n=1

λn(Ay, yn − y) ≤ ‖x1 − y‖2 + 2λ1L ‖x1 − y0‖2 ,

та

(Ay, zN − y) ≤ ‖x1 − y‖
2

2
∑N

n=1 λn
, (24)

де zN =
∑N
n=1 λnyn∑N
n=1 λn

. Переходимо до супремуму по y ∈ C в (23)

gap(zN ) ≤
supy∈C ‖x1 − y‖

2

2
∑N

n=1 λn
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена обмежена множина, A : H → H — монотонний та
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L-лiпшицевий на множинi C оператор. Нехай (yn) — послiдовнiсть, що
породжена алгоритмом 1 з λn = 1

3L , тобто,
x1 = y0 ∈ C,
yn = PC

(
xn − 1

3LAyn−1
)
,

xn+1 = PC
(
xn − 1

3LAyn
)
.

Тодi для послiдовностi середнiх zN = 1
N

∑N
n=1 yn має мiсце оцiнка

gap (zN ) ≤
3L supy∈C ‖x1 − y‖

2

2N
.

4. Сильна збiжнiсть

Припустимо, що оператор A : H → H є рiвномiрно монотонним на обме-
жених пiдмножинах множини C ⊆ H. Тодi варiацiйна нерiвнiсть (1) має
єдиний розв’язок z̄ ∈ C.

Покажемо, що породженi алгоритмом 1 послiдовностi (xn), (yn) сильно
збiгаються до z̄.

Осклiльки множина {yn} ∪ {z̄} ⊆ C обмежена, то якщо iснує така зро-
стаюча функцiя φ : [0,+∞) → [0,+∞), φ(0) = 0 та φ(t) > 0 для t > 0,
що

(Ayn, z̄ − yn) ≤ −φ (‖z̄ − yn‖) .
Замiсть нерiвностi леми 7 запишемо її уточнену версiю

‖xn+1 − z̄‖2 + 2λnφ (‖z̄ − yn‖) ≤ ‖xn − z̄‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 . (25)

Перепишемо (25) у виглядi

2λnφ (‖z̄ − yn‖) ≤
(
‖xn − z̄‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − z̄‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
−

− (1− 2λn+1L− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 . (26)

Нерiвнiсть (26) та припущення λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3L

)
дають

∞∑
n=1

λnφ (‖z̄ − yn‖) < +∞ та lim
n→∞

φ (‖z̄ − yn‖) = 0.

Отже, ‖z̄ − yn‖ → 0 та ‖z̄ − xn‖ → 0.
Таким чином, має мiсце

Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — рiвномiрно монотонний на обме-
жених пiдмножинах множини C ⊆ H та L-лiпшицевий на множинi C
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оператор, z̄ ∈ C — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (1). Припусти-
мо, що λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3L

)
. Тодi породженi алгоритмом 1 послiдовностi

(xn), (yn) сильно збiгаються до z̄.

5. Лiнiйна швидкiсть збiжностi
Припустимо, що iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiйної нерiвностi (1),

а оператор A задовольняє умову

(Ax, x− z) ≥ µ‖x− z‖2 ∀x ∈ C (27)

для деякого µ > 0.

Зауваження 4. Умова (27) випливає з сильної монотонностi A. Але iсну-
ють немонотоннi оператори з (27). Наприклад [34],

Ax = (2− ‖x‖)x, x ∈ C =

{
x ∈ `2 : ‖x‖ ≤ 3

2

}
.

Розглянемо варiант алгоритму 1 з лiнiйною швидкiстю збiжностi для
варiацiної нерiвностi (1), де лiпшицевий оператор A задовольняє (27).

Алгоритм 2.
Для x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за допо-
могою iтерацiйної схеми{

yn = PC
(
xn − 1

4LAyn−1
)
,

xn+1 = PC
(
xn − 1

4LAyn
)
.

Покажемо, що

‖xn+1 − z‖2 = O
((

1− µ

4L

)n)
, ‖yn − xn+1‖2 =

((
1− µ

4L

)n)
.

Запишемо нерiвнiсть (15):

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λ {(Ayn, z − yn) + (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn)} .

З умови (27) та нерiвностi ‖a+ b‖2 ≤ 2‖a‖2 + 2‖b‖2 випливає

(Ayn, yn − z) ≥ µ‖yn − z‖2 ≥ µ
(

1

2
‖xn − z‖2 − ‖yn − xn‖2

)
,

а лiпшицевiсть A гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ L

2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведенi оцiнки, отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ (1− λµ) ‖xn − z‖2 − (1− 2λµ) ‖xn − yn‖2−

− ‖yn − xn+1‖2 + λL ‖yn−1 − yn‖2 + λL ‖yn − xn+1‖2 . (28)
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Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .
Ураховуючи цю оцiнку в (28), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ (1− λµ) ‖xn − z‖2 − (1− 2λL− 2λµ) ‖xn − yn‖2−

− (1− 2λL) ‖yn − xn+1‖2 + 2λL ‖yn−1 − xn‖2 .
Перепишемо останню нерiвнiсть у виглядi

‖xn+1 − z‖2 +
2λL

1− λµ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ (1− λµ)

(
‖xn − z‖2 +

2λL

1− λµ
‖yn−1 − xn‖2

)
−

− (1− 2λL− 2λµ) ‖xn − yn‖2−

−
(

1− 2λL− 2λL

1− λµ

)
‖yn − xn+1‖2 .

Для λ = 1
4L отримуємо

‖xn+1 − z‖2 +
2L

4L− µ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤
(

1− µ

4L

)(
‖xn − z‖2 +

2L

4L− µ
‖yn−1 − xn‖2

)
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 4. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — L-лiпшицевий на множинi C опе-
ратор, iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiної нерiвностi (1) та вико-
нується умова (27). Тодi для породжених алгоритмом 2 послiдовностей
(xn), (yn) виконується оцiнка

‖xn+1 − z‖2 +
1

2
‖yn − xn+1‖2 ≤

(
1− µ

4L

)n
‖x1 − z‖2 , n ≥ 1.

Зауваження 5. З теореми 4 випливають оцiнки

‖xn+1 − z‖2 ≤ e−
µ
4L
n ‖x1 − z‖2 , ‖yn − xn+1‖2 ≤ e−

µ
4L
n4 ‖x1 − z‖2 .

Зауваження 6. Для сильно монотонних та лiпшицевих операторiв та ал-
горитму 2 оцiнка ‖xn+1 − z‖2 = O

(
e−

µ
4L
n
)
отримана в [3].

6. Адаптивний алгоритм екстраполяцiї з минулого
Для наближеного розв’язання задачi (1) розглянемо алгоритм екстрапо-

ляцiї з минулого з адаптивним вибором λn.
Алгоритм 3.

Обираємо елементи x1 = y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 13
)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо

n = 1.
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1: Обчислити
yn = PC(xn − λnAyn−1).

2: Обчислити
xn+1 = PC(xn − λnAyn).

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинити та xn — розв’язок. Iнакше
перейти на крок 3.

3: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖xn+1−yn‖2)
(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 7. Схема, що подiбна алгоритму 3, запропонована для задач
про рiвновагу в просторах Адамара в [30].

Зауваження 8. Результати, аналогiчнi наведеним нижче, мають мiсце для
модифiкацiї алгоритму 3 з замiною iнструкцiї перерахунку λn на таку

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖Ayn−1−Ayn‖

}
, якщо Ayn−1 6= Ayn,

λn, iнакше.

де τ ∈
(
0, 13
)
[27].

Параметр λn+1 залежить вiд розташування точок yn−1, yn, xn+1, значень
Ayn−1, Ayn. Iнформацiя про константу L не використовується. Очевидно,
що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу числом

min
{
λ1,

τ

L

}
.

Дiйсно, маємо

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ L

2

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 3, мають мiсце
нерiвностi

(Ayn−1, yn − y) ≤

≤ 1

2λn

(
‖y − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − y‖2

)
∀y ∈ C, (29)

(Ayn, xn+1 − y) ≤

≤ 1

2λn

(
‖y − xn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 − ‖xn+1 − y‖2

)
∀y ∈ C. (30)

Зауваження 9. Зокрема, нерiвнiсть (30) дає обґрунтування правила зу-
пинки алгоритму 3. Дiйсно, при xn+1 = xn = yn iз (30) випливає

(Ayn, yn − y) 6 0 ∀y ∈ C,
тобто xn = yn ∈ S.
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Зауваження 10. Можна використовувати для зупинки алгоритму 3 пра-
вило xn = yn = yn−1, яке гарантує xn ∈ S.

Доведемо основну оцiнку, яка пов’язує вiдстанi мiж породженими алго-
ритмом 3 точками i довiльним елементом множини розв’язкiв S.

Припустимо додатково, що оператор A є псевдомонотонним.

Лема 8. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 3, має
мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 −
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2−

−
(

1− 2τ
λn
λn+1

)
‖xn − yn‖2 + 2τ

λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2, (31)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Iз псевдомонотонностi оператора A випливає

(Ayn, z − yn) 6 0. (32)

Iз (32) i (30) випливає

2λn(Ayn, xn+1 − yn) ≤ ‖z − xn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 − ‖xn+1 − z‖2. (33)

Склавши нерiвностi (33) та нерiвнiсть, що випливає з (29)

2λn(Ayn−1, yn − xn+1) ≤ ‖xn+1 − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2

маємо

2λn(Ayn−1 −Ayn, yn − xn+1) ≤ ‖z − xn‖2−
− ‖z − xn+1‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2. (34)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
. (35)

Для оцiнки виразу (Ayn−1−Ayn, yn−xn+1) в (34) скористаємося (35). Отри-
маємо

‖z − xn+1‖2 ≤ ‖z − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2+

+ τ
λn
λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Оскiльки
‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 ,

то

‖z − xn+1‖2 6 ‖z − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖yn−1 − xn‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖yn − xn‖2 + τ
λn
λn+1

‖yn − xn+1‖2,

що i треба було довести. �
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Сформулюємо основний результат.

Теорема 5. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 3 послiдовно-
стi (xn), (yn) слабко збiгаються до розв’язку z̄ ∈ S варiацiйної нерiвностi
(1), причому

lim
n→∞

‖xn − yn‖ = lim
n→∞

‖xn+1 − yn‖ = 0.

Доведення. Нехай z′ ∈ S. Покладемо

αn = ‖xn − z′‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2,

βn =

(
1− 2τ

λn
λn+1

)
‖yn − xn‖2 +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2.

Нерiвнiсть (31) набуває вигляду

αn+1 ≤ αn − βn.

Оскiльки iснує lim
n→∞

λn > 0, то

1− 2τ
λn
λn+1

→ 1− 2τ ∈ (0, 1) i 1− 2τ
λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1
→ 1− 3τ ∈ (0, 1)

при n→∞. З леми 2 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
‖xn − z′‖2 + 2τ

λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2
)

та збiгається числовий ряд∑
n

((
1− 2τ

λn
λn+1

)
‖yn − xn‖2 +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2

)
.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞

‖yn − xn‖ = lim
n→∞

‖xn+1 − yn‖ = lim
n→∞

‖xn+1 − xn‖ = 0 (36)

i збiжнiсть числових послiдовностей
(
‖xn−z′‖

)
,
(
‖yn−z′‖

)
для всiх z′ ∈ S.

Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.
Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), слабко збiжну до деякої точки z̄ ∈ C.

Тодi з (36) випливає, що й ynk ⇀ z̄. Покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

(Ayn, y − yn) ≥ (Ayn, xn+1 − yn) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λn
∀y ∈ C. (37)

З (36) випливає
lim
n→∞

(Ayn, xn+1 − yn) = 0. (38)
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Здiйснивши граничний перехiд в (37) з урахуванням (36), (38) та умови
монотонностi оператора A, отримаємо

(Ay, y − z̄) = lim
k→∞

(Ay, y − ynk) ≥ lim sup
k→∞

(Aynk , y − ynk) ≥

≥ lim
k→∞

{
(Aynk , xnk+1 − ynk) +

(xnk+1 − xnk , xnk+1 − y)

λnk

}
= 0 ∀y ∈ C,

тобто, z̄ ∈ S.
Покажемо тепер, що xn ⇀ z̄ ∈ S. Тодi з xn − yn → 0 випливає, що й

послiдовнiсть (yn) слабко збiгається z̄. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай
iснує така пiдпослiдовнiсть (xmk), що xmk ⇀ z̃ та z̃ 6= z̄. Ясно, що z̃ ∈ S.
Застосуємо двiчi лему 6. Маємо

lim
n→∞

‖xn − z̄‖ = lim
k→∞

‖xnk − z̄‖ < lim
k→∞

‖xnk − z̃‖ = lim
n→∞

‖xn − z̃‖ =

= lim
k→∞

‖xmk − z̃‖ < lim
k→∞

‖xmk − z̄‖ = lim
n→∞

‖xn − z̄‖,

що неможливо. Отже, xn ⇀ z̄. �

7. Регуляризований алгоритм
Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H, монотонного лi-

пшицевого оператора A : H → H та z ∈ H розглянемо задачу:

знайти x∗ = PSz, (39)

де S = {x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C}.
Будемо звичайно припускати, що S 6= ∅. Задача (39) має єдиний розв’я-

зок [11].

Зауваження 11. Вiдомим окремим випадком (39) є задача пошуку нор-
мального розв’язку варiацiйної нерiвностi (при z = 0).

Апроксимуємо задачу (39) однорiвневою та бiльш регулярною варiацiй-
ною нерiвнiстю.

Розглянемо допомiжну задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) + ε(x− z, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (40)

де ε > 0.

Зауваження 12. Варiацiйну нерiвнiсть (40) називають апроксимацiєю Ти-
хонова–Браудера задачi (39) [35]. Для розв’язання екстремальних задач
подiбна апроксимацiя була запропонована А. М. Тихоновим для побудови
регуляризуючих алгоритмiв, а пiзнiше F. Browder [36, 37] застосував по-
дiбну cхему для стiйкої апроксимацiї нормального розв’язку варiацiйної
нерiвностi або проекцiї заданої точки на множину нерухомих точок нероз-
тягуючих операторiв.

З результатiв [38] випливає iснування та єдинiсть розв’язку xε ∈ C задачi
(40) для довiльного ε > 0.

Елементи xε ∈ C мають декiлька важливих властивостей [33].

68



В. В. СЕМЕНОВ, О. С. ХАРЬКОВ

Лема 9. Справедливi такi нерiвностi:
(i) ‖xε‖ ≤ ‖x∗ − z‖+ ‖x∗‖ для всiх ε > 0;
(ii) ‖xε − xδ‖ ≤ |ε−δ|ε 2‖x∗ − z‖ для всiх ε, δ > 0.

При прямуваннi малого додатнього параметру ε до нуля елементи xε
сильно збiгаються до розв’язку задачi (39).

Лема 10. Має мiсце
lim
ε→0
‖xε − x∗‖ = 0.

Перейдемо до опису алгоритму розв’язання задачi (39).
Вiдштовхуючись вiд алгоритму 1, для розв’язання задачi (39) пропону-

ємо такий
Алгоритм 4.

Для z ∈ H, x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за
допомогою iтерацiйної схеми{

yn = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn−1) ,
xn+1 = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn) ,

де λn > 0, αn > 0.
Вiдносно параметрiв алгоритму 4 будемо припускати, що виконанi такi

умови:
(A1) λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3L

)
, де L > 0 — стала Лiпшиця оператора A;

(A2) limn→∞ αn = 0;
(A3)

∑∞
n=1 αn = +∞;

(A4) limn→∞
αn+1−αn

α2
n

= 0.

Зауваження 13. В якостi допустимої послiдовностi (αn) можна обрати
таку:

αn =
1

(n+ 1)p
, p ∈ (0, 1).

Зауваження 14. В [39] для був запропонований та обгрунтований близь-
кий алгоритм: 

x1 ∈ C,
yn = PC(xn − λnAxn),
zn = PC(xn − λnAyn),
xn+1 = αnz + (1− αn)zn.

Алгоритм 4 поєднує у собi iдеї методу екстраполяцiї з минулого (алго-
ритм 1) та iтеративної регуляризацiї [35]. Доведення його сильної збiжностi
проведемо за такою схемою. Нехай xαn — розв’язок задачi (40) при ε = αn.
Оскiльки

‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖, lim
n→∞

‖xαn − x∗‖ = 0,

то доcтатньо показати, що породжена алгоритмом 4 послiдовнiсть (xn) має
властивiсть

lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = 0.
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Доведення збiжностi алгоритму 4 почнемо з доведення важливої нерiв-
ностi для згенерованих ним послiдовностей (xn), (yn) та елементiв xαn .

Лема 11. Для породжених алгоритмом 4 послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ (1− αnλn) ‖xn − xαn‖

2−

− (1− 2λnL− αnλn) ‖xn − yn‖2 − (1− λnL) ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 . (41)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 = ‖xn − xαn‖

2−‖xn − xn+1‖2+2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) . (42)

З визначення точок xn+1 та yn випливає

λn(Ayn, xαn − xn+1) ≥ (xn+1 − xn + αnλn(xn − z), xn+1 − xαn), (43)

λn(Ayn−1, xn−1 − yn) ≥ −(xn − αnλn(xn − z)− yn, yn − xn+1). (44)

Використовуючи нерiвностi (43), (44) для оцiнки скалярних добуткiв в (42),
отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {(Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, xαn − xn+1)}+

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn) =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {(Ayn, xαn − yn) + (Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, yn − xn+1)}+

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn). (45)

Лiпшицевiсть оператора A гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ L

2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведену оцiнку в (45), отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ λnL ‖yn−1 − yn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn) + 2λn(Ayn, xαn − yn). (46)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .
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Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 + 2λnL ‖yn − xn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn) + 2λn(Ayn, xαn − yn). (47)

З монотонностi оператора A випливає

(Ayn, xαn − yn) ≤ −(Axαn , yn − xαn),

звiдки

(Ayn, xαn−yn)−αn(xαn−z, yn−xαn) ≤ −(Axαn , yn−xαn)−αn(xαn−z, yn−xαn).

Оскiльки

(Axαn , yn − xαn) + αn(xαn − z, yn − xαn) ≥ 0,

то

(Ayn, xαn − yn) ≤ αn(xαn − z, yn − xαn).

Урахувавши останню оцiнку в (47), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 + 2λnL ‖yn − xn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2αnλn(xn − xαn , xαn − yn). (48)

Оцiнимо зверху член (xn − xαn , xαn − yn). Маємо

(xn − xαn , xαn − yn) = (xn − xαn , xαn − xn)+

+ (xn − xαn , xn − yn) ≤ −‖xαn − xn‖
2 + ‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ ≤

≤ −‖xαn − xn‖
2 +

1

2
‖xn − xαn‖

2 +
1

2
‖xn − yn‖2 =

= −1

2
‖xn − xαn‖

2 +
1

2
‖xn − yn‖2 . (49)

З нерiвностей (48) та (49) отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

− (1− 2λnL− αnλn) ‖xn − yn‖2 − (1− λnL) ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 .

що й було потрiбно. �

Доведемо оцiнку з якої випливає збiжнiсть до нулю послiдовностей (‖xn−
xαn‖) та (‖yn−1 − xn‖).
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Лема 12. Для породжених алгоритмом 4 послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn при великих n ∈ N виконується нерiвнiсть

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 +
2λn+1L

1− αn+1λn+1
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤
(

1− αnλn
2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (50)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 =

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 +
∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 +

+ 2
(
xn+1 − xαn+1 , xαn+1 − xαn

)
≥
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 +

+
∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 − 2
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥∥∥xαn+1 − xαn
∥∥ ≥

≥ (1− ε)
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 +
(ε− 1)

ε

∥∥xαn+1 − xαn
∥∥2 , (51)

де ε > 0. Покладемо в (51) ε = 1
2αnλn. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≥ 2− αnλn

2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−
− 2− αnλn

αnλn

∥∥xαn+1 − xαn
∥∥2 . (52)

В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих n маємо
1− αnλn > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 9 з (52) виводимо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≥ 2− αnλn

2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−
− (2− αnλn)

αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2, (53)

для всiх n ≥ n0. Використавши (53) в (41), отримаємо (для n ≥ n0)

2− αnλn
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 ≤ (1− αnλn) ‖xn − xαn‖
2−

− (1− 2λnL− αnλn) ‖xn − yn‖2 − (1− λnL) ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 +
(2− αnλn)

αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2.
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Звiдки випливає нерiвнiсть∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 ≤ 2− 2αnλn
2− αnλn

‖xn − xαn‖
2−

− 2 (1− 2λnL− αnλn)

2− αnλn
‖xn − yn‖2 −

2 (1− λnL)

2− αnλn
‖yn − xn+1‖2 +

+
4λnL

2− αnλn
‖yn−1 − xn‖2 +

8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (54)

Перегрупувавши члени в (54), отримаємо

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 +
2λn+1L

1− αn+1λn+1
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ 2− 2αnλn
2− αnλn

(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
−

− 2 (1− 2λnL− αnλn)

2− αnλn
‖xn − yn‖2−

−

(
1− λnL
1− αnλn

2

− 2λn+1L

1− αn+1λn+1

)
‖yn − xn+1‖2 +

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (55)

Оскiльки

λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(

0,
1

3L

)
та αn > 0, lim

n→∞
αn = 0,

то починаючи з деякого номера n1 будуть виконуватися нерiвностi

1− 2λnL− αnλn
2− αnλn

> 0,
1− λnL
1− αnλn

2

− 2λn+1L

1− αn+1λn+1
> 0,

та
2− 2αnλn
2− αnλn

< 1− αnλn
2

.

Таким чином, для n ≥ N = max{n0, n1} з (55) випливає

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 +
2λn+1L

1− αn+1λn+1
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤
(

1− αnλn
2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

,

що й потрiбно було довести. �

Сформулюємо теорему про збiжнiсть алгоритму 4.
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Теорема 6. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S 6= ∅. Нехай виконуються умови (A1)–(A4).
Тодi для породжених алгоритмом 4 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞

‖xn − x∗‖ = lim
n→∞

‖yn − x∗‖ = 0, (56)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (39).

Доведення. В силу леми 4 та нерiвностi (50) маємо

lim
n→∞

(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
= 0.

Звiдки
lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = lim
n→∞

‖yn−1 − xn‖ = 0. (57)

З нерiвностi
‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 10 та (57) отримуємо шуканi спiввiдношення (56). �

З метою позбутися явного використання в алгоритмi 4 iнформацiї про
значення константи L при заданнi меж для λn розглянемо такий алгоритм
з адаптивним вибором λn.

Алгоритм 5. Адаптивний варiант.
Обираємо елементи z ∈ H, x1 = y0 ∈ C, τ ∈

(
0, 13
)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покла-

даємо n = 1.
1: Обчислити

yn = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn−1) .
2: Обчислити

xn+1 = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn) .

3: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖yn−xn+1‖2
(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 15. Алгоритм 5 є поєднанням алгоритму 4 з адаптивним
перерахунком λn з алгоритму 3.

У пропонованому алгоритмi параметр λn+1 залежить вiд розташування
точок yn−1, yn, xn+1, значень Ayn−1, Ayn. Нiяка iнформацiя про констан-
ту L не використовується. Очевидно, що послiдовнiсть (λn) незростаюча.
Також вона обмежена знизу числом

min
{
λ1,

τ

L

}
.

Дiйсно, маємо

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ L

2

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.
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Перейдемо до обґрунтування алгоритму 5. А саме, покажемо, що

lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = 0,

де xαn — розв’язок задачi (40) при ε = αn.
Спочатку доведемо важливу нерiвнiсть для послiдовностей (xn), (yn) та

елементiв xαn .

Лема 13. Для породжених алгоритмом 5 послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλn) ‖xn − xαn‖2−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2. (58)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =

= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2
(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
=

= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−
− 2
(
xn − yn, yn − xn+1

)
+ 2
(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
. (59)

З визначення точок xn+1 i yn випливає

λn(Ayn, xαn − xn+1) >
(
xn+1 − xn + αnλn(xn − z), xn+1 − xαn

)
, (60)

λn(Ayn−1, xn+1 − yn) > −
(
xn + αnλn(xn − z)− yn, yn − xn+1

)
. (61)

Використавши нерiвностi (60), (61) для оцiнки скалярних добуткiв в (59),
отримуємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn ((Ayn, xαn − yn) + (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn)) +

+ 2αnλn (xn − z, xαn − yn) . (62)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) 6
τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2

)
. (63)

Для оцiнки виразу (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) в (62) скористаємося (63). Отри-
маємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ τ
λn
λn+1

‖yn−1 − yn‖2 + τ
λn
λn+1

‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λn(Ayn, xαn − yn) + 2αnλn
(
xn − z, xαn − yn

)
.

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо наступним чином:

‖yn−1 − yn‖2 6 2‖yn−1 − xn‖2 + 2‖xn − yn‖2.
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Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖yn−1 − xn‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn‖2 + τ
λn
λn+1

‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λn(Ayn, xαn − yn) + 2αnλn
(
xn − z, xαn − yn

)
. (64)

Iз монотонностi оператора A випливає

(Ayn, xαn − yn) 6 (Axαn , xαn − yn),

звiдки

(Ayn, xαn−yn)−αn(xαn−z, yn−xαn) 6 −(Axαn , yn−xαn)−αn(xαn−z, yn−xαn).

Оскiльки
(Axαn , yn − xαn) + αn(xαn − z, yn − xαn) > 0,

то
(Ayn, xαn − yn) 6 αn(xαn − z, yn − xαn).

Врахувавши останню оцiнку в (64), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖yn−1 − xn‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn‖2+

+ τ
λn
λn+1

‖xn+1 − yn‖2 + 2αnλn (xn − xαn , xαn − yn) . (65)

Оцiнимо зверху член (xn − xαn , xαn − yn). Маємо

(xn − xαn , xαn − yn) =

= (xn − xαn , xαn − xn) + (xn − xαn , xn − yn) 6

6 −‖xαn − xn‖2 + ‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ 6

6 −‖xαn − xn‖2 +
1

2
‖xn − xαn‖2 +

1

2
‖xn − yn‖2 =

= −1

2
‖xn − xαn‖2 +

1

2
‖xn − yn‖2. (66)

З нерiвностей (65) i (66) отримуємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλn)‖xn − xαn‖2−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
)
‖yn − xn‖2+

+ 2τλn
λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2,

що i треба було довести. �

Доведемо тепер оцiнку, з якої буде слiдувати збiжнiсть до нуля послi-
довностей (‖xn − xαn‖) i (‖xn − yn−1‖).
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Лема 14. Для породжених алгоритмом 5 послiдовностей (xn), (yn) i еле-
ментiв xαn при великих n ∈ N виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1− αnλn

2

)(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλn
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (67)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =

= ‖xn+1 − xαn+1‖2 + ‖xαn+1 − xαn‖2 + 2(xn+1 − xαn+1 , xαn+1 − xαn) >

> ‖xn+1 − xαn+1‖2 + ‖xαn+1 − xαn‖2 − 2‖xn+1 − xαn+1‖ ‖xαn+1 − xαn‖ >

> (1− ε)‖xn+1 − xαn+1‖2 +
ε− 1

ε
‖xαn+1 − xαn‖2, (68)

де ε > 0. Покладемо в (68) ε = 1
2αnλn. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλn

2
‖xn+1 − xαn+1‖2−

− 2− αnλn
αnλn

‖xαn+1 − xαn‖2. (69)

В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих номерах
n ∈ N маємо 1 − αnλn > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 9 з (69)
виводимо

‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλn

2
‖xn+1 − xαn+1‖2−

− (2− αnλn)

αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2. (70)

для всiх n > n0. Використавши (70) в (58), отримаємо (для n > n0)

2− αnλn
2

‖xn+1 − xαn+1‖2 6 (1− αnλn)‖xn − xαn‖2−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2 +
(2− αnλn)

αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2.
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Звiдки випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 >
2− 2αnλn
2− αnλn

‖xn − xαn‖2−

−
2(1− τλnλ−1n+1)

2− αnλn
‖xn+1 − yn‖2−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλn)

2− αnλn
‖yn − xn‖2+

+
4τλnλ

−1
n+1

2− αnλn
‖xn − yn−1‖2 +

8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (71)

Перегрупувавши члени в (71), отримаємо

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1
‖xn+1 − yn‖2 6

6
2− 2αnλn
2− αnλn

(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλn
‖xn − yn−1‖2

)
−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλn)

2− αnλn
‖yn − xn‖2−

−

(
1− τλnλ−1n+1

1− 1
2αnλn

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (72)

Оскiльки τ ∈
(
0, 13
)
, iснує lim

n→∞
λn > 0 i lim

n→∞
αn = 0, то починаючи з деякого

номера n1 ∈ N будуть виконуватися нерiвностi

1− 2τλnλ
−1
n+1 − αnλn

2− αnλn
> 0,

1− τλnλ−1n+1

1− 1
2αnλn

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1
> 0,

2− 2αnλn
2− αnλn

< 1− αnλn
2

.

Таким чином, для n > N = max{n0, n1} з (72) випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1− αnλn

2

)(
‖xn − xαn‖2 −

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλn
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

,

що i потрiбно було довести. �

Сформулюємо основний результат.
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Теорема 7. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S 6= ∅. Нехай виконуються умови (A2)–(A4).
Тодi для породжених алгоритмом 5 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞

‖xn − x∗‖ = lim
n→∞

‖yn − x∗‖ = 0, (73)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (39).

Доведення. В силу леми 4 i нерiвностi (67) маємо

‖xn − xαn‖2 + 2τ
λnλ

−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2 → 0 при n→∞.

Звiдки
lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = lim
n→∞

‖yn−1 − xn‖ = 0. (74)

З нерiвностi
‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 10 i (74) отримуємо рiвностi (73). �

Зауваження 16. Аналогiчний результат має мiсце для модифiкацiї алго-
ритму 5 з замiною iнструкцiї перерахунку λn на наступну

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖Ayn−1−Ayn‖

}
, якщо Ayn−1 6= Ayn,

λn, iнакше.

де τ ∈
(
0, 13
)
.

Заключнi зауваження

У статтi розглядались варiацiйнi нерiвностi з операторами, що дiють
в гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоновано та обгрунтовано
новi алгоритми екстраградiєнтного типу, якi є модифiкацiями методу Л. Д.
Попова пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй. Також отримано
новi результати для вiдомих варiантiв методу.

А саме, отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї зазору.
Доведено cильну збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї з минулого для ва-
рiацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними операторами. Доведено
лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму екстраполяцiї з минулого для ва-
рiацiйних нерiвностей з операторами, що задовольняють умову типу уза-
гальненої сильної монотонностi. Запропоновано та обгрунтовано адаптив-
ний варiант алгоритму. Запропоновано регуляризованi варiанти алгоритму
та доведено теореми про їх сильну збiжнiсть.

Робота виконана за фiнансової пiдритмки МОН України (проєкт «Обчи-
слювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини та
оборони», 0122U002026).
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