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АНОТАЦIЯ
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та iтерованих збурених випадкових блукань. — Квалiфiкацiйна наукова праця

на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 113 — Прикладна математика. – Київський нацiональний унiверситет

iменi Тараса Шевченка Мiнiстерства освiти i науки України, Київ, 2022.

Дисертацiйна робота присвячена аналiзу загальних процесiв дробового

ефекту, збурених випадкових блукань та iтерованих збурених випадкових

блукань на деревах загальних гiллястих процесiв.

Загальнi процеси дробового ефекту формують окремий пiдклас класу

випадкових процесiв з iммiграцiєю у випадковi моменти часу, що опису-

ють рiзноманiтнi явища кумулятивного характеру. Пiд загальним процесом

дробового ефекту ми розумiємо процес дробового ефекту, у якому вхiдний

процес є довiльним локально скiнченним лiчильним процесом. Нашу ува-

гу до таких процесiв привернув той факт, що останнiм часом все частiше

з’являються публiкацiї, у яких дослiджуються окремi приклади загальних

процесiв дробового ефекту.

Збуренi випадковi блукання, що є природним узагальненням стандартних

випадкових блукань, є цiкавим i складним об’єктом дослiдження. Такi блу-

кання є допомiжним iнструментом аналiзу випадкових рядiв, породжених

лiнiйними рекурсiями, граток Бернуллi, систем масового обслуговування

G/G/∞ та iнших моделей прикладної теорiї ймовiрностей.

Iтерованi збуренi випадковi блукання на деревах загальних гiллястих про-

цесiв вперше були визначенi у статтi 2020 року Д. Бурачевського, Б. Дов-

гая та О. Iксанова. Аналiз таких випадкових послiдовностей є важливою

складовою дослiдження випадкових дерев та послiдовностей узгоджених

схем зайнятостi у випадковому середовищi, породженому процесом ламан-

ня палицi. Сьогоднi розвинення елементiв теорiї вiдновлення для iтерованих

збурених випадкових блукань набирає обертiв зусиллями О. Iксанова, I. Са-
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мойленка, О. Маринича, В. Богуна, Б. Довгая та Д. Бурачевського, проте

багато питань залишаються без вiдповiдi.

У данiй дисертацiйнiй роботi продовжено побудову асимптотичної теорiї

процесiв дробового ефекту, розпочатої в роботах О. Iксанова, О. Маринича,

М. Майнерса, З. Каблучко, Ц. Донга та iнших. Рушiйною силою розвине-

ння теорiї слабкої збiжностi для процесiв дробового ефекту, побудованих

за процесами вiдновлення, була затребуванiсть вiдповiдних результатiв для

асимптотичного аналiзу рiзних характеристик випадкових регенеративних

структур: порядку випадкових перестановок, числа нульових блокiв та чи-

сла ненульових блокiв слабких випадкових композицiй, числа зiткнень ко-

алесцентiв з множинними зiткненнями, числа зайнятих серверiв у системi

масового обслуговування, випадкових процесiв з iммiграцiєю, що керується

процесом вiдновлення. Автором отримано результати стосовно граничної

поведiнки загальних процесiв дробового ефекту, що узагальнюють деякi ра-

нiше вiдомi результати. Зокрема, у дисертацiї доведено функцiональнi гра-

ничнi теореми для належним чином нормалiзованого (як центрованого, так i

нецентрованого) загального процесу дробового ефекту та наведено конкре-

тнi приклади застосування отриманих результатiв. Також було дослiджено

неперервнiсть за Гьольдером процесiв типу Рiмана-Лiувiлля, що виступа-

ють в якостi граничних процесiв. Було проведено комп’ютерне моделюван-

ня процесiв дробового ефекту, броунiвського руху, стiйкого субординатору,

а також дробово-iнтегровного оберненого стiйкого субординатору.

Автором також зроблено внесок до розвинення елементiв теорiї вiднов-

лення для iтерованих збурених випадкових блукань на деревах загальних

гiллястих процесiв. Було доведено аналоги вiдомих результатiв класичної

теорiї вiдновлення, а саме елементарну теорему вiдновлення, ключову те-

орему вiдновлення, теорему Блекуелла, посилений закон великих чисел,

функцiональну граничну теорему, теорему про асимптотику дисперсiї лi-

чильного процесу та iншi сумiжнi результати. Також було знайдено умови

скiнченностi моментiв часу першого проходження рiвня збуреним випадко-
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вим блуканням.

Отриманi автором результати мають переважно теоретичну цiннiсть та є

значним кроком у розвиненнi теорiї загальних процесiв дробового ефекту та

теорiї iтерованих збурених випадкових блукань. Методи, прийоми, думки та

iдеї, що були використанi при доведеннi теорем та лем, можуть бути кори-

сними у подальших дослiдженнях в областi прикладної теорiї ймовiрностей.

З метою моделювання випадкових процесiв, що з’являлися у основних ре-

зультатах даної дисертацiї, автором було створено програмне забезпечення

мовою Scala.

Основнi результати автора були висвiтленi у вiтчизняних фахових видан-

нях та мiжнародних реферованих журналах, iндексованих в наукометричних

базах, та доповiдалися на мiжнародних конференцiях. Дослiдження прово-

дилися у межах держбюджетної теми №19БФ015-01 «Асимптотичний та

структурний аналiз стохастичних моделей динамiки популяцiй» та проєкту

НФДУ №2020.02/0014 «Асимптотичнi режими збурених випадкових блу-

кань: на межi сучасної та класичної теорiї ймовiрностей».

Ключовi слова: загальний гiллястий процес, збурене випадкове блукан-

ня, ключова теорема вiдновлення, неперервнiсть за Гьольдером, посилений

закон великих чисел, процес дробового ефекту, слабка збiжнiсть у просторi

Скорохода, теорiя вiдновлення, функцiональна гранична теорема.

SUMMARY

Rashytov B. S. Limit theorems for general shot noise processes and iterated

perturbed random walks. — Manuscript.

Dissertation for the scientific level of Doctor of Philosophy in specialty 113

– ”Applied Mathematics“. – Taras Shevchenko National University of Kyiv,

Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2022.

The thesis is devoted to the analysis of general shot noise processes, perturbed

random walk and iterated perturbed random walk on a general branching process

tree.
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The general shot noise processes form a particular subclass of the class

of random processes with immigration at random times, that describe various

cumulative phenomena. By the general shot noise process we mean a shot noise

process in which the counting process of shots is arbitrary locally finite. In the

recent past, the number of publications have increased which investigated some

particular general shot noise processes. It is this fact that attracted our attention

to these processes.

Perturbed random walks, which are a natural generalization of the standard

random walks, are an interesting and complicated object of investigation. Such

walks are an auxiliary tool for analyzing the perpetuities, the Bernoulli sieve, the

G/G/∞ queuing system, and some other models of applied probability theory.

For the first time, iterated perturbed random walks on a general branching

process tree were introduced in 2020 by D. Buraczewski, B. Dovgay and O.

Iksanov. The analysis of these random sequences is an inevitable ingredient in

the study of some random trees and nested occupancy schemes in random envi-

ronment generated by stick-breaking. As of today, the development of renewal

theory for iterated perturbed random walks is gaining momentum through the

efforts of O. Iksanov, I. Samoilenko, O. Marynych, V. Bohun, B. Dovgay and D.

Buraczewski. Nevertheless, many problems remain unsolved.

In the present work we continue constructing the asymptotic theory of shot

noise processes, initiated in the articles by O. Iksanov, O. Marynych, M. Mei-

ners, Z. Kabluchko, K. Dong and others. Development of elements of the weak

convergence theory for renewal shot noise processes was motivated by and

effectively used for the asymptotic analysis of various characteristics of several

random regenerative structures: the order of random permutations, the number

of zero and nonzero blocks of weak random compositions, the number of colli-

sions in coalescents with multiple collisions, the number of busy servers in a

queueing system, random processes with immigration at the epochs of a renewal

process. Some new results are obtained concerning the limiting behavior of the

general shot noise processes, which generalize some previously known results. In
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particular, we prove functional limit theorems for general shot noise processes,

properly normalized (with and without centering), and provide some examples

of application. Also, we investigate Hölder continuity of the Riemann-Liouville-

type processes that appear as limit processes. We performed computer simulations

of the shot noise processes, the Brownian motion, the stable subordinator and a

fractionally integrated inverse stable subordinator.

We also contribute towards developing some elements of renewal theory for

iterated perturbed random walks on a general branching process tree. We prove

counterparts of the classical renewal-theoretic results, namely the elementary

renewal theorem, the key renewal theorem, Blackwell’s theorem, a strong law

of large numbers, a functional limit theorem, a theorem on the asymptotics of

the variance of the counting process and other related results. Also, we point

out necessary and sufficient conditions for the finiteness of power moments of

first-passage times for perturbed random walks.

The results obtained are, for the most part, of a theoretical nature. These lead

to a significant progress as far as the theory of general shot noise processes

and the theory of iterated perturbed random walks are concerned. Methods,

techniques, opinions and ideas, exploited in the present thesis, can be useful

for further investigations in various fields of applied probability. To model the

random processes that arise in our main results, software in Scala was worked

out.

The main results were highlighted in Ukrainian professional publications and

international peer-reviewed journals, indexed in scientometric databases, and

presented at international conferences. The investigation was conducted within the

government-funded project №19BT015-01 «Asymptotic and structural analysis of

population dynamics stochastic models» and the NRFU project №2020.02/0014

«Asymptotic regimes of perturbed random walks: on the edge of modern and

classical probability».

Keywords: functional limit theorem, general branching process, Hölder conti-

nuity, key renewal theorem, perturbed random walk, renewal theory, shot noise
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process, strong law of large numbers, weak convergence in the Skorokhod space.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

□ – завершення доведення

R+ – невiд’ємна пiвпряма [0,∞)

N – множина натуральних чисел

N0 = N
⋃
{0}

в.в. – випадкова величина

м.н. – майже напевно
d→ – збiжнiсть за розподiлом в.в. та випадкових векторiв
P→ – збiжнiсть за ймовiрнiстю в.в. та випадкових векторiв
f.d.⇒ – збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв випадкових процесiв

⇒ – слабка збiжнiсть випадкових елементiв у функцiональних просторах
d
= – рiвнiсть розподiлiв випадкових елементiв
f.d.
= – рiвнiсть скiнченновимiрних розподiлiв випадкових процесiв

f(x) ∼ g(x) при x→ x0, де x0 ∈ [−∞,∞], означає lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1

x ∧ y = min(x, y)

x ∨ y = max(x, y)

x+ = max(x, 0)

x− = −min(x, 0)

◦ – композицiя функцiй, f ◦ g(·) = f(g(·))
δx – ймовiрнiсний розподiл, зосереджений в точцi x

log – натуральний логарифм
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Сьогоднi одним iз популяр-

них напрямкiв дослiджень в областi прикладної математики та, зокрема,

в теорiї ймовiрностей є теорiя вiдновлення. Класична теорiя вiдновлення

- це галузь прикладної теорiї ймовiрностей, що має справу з неспадними

стандартними випадковими блуканнями та рiзними похiдними процесами:

процесом вiдновлення, процесом першого проходження рiвня, перестрибом,

недострибом та iншими. Огляд теорiї вiдновлення можна знайти у добре

вiдомих книгах [5] та [62], а також у нещодавнiх монографiях [34] та [55].

У данiй дисертацiйнiй роботi дослiджуються загальнi процеси дробово-

го ефекту, що є окремим прикладом випадкових процесiв з iммiграцiєю у

випадковi моменти часу, гiллястi випадковi блукання та iтерованi збуренi

випадковi блукання на деревах загальних гiллястих процесiв.

Випадковi процеси з iммiграцiєю, що вiдбувається згiдно з потоком вiд-

новлення, та збуренi випадковi блукання є спорiдненими об’єктами, оскiль-

ки i тi, i iншi є певними функцiоналами, що дiють на послiдовнiсть (ξ1, η1),

(ξ2, η2), . . . незалежних та однаково розподiлених пар. Тут ξ1, ξ2, . . . є ви-

падковими величинами, що набувають дiйсних значень, а η1, η2, . . . є ви-

падковими процесами з траєкторiями, що належать простору Скорохода, у

випадку, коли мова йде про випадковi процеси з iммiграцiєю, та є випадко-

вими величинами, що набувають дiйсних значень, у випадку, коли мова йде

про збуренi випадковi блукання.
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Невичерпним джерелом процесiв з iммiграцiєю у випадковi моменти часу

є системи масового обслуговування та рiзнi гiллястi процеси з iммiграцiєю

та без. Окремими прикладами є число iндивiдуумiв у k-му поколiннi (k ≥ 2)

гiллястого випадкового блукання з позицiями ≤ t; число обслужених заявок

та число зайнятих серверiв у системi GEN/G/∞ у момент часу t, де GEN

означає, що надходження заявок керується загальним точковим процесом.

Останнiм часом популярним об’єктом дослiдження є системи масового об-

слуговування, у яких вхiдний процес є бiльш складним, нiж процес вiднов-

лення, наприклад, процесом Кокса (також вiдомим як двiчi стохастичний

процес Пуассона) [17] або процесом Хоукса [21, 53], а також гiллястi проце-

си з iммiграцiєю, що керуються не процесом вiдновлення, а бiльш складним

процесом, наприклад, неоднорiдним процесом Пуассона [69] або процесом

Кокса [15]. Неповний перелiк публiкацiй, у яких дослiджувалися процеси

з iммiграцiєю у випадковi моменти часу, мiстить роботи [20, 66, 67, 68],

а також нещодавню статтю [58]. З iншого боку, зазначимо, що результати,

отриманi у згаданих роботах, не перетинаються з основними результатами

дисертацiйної роботи.

Даному дослiдженню передувала низка робiт [33, 37, 38, 39, 51], у яких

дослiджувалася слабка збiжнiсть процесiв дробового ефекту, побудованих за

процесами вiдновлення. Основною рушiйною силою розвинення теорiї слаб-

кої збiжностi для процесiв дробового ефекту, побудованих за процесами вiд-

новлення, була затребуванiсть вiдповiдних результатiв для асимптотичного

аналiзу рiзних характеристик випадкових регенеративних структур: порядку

випадкових перестановок [28], числа нульових блокiв та числа ненульових

блокiв слабких випадкових композицiй [3, 43], числа зiткнень коалесцентiв

з множинними зiткненнями [29], числа зайнятих серверiв у системi масо-

вого обслуговування G/G/∞ [35], випадкових процесiв з iммiграцiєю, що

керується процесом вiдновлення [40, 41]. Роздiл 3 монографiї [34] мiстить

огляд результатiв, отриманих у статтях, згаданих вище, посилання на роботи

iнших авторiв, пов’язанi з процесами дробового ефекту, а також детальне
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обговорення можливих застосувань.

У роздiлi 1 ми аналiзуємо загальнi процеси дробового ефекту. Цi процеси

є бiльш складними, нiж процеси дробового ефекту, побудованi за процеса-

ми вiдновлення, оскiльки анi незалежнiсть, анi однакова розподiленiсть ξ1,

ξ2, . . . не припускається. Вибiр загальних процесiв дробового ефекту в якостi

об’єкту дослiдження є нашою реакцiєю на виклики сьогодення. У нещодав-

нiх прикладних публiкацiях все частiше з’являються окремi випадки загаль-

них процесiв дробового ефекту, у яких вхiдний процес є бiльш складним,

нiж процес вiдновлення. Тому проведений у роздiлi 1 асимптотичний аналiз

процесiв дробового ефекту, у яких вхiдний процес є довiльним локально

скiнченним точковим процесом, є актуальним.

Збуренi випадковi блукання є нетривiальним, але природним узагальне-

нням стандартних випадкових блукань. З одного боку, збуренi випадковi

блукання є цiкавим i складним об’єктом дослiдження, з iншого боку, такi

блукання є допомiжним iнструментом аналiзу випадкових рядiв, породже-

них лiнiйними рекурсiями, граток Бернуллi, систем масового обслуговува-

ння G/G/∞ та iнших моделей прикладної теорiї ймовiрностей. Елементи

теорiї збурених випадкових блукань викладенi у монографiї [34]. Огляд рi-

зних результатiв можна знайти у нещодавнiх статтях [4, 3, 23, 45, 59, 60],

присвячених рiзним аспектам таких блукань. У роздiлi 2.4 статтi [4] сфор-

мульована вiдкрита проблема, що отримала свiй розв’язок у пiдроздiлi 2.1

даної дисертацiї.

Iтерованi збуренi випадковi блукання на деревах загальних гiллястих про-

цесiв були визначенi зовсiм нещодавно у статтi [14]. Такi випадковi послi-

довностi є цiкавими як самостiйний об’єкт дослiдження. Крiм того, вони

є важливими складовими у дослiдженнi випадкових дерев та послiдовно-

стей узгоджених схем зайнятостi у випадковому середовищi, породженому

процесом ламання палицi. Посилаючись на [14, 42] для бiльш детальної

iнформацiї, ми лише нагадаємо, що згаданi послiдовностi є узагальненням

класичної нескiнченної схеми зайнятостi Карлiна [26, 52]. На вiдмiну вiд
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схеми Карлiна, в якiй колекцiя комiрок унiкальна, в означеннi послiдовно-

стi iснує вкладена iєрархiя комiрок, а ймовiрнiсть потрапляння у комiрки

визначається iтерованим ламанням палицi. Крiм наших статей [13, 48], на

яких (за виключенням пiдроздiлу 2.1) базується роздiл 2 даної дисертацiї,

нам невiдомi роботи, у яких би дослiджувалися iтерованi збуренi випадковi

блукання на деревах загальних гiллястих процесiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйну роботу було виконано у вiдповiдностi до плану наукових дослi-

джень кафедри дослiдження операцiй факультету комп’ютерних наук та

кiбернетики КНУ iм. Т. Шевченка в межах проєкту «Асимптотичний та

структурний аналiз стохастичних моделей динамiки популяцiй» (2019-2021,

б.т. №19БФ015-01) та проєкту «Асимптотичнi режими збурених випадкових

блукань: на межi сучасної та класичної теорiї ймовiрностей» (2020-2022,

НФДУ №2020.02/0014). Тематика дослiджень роботи вiдповiдає спецiаль-

ностi «Прикладна математика» галузi знань «Математика та статистика».

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є продов-

ження розвинення теорiї загальних процесiв дробового ефекту та побудова

елементiв теорiї iтерованих збурених випадкових блукань на деревах загаль-

них гiллястих процесiв. Головним завданням автора була розробка нових ме-

тодiв, необхiдних для розв’язання декiлькох вiдкритих проблем, пов’язаних

iз загальними процесами дробового ефекту, а також знаходження належних

пiдходiв, що дозволили б перенести певнi елементи теорiї вiдновлення (для

стандартних випадкових блукань) на iтерованi збуренi випадковi блукан-

ня. Об’єкт дослiдження – загальнi процеси дробового ефекту та iтерованi

збуренi випадковi блукання на деревах загальних гiллястих процесiв, пре-

дмет дослiдження – асимптотична поведiнка загальних процесiв дробового

ефекту та аналоги деяких результатiв теорiї вiдновлення для iтерованих збу-

рених випадкових блукань.

Методи дослiдження. Дослiдження асимптотичної поведiнки загальних

процесiв дробового ефекту полягає у доведеннi збiжностi у функцiональ-
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ному просторi цих процесiв до деякого граничного випадкового процесу,

а також у вивченнi властивостей граничного процесу таких як, наприклад,

обмеженiсть, неперервнiсть траєкторiї тощо. Не менш важливим є пошук

конкретних прикладiв процесiв для iлюстрацiї отриманої збiжностi та вла-

стивостей.

Дослiдження властивостей iтерованих збурених випадкових блукань по-

лягає у пошуку та доведеннi аналогiв результатiв, що справджуються для

збурених випадкових блукань та/або iтерованих стандартних випадкових

блукань, або їх посиленнi. При цьому розв’язання деяких проблем можуть

вимагати розвинення нестандартних методiв та пiдходiв.

У дисертацiйнiй роботi використовуються методи теорiї ймовiрностей та

сумiжних дисциплiн, зокрема:

� теорiї вiдновлення;

� теорiї випадкових блукань;

� теорiї випадкових процесiв;

� теорiї функцiй, що правильно змiнюються;

� математичного аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Наукова новизна даної ди-

сертацiйної роботи полягає у встановленi нових результатiв для загальних

процесiв дробового ефекту та збурених випадкових блукань, а також прове-

деннi першого детального дослiдження iтерованого збуреного випадкового

блукання на деревi загального гiллястого процесу. Серед основних резуль-

татiв дисертацiйної роботи слiд видiлити такi:

� доведено функцiональнi граничнi теореми (з центруванням та без цен-

трування) для загальних процесiв дробового ефекту;

� дослiджено неперервнiсть за Гьольдером процесiв типу Рiмана-Лiувiлля;
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� вказано умови скiнченностi моментiв часу першого проходження рiвня

збуреним випадковим блуканням;

� доведено аналоги результатiв теорiї вiдновлення для початкових та про-

мiжних рiвнiв iтерованих збурених випадкових блукань на деревах за-

гальних гiллястих процесiв.

Теоретичне i практичне значення одержаних результатiв. Результа-

ти дисертацiйної роботи мають переважно теоретичну цiннiсть. Методи,

прийоми, думки та iдеї, що були використаннi при доведеннi теорем та

лем, можуть бути корисними при подальних дослiдженнях в областi теорiї

ймовiрностей, зокрема в теорiї вiдновлення. Також одержанi результати є

значним кроком розвинення теорiї загальних процесiв дробового ефекту та

теорiї iтерованих збурених випадкових блукань.

Отриманi теоретичнi результати супроводжуються комп’ютерним моде-

люванням мовою Scala, що вiзуалiзують дослiджуванi випадковi процеси.

Запропонована програма носить унiверсальний характер та може бути вико-

ристана для подальшого дослiдження та моделювання випадкових процесiв.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослiджень

та постановка задач належить науковому керiвниковi. Всi результати, що

виносяться на захист, належать здобувачевi.

У статтi [46], написанiй у спiвавторствi з Iксановим О.М., Iксанову О.М.

належать постановка задачi, оформлення фiнальної версiї статтi та внесення

редагувань згiдно з рецензiєю.

У статтi [47], написанiй у спiвавторствi з Iксановим О.М., Iксанову О.М.

належать постановка задачi, формулювання прикладу 2.3 на ст. 171, оформ-

лення фiнальної версiї статтi та внесення редагувань згiдно з рецензiєю.

У статтi [13], написанiй у спiвавторствi з Богуном В.А., Iксановим О.М.

та Мариничем О.В., Iксанову О.М. належить постановка задачi, Мариничу

О.В. належать оформлення промiжних та фiнальної версiй, Богуну В.А. на-

лежать формулювання та доведення тверджень 2.1, 3.1, 3.2, а також сумiжнi

мiркування та зауваження.
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У статтi [48], написанiй у спiвавторствi з Iксановим О.М. та Самойленко

I.В., Iксанову О.М. належить постановка задачi, Самойленко I.В. належать

оформлення промiжних та фiнальної версiй.

Апробацiя результатiв дисертацiйної роботи. Результати дисертацiйної

роботи доповiдалися на мiжнародних конференцiях, а саме:

� Результати пiдроздiлу 1.3 на мiжнароднiй конференцiї “IX Мiжнародна

науково-практична конференцiя «Математика в сучасному технiчному

унiверситетi» при КПI iм. I. Сiкорського” (28–29 грудня 2020 року);

� Результати пiдроздiлiв 1.3 та 1.4 на китайсько-українському воркшопi

“Chinese-Ukrainian workshop on Probability Theory and Related Topics”

(22 грудня 2020 року);

� Результати пiдроздiлiв 2.3 та 2.4 на мiжнароднiй конференцiї “XIX Мiж-

народна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська весна – 2021»

при КНУ iм. Т. Шевченка” (15 квiтня 2021 року);

� Результати пiдроздiлу 2.4 на мiжнароднiй конференцiї “International

Conference of Young Mathematicians at Institute of Mathematics of NAS

of Ukraine” (3-5 червня 2021 року).

Також основнi результати дисертацiйної роботи були висвiтленi у вiтчи-

зняних фахових виданнях та мiжнародних реферованих журналах, iндексо-

ваних в наукометричних базах, а саме:

� результати пiдроздiлу 1.3 у статтi [46];

� результати пiдроздiлу 1.4 у статтi [47];

� результати пiдроздiлу 2.1 у статтi [61];

� результати пiдроздiлу 2.3 у статтi [13], що була подана до друку у гру-

днi 2020 року, пройшла всi етапи рецензування та прийнята редакцiєю

журналу "Journal of Applied Probability"до публiкацiї у червнi 2022 року

(том 59, випуск 2);
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� результати пiдроздiлу 2.4 у статтi [48], що була подана до друку у травнi

2021 року та наразi проходить рецензування.

Структура та обсяг дисертацiйної роботи. Дисертацiйна робота скла-

дається зi вступу, огляду лiтератури, двух роздiлiв, висновкiв та додатку.

Кожен роздiл складається з пiдроздiлiв, якi подiляються на пункти. В кiнцi

роздiлiв мiститься висновки до даного роздiлу. Формули мають власну ну-

мерацiю в межах роздiлу, а теореми, леми, твердження та зауваження мають

наскрiзну нумерацiю. Робота мiстить 12 рисункiв, а список використаних

джерел мiстить 70 позицiй та оформлений вiдповiдно до стилю Springer

MathPhys Style.

Подяка. Автор дисертацiї Рашитов Б.С. висловлює щиру вдячнiсть сво-

єму науковому керiвниковi - доктору фiзико-математичних наук, професору

Iксанову Олександру Маратовичу - за своєчасну та активну допомогу у плi-

днiй роботi над дослiдженням, за влучнi поради при оформленнi статей та їх

публiкацiї, за надану в необхiднiй кiлькостi мотивацiю та за достатню пiд-

тримку протягом всього часу написання дисертацiйної роботи. Також автор

висловлює подяку всiм колегам з кафедри дослiдження операцiй факультету

комп’ютерних наук та кiбернетики КНУ iм. Т. Шевченка за пiдтримку пiд

час написання дисертацiї та спiльну роботу в рамках проєкту Нацiонального

фонду дослiджень України.
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Роздiл 1

Граничнi теореми для загальних

процесiв дробового ефекту

1.1 Вступ, основнi визначення та допомiжнi твердження

Позначимо через (Sk)k∈N0
необов’язково впорядковану послiдовнiсть дода-

тних випадкових величин. Визначимо лiчильний процес (N(t))t≥0 так

N(t) := #{k ∈ N0 : Sk ≤ t} =
∑
k≥0

1{Sk≤t}, t ≥ 0.

Будемо припускати, що N(t) <∞ м.н. для всiх t ≥ 0.

Нехай D := D[0,∞) є простором Скорохода дiйснозначних неперервних

справа функцiй, що визначенi на [0,∞) та мають скiнченнi лiвобiчнi границi

у додатних точках. Для функцiї h ∈ D визначимо випадковий процес X :=

(X(t))t≥0 так

X(t) :=
∑
k≥0

h(t− Sk)1{Sk≤t} =

∫
[0, t]

h(t− y)dN(y), t ≥ 0.

Ми називаємо X загальним процесом дробового ефекту, оскiльки, крiм

N(t) < ∞ м.н., жодних припущень щодо вхiдної послiдовностi (Sk)k∈N0

не робиться. Зрозумiло, що X ∈ D м.н.

Позначимо через Y1 := (Y1(t))t≥0, Y2 := (Y2(t))t≥0, . . . незалежнi однаково

розподiленi випадковi процеси з траєкторiями у D. Припустимо, що для
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кожного k ∈ N0 Yk+1 не залежить вiд (S0, . . . , Sk). Зокрема, випадок повної

незалежностi (Yj)j∈N та (Sk)k∈N0
не виключається. Покладемо

Y (t) :=
∑
k≥0

Yk+1(t− Sk)1{Sk≤t}, t ≥ 0

та назвемо Y := (Y (t))t≥0 випадковим процесом з iммiграцiєю у випадко-

вi моменти часу. Назва пояснюється так: процес Yk є пов’язаним з k-тим

iммiгрантом, що прибуває до системи у час Sk−1 i визначає деяку "характе-

ристику" k-го iммiгранту, що залежить вiд моделi. Наприклад, Yk(t− Sk−1)

може бути "рiвнем здоров’я" k-го iммiгранту у час t. Значення Y (t) є сумар-

ною "характеристикою" всiх iммiгрантiв, що прибули до системи до часу

t включно. Припустимо, що функцiя g(t) := EY1(t) є скiнченною для всiх

t ≥ 0 та вiдмiнною вiд нуля для деяких t ≥ 0, та що g ∈ D. Для дослi-

дження слабкої збiжностi процесу Y , належним чином нормалiзованого та

центрованого, природно скористатися рiвнiстю

Y (t) =
∑
k≥0

(Yk+1(t− Sk)− g(t− Sk))1{Sk≤t} +
∑
k≥0

g(t− Sk)1{Sk≤t}, t ≥ 0.

(1.1)

При фiксованому t > 0 перший доданок є границею певного мартингалу, а

другий - значенням у момент часу t загального процесу дробового ефекту.

Асимптотичний аналiз цих доданкiв потребує абсолютно рiзних пiдходiв.

Слабка збiжнiсть першого доданку у (1.1) дослiджувалася у [22].

В цьому роздiлi дисертацiйної роботи ми доведемо функцiональнi гра-

ничнi теореми для загальних процесiв дробового ефекту у випадках, коли

центрування є необхiдним, i у випадках, коли воно не потрiбне. Також для

кожного отриманого результату ми наведемо приклади використання. Наре-

штi буде проведене моделювання граничних та дограничних процесiв для

конкретних прикладiв.

Далi ми сформулюємо допомiжнi леми, що використовуються для дове-

дення наших результатiв. Леми 1 та 2 запозиченi з леми 2.3 на с. 159 книги

[30] та леми A.5 статтi [33] вiдповiдно. Необхiднi означення, пов’язанi з

J1-топологiєю, наведенi у роздiлi "Простiр Скорохода" Додатку А.
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Лема 1. Вiдображення композицiї (f, g) 7→ f ◦ g є J1-неперервним на непе-

рервних функцiях f : R+ → R+ та неперервних функцiях g : R+ → R+, що

не спадають.

Лема 2. Нехай limn→∞ fn = f у J1-топологiї на D. Припустимо, що при

n→∞ скiнченнi мiри νn слабко збiгаються до скiнченної неперервної мiри

ν на [0, u] для деякого u > 0. Тодi

lim
n→∞

∫
[0, u]

fn(y)νn(dy) =

∫
[0, u]

f(y)ν(dy).

Якщо функцiя f неперервна у точцi c ∈ [0, u], а ν = δc є ймовiрнiсною мiрою,

зосередженою у точцi c, то

lim
n→∞

∫
[0, u]

fn(y)νn(dy) = f(c).

1.2 Неперервнiсть за Гьольдером граничних процесiв

Для формулювання функцiональних граничних теорем потрiбнi додатковi

позначення. Нехай Vα := (Vα(u))u≥0 - випадковий процес, що є м.н. локально

неперервним за Гьольдером з показником α > 0 та задовольняє Vα(0) = 0

м.н. Зокрема, для довiльного T > 0, всiх 0 ≤ x, y ≤ T та деякої м.н.

скiнченної випадкової величини MT

|Vα(x)− Vα(y)| ≤MT |x− y|α. (1.2)

Для ρ > 0 визначимо випадковий процес Yα,ρ := (Yα,ρ(u))u≥0 так

Yα,ρ(u) := ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1Vα(y)dy, u > 0, (1.3)

Yα,ρ(0) := lim
u→+0

Yα,ρ(u),

а для −α < ρ < 0 – так

Yα,ρ(u) := uρVα(u) + |ρ|
∫ u

0

(Vα(u)− Vα(u− y))yρ−1dy, u > 0, (1.4)

Yα,ρ(0) := lim
u→+0

Yα,ρ(u).
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Нарештi, покладемо Yα,0 = Vα. Використовуючи (1.2), робимо висновок, що

Yα,ρ(0) = 0 м.н. для ρ > −α.

Далi ми встановимо збiжнiсть iнтегралiв у (1.3) та (1.4) та м.н. непе-

рервнiсть процесiв Yα,ρ. Для цього буде зручно визначити процес Vα на всiй

числовiй осi. Покладемо Vα(x) = 0 при x < 0. З такою домовленiстю праву

частину формули (1.4) можна подати у еквiвалентному виглядi

Yα,ρ(u) = |ρ|
∫ ∞
0

(Vα(u)− Vα(u− y))yρ−1dy, u > 0.

Крiм того, виявляється, що формула (1.2) залишається вiрною i для вiд’ємних

x, y. Таким чином, ми стверджуємо, що для довiльного T > 0, всiх −∞ <

x, y ≤ T та тiєї ж випадкової величини MT , що i у (1.2),

|Vα(x)− Vα(y)| ≤MT |x− y|α. (1.5)

Ця нерiвнiсть тривiально виконується у випадку x ∨ y ≤ 0 та випливає з

(1.2) у випадку x ∧ y ≥ 0. Припустимо тепер, що x ∧ y ≤ 0 < x ∨ y. Тодi

|Vα(x)− Vα(y)| = |Vα(x ∨ y)| ≤MT (x ∨ y)α ≤MT |x− y|α,

де перша нерiвнiсть випливає з (1.2) для y = 0.

Лема 3. Нехай ρ > −α. Виконуються твердження:

1) |Yα,ρ(u)| <∞ м.н. для кожного фiксованого u > 0;

2) процес Yα,ρ є м.н. локально неперервним за Гьольдером з показником

min(1, α+ρ) при α+ρ ̸= 1 та будь-яким додатним показником, меншим за

1, при α+ρ = 1; бiльш точно, у останньому випадку для будь-якого T ∗ > T

виконується нерiвнiсть

sup
0≤u̸=v≤T

|Yα,ρ(u)− Yα,ρ(v)|
|u− v| log(T ∗|u− v|−1)

<∞ м.н.

Доведення. Випадок ρ = 0 є тривiальним. Зафiксуємо довiльне T > 0.

1) Для всiх u ∈ [0, T ] маємо з урахуванням (1.2) у випадку ρ > 0

Yα,ρ(u)| ≤ ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1|Vα(y)|dy

≤ MTρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1yαdy =MTρB(ρ, α+ 1)uρ+α <∞ м.н.,
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а у випадку −α < ρ < 0 –

|Yα,ρ(u)| ≤ uρ|Vα(u)|+ |ρ|
∫ u

0

|Vα(u)− Vα(u− y))yρ−1dy

≤ MTu
ρ+α + |ρ|MT (ρ+ α)−1uρ+α

= MTα(ρ+ α)−1uρ+α <∞ м.н.

2) Внаслiдок симетрiї достатньо розглянути випадок 0 ≤ v < u ≤ T , що i

припускається надалi без додаткової згадки.

Припустимо спочатку, що −α < ρ < 0. Використовуючи (1.5), а також

(1.2), отримуємо для v > 0

|ρ|−1 |Yα,ρ(u)− Yα,ρ(v)|

=

∣∣∣∣∫ ∞
0

(Vα(u)− Vα(u− y)− Vα(v) + Vα(v − y))yρ−1dy
∣∣∣∣

≤
∫ u−v

0

|Vα(u)− Vα(u− y)| yρ−1dy

+

∫ u−v

0

|Vα(v)− Vα(v − y)| yρ−1dy

+

∫ ∞
u−v
|Vα(u)− Vα(v)| yρ−1dy

+

∫ ∞
u−v
|Vα(u− y)− Vα(v − y)| yρ−1dy

≤ 2MT

(∫ u−v

0

yρ−1+αdy + (u− v)α
∫ ∞
u−v

yρ−1dy

)
= 2MTα(|ρ|(ρ+ α))−1(u− v)ρ+α м.н.

З доведення пункту 1) ми вже знаємо, що аналогiчна нерiвнiсть виконується

i у випадку v = 0. Тому твердження пункту 2) виконується у ситуацiї, що

розглядалася.
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Нехай ρ ≥ 1. Використовуючи (1.2), отримуємо

|Yα,ρ(u)− Yα,ρ(v)|

=

∣∣∣∣ρ∫ v

0

((u− y)ρ−1 − (v − y)ρ−1)Vα(y)dy + ρ

∫ u

v

(u− y)ρ−1Vα(y)dy
∣∣∣∣

≤ ρ

∫ v

0

((u− y)ρ−1 − (v − y)ρ−1) |Vα(y)| dy + ρ

∫ u

v

(u− y)ρ−1 |Vα(y)| dy

≤ ρMT

∫ v

0

((u− y)ρ−1 − (v − y)ρ−1)yαdy + ρMT

∫ u

v

(u− y)ρ−1yαdy

= ρMT

∫ u

0

(u− y)ρ−1yαdy − ρMT

∫ v

0

(v − y)ρ−1yαdy

= ρMTB(ρ, α+ 1)(uρ+α − vρ+α)

≤ ρ(ρ+ α)MTB(ρ, α+ 1)T ρ+α−1(u− v) м.н.,

де остання нерiвнiсть випливає з теореми про середнє для диференцiйовних

функцiй.

Нехай тепер 0 < ρ < 1. У цьому випадку ми використовуємо розклад

|Yα,ρ(u)− Yα,ρ(v)|

=

∣∣∣∣ρ ∫ u

0

(u− y)ρ−1Vα(y)dy − ρ
∫ v

0

(v − y)ρ−1Vα(y)dy
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ρ ∫ v

0

(Vα(v)− Vα(v − y))(yρ−1 − (y + u− v)ρ−1)dy

− ρ

∫ u−v

0

(Vα(v)− Vα(u− y))yρ−1dy + Vα(v)(u
ρ − vρ)

∣∣∣∣
≤ I1 + I2 + I3,

де

I1 := ρ

∫ v

0

|Vα(v)− Vα(v − y)|(yρ−1 − (y + u− v)ρ−1)dy,

I2 := ρ

∫ u−v

0

|Vα(v)− Vα(u− y)|yρ−1dy,

I3 := |Vα(v)|(uρ − vρ).

Доданок I1 можна оцiнити так

I1 ≤ ρMT

∫ v

0

yα(yρ−1 − (y + u− v)ρ−1)dy

= ρMT (u− v)α+ρ

∫ v/(u−v)

0

tα(tρ−1 − (t+ 1)ρ−1)dt.
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За допомогою нерiвностi xρ−1−(x+1)ρ−1 ≤ (1−ρ)xρ−2 для x > 0 отримаємо

у випадку α + ρ > 1

I1 ≤ ρ(1− ρ)MT (u− v)α+ρ

∫ v/(u−v)

0

tα+ρ−2dt

= ρ(1− ρ)(α + ρ− 1)−1MTv
α+ρ−1(u− v)

≤ ρ(1− ρ)(α + ρ− 1)−1MTT
α+ρ−1(u− v),

у випадку 0 < α+ ρ < 1

I1 ≤ ρMT (u− v)α+ρ
(∫ 1

0

tα(tρ−1 − (t+ 1)ρ−1)dt

+

∫ ∞
1

tα(tρ−1 − (t+ 1)ρ−1)dt
)

≤ ρMT (u− v)α+ρ

(∫ 1

0

tα+ρ−1dt+ (1− ρ)
∫ ∞
1

tα+ρ−2dt

)
= ρMT

(
1

α + ρ
+

1− ρ
1− α− ρ

)
(u− v)α+ρ,

та у випадку α + ρ = 1

I1 ≤ ρMT (u− v)
∫ v/(u−v)

0

(
1−

(
t

t+ 1

)α)
dt

≤ ρMT (u− v)
∫ v/(u−v)

0

dt

t+ 1

= ρMT (u− v) log
u

u− v

≤ ρMT (u− v) log
T

u− v
.

Далi

I2 ≤ ρMT

∫ u−v

0

(u− v − y)αyρ−1dy = ρMTB(ρ, α+ 1)(u− v)α+ρ.

У випадку α+ ρ > 1 використовуємо нерiвнiсть (u− v)α+ρ ≤ T α+ρ−1(u− v).
Нарештi

I3 ≤MTv
α(uρ − vρ) ≤MT (u

α+ρ − vα+ρ).

Права частина не перевищує MT (u − v)α+ρ у випадку 0 < α + ρ ≤ 1, що

забезпечується субадитивнiстю x 7→ xα+ρ на [0,∞), та MT (α+ρ)T
α+ρ−1(u−
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v) у випадку α + ρ > 1. Збираючи окремi нерiвностi разом, отримаємо

бажане. Лему 3 доведено.

У випадку, коли процес Vα є гаусiвським ми будемо використовувати

позначення V G
α та вiдповiдно Y G

α,ρ замiсть Yα,ρ. Процес Y G
α,ρ фiгурує в якостi

граничного у пiдроздiлi 1.3. Якщо V G
α є броунiвським рухом (при цьому

α = 1/2 − ε для довiльного ε ∈ (0, 1/2)), процес Y G
α,ρ можна подати у

еквiвалентнiй формi як iнтеграл Скорохода

Y G
α,ρ(u) :=

∫
[0, u]

(u− y)ρdV G
α (y), u ≥ 0.

Так заданий процес називається процесом Рiмана-Лiувiлля або дробово-

iнтегровним броунiвським рухом з параметром ρ для ρ > −1/2. Оскiльки

такi процеси декiлька разiв з’являться у роботi, надамо їм спецiальне позна-

чення Rρ, тобто

Rρ(u) :=

∫
[0, u]

(u− y)ρdB(y) = ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1B(y)dy, u ≥ 0, (1.6)

де B := (B(u))u≥0 є стандартним броунiвським рухом

Якщо V G
α є бiльш загальним гаусiвським процесом, що задовольняє зга-

данi вище умови, процес Y G
α,ρ природно назвати дробово-iнтегровним гаусiв-

ським процесом. Зазначимо, що для натуральних ρ процес Y G
α,ρ є з точнiстю

до мультиплiкативної константи ρ-кратним iнтегралом вiд V G
α , тобто

Y G
α,1(u) =

∫ u

0

V G
α (y)dy, u ≥ 0,

та для ρ ≥ 2 Y G
α,ρ(u) = ρ!

∫ u

0

∫ u2

0

. . .

∫ uρ

0

V G
α (y)dyduρ . . . du2, u ≥ 0.

У цьому легко переконатися за допомогою iнтегрування частинами.

У випадку, коли процес Vα м.н. не спадає ми будемо використовувати

позначення V M
α та вiдповiдно Y M

α,ρ замiсть Yα,ρ. Процес Y M
α,ρ фiгурує в якостi

граничного у пiдроздiлi 1.4.

Для ρ > −α випадковий процес Y M
α,ρ можна подати у еквiвалентнiй формi

Y M
α,ρ(u) :=

∫
[0, u]

(u− y)ρdV M
α (y), u ≥ 0, (1.7)
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де iнтеграл iснує як потраєкторний iнтеграл Лебега-Стiлтьєса. Дiйсно, про-

iнтегрувавши частинами (1.7), отримаємо (1.3) для ρ > 0 та (1.4) для

−α < ρ < 0.

Далi будемо вважати, що просториD таD×D є надiленими J1-топологiєю.

Детальна iнформацiя щодо J1-топологiї мiститься у книгах [10, 49].

1.3 Функцiональна гранична теорема з центруванням

1.3.1 Обговорення та основний результат

У цьому пiдроздiлi ми сформулюємо функцiональну граничну теорему

для належним чином нормалiзованого та центрованого загального процесу

дробового ефекту X . Встановлене нами твердження дозволить контролюва-

ти асимптотичну поведiнку другого доданку у (1.1), що разом з результатами

[22] призведе до розумiння асимптотики процесу Y .

Теорема 4. Нехай функцiя h ∈ D має обмежену варiацiю, не спадає при

великих значеннях аргументу та правильно змiнюється на ∞ з показником

ρ ≥ 0. Припустимо, що(
N(ut)− b(ut)

a(t)

)
u≥0

=⇒
(
V G
α (u)

)
u≥0 , t→∞, (1.8)

у J1-топологiї на D, де функцiя a : R+ → R+ правильно змiнюється на

нескiнченностi з додатним показником, а b : R+ → R+ є функцiєю, що не

спадає та є вiдмiнною вiд тотожного нуля. Тодi(
X(ut)−

∫
[0, tu] h(ut− y)db(y)
a(t)h(t)

)
u≥0

=⇒
(
Y G
α,ρ(u)

)
u≥0 , t→∞,

у J1-топологiї на D.

Зауваження 5. Оскiльки функцiя b не спадає, а h є локально обмеженою та

майже всюди неперервною функцiєю внаслiдок того, що h ∈ D, то iнтеграл∫
[0, t] h(t− y)db(y) iснує як iнтеграл Рiмана-Стiлт’єса.
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1.3.2 Доведення теореми 4

Для доведення слабкої збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв нам зна-

добиться допомiжне твердження.

Лема 6. Нехай функцiя f : R+ × R+ → (0,∞) не спадає за другою коорди-

натою та задовольняє limt→∞ f(t, x) = xβ для всiх x > 0 та деякого β ≥ 0.

Для t, x ≥ 0 покладемо

Z(t, x) :=

∫
[0, x]

V G
α (x− y)dyf(t, y),

Z(x) :=

∫
[0, x]

V G
α (x− y)dyβ для β > 0 та Z(x) := V G

α (x) для β = 0.

Тодi для будь-яких u, v > 0

lim
t→∞

EZ(t, u)Z(t, v) = EZ(u)Z(v).

Доведення. Зафiксуємо довiльнi u, v > 0. Для кожного t > 0 позначимо

через Q(u)
t та Q(v)

t незалежнi випадковi величини з функцiями розподiлу

P{Q(u)
t ≤ y} =


0, якщо y < 0,

f(t,y)
f(t,u) , якщо y ∈ [0, u],

1, якщо y > u

та P{Q(v)
t ≤ y} =


0, якщо y < 0,

f(t,y)
f(t,v) , якщо y ∈ [0, v],

1, якщо y > v.

Також позначимо через Q(u) та Q(v) незалежнi випадковi величини з функцi-
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ями розподiлу

P{Q(u) ≤ y} =


0, якщо y < 0,

(yu)
β, якщо y ∈ [0, u],

1, якщо y > u

та P{Q(v) ≤ y} =


0, якщо y < 0,

(yv)
β, якщо y ∈ [0, v],

1, якщо y > v.

Згiдно з умовою

(Q
(u)
t , Q

(v)
t )

d→ (Q(u), Q(v)) t→∞.

Визначимо на R+ × R+ функцiю r(x, y) := EV G
α (x)V G

α (y). Враховуючи м.н.

неперервнiсть V G
α , теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть та те, що за те-

оремою 3.2 на стор. 63 в [1] E(supz∈[0, T ] V G
α (z))2 <∞, маємо неперервнiсть,

а, отже, i обмеженiсть r на [0, T ]× [0, T ] для кожного T > 0. Тому

r(u−Q(u)
t , v −Q(v)

t )
d−→ r(u−Q(u), v −Q(v)), t→∞

i

lim
t→∞

Er(u−Q(u)
t , v −Q(v)

t ) = Er(u−Q(u), v −Q(v))

за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть. Далi

EZ(t, u)Z(t, v)

= f(t, u)f(t, v)

∫
[0, u]

∫
[0, v]

EV G
α (u− y)V G

α (v − z)dy
(
f(t, y)

f(t, u)

)
dz

(
f(t, z)

f(t, v)

)
= f(t, u)f(t, v)Er

(
u−Q(u)

t , v −Q(v)
t

)
−→
t→∞

(uv)βEr
(
u−Q(u), v −Q(v)

)
.
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Якщо β > 0, то

(uv)βEr(u−Q(u), v −Q(v))

=

∫
[0, u]

∫
[0, v]

r(u− y, v − z)dy
(
uβP{Q(u) ≤ y}

)
dz

(
vβP{Q(v) ≤ z}

)
=

∫
[0, u]

∫
[0, v]

r(u− y, v − z)dyβdzβ

= E
∫
[0, u]

V G
α (u− y)dyβ

∫
[0, v]

V G
α (v − z)dzβ = EZ(u)Z(v).

Якщо β = 0, то

(uv)βEr(u−Q(u), v −Q(v)) = r(u, v) = EV G
α (u)V G

α (v) = EZ(u)Z(v).

Лему 6 доведено.

Доведення теореми 4.. Згiдно з припущенням теореми знайдеться t0 > 0

таке, що h(t) не спадає для t > t0. Оскiльки limt→∞ h(t) = +∞, то, збiльшу-

ючи за потреби t0, можемо забезпечити виконання нерiвностi h(t) > 0 для

t > t0. Ми спочатку покажемо, що поведiнка функцiї обмеженої варiацiї h на

промiжку [0, t0] не впливає на слабку збiжнiсть процесу дробового ефекту.

Тому без обмеження загальностi ми можемо вважати, що h(0) = 0, та що h

не спадає на R+.

Проiнтегрувавши частинами, отримаємо

X(tu)−
∫
[0, tu]

(h(tu− y)db(y)

=

∫
[0, u]

(h(t(u− y))dy(N(ty)− b(ty))

= (h(tu)− h((tu)−))(N(0)− b(0))

+

∫
(0, u]

(N(ty)− b(ty)))dy(−h(t(u− y))) (1.9)

Для всiх T > 0

supu∈[0, T ] |h(tu)− h((tu)−)||N(0)− b(0)|
a(t)h(t)

≤ h(tT )

h(t)

|N(0)− b(0)|
a(t)

P→ 0, t→∞,
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оскiльки h правильно змiнюється на ∞. Позначимо через Vt0
0 (h) повну ва-

рiацiю функцiї h на [0, t0]. За припущенням теореми вона є скiнченною. Для

всiх T > 0

supu∈[0, T ]
∫
[u−t0/t, u)(N(ty)− b(ty))dy(−h(t(u− y)))

a(t)h(t)

≤
supu∈[0, T ] |N(tu)− b(tu)|

a(t)

Vt0
0 (h)

h(t)

P→ 0

при t → ∞. Збiжнiсть до нуля обгрунтовується тим, що внаслiдок (1.8)

перший множник збiгається за розподiлом до supu∈[0, T ] |V G
α (u)|, а другий

тривiально збiгається до нуля. Таким чином, як i ствержувалося, надалi ми

можемо дослiджувати асимптотичну поведiнку другого доданку у правiй

частинi (1.9), вважаючи, що h(0) = 0, та що h не спадає на R+.

Теорема Скорохода про зображення гарантує те, що на одному ймовiрнi-

сному просторi iснують версiї (N̂(t))t≥0 та (V̂ G
α (t))t≥0 процесiв (N(t))t≥0 та

(V G
α (t))t≥0 такi, що для всiх T > 0

lim
t→∞

sup
u∈[0, T ]

|V̂ G
α (t)(u)− V̂ G

α (u)| = 0 м.н., (1.10)

де V̂ G
α (t)(u) := N̂(tu)−b(tu)

a(t) для t > 0 та u ≥ 0. Для кожного t > 0 покладемо

ht(x) = h(tx)/h(t), x ≥ 0,

Xt(u) := (a(t))−1
∫
(0, u]

(N(ty)− b(ty)))dy(−ht(u− y)), u ≥ 0

та

X̂∗t (u) :=

∫
(0, u]

V̂ G
α (t)(y)dy(−ht(u− y)), u ≥ 0.

Внаслiдок того, что розподiли процесiв (Xt(u))u≥0 та (X̂∗t (u))u≥0 є однако-

вими, залишається перевiрити виконання двох спiввiдношень

lim
t→∞

∫
(0, u]

(V̂ G
α (t)(y)− V̂ G

α (y))dy(−ht(u− y)) = 0 м.н. (1.11)

та (∫
(0, u]

V G
α (y)d(−ht(u− y))

)
u≥0

=⇒
(
Y G
α,ρ(u)

)
u≥0 , t→∞, (1.12)
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у J1-топологiї на D.

З урахуванням (1.10) та монотонностi ht маємо для всiх T > 0 при t→∞

sup
u∈[0, T ]

∣∣∣∣∫
(0, u]

(
V̂ G
α (t)(u)− V̂ G

α (u)
)
dy(−ht(u− y))

∣∣∣∣
≤ sup

u∈[0, T ]

∣∣∣V̂ G
α (t)(u)− V̂ G

α (u)
∣∣∣ht(T ) −→ 0 м.н.,

що доводить (1.11).

Оскiльки V G
α - гаусiвський процес, то збiжнiсть скiнченновимiрних роз-

подiлiв в (1.12), що є еквiвалентною збiжностi коварiацiй, випливає з леми

6. Щоб застосувати лему, ми використовуємо рiвнiсть

Y G
α,ρ(u) =

∫
(0, u]

V G
α (y)dy(−(u− y)ρ)

для ρ > 0 та Y G
α,ρ(u) = V G

α (u) для ρ = 0. Доведемо щiльнiсть на D[0, T ] для

будь-якого T > 0 для процесу

X̂t(u) :=

∫
(0, u]

V G
α (y)dy(−ht(u− y)) =

∫
[0, u)

V G
α (u− y)dyht(y), u ≥ 0.

За теоремою 13.2 в [10] достатньо показати, що для будь-яких r1, r2 > 0

iснують t0, δ > 0 такi, що для всiх t ≥ t0

P{ sup
0≤u,v≤T,|u−v|≤δ

|X̂t(u)− X̂t(v)| > r1} ≤ r2. (1.13)

Покладемо l := max(u, v). Нагадавши, що згiдно з домовленiстю V G
α (s) = 0

для s < 0, маємо для 0 ≤ u, v ≤ T and |u− v| ≤ δ

|X̂t(u)− X̂t(v)| =

∣∣∣∣∫
[0, l)

(V G
α (u− y)− V G

α (v − y))dyht(y)
∣∣∣∣

≤ MT |u− v|αht(T ) ≤MT |u− v|αλ

для достатньо великих t та додатної константи λ, iснування якої випливає з

спiввiдношення limt→∞ ht(T ) = T ρ < ∞. Зменшуючи, у разi необхiдностi,

δ, забезпечуємо виконання нерiвностi (1.13) для будь-яких додатних r1 та

r2. Теорему 4 доведено.
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1.3.3 Приклади використання

Ми наведемо п’ять прикладiв конкретних вхiдних послiдовностей (Sk)k∈N0
,

якi задовольняють граничне спiввiдношення (1.8) з чотирма рiзними гаусiв-

ськими процесами V G
α .

У випадку, коли послiдовнiсть (Sk)k∈N0
м.н. не спадає, лiчильний процес

(N(t))t≥0 збiгається з узагальненою оберненою функцiєю для (Sk), тобто

N(t) = inf{k ∈ N : Sk > t} м.н., t ≥ 0. (1.14)

Внаслiдок цього, якщо справедлива функцiональна гранична теорема для

S[ut] у J1-топологiї на D, та граничний процес є м.н. неперервним, то вiд-

повiдна функцiональна гранична теорема для N(ut) у J1-топологiї на D

є простим наслiдком. Детальне обговорення цього факту наведене, напри-

клад, у [32]. Якщо послiдовнiсть (Sk)k∈N0
не є монотонною (як, наприклад, у

пунктi 2 нижче), то рiвнiсть (1.14) не виконується, i доведення функцiональ-

ної граничної теореми для N(ut) у кожному окремому випадку потребує

додаткових мiркувань.

1. СТАНДАРТНЕ ЗАТРИМАНЕ ВИПАДКОВЕ БЛУКАННЯ. Нехай ξ1, ξ2, . . . є незале-

жними та однаково розподiленими невiд’ємними випадковими величинами,

що не залежать вiд випадкової величини S0. Випадок S0 = 0 м.н. не ви-

ключається. Випадкова послiдовнiсть (Sk)k∈N0
, що при k ∈ N визначається

рiвнiстю Sk := S0 + ξ1 + . . . + ξk, називається затриманим стандартним

випадковим блуканням. У випадку S0 = 0 м.н. використовується термiн за-

тримане в нулi стандартне випадкове блукання. Позначимо через (N0(t))t≥0

лiчильний процес для затриманого в нулi блукання. Добре вiдомо (див., на-

приклад, теорему 1b(i) [11]), що

a) за умови σ2 := Var ξ1 ∈ (0,∞)(
N0(ut)− µ−1ut
(σ2µ−3t)1/2

)
u≥0

=⇒ (B(u))u≥0 , t→∞, (1.15)

у J1-топологiї на D, де µ := Eξ1 < ∞, а (B(u))u≥0 є стандартним броу-

нiвським рухом (отже, спiввiдношення (1.8) виконується з b(t) = µ−1t та

a(t) = (σ2µ−3t)1/2);
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б) за умов

σ2 =∞ та
∫
[0, x]

y2P{ξ1 ∈ dy} ∼ L(x), x→∞ (1.16)

для деякої функцiї L, що повiльно змiнюється на∞(
N0(ut)− µ−1ut

µ−3/2c(t)

)
u≥0

=⇒ (B(u))u≥0 , t→∞, (1.17)

у J1-топологiї на D, де c є додатною вимiрною функцiєю такою, що

limt→∞ c(t)
−2tL(c(t)) = 1 (отже, спiввiдношення (1.8) виконується з b(t) =

µ−1t та a(t) = µ−3/2c(t); оскiльки функцiя c(t) асимптотично обернена до

t2/L(t), то згiдно з твердженням 1.5.15 [12] вона, а, отже, i a(t) правильно

змiнюються на∞ з показником 1/2). Лiчильний процес (N(t))t≥0 для затри-

маного випадкового блукання задовольняє такi ж граничнi спiввiдношення,

що забезпечується спiввiдношенням: для всiх u ∈ [0, T ]

a(t)−1 sup
u∈[0, T ]

(N(tu)−N0(tu))
P−→ 0, t→∞,

де в залежностi вiд випадку a(t) = (σ2µ−3t)1/2 або a(t) = µ−3/2c(t), а

(N0(t))t∈R є лiчильним процесом для вiдповiдного затриманого в нулi блу-

кання (звичайно, N0(t) = 0 для t < 0). Останнє випливає з формули

N(t) = N0(t− S0), t ≥ 0, встановленого у лемi A.1 [33] спiввiдношення

a(t)−1 sup
u∈[0, T ]

(N0(ut)−N0(ut− h))
P−→ 0, t→∞,

що виконується для будь-яких додатних h та T , та того факту, що S0 не

залежить вiд (N0(t))t∈R. Отже, згiдно з теоремою 4 i для затриманого, i для

затриманого в нулi блукання(
X(ut)− µ−1

∫ ut

0 h(y)dy

(σ2µ−3t)1/2h(t)

)
u≥0

=⇒ (Rρ(u))u≥0 , t→∞,

у J1-топологiї на D, якщо σ2 ∈ (0,∞) (у випадку ρ = 0 граничний процес

R0 = B), та(
X(ut)− µ−1

∫ ut

0 h(y)dy

µ−3/2c(t)h(t)

)
u≥0

=⇒ (Rρ(u))u≥0 , t→∞,
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у J1-топологiї на D за умов (1.16). При цьому в обох випадках граничним

процесом є дробово-iнтегровний броунiвський рух з параметром ρ. У ви-

падку затриманого в нулi блукання останнiй результат може бути знайдений

у теоремi 1.1 (A1, A2) [33].

2. ЗБУРЕНЕ ВИПАДКОВЕ БЛУКАННЯ. Нехай (ξ1, η1), (ξ2, η2) . . . є незалежними

та однаково розподiленими випадковими векторами з невiд’ємними коорди-

натами. Покладемо

S1 := η1, Sn := ξ1 + . . .+ ξn−1 + ηn, n ≥ 2.

Так визначена послiдовнiсть (Sn)n∈N називається збуреним випадковим блу-

канням. Рiзноманiтнi властивостi збурених випадкових блукань обговорюю-

ться у монографiї [34].

Припустимо, що σ2 = Var ξ1 ∈ (0,∞) та Eηa < ∞ для деякого a > 0, та

покладемо G(x) := P{η1 ≤ x} для x ∈ R. Згiдно з теоремою 3.2 у [3](
N(ut)− µ−1

∫ ut

0 G(y)dy√
σ2µ−3t

)
u≥0

=⇒ (B(u))u≥0 , t→∞,

у J1-топологiї на D, де µ = Eξ1 <∞. Тому за теоремою 4(
X(ut)− µ−1

∫ ut

0 h(y)G(y)dy

(σ2µ−3t)1/2h(t)

)
u≥0

=⇒ (Rρ(u))u≥0 , t→∞,

у J1-топологiї на D.

3. ВИПАДКОВЕ БЛУКАННЯ З ТРИВАЛОЮ ПАМ’ЯТТЮ. Нехай ξ1, ξ2, . . . є не-

залежними та однаково розподiленими додатними випадковими величина-

ми зi скiнченним середнiм, що не залежать вiд випадкових величин θ1,

θ2, . . ., що утворюють центровану стацiонарну гаусiвську послiдовнiсть з

Eθ1θk+1 ∼ k2d−1ℓ(k) при k →∞ для деякого d ∈ (0, 1/2). Покладемо S0 := 0

та

Sn − Sn−1 = ξne
θn, n ∈ N.

Нагадаємо, що дробовий броунiвський рух з iндексом ХюрстаH ∈ (0, 1) –

це центрований гаусiвський процес BH := (BH(u))u≥0 з коварiацiєю

EBH(u)BH(v) = 2−1(u2H + v2H − (u− v)2H)
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для u, v ≥ 0. Цей процес має стацiонарнi прирости та є самоподiбним з

параметром H . Тому для довiльного p > 0

E|BH(u)−BH(v)|p = (u− v)HpE|BH(1)|p, u, v ≥ 0.

Згiдно з достатнiми умовами Колмогорова-Ченцова iснує версiя BH (яку

ми також будемо позначати BH), що є м.н. неперервною за Гьольдером з

показником, меншим за H − 1/p для довiльного p > 0, i, отже, за H .

Згiдно з прикладом 4.25 на с. 357 книги [6](
N(ut)−m−11 ut

(d(2d+ 1))−1/2m
−3/2−d
1 m2td+1/2(ℓ(t))1/2

)
u≥0

=⇒
(
Bd+1/2(u)

)
u≥0 , t→∞

у J1-топологiї на D, де m1 := ES1 = Eξ1Eeθ1 та m2 := Eξ1Eθ1eθ1. Отже, за

теоремою 4 (
X(ut)−m−11

∫ ut

0 h(y)dy

(d(2d+ 1))−1/2m
−3/2−d
1 m2td+1/2(ℓ(t))1/2h(t)

)
u≥0

=⇒
(
ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1Bd+1/2(y)dy

)
u≥0

, t→∞,

у J1-топологiї на D, якщо ρ > 0. Якщо ж ρ = 0, то граничним процесом є

Bd+1/2.

4. ЛIЧИЛЬНИЙ ПРОЦЕС У ГIЛЛЯСТОМУ ВИПАДКОВОМУ БЛУКАННI. Припустимо,

що випадковi величини ξk, визначенi у попередньому пунктi, є м.н. додатни-

ми. Нехай (N ′(t))t≥0 := (N0(t)− 1)t≥0 є вiдповiдним процесом вiдновлення.

Для деякого натурального k ≥ 2 вiзьмемо в якостi N(t) число iндивiдуумiв

k-го поколiння з позицiями ≤ t у гiллястому випадковому блуканнi, у яко-

му iндивiдууми першого поколiння розташованi у точках S1, S2, . . . (бiльш

детальне викладення можна знайти у роздiлi 1.2 [36]).

Припустимо, що σ2 = Var ξ1 ∈ (0,∞). В якостi наслiдку до теореми 1.3

у [36] отримуємо(
N(ut)− (ut)k/(k!µk)

((k − 1)!)−1
√
σ2µ−2k−1t2k−1

)
u≥0

=⇒ (Rk−1(u))u≥0 , t→∞,
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у J1-топологiї наD, де µ = Eξ1 <∞. Звичайно, при k = 1 це спiввiдношення

також виконується i, як i має бути, зводиться до (1.15). З леми 3 випливає,

що процес Rk−1 є м.н. локально неперервним за Гьольдером з будь-яким

додатним показником, меншим за k−1/2. Таким чином, застосовна теорема

4, згiдно з якою у J1-топологiї на D(
X(ut)− ((k − 1)!µk)−1

∫ ut

0 h(ut− y)yk−1dy
((k − 1)!)−1

√
σ2µ−2k−1t2k−1h(t)

)
u≥0

=⇒
(
ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1Rk−1(y)dy

)
u≥0

= ((k − 1)B(k − 1, ρ+ 1)Rρ+k−1(u))u≥0 , t→∞,

де B(·, ·) є бета функцiєю. Остання рiвнiсть встановлюється так: для u > 0

ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1Rk−1(y)dy

= ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1(k − 1)

∫ y

0

(y − x)k−2B(x)dxdy

= ρ(k − 1)

∫ u

0

B(x)

∫ u

x

(u− y)ρ−1(y − x)k−2dydx

= ρ(k − 1)

∫ u

0

B(x)

∫ u−x

0

(u− x− y)ρ−1yk−2dydx

= ρ(k − 1)B(k − 1, ρ)

∫ u

0

(u− x)ρ+k−2B(x)dx

=
ρ(k − 1)B(k − 1, ρ)

ρ+ k − 1
Rρ+k−1(u)

= (k − 1)B(k − 1, ρ+ 1)Rρ+k−1(u).

5. НЕОДНОРIДНИЙ ПРОЦЕС ПУАССОНА. Нехай (N(t))t≥0 є неоднорiдним про-

цесом Пуассона з EN(t) = m(t) для деякої функцiї m(t), що не спадає та

задовольняє

m(t) ∼ ctw, t→∞ (1.18)

у J1-топологiї на D, де c, w > 0. Без обмеження загальностi можемо ото-

тожнити (N(t))t≥0 з процесом (N ∗(m(t)))t≥0, де (N ∗(t))t≥0 є однорiдним

процесом Пуассона з EN ∗(t) = t, t ≥ 0. Згiдно з (1.15)(
N ∗(ut)− ut

t1/2

)
u≥0

=⇒ (B(u))u≥0 , t→∞. (1.19)
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Теорема Дiнi разом з (1.18) гарантують виконання спiввiдношення

lim
t→∞

sup
u∈[0, T ]

∣∣∣m(tu)

ctw
− uw

∣∣∣ = 0 (1.20)

для всiх T > 0. Лема 1 у поєднаннi з (1.19), (1.20) та теоремою про непе-

рервне вiдображення гарантує збiжнiсть(
N(ut)−m(ut)

(ctw)1/2

)
u≥0

=⇒ (B(uw))u≥0 , t→∞ (1.21)

у J1-топологiї на D. Таким чином, граничним процесом є броунiвський рух

iз змiненим часом. Застосування теореми 4 призводить до висновку(
X(ut)− µ−1

∫ ut

0 h(y)dm(y)

(ctw)1/2h(t)

)
u≥0

=⇒
(
ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1B(yw)dy

)
u≥0

, t→∞

у J1-топологiї на D, у випадку ρ > 0. Якщо ж ρ = 0, то граничним процесом

є B(uw).

1.3.4 Моделювання

У цьому пiдроздiлi ми проведемо моделювання граничних та дограни-

чних процесiв, що фiгурують у прикладi 1(а). Спочатку ми промоделюємо

процес дробового ефекту X у випадку, коли вхiдна послiдовнiсть є стан-

дартним випадковим блуканням. Далi ми вiзуалiзуємо стандартний броунiв-

ський рухB та побудований за ним процессRρ. Нарештi на одному малюнку

ми побудуємо графiки дограничного та граничного процесiв при конкретних

значеннях параметрiв.

Нехай функцiя вiдгуку h(t) дорiвнює t0.1. Тодi процес дробового ефекту

задається так

X(t) =
∑
k≥0

(t− Sk)
0.1
1{Sk≤t},

де в якостi послiдовностi (Sk)k∈N0
ми вiзьмемо стандартне випадкове блу-

кання. Далi на Рисунку 1.1 та Рисунку 1.2 ми побудуємо графiки процесу

X(tu) на промiжку u ∈ [0, 1] при t = 103 для випадкових блукань з кроками,

що мають розподiли U(0, 0.5) та U(0, 1), Exp(1) та Exp(10) вiдповiдно.
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Рис. 1.1: Процеси дробового ефекту: випадок рiвномiрного розподiлу.

Злiва: ξ ∼ U(0, 0.5), справа: ξ ∼ U(0, 1)

Рис. 1.2: Процеси дробового ефекту: випадок експоненцiйного розподiлу.

Злiва: ξ ∼ Exp(10), справа: ξ ∼ Exp(1)

Помiтимо, що траєкторiї процесiв у лiвiй частинах мають бiльше розри-

вiв, нiж траєкторiї у правих частинах. Цей факт пояснюється тим, що кроки

випадкового блукання з розподiлами U(0, 0.5) та Exp(10) вiдбуваються ча-

стiше, нiж кроки з розподiлами U(0, 1) та Exp(1).

Тепер побудуємо стандартний броунiвський рух B та побудований за ним

процесс Rρ при рiзних значеннях параметру ρ. Для моделювання броунiв-

ського руху використаємо апроксимуючу формулу (див., наприклад, нещо-

давню статтю [18]), що випливає з теореми Карунена-Лоева,

B(u) ≈
√
2
∞∑
i=0

αi
sin((i+ 1/2)πu)

(i+ 1/2)π
,

де (αi)i∈N – набiр незалежних випадкових величин, що мають стандартний

нормальний розподiл.

Нагадаємо, що процес Rρ має вигляд

Rρ(u) = ρ

∫ u

0

(u− y)ρ−1B(y)dy, u > 0.
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На Рисунку 1.3 ми побудуємо графiки процесiв B(u) та Rρ(u) на промiж-

ку u ∈ [0, 1] при ρ = 0.1.

Рис. 1.3: Процеси Rρ. Bипадок ρ = 0.1.

Злiва: стандартний броунiвський рух B, справа: процес R0.1 побудований за допомогою B

Можна помiтити, що траєкторiя процесу R0.1 є бiльш “гладкою“ версiєю

траєкторiї процесу B. На Рисунку 1.4 бачимо, що при збiльшеннi параметра

ρ траєкторiї процесiв Rρ наближаються до нуля. Це пояснюється тим, що

пiдiнтегральний вираз на промiжку u ∈ [0, 1] зменшується при збiльшеннi

ρ.

Рис. 1.4: Процеси Rρ.

Злiва: випадок ρ = 1, справа: випадок ρ = 10

З iншого боку, якщо ми обмежимося розглядом великих u, то при збiль-

шеннi ρ пiдiнтегральний вираз збiльшується. У цьому можна перекона-

тися за допомогою Рисунку 1.5, де процес R10 побудований на промiжку

u ∈ [0, 10].
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Рис. 1.5: Процеси Rρ. Випадок ρ = 10 та u ∈ [0, 10]

У цьому випадку значення процесу R10(u) прямує до ∞ при збiльшеннi u.

Тепер перейдемо до моделювання дограничного та граничного процесiв

у прикладi 1(а). Нехай ξ1, ξ2, . . . – послiдовнiсть незалежних випадкових

величин, що мають рiвномiрний розподiл на [0, 1]. Тодi

µ = 1/2 <∞ та σ = 1/12 ∈ (0,∞),

b(t) = 2t та a(t) =
√

2t/3.

Покладемо ρ = 1 та h(t) = t. Тодi дограничний процес набуває вигляду

X∗(tu) :=
X(tu)− (tu)2√

2/3t3/2
, u ∈ [0, 1].

На Рисунку 1.6 ми покажемо двi вiзуалiзацiї траєкторiй процесiв R1(u)

та X∗(tu) на промiжку u ∈ [0, 1] при t = 103.

Рис. 1.6: Траєкторiї процесiв, що фiгурують у прикладi 1(а).

Синiй колiр: граничний процес R1(u), червоний колiр: дограничний процес X∗(tu)
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1.4 Функцiональна гранична теорема без центрування

1.4.1 Обговорення та основний результат

Ми знайдемо достатнi умови, сформульованi у термiнах функцiї вiдгуку

h та лiчильного процесу N , за яких належним чином нормалiзований (без

центрування) загальний процес дробового ефекту задовольняє функцiональ-

ну граничну теорему у просторi Скорохода. Також в якостi iлюстрацiї ми

вкажемо конкретнi лiчильнi процеси, для яких виконуються вищезгаданi

достатнi умови.

Позначимо через D(0,∞) простiр Скорохода дiйснозначних неперервних

справа функцiй, що визначенi на (0,∞) та мають скiнченнi лiвобiчнi границi

у додатних точках.

Теорема 7. Нехай α, β > 0, а невiд’ємна функцiя h ∈ D є монотонною та

правильно змiнюється на∞ з показником ρ > −min(α, β). Припустимо, що

(a(t)N(ut))u≥0 =⇒
(
V M
α (u)

)
u≥0 , t→∞ (1.22)

у J1-топологiї на D, де функцiя a : R+ → R+ не зростає та правильно

змiнюється на нескiнченностi з показником −β, та що для довiльних q > 0

та довiльних 0 < a < b <∞

t−q sup
u∈[a, b]

(N(ut)−N(ut− 1))
P→ 0, t→∞. (1.23)

Якщо h не спадає, то(
a(t)

h(t)
X(ut)

)
u≥0

=⇒
(
Y M
α,ρ(u)

)
u≥0 , t→∞ (1.24)

у J1-топологiї на D,.

Якщо h не зростає, то припустимо додатково, що для всiх x > 0, t ≥ 1

та k ∈ N0

P{a(t)(N((k + 1)t)−N(kt)) > x} ≤ f(x) (1.25)

для невiд’ємної функцiї f , що не зростає та задовольняє

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf(x2jc) = 0
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для довiльних c > 0. Тодi граничне спiввiдношення (1.24) виконується у

просторi D(0,∞).

Зауваження 8. Оскiльки для кожного t > 0 випадкова функцiя u 7→ N(tu)

не спадає м.н., а процес V M
α є м.н. неперервним, то згiдно з зауваженням

2.1 статтi [70] функцiональна збiжнiсть (1.22) є еквiвалентною слабкiй

збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв.

1.4.2 Доведення теореми 7

Для t, T > 0 введемо позначення

At :=
{
(u, v) ∈ R2 : 0 ≤ v < u ≤ T, u− v ≥ 1/t

}
.

Лема 9. Нехай функцiя a задовольняє припущення теореми 7 та виконується

умова (1.25). Тодi для довiльного δ ∈ (0, β)

lim
x→∞

lim sup
t→∞

P
{

sup
(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ
> x

}
= 0.

Доведення. Оскiльки функцiя a правильно змiнюється за припущенням, ле-

му достатньо довести лише для випадку T = 1. Використовуючи те, що N

не спадає м.н., запишемо

sup
(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ

≤ sup
1/t≤h≤1

sup
0≤u≤1

a(t)(N(ut)−N((u− h)t))
hβ−δ

≤ sup
j=1,...,⌈log2 t⌉

sup
2−j≤h≤2−j+1

sup
0≤u≤1

a(t)(N(ut)−N((u− h)t))
hβ−δ

≤ sup
j=1,...,⌈log2 t⌉

sup
2−j≤h≤2−j+1

sup
k=1,...,2j−1

sup
(k−1)2−j+1≤u≤k2−j+1

a(t)(N(ut)−N((u− h)t))
hβ−δ

≤ sup
j=1,...,⌈log2 t⌉

sup
k=1,...,2j−1

a(t)(N(tk2−j+1)−N(t(k − 2)2−j+1))

2−j(β−δ)
.

За нерiвнiстю Буля

P
{

sup
(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ
> x

}
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≤
⌈log2 t⌉∑
j=1

2j−1∑
k=1

P
{a(t)(N(tk2−j+1)−N(t(k − 2)2−j+1))

2−j(β−δ)
> x

}
.

З урахуванням умови (1.25)

P
{a(t)(N(tk2−j+1)−N(t(k − 2)2−j+1))

2−j(β−δ)
> x

}
≤ P

{
a(t2−j+1)(N(tk2−j+1)−N(t(k − 1)2−j+1)) >

a(t2−j+1)

a(t)
2−j(β−δ)−1x

}
+ P

{
a(t2−j+1)(N(t(k − 1)2−j+1)−N(t(k − 2)2−j+1))

>
a(t2−j+1)

a(t)
2−j(β−δ)−1x

}
≤ 2f

(a(t2−j+1)

a(t)
2−j(β−δ)−1x

)
.

Згiдно з лемою A.5 роботи [38]

a(t2−j+1)/a(t) ≥ c2(j−1)(β−δ/2)

для деякого c > 0, всiх t > 0 та всiх j = 1, . . . , ⌈log2 t⌉. Тому

P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ
> x

}

≤
[log2 t]+1∑

j=1

2jf(Cx2jδ/2) ≤
∑
j≥1

2jf(Cx2jδ/2) → 0

при x→∞, де C := c2δ/2−β−1. Доведення леми 9 завершено.

Доведення теореми 7. ВИПАДОК, КОЛИ h НЕ СПАДАЄ, у якому необхiдно ρ ≥
0. Випадковий процес X не спадає м.н., а випадковий процес Y M

α,ρ є м.н.

неперервним згiдно з лемою 3. Тому згiдно з зауваженням 2.1 роботи [70],

що вже згадувалося, для доведення функцiональної збiжностi у D достатньо

встановити слабку збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв.

Надалi вважаємо, що h(t) = 0 для t < 0. Для кожного t > 0 покладемо

V (t)(u) := a(t)N(tu) та ht(u) := h(tu)/h(t), u ≥ 0.
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Використовуючи iнтегрування частинами, запишемо для t > 0, u ≥ 0

a(t)

h(t)
X(ut) =

a(t)

h(t)

∫
[0, u]

h(t(u− y))dyN(ty)

= a(t)N(0)
h(tu)− h((tu)−)

h(t)
+

∫
(0, u]

V (t)(y)dy(−ht(u− y)).

Для кожного t > 0 випадковий процес X∗t := (X∗t (u))u≥0, визначений рiвнi-

стю

X∗t (u) :=

∫
(0, u]

V (t)(y)dy(−ht(u− y)), u ≥ 0,

має траєкторiї, що не спадають м.н. Зауважимо, що для u > 0

a(t)N(0)
h(tu)− h((tu)−)

h(t)
≤ a(t)N(0)

h(tu)

h(t)

P→ 0, t→∞,

оскiльки h правильно змiнюється на∞. При u = 0 останнє граничне спiввiд-

ношення забезпечується припущенням ρ > −β, що гарантує limt→∞ a(t)/h(t) =

0. Отже, достатньо довести граничну теорему для X∗t (замiсть X).

Зафiксуємо довiльне n ∈ N. Оскiльки X∗t (0) = Y M
α,ρ(0) = 0 м.н., доста-

тньо показати, що для довiльних 0 < u1 < . . . < un < ∞ та довiльних

α1, . . . , αn ≥ 0

α1X
∗
t (u1) + . . .+ αnX

∗
t (un)

d→ α1Y
M
α,ρ(u1) + . . .+ αnY

M
α,ρ(un), t→∞.

Для w > 0 та t > 0 визначимо мiри νt,w та νw на [0, w] так

νt,w(c, d] :=
h(t(w − c))− h(t(w − d))

h(t)
, 0 ≤ c < d ≤ w,

νw(c, d] := (w − c)ρ − (w − d)ρ, 0 ≤ c < d ≤ w.

При цьому

α1X
∗
t (u1) + . . .+ αnX

∗
t (un)

= α1

∫
(0, u1]

V (t)(y)νt,u1
(dy) + . . .+ αn

∫
(0, un]

V (t)(y)νt,un
(dy).

Припустимо, що ρ > 0. Використовуючи (1.22) разом з теоремою Скорохода,

що гарантує iснування версiй, збiжних у D м.н., а також те, що νt,w
d→ νw
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при t→∞, отримуємо

α1X
∗
t (u1) + . . .+ αnX

∗
t (un)

d→ α1

∫
(0, u1]

V M
α (y)νu1

(dy) + . . .+ αn

∫
(0, un]

V M
α (y)νun

(dy)

= α1Y
M
α,ρ(u1) + . . .+ αnY

M
α,ρ(un)

за допомогою першої частини леми 2. У випадку ρ = 0 νt,w
d→ δw при

t→∞, де δw позначає розподiл, вироджений у точцi w. Мiркування, анало-

гiчнi до попереднiх, а також залучення другої частини леми 2 дозволяють

стверджувати, що

α1X
∗
t (u1) + . . .+ αnX

∗
t (un)

d→ α1V
M
α (u1) + . . .+ αnV

M
α (un)

= α1Y
M
α, 0(u1) + . . .+ αnY

M
α, 0(un).

ВИПАДОК, КОЛИ h НЕ ЗРОСТАЄ, у якому необхiдно ρ ≤ 0. Для ε ∈ (0, 1)

покладемо

Iε(u, t) :=
a(t)

h(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤εut}, u ≥ 0, t > 0,

I∗ε (u) :=

∫
[0, εu]

(u− y)ρdV M
α (y), u ≥ 0

та запишемо

Iε(u, t) = a(t)
∑
k≥0

(h(ut− Sk)

h(t)
− (u− t−1Sk)

ρ
)
1{Sk≤εut}

+ a(t)
∑
k≥0

(u− t−1Sk)
ρ
1{Sk≤εut}

=: Iε,1(u, t) + Iε,2(u, t).

Покажемо, що

(Iε,1(u, t))u≥0 =⇒ (Ψ(u))u≥0 , t→∞ (1.26)

у J1-топологiї на D(0,∞), де Ψ(s) = 0 при s ≥ 0, та

(Iε,2(u, t))u≥0 =⇒ (I∗ε (u))u≥0 , t→∞ (1.27)
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у J1-топологiї на D(0,∞) i, отже,

(Iε(u, t))u≥0 = (Iε,1(u, t) + Iε,2(u, t))u≥0 =⇒ (I∗ε (u))u≥0 , t→∞

у J1-топологiї на D(0,∞).

Для додатних та скiнченних чисел a < b та t > 0

sup
a≤u≤b

|Iε,1(u, t)| ≤ sup
(1−ε)a≤y≤b

∣∣∣h(ty)
h(t)

− yρ
∣∣∣a(t)N(εbt) м.н.

Формула (1.22) гарантує виконання спiввiдношення a(t)N(εbt)
d→ V M

α (εb)

при t→∞. Отже, згiдно з теоремою про рiвномiрну збiжнiсть для функцiй,

що правильно змiнюються (теорема 1.5.2 [12]), права частина останньої

центрованої нерiвностi збiгається до 0 за ймовiрнiстю при t → ∞, що

доводить (1.26). Спiввiдношення (1.27) випливає з леми A.2 статтi [38], що є

детермiнованим результатом. Щоб ним скористатися, достатньо стандартних

мiркувань: слабка збiжнiсть (1.22) та факт, що граничний процес у (1.22) є

м.н. неперервним, гарантують згiдно з теоремою Скорохода iснування версiй

процесiв у (1.22), що збiгаються локально рiвномiрно з ймовiрнiстю один.

Тепер покажемо, що для будь-якого фiксованого u ≥ 0

lim
ε→1−

I∗ε (u) = Y M
α,ρ(u) м.н. (1.28)

Дiйсно,

0 ≤
∫
[0, u]

(u− y)ρdV M
α (y)−

∫
[0, εu]

(u− y)ρdV M
α (y) =

∫
(εu, u]

(u− y)ρdV M
α (y).

Враховуючи м.н. скiнченнiсть Y M
α,ρ(u) для всiх u ≥ 0, права частина збiгає-

ться до 0 м.н. при ε → 1− за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть.

Отже, (1.28) виконується.

Згiдно з теоремою 3.2 книги [10], враховуючи (1.28), для отримання (1.24)

достатньо довести, що для довiльних θ > 0 та довiльних 0 < a < b <∞

lim
ε→1−

lim sup
t→∞

P
{

sup
u∈[a, b]

(a(t)
h(t)

X(ut)− Iε(u, t)
)
> θ
}
= 0,
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або у розгорнутому виглядi, що

lim
ε→1−

lim sup
t→∞

P
{a(t)
h(t)

sup
u∈[a, b]

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{εut<Sk≤ut} > θ
}
= 0.

Зафiксуємо ∆ ∈ (0, (β + ρ)/2). За нерiвнiстю Поттера для функцiй, що

правильно змiнюються на∞ (теорема 1.5.6 [12]), iснує c > 1 таке, що

h(t(u− y))
h(t)

≤ 2(u− y)ρ−∆

для всiх додатних t, u та y, що задовольняють t(u−y) ≥ c та u−y ≤ 1. Тому

для достатньо великих t, u ∈ [a, b] та ε > 0, що задовольняють (1− ε)b ≤ 1,

a(t)

h(t)

∑
k≥0

h(ut− Sk)1{εut<Sk≤ut}

=
a(t)

h(t)

∫
(εu, u−c/t]

h(t(u− y))dyN(ty)

+
a(t)

h(t)

∫
(u−c/t, u]

h(t(u− y))dyN(ty)

≤ 2a(t)

∫
(εu, u−c/t]

(u− y)ρ−∆dyN(ty)

+
a(t)

h(t)
h(0)(N(tu)−N(tu− c))

= 2(−ρ+∆)

∫ u−c/t

εu

a(t)(N(tu)−N(ty))(u− y)ρ−∆−1dy

+ 2uρ−∆(1− ε)ρ−∆a(t)(N(tu)−N(εtu))

+
(a(t)
h(t)

h(0)− 2cρ−∆t−ρ+∆a(t)
)
(N(tu)−N(tu− c))

=: I1(u, t) + I2(u, t) + I3(u, t).

Маємо

lim
t→∞

P{2(1− ε)ρ−∆ sup
u∈[a, b]

uρ−∆a(t)(N(tu)−N(εtu)) > θ}

= P{2(1− ε)ρ−∆ sup
u∈[a, b]

uρ−∆(V M
α (u)− V M

α (εu)) > θ}

≤ P{2(1− ε)α+ρ−∆bα+ρ−∆Mb > θ},

де рiвнiсть є наслiдком (1.22) та теореми про неперервне вiдображення з

урахуванням того, що супремум функцiонал є неперервним у J1-топологiї,
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а нерiвнiсть випливає з (1.2). Хоча важко собi уявити, що розподiл

sup
u∈[a, b]

uρ−∆(V M
α (u)− V M

α (εu))

може мати дискретну компоненту, зазначимо, що, якщо це так, то останнi

центрованi формули виконуються для θ, що є точками неперервностi розпо-

дiлу supu∈[a, b] u
ρ−∆(V M

α (u)−V M
α (εu)), i, як наслiдок, для всiх θ > 0. Нарештi,

оскiльки β + ρ−∆ > 0, то

lim
ε→1−

lim sup
t→∞

P{ sup
u∈[a, b]

I2(u, t) > θ} = 0.

Далi внаслiдок (1.23) та того, що функцiї t 7→ a(t)/h(t) та t 7→ t−ρ+∆a(t)

правильно змiнюються на∞ з вiд’ємними показниками−β−ρ та−β−ρ+∆

вiдповiдно, маємо

lim
t→∞

P{ sup
u∈[a, b]

I3(u, t) > θ} = 0.

Для завершення доведення достатньо встановити, що для довiльних θ > 0

та довiльних T > 0

lim
ε→1−

lim sup
t→∞

P
{

sup
u∈[0, T ]

∫ u−c/t

εu

a(t)(N(tu)

−N(ty))(u− y)ρ−∆−1dy > θ
}
= 0. (1.29)

Для 0 < δ < β + ρ−∆ та x > 0 запишемо, використовуючи позначення At,
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введене у лемi 9,

P
{

sup
u∈[0,T ]

∫ u−c/t

εu

a(t)(N(tu)−N(ty))(u− y)ρ−∆−1dy > θ
}

= P
{
· · · , sup

(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ
> x

}
+ P

{
· · · , sup

(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ
≤ x

}
≤ P

{
sup

(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ
> x

}
+ P

{
sup

u∈[0, T ]

∫ u

εu

(u− y)β+ρ−∆−δ−1dy > θ/x
}

= P
{

sup
(u,v)∈At

a(t)(N(ut)−N(vt))

(u− v)β−δ
> x

}
+ P

{∫ (1−ε)T

0

yβ+ρ−∆−δ−1dy > θ/x
}
.

При ε → 1− другий доданок прямує до 0. Тому з урахуванням леми 9 та

того, що лiва частина не залежить вiд x, спiввiдношення (1.29) виконується.

Теорему 7 доведено.

1.4.3 Приклади використання

1. СТАНДАРТНЕ ВИПАДКОВЕ БЛУКАННЯ. Нехай (Sk)k∈N0
є стандартним випад-

ковим блуканням з кроками, що є незалежними копiями додатної випадкової

величини ξ.

Позначимо через N = (N(t))t≥0 лiчильний процес для стандартного ви-

падкового блукання. Згiдно з лемою A.1 статтi [33] так визначений процес

задовольняє спiввiдношення (1.23). Припустимо, що P{ξ > t} ∼ t−βℓ(t) при

t → ∞ для деякого β ∈ (0, 1) та функцiї ℓ, що повiльно змiнюється на ∞.

Скориставшися теоремою 3.2 статтi [54] (де встановлено слабку збiжнiсть

скiнченновимiрних розподiлiв) та зауваженням 2.1 роботи [70], робимо ви-

сновок

(P{ξ > t}N(ut))u≥0 =⇒ (Wβ(u))u≥0 , t→∞

у J1-топологiї на D, де Wβ := (Wβ(u))u≥0 – обернений β-стiйкий суборди-
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натор. Це означає, що

Wβ(u) := inf{s ≥ 0 : Dβ(s) > u}, u ≥ 0,

де (Dβ(t))t≥0 є β-стiйким субординатором з − logEe−sDβ(1) = Γ(1−β)sβ, s ≥
0, а Γ(·) є гамма функцiєю. Згiдно з лемою 3.4 роботи [57] процес Wβ є м.н.

локально неперервним за Гьольдером з показником меньшим за β. Отже,

V M
α = Wβ задовольняє умову (1.2) з α < β. Використовуючи субадитивнiсть

за розподiлом N та нерiвнiсть Маркова, запишемо для всiх x > 0, t ≥ 1 та

k ∈ N0

P{a(t)(N((k + 1)t)−N(kt)) > x} ≤ P{a(t)N(t) > x}

≤ e−xEea(t)N(t) ≤ Ce−x =: f(x),

де константа C := supt≥1 Eea(t)N(t) є скiнченною за лемою A.4 статтi [38].

Далi для c > 0

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf(x2jc) = C lim
x→∞

∑
j≥1

2je−x2
jc

= 0,

оскiльки останнiй ряд збiгається рiвномiрно по x ≥ 1. Отже, умова (1.25)

виконується.

Тому, використовуючи теорему 7 з a(t) = P{ξ > t}, V M
α = Wβ та h, що

задовольняє умови теореми, отримаємо(
P{ξ > t}
h(t)

X(ut)

)
u≥0

=⇒
(∫

[0, u]

(u− y)ρdWβ(y)

)
u≥0

=:
(
Y S
β,ρ(u)

)
u≥0 , t→∞

у J1-топологiї на D, якщо h не спадає, та на D(0,∞), якщо h не зростає.

Процес Y S
β,ρ = (Y S

β,ρ(u))u≥0 будемо називати дробово-iнтегровним оберненим

стiйким субординатором. Останнє граничне спiввiдношення було встанов-

лене у теоремi 2.1 роботи [38].

2. ПРОЦЕС ВIДНОВЛЕННЯ ЗI ЗМIНЕНИМ ЧАСОМ.

2.1. Нехай α ∈ (0, 1], а послiдовнiсть (Sk)k∈N0
задається так

S0 := 0, Sk := ((ξ1 + . . .+ ξk)/η)
1/α, k ∈ N,
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де η є додатною випадковою величиною, що не залежить вiд невiд’ємних

незалежних та однаково розподiлених випадкових величин ξ1, ξ2, . . . При

цьому N(t) = N ∗(tαη) для t ≥ 0, де (N ∗(t))t≥0 є лiчильним процесом для

затриманого в нулi стандартного випадкового блукання зi стрибками ξk.

Надалi припускаємо, що µ := Eξ1 < ∞, та що Eesη < ∞ для деякого s

у правому околi нуля. За посиленим законом великих чисел для процесiв

вiдновлення разом з лемою Дiнi

lim
t→∞

sup
u∈[0, T ]

∣∣∣t−αN(ut)− µ−1ηuα
∣∣∣ = 0 м.н.

для всiх T > 0. Отже, виконується спiввiдношення (1.22) з a(t) = t−α та

V M
α (u) = µ−1ηuα для u ≥ 0. Внаслiдок субадитивностi функцiї x 7→ xα на

[0,∞) випадковий процес V M
α є м.н. локально неперервним за Гьольдером

з показником α. Зокрема, нерiвнiсть (1.2) виконується з MT = µ−1η. Для

довiльних q > 0, 0 < a < b <∞ та великих t запишемо

t−q sup
u∈[a, b]

(N(ut)−N(ut− 1))

= t−q sup
u∈[a, b]

(N ∗((ut)αη)−N ∗((ut− 1)αη))

≤ t−q sup
u∈[a, b]

(N ∗((uη1/αt)α)−N ∗((uη1/αt)α − η)).

Згiдно з лемою А.1 статтi [33] для довiльного x > 0

t−q sup
u∈[a, b]

(N ∗((uxt)α)−N ∗((uxt)α − xα)) P→ 0, t→∞.

Тому за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть спiввiдношення (1.23)

виконується для процесу (N(t))t≥0, визначеного у цьому пунктi.

Використовуючи субадитивнiсть за розподiломN ∗ та субадитивнiсть x 7→
xα на [0,∞), запишемо для всiх x > 0, t ≥ 1 та k ∈ N0

P{a(t)(N((k + 1)t)−N(kt)) > x}

= P{a(t)(N ∗(((k + 1)t)αη)−N ∗((kt)αη)) > x}

≤ P{a(t)N ∗(ηtα((k + 1)α − kα)) > x}

≤ P{a(t)N ∗(ηtα) > x}.
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Нехай
√
xtα > 1. Cубадитивнiсть за розподiлом N ∗ гарантує, що для довiль-

них n ∈ N та y > 0

P{N ∗(n) > y} ≤ P{N ∗1 (1) + . . .+N ∗n(1) > y}, (1.30)

де N ∗1 (1), N
∗
2 (1), . . . є незалежними копiями N ∗(1). Як наслiдок, для довiль-

них s ∈ (0,− logP{ξ1 = 0}) (− log 0 iнтерпретується як +∞)

EesN∗(n)/n ≤ Ees(N∗1 (1)+...+N∗n(1))/n = EesN∗(1) <∞,

при цьому скiнченнiсть забезпечується теоремою 2.1(c) роботи [44]. Для

довiльного r > 1 знайдеться число n ∈ N таке, що r ∈ (n − 1, n]. Оскiльки

процес N ∗ не спадає м.н., то

N ∗(r)/r ≤ N ∗(n)/(n− 1) ≤ 2N ∗(n)/n м.н.,

i, отже, EevN∗(r)/r ≤ Ee2vN∗(1) < ∞ для v ∈ (0,− logP{ξ1 = 0}/2). За

нерiвнiстю Маркова

P{a(t)N ∗(ηtα) > x}

= P{a(t)N ∗(ηtα) > x, η >
√
x}+ P{a(t)N ∗(ηtα) > x, η ≤

√
x}

≤ P{η >
√
x}+ P{N ∗(

√
xtα)/(

√
xtα) >

√
x}

≤ Eesηe−s
√
x + EevN∗(

√
xtα)/(

√
xtα)e−v

√
x

≤ C1e
−s
√
x + C2e

−v
√
x =: f1(x),

де C1 := Eesη <∞ та C2 := Ee2vN∗(1) <∞. Таким чином, для c > 0

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf1(x2
jc) = C1 lim

x→∞

∑
j≥1

2je−s
√
x2jc/2 + C2 lim

x→∞

∑
j≥1

2je−v
√
x2jc/2 = 0,

оскiльки ряди збiгаються рiвномiрно по x ≥ 1.

Нехай
√
xtα ≤ 1. За нерiвнiстю Маркова при t ≥ 1

P{a(t)N ∗(ηtα) > x}

≤ P{η >
√
x}+ P{N ∗(

√
xtα) > xtα}

≤ P{η >
√
x}+ P{N ∗(1) > x} ≤ C1e

−s
√
x + C3e

−vx =: f2(x),
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де C3 := EevN∗(1) <∞. Отже, для c > 0

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf2(x2
jc) = 0.

Таким чином, ми перевiрили, що умова (1.25) виконується з f := f1 + f2.

За теоремою 7 з a(t) = t−α, V M
α (u) = µ−1ηuα, u ≥ 0 та функцiєю h, що

задовольняє умови теореми,(
1

tαh(t)
X(ut)

)
u≥0

=⇒
(
µ−1αB(α, ρ+ 1)ηuα+ρ

)
u≥0 , t→∞,

де B(·, ·) є бета функцiєю, у J1-топологiї на D, якщо h не спадає, та на

D(0,∞), якщо h не зростає.

2.2. Нехай тепер η1, η2, . . . є незалежними копiями η, що не залежать вiд ξ1,

ξ2, . . . Для τ ∈ (0, 1] покладемо

S∗0 = T0 := 0, S∗n := ξ1 + . . .+ ξn, Tn := η1 + . . .+ ηn, n ∈ N,

S0 := 0, Sn := T⌊(S∗n)1/τ⌋, n ∈ N. (1.31)

При цьому N(t) = N ∗(N τ
1 (t)) для t ∈ R, де N1(t) :=

∑
n≥1 1{Tn≤t}, t ∈ R

(зрозумiло, що N1(t) = 0 для t ≤ 0). Дiйсно, використовуючи позначення

⌊x⌋ для цiлої частини x ∈ R, маємо{
T⌊(S∗n)1/τ⌋ ≤ t

}
=
{
N1(t) + 1 > ⌊(S∗n)1/τ⌋

}
=
{
N1(t) ≥ (S∗n)

1/τ
}
= {S∗n ≤ N τ

1 (t)},

i, отже, N(t) =
∑

n≥0 1{Sn≤t} =
∑

n≥0 1{S∗n≤Nτ
1 (t)} = N ∗(N τ

1 (t)). Зазначи-

мо, що за умови, що ξ1 має показниковий розподiл, так визначений процес

(N(t))t≥0 є окремим прикладом процесу Кокса (iнша назва-двiчi стохасти-

чний процес Пуассона).

Припустимо, як i ранiше, що µ = Eξ1 ∈ (0,∞), а також, що P{η1 > t} ∼
t−γℓ(t) при t→∞ для γ ∈ (0, 1) та ℓ, що повiльно змiнюється на∞. Тодi

((P{η1 > t})τN τ
1 (ut))u≥0 =⇒

(
W τ

γ (u)
)
u≥0 , t→∞
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у J1-топологiї на D, де Wγ – обернений γ-стiйкий субординатор (див.

пункт, присвячений стандартним випадковим блуканням). Використовуючи

посилений закон великих чисел для N ∗ та лему 1, отримуємо

((P{η1 > t})τN ∗(N τ
1 (ut)))u≥0 =⇒

(
µ−1W τ

γ (u)
)
u≥0 , t→∞

у J1-топологiї на D. Таким чином, спiввiдношення (1.22) виконується з

β = γτ , a(t) = (P{η1 > t})τ та V M
α = µ−1W τ

γ .

Покажемо, що в якостi α можна взяти додатне число, менше за γτ . Для

довiльного T > 0 та довiльних 0 ≤ x, y ≤ T , враховуючи субадитивнiсть

x→ xτ на [0,∞), запишемо∣∣∣W τ
γ (x)−W τ

γ (y)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣Wγ(x)−Wγ(y)

∣∣∣τ ≤M τ
T |x− y|α1τ ,

де α1 ∈ (0, γ). Умови (1.23) та (1.25) виконуються для (N(t))t≥0 за лемами

10 та 11 вiдповiдно.

За теоремою 7 з з β = γτ , a(t) = (P{η1 > t})τ , V M
α = µ−1W τ

γ та функцiєю

h, що задовольняє умови теореми,(
(P{η1 > t})τ

h(t)
X(ut)

)
u≥0

=⇒
(
µ−1

∫
[0, u]

(u− y)ρdW τ
γ (y)

)
u≥0

, t→∞

у J1-топологiї на D, якщо h не спадає, та на D(0,∞), якщо h не зростає.

2.3. У цьому прикладi вважаємо, що точки (Sn)n∈N задаються (1.31) з τ = 1,

при цьому величини ξ1 та η1 можуть бути залежними. Припустимо, що

P{ξ1 > x} ∼ c1x
−ρ1 та P{η1 > x} ∼ c2x

−ρ2 при x → ∞ для додатних c1, c2

та ρ1, ρ2 ∈ (0, 1). Зокрема, це означає, що для x1, x2 > 0

lim
t→∞

tP{ξ1 > (c1t)
1/ρ1x1} = x−ρ11 та lim

t→∞
tP{η1 > (c2t)

1/ρ2x2} = x−ρ22 .

Для контролю асимптотики спiльного розподiлу ξ1 та η1 припустимо, що

для x1, x2 > 0 iснує границя

f(x1, x2) := lim
t→∞

tP{ξ1 > (c1t)
1/ρ1x1, η1 > (c2t)

1/ρ2x2},

i, отже, iснує мiра ν, визначена на множинi K := [0,∞]2\{(0, 0)}, що задає-

ться так

ν{(u, v) ∈ K : u > x1 або v > x2} = x−ρ11 + x−ρ22 − f(x1, x2), x1, x2 > 0.
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Мiра ν (i, отже, функцiя f ) не може бути довiльною: ми припускаємо, що

вона задовольняє ∫
|x|≠0

(|x| ∧ 1)ν(dx) <∞, (1.32)

де |x| =
√
x21 + x22 для x = (x1, x2) ∈ R2.

Позначимо черезM :=
∑

k δ(tk,jk) пуассонiвську випадкову мiру на [0,∞)×
K з мiрою iнтенсивностi LEB⊗ ν. Тут δ(t,x) є ймовiрнiсною мiрою, зосере-

дженою у точцi (t,x) ∈ [0,∞) × K, а LEB позначає мiру Лебега на [0,∞).

Покладемо

L(t) := (L1(t), L2(t)) =
∑
k:tk≤t

jk, t > 0.

Умова (1.32) гарантує збiжнiсть останнього ряду з ймовiрнiстю один. Ви-

падковий процес L є двовимiрним процесом Левi з мiрою Левi ν. Його

координати L1 та L2 є (залежними, окрiм випадку, коли f ≡ 0) стiйкими

субординаторами без зносу з параметрами ρ1 та ρ2 вiдповiдно. Позначимо

через L←1 та L←2 вiдповiднi оберненi ρ1 та ρ2-стiйкi субординатори. Згiдно з

лемою 6.1 на с. 174 книги [63]

tP
{( ξ1

(c1t)1/ρ1
,

η1
(c2t)1/ρ2

)
∈ ·
}

v→ ν(·), t→∞,

де
v→ позначає грубу (vague) збiжнiсть на множинi локально скiнченних мiр

на K. Тому за теоремою 4 статтi [64]((∑[ut]
k=1 ξk

(c1t)1/ρ1
,

∑[ut]
j=1 ηj

(c2t)1/ρ2

))
u≥0

⇒ (L(u))u≥0 , t→∞ (1.33)

у J1-топологiї на D ×D. Покажемо, що звiдси випливає спiввiдношення((
N ∗(ut)

c−11 tρ1
,
N1(ut)

c−12 tρ2

))
u≥0
⇒ ((L←1 (u), L←2 (u)))u≥0 , t→∞ (1.34)

у продакт J1-топологiї на D × D. Дiйсно, слабка збiжнiсть скiнченнови-

мiрних розподiлiв у (1.34) є еквiвалентною слабкiй збiжностi скiнченнови-

мiрних розподiлiв у (1.33). Щiльнiсть розподiлiв координат у лiвiй частинi

(1.34) випливає з зауваження 2.1 роботи [70] з урахуванням того, що коорди-

нати є випадковими процесами, що м.н. не спадають, та того, що граничнi
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процеси L←1 та L←2 є м.н. неперервними. Застосовуючи лему 1 до (1.34),

отримуємо

t−ρ1ρ2 (N ∗(N1(ut)))u≥0 =⇒ c−11 c−ρ22 (L←1 (L←2 (u)))u≥0 , t→∞

у J1-топологiї на D. Отже, виконується спiввiдношення (1.22) з β = ρ1ρ2,

a(t) = t−ρ1ρ2 та V M
α (u) = c−11 c−ρ22 L←1 (L←2 (u)) для u ≥ 0.

При перевiрцi iнших умов теореми 7 будемо вважати, що величини ξ1

та η1 є незалежними. Покажемо, що в якостi α можна взяти додатне число,

менше за ρ1ρ2. Для довiльного αi ∈ (0, ρi), довiльного T > 0, всiх 0 ≤
x, y ≤ T та деяких м.н. скiнченних додатних випадкових величин M (i)

T (що

залежать вiд αi) виконується
∣∣L←i (x)−L←i (y)

∣∣ ≤M
(i)
T |x− y|αi, i = 1, 2. Тому

для таких же x та y∣∣L←1 (L←2 (x))− L←1 (L←2 (y))
∣∣ ≤ M

(1)
L←2 (T )

∣∣L←2 (x)− L←2 (y)
∣∣α1

≤ M
(1)
L←2 (T )(M

(2)
T )α1|x− y|α1α2.

Внаслiдок незалежностi L←1 та L←2 та самоподiбностi L←1 з показником ρ1

випадкова величина M (1)
L←2 (T ) має той самий розподiл, що i M (1)

1 (L←2 (T ))ρ1−α1,

i, отже, є м.н. скiнченною.

Умови (1.23) та (1.25) виконуються для (N(t))t≥0 за лемами 10 та 11

вiдповiдно. Таким чином, за теоремою 7 з β = ρ1ρ2, a(t) = t−ρ1ρ2, V M
α (u) =

c−11 c−ρ22 L←1 (L←2 (u)) для u ≥ 0 та функцiєю h, що задовольняє умови теореми,(
t−ρ1ρ2

h(t)
X(ut)

)
u≥0

=⇒ c−11 c−ρ22

(∫
[0, u]

(u− y)ρdL←1 (L←2 (y))

)
u≥0

, t→∞

у J1-топологiї на D, якщо h не спадає, та на D(0,∞), якщо h не зростає.

1.4.4 Допомiжнi твердження

Лема 10. За умов пунктiв 2.2 та 2.3 пiдроздiлу 1.4.3 випадковi процеси

(N(t))t≥0 задовольняють умову (1.23).

Доведення. Мiркування, наведенi нижче, застосовнi як для процесу (N(t))t≥0,

що фiгурує у пунктi 2.2, так i для процесу, що фiгурує у пунктi 2.3. Прин-

циповим припущенням є незалежнiсть ξ1 та η1 i, як наслiдок, незалежнiсть

N ∗ та N1.
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Для довiльних 0 < a < b <∞ та t > 0 виконується нерiвнiсть

sup
u∈[at, bt]

(N ∗(N τ
1 (u))−N ∗(N τ

1 (u− 1))) ≤ max{R(t), Z(t)} ≤ R(t) + Z(t),

де

R(t) := sup
at≤Tk≤bt

(N ∗(N τ
1 (Tk))−N ∗(N τ

1 (Tk − 1)))

≤ sup
k≤N1(bt)

(N ∗(N τ
1 (Tk))−N ∗(N τ

1 (Tk − 1)))

та

Z(t) := sup
at≤Tk≤bt

(N ∗(N τ
1 (Tk + 1))−N ∗(N τ

1 (Tk)))

≤ sup
k≤N1(bt)

(N ∗(N τ
1 (Tk + 1))−N ∗(N τ

1 (Tk))).

Припущення Eη =∞ разом зi слабким законом великих чисел гарантує, що

для довiльного δ > 0

lim
t→∞

P{N1(bt) > δt} = 0.

Виберемо a ∈ (0,− logP{ξ = 0}) та зазначимо, що c := EeaN∗(1) < ∞ за

теоремою 2.1 (c) статтi [44]. Далi, використовуючи (1.30), маємо для кожного

n ∈ N EeaN∗(n) ≤ cn. Тому, оскiльки N ∗ та N1 є незалежними,

EeaN∗(1+N1(1)) ≤ Ec1+N1(1) <∞,

при цьому скiнченнiсть забезпечується теоремою 2.1 (b) [44] (нагадаємо, що

за припущенням η > 0 м.н.). Аналогiчно

EeaN∗(N1(1)) = EeaN∗(N1(1))1{N1(1)≥1} + EeaN∗(N1(1))1{N1(1)=0}

≤ EcN1(1) + EeaN∗(0) <∞.

Використовуючи незалежнiсть N ∗ та N1, субадитивнiсть за розподiлом та

монотоннiсть N ∗, субадитивнiсть x → xτ на [0,∞) та нерiвнiсть Маркова,
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маємо для довiльних додатних q, ε та δ

P{R(t) > εtq}

= P{R(t) > εtq, N1(bt) > δt}+ P{R(t) > εtq, N1(bt) ≤ δt}

≤ P{N1(bt) > δt}+ P{ sup
k≤⌊δt⌋

(N ∗(N τ
1 (Tk))−N ∗(N τ

1 (Tk − 1))) > εtq}

≤ P{N1(bt) > δt}+
⌊δt⌋∑
k=0

P
{
N ∗((N1(Tk)−N1(Tk − 1))τ) > εtq

}
= P{N1(bt) > δt}+

⌊δt⌋∑
k=0

P
{
N ∗
((

1 +
k−1∑
i=1

1{Tk−Ti<1}

)τ)
> εtq

}
= P{N1(bt) > δt}+

⌊δt⌋∑
k=0

P
{
N ∗
((

1 +
k−1∑
i=1

1{Ti<1}

)τ)
> εtq

}
≤ P{N1(bt) > δt}+

⌊δt⌋∑
k=0

P
{
N ∗((1 +N1(1))

τ) > εtq
}

≤ P{N1(bt) > δt}+ (δt+ 1)e−aεt
qEeaN∗(1+N1(1)).

Отже,

lim
t→∞

P{R(t) > εtq} = 0.
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Мiркуючи аналогiчно, отримуємо для довiльних додатних q, ε та δ

P{Z(t) > εtq}

= P{Z(t) > εtq, N1(bt) > δt}+ P{Z(t) > εtq, N1(bt) ≤ δt}

≤ P{N1(bt) > δt}+ P{sup
k≤δt

(N ∗(N τ
1 (Tk + 1))−N ∗(N τ

1 (Tk))) > εtq}

≤ P{N1(bt) > δt}+
⌊δt⌋∑
k=0

P{N ∗((N1(Tk + 1) +N1(Tk))
τ) > εtq}

= P{N1(bt) > δt}+
⌊δt⌋∑
k=0

P
{
N ∗
((∑

i≥1
1{Tk<Tk+i≤Tk+1}

)τ)
> εtq

}

= P{N1(bt) > δt}+
⌊δt⌋∑
k=0

P
{
N ∗
((∑

i≥1
1{Tk+i−Tk≤1}

)τ)
> εtq

}

= P{N1(bt) > δt}+
⌊δt⌋∑
k=0

P
{
N ∗(N τ

1 (1)) > εtq
}

≤ P{N1(bt) > δt}+ (δt+ 1)e−aεt
qEeaN∗(N1(1)).

Звiдси випливає виконання спiввiдношення

lim
t→∞

P{Z(t) > εtq} = 0.

Таким чином, процеси (N(t))t≥0 дiйсно задовольняють умову (1.23). Лему

10 доведено.

Лема 11. За умов пунктiв 2.2 та 2.3 пiдроздiлу 1.4.3 випадковi процеси

(N(t))t≥0 задовольняють умову (1.25)

Доведення. Перший крок доведення, наведеного нижче, буде розбитий на

двi частини, що вiдповiдають припущенням пунктiв 2.2 та 2.3 вiдповiдно, а

другий крок буде спiльним.

КРОК 1, метою якого є встановлення обмеженостi певних експоненцiйних

моментiв, що будуть визначенi нижче.

Нехай виконанi припущення роздiлу 2.2. Нагадаємо, що a(t) = (P{η1 >
t})τ , та що ϕ(s) := EesN∗(1) < ∞ для s ∈ (0,− logP{ξ = 0}) (див. теорему
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2.1 (с) [44]). Зокрема, EN ∗(1) <∞. Внаслiдок log ϕ(s) ∼ ϕ(s)−1 ∼ EN ∗(1)s
при s → 0+, для вибраного ε > 0 знайдеться значення s0 > 0 таке, що

log ϕ(s) ≤ (EN ∗(1) + ε)s для всiх s ∈ (0, s0]. Виберемо будь-яке b > 0, що

задовольняє ba(1) ≤ s0, та покажемо, що C∗ := supt≥1 Eeba(t)N
∗(Mτ

1 (t)) < ∞,

де M1(t) := N1(t) + 1 для t ≥ 0.

Скориставшися (1.30), маємо для t ≥ 1

E[eba(t)N∗(Mτ
1 (t)) |M1(t)] ≤ E[eba(t)(N

∗
1 (1)+...+N∗⌈Mτ

1 (t)⌉(1)) |M1(t)]

= elog ϕ(ba(t))⌈M
τ
1 (t)⌉.

Тому для ε > 0, вибраного вище, та довiльного t ≥ 1

E[eba(t)N∗(⌈Mτ
1 (t)⌉) |M1(t)] ≤ e(EN

∗(1)+ε)ba(t)⌈Mτ
1 (t)⌉.

Оскiльки

sup
t≥1

Ee(EN∗(1)+ε)ba(t)⌈Mτ
1 (t)⌉1{a(t)⌈Mτ

1 (t)⌉>1}

≤ Ee(EN∗(1)+ε)ba(1) sup
t≥1

Ee(EN∗(1)+ε)bP{η1>t}M1(t) <∞,

де скiнченнiсть забезпечується лемою А.4 статтi [38], то C∗ <∞.

Нехай виконанi припущення роздiлу 2.3. Нагадаємо, що a(t) = t−ρ1ρ2.

Покладемо ψ(s) := Ee−sξ та φ(s) := Ee−sη для s ≥ 0. Маємо E[e−sSn|S∗n] =
φ⌊S

∗
n⌋(s) ≤ φS∗n−1(s) i, отже, Ee−sSn ≤ ψn(− logφ(s))/φ(s). У цьому випад-

ку виберемо будь-яке b ∈ (0,− logP{ξ = 0}/2) та покажемо, що C∗ :=

supt≥1 Eeba(t)N
∗(M1(t)) <∞.

Для додатних s, що задовольняють e2ba(t)ψ(− logφ(s)) < 1, отримуємо iз

застосуванням нерiвностi Маркова

Ee2ba(t)N(t) − 1 = (1− e−2ba(t))
∑
k≥1

e2ba(t)kP{N(t) ≥ k}

= (1− e−2ba(t))
∑
k≥1

e2ba(t)kP{Sk−1 ≤ t}

≤ est(e2ba(t) − 1)
∑
k≥0

e2ba(t)kψk(− logφ(s))

=
est(e2ba(t) − 1)

1− e2ba(t)ψ(− logφ(s))
.
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Згiдно з наслiдком 8.1.7 [12] 1 − ψ(s) ∼ c1Γ(1 − ρ1)s
ρ1 та − logφ(s) ∼

1− φ(s) ∼ c2Γ(1− ρ2)sρ2 при s→ 0+. Тому для будь-якого κ > 0

1− ψ(− logφ(κt−1)) ∼ c1Γ(1− ρ1)(c2Γ(1− ρ2)κρ2)ρ1t−ρ1ρ2, t→∞.

Отже, при t→∞

1− e−2ba(t)

1− ψ(− logφ(ct−1))
∼ 2b

c1Γ(1− ρ1)(c2Γ(1− ρ2)κρ2)ρ1
:= A.

Виберемо значення κ таким, що A < 1. Тодi нерiвнiсть e2ba(t)ψ(− logφ(s)) <

1 виконується для s = κt−1 при достатньо великих t, i

Ee2ba(t)N(t) − 1 ≤ eκ(e2ba(t) − 1)

1− e2ba(t)ψ(− logφ(κt−1))
→ eκA

1− A
, t→∞.

Таким чином, ми встановили скiнченнiсть supt≥1 Ee2ba(t)N(t) < ∞. Далi, ви-

користовуючи субадитивнiсть за розподiлом N ∗ та нерiвнiсть Гьольдера,

запишемо для t ≥ 1

Eeba(t)N∗(M1(t)) ≤ Eeba(t)(N∗(1)+N∗(N1(t)))

≤
(
Ee2ba(t)N∗(1)Ee2ba(t)N∗(N1(t))

)1/2
≤
(
Ee2bN∗(1)Ee2ba(t)N(t)

)1/2
.

Отже, C∗ <∞, оскiльки наш вибiр b гарантує скiнченнiсть Ee2bN∗(1).
КРОК 2, на якому завершується доведення. За виконання припущень роздiлу

2.3 вважаємо, що τ = 1. Використовуючи незалежнiстьN ∗ таN1, субадитив-

нiсть за розподiломN ∗, субадитивнiсть x→ xτ на [0,∞) та те, що t→ N ∗(t)

не спадає м.н., запишемо для x > 0, t ≥ 1 та k ∈ N

P{a(t)(N ∗(N τ
1 ((k + 1)t))−N ∗(N τ

1 (kt))) > x | (N1(s))s≥0}

≤ P{a(t)N ∗(N τ
1 ((k + 1)t)−N τ

1 (kt)) > x | (N1(s))s≥0}

≤ P{a(t)N ∗((N1((k + 1)t)−N1(kt))
τ) > x | (N1(s))s≥0}.

Далi, використовуючи незалежнiсть N ∗ та N1, субадитивнiсть за розподiлом
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(M1(t))t≥0, те, що t→ N ∗(t) не спадає м.н., та нерiвнiсть Маркова,

P{a(t)(N ∗(N τ
1 ((k + 1)t))−N ∗(N τ

1 (kt))) > x}

≤ P{a(t)N ∗((N1((k + 1)t)−N1(kt))
τ) > x}

= EP{a(t)N ∗((N1((k + 1)t)−N1(kt))
τ) > x | (N ∗(s))s≥0}

≤ P{a(t)N ∗(M τ
1 (t)) > x} ≤ C∗e−bx = f(x).

При цьому для c > 0

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf(x2jc) = C∗ lim
x→∞

∑
j≥1

2je−bx2
jc

= 0,

оскiльки останнiй ряд збiгається рiвномiрно по x ≥ 1. Таким чином, процеси

(N(t))t≥0 дiйсно задовольняють умову (1.25). Лему 11 доведено.

1.4.5 Моделювання

У цьому пiдроздiлi ми проведемо моделювання граничних та дограни-

чних процесiв, що фiгурують у прикладi 1 пiдроздiлу 1.4.3. Спочатку ми

змоделюємо α-стiйкий субординатор Dα та побудуємо за ним дробово-

iнтегровний обернений стiйкий субординатор Y S
α,ρ. Далi на одному малюнку

ми зобразимо графiки дограничного та граничного процесiв при конкретних

значеннях параметрiв.

Наведене нижче iнтегральне зображення процесу Y S
α,ρ може бути знайдене

у доведеннi теореми 2.8 роботи [38]:

Y S
α,ρ(u) =

∫ ∞
0

(u−Dα(y))
ρ
1{Dα(y)≤u}dy, u ≥ 0.

Для моделювання Dα використаємо зображення Iто, що запозичене з твер-

дження 1.3 книги [7]:

Dα(u) :=
∑
k:tk≤u

jk, u ≥ 0,

де
∑

k δ(tk,jk) – пуассонiвська випадкова мiра на [0,∞) × (0,∞) з мiрою

iнтенсивностi LEB⊗ ν. Мiра ν визначається так

ν([x,∞)) =
α

Γ(1− α)
x−(α+1), x ≥ 0,
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де Γ(·) позначає гамма-функцiю.

Використовуючи вищезгаданi зображення, на Рисунку 1.7 побудуємо гра-

фiки процесiв Dα(u) та Y S
α,ρ(u) на промiжку u ∈ [0, 1] при α = ρ = 0.5.

Рис. 1.7: Дробово-iнтегровний обернений стiйкий субординатор.

Злiва: стiйкий субординатор D0.5, справа: процес Y S
0.5,0.5

Далi для вже одержаної реалiзацii процесу D0.5 побудуємо траєкторiї

процесiв Y S
0.5,−0.5(u) та Y S

0.5,−1.0(u) при u ∈ [0, 1] на Рисунку 1.8.

Рис. 1.8: Дробово-iнтегровний обернений стiйкий субординатор.

Злiва: випадок ρ = −0.5, справа: випадок ρ = −1.0

Тепер перейдемо до моделювання дограничного та граничного процесiв

у прикладi 1. Нехай ξ1, ξ2, . . . – послiдовнiсть незалежних випадкових вели-

чин, що мають розподiл Парето з коефiцiєнтом масштабу 1 та параметром

форми 0.5. Тодi

a(t) = P{ξ > t} = t−0.5,

отже β = 0.5. Виберемо ρ = 0.25 або ρ = −0.25, та h(t) = t0.25 або h(t) =

t−0.25 вiдповiдно. Тодi дограничний процес набуває вигляду

X∗(tu) := t−0.5±0.25X(tu), u ∈ [0, 1].
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На Рисунку 1.9 ми продемонструємо траєкторiї процесiвX∗(tu), Y S
0.5,0.25(u)

та Y S
0.5,−0.25(u) на промiжку u ∈ [0, 1] при t = 103.

Рис. 1.9: Траєкторiї процесiв, що фiгурують у прикладi 1.

Синiй колiр: граничний процес Y S
0.5,ρ(u) для ρ = 0.25 та ρ = −0.25,

червоний колiр: дограничний процес X∗(tu)

1.5 Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено слабку збiжнiсть у про-

сторi Скорохода загальних процесiв дробового ефекту. Зокрема, отримано

такi результати.

� Доведено функцiональнi граничнi теореми для належним чином нор-

малiзованого загального процесу дробового ефекту у випадках, коли

центрування є необхiдним, та коли центрування не потрiбне.

� Встановлено неперервнiсть за Гьольдером граничних процесiв.

� Наведено приклади застосування доведених теорем до конкретних лi-

чильних процесiв.

� Проведено моделювання граничних та дограничних процесiв, що роз-

глядаються у прикладах застосування основних результатiв.

- 65 -



Роздiл 2

Елементи теорiї вiдновлення для

iтерованих збурених випадкових блукань

на деревах загальних гiллястих процесiв

2.1 Час першого проходження рiвня

збуреним випадковим блуканням

2.1.1 Обговорення та основнi результати

Нехай (ξi, ηi)i∈N є незалежними копiями R2-значного випадкового векто-

ру (ξ, η) з довiльною залежнiстю компонент. Як i ранiше, (Si)i∈N позначає

затримане в нулi стандартне випадкове блукання з кроками ξi для i ∈ N,

тобто S0 = 0 та Si = ξ1 + . . .+ ξi для i ∈ N. Покладемо

Ti := Si−1 + ηi, i ∈ N.

Послiдовнiсть T := (Ti)i∈N будемо називати збуреним випадковим блукан-

ням. Для x ∈ R визначимо час першого проходження рiвня x

τ(x) := inf{n ∈ N : Tn > x}.

Автори статтi [4] формулюють вiдкриту проблему: знайти умови, за яких

степеневi моменти випадкової величини τ(x) є скiнченними. Даний пiдроз-

дiл присвячений розв’язанню цiєї задачi. Ми встановимо умови скiнченностi
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E(τ(x))p <∞ для p > 0 за припущень

lim
n→∞

Sn = −∞ м.н. та
∫
(1,∞)

y

E(ξ− ∧ y)
dP{η ≤ y} =∞. (2.1)

Незважаючи на те, що Sn прямує до −∞, збурене випадкове блукання осци-

лює (див. теорему 2.1 статтi [4]) через наявнiсть окремих, дуже великих

елементiв збурюючої послiдовностi (ηk)k∈N.

Покладемо µ± := Eξ± := Emax(±ξ, 0) та, якщо µ+ ∧µ− <∞, µ := Eξ =
µ+ − µ−. Зауважимо, що µ ∈ [−∞, 0) згiдно з першою умовою в (2.1).

Теорема 12. Нехай p > 0 та x ∈ R. Припустимо, що µ ∈ [−∞, 0),
limt→∞ tP{η > t} = s ∈ [0,∞], та хоча б один параметр s або µ є скiнчен-

ним. Якщо s = 0, то припустимо додатково, що виконується друга умова

в (2.1). Тодi

(а) E(τ(x))p =∞, якщо s < −µp;
(б) E(τ(x))p <∞, якщо s > −µp та Eξrp+1

− <∞ для деякого r > s/(s+ µp)

(де s/(s+ µp) = 1 для s =∞).

Обговоримо стратегiю доведення. Скiнченiсть моментiв τ(x) визначає-

ться розподiлом хвоста η та поведiнкою в середньому випадкового блукання

(Sn)n∈N0
. За умови µ > −∞ спочатку здається природним замiнити Sn на

nµ, а потiм застосувати лему 13, що наведено нижче. У такий спосiб можна

вгадати очiкуваний результат у загальнiй постановцi, що розглядається у те-

оремi 12. На другому кроцi потрiбно з’ясувати, що ми втрачаємо при замiнi

Sn на nµ. Наше припущення Eξrp+1
− <∞ забезпечує можливiсть такої замi-

ни. Проте, ми не знаємо, чи справдi ця умова необхiдна, та що станеться,

якщо s > −µp та Eξq− =∞ для q > 1 досить близького до 1.

Проблема скiнченностi E(τ(x))p < ∞ є вiдносно простою за умови, що

розподiл ξ є виродженим у точцi −c для деякого c > 0. Вона розв’язана у

лемi 13, що належить iншим авторам. Дiйсно, при доведеннi теореми 12 буде

показано, що збiжнiсть ряду
∑

n≥1 n
p−1P{max1≤k≤n(−c(k − 1) + ηk) ≤ x} є

еквiвалентною нерiвностi E(τ(x))p <∞, де τ(x) = inf{n ∈ N : −c(n− 1) +

ηn > x} для x ∈ R. Для того щоб довести теорему 12 у повному обсязi,
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ми маємо подолати ускладнення, породженi випадковiстю ξ та можливою

залежнiстю ξ та η.

Лема 13. Нехай p > 0, c > 0 та x ∈ R. Припустимо, що limt→∞ tP{η >
t} = s ∈ [0,∞] та у випадку s = 0, що Eη+ =∞. Тодi ряд∑

n≥1
np−1P{max

1≤k≤n
(−c(k − 1) + ηk) ≤ x}

збiгається за умови s > cp та розбiгається за умови s < cp.

Доведення можна знайти на с. 34 роботи [4].

Лема 14. Нехай σ є моментом зупинки для послiдовностi (ξk, ηk)k∈N зi скiн-

ченним середнiм. Припустимо, що limt→∞ tP{η > t} = s ∈ [0,∞]. Тодi

lim
t→∞

tP{max
1≤i≤σ

(Si−1 + ηi) > t} = sEσ,

де права частина дорiвнює 0, якщо s = 0, та ∞, якщо s =∞.

Доведення можна знайти у лемi 5.1 статтi [2].

2.1.2 Доведення теореми 12

ДОВЕДЕННЯ (а). Припускаючи, що s < −µp, ми доведемо, що E(τ(x))p =∞
для всiх x ∈ R. Останнє є еквiвалентним рiвностi∑

n≥1
np−1P{max

1≤k≤n
(Sk−1 + ηk) ≤ x} =∞

внаслiдок

E(τ(x))p =

∫
[0,∞)

ypdP{τ(x) ≤ y} = p

∫ ∞
0

yp−1P{τ(x) > y}dy

≥ p
∑
n≥2

min((n− 1)p−1, np−1)P{τ(x) > n}

= p
∑
n≥2

min((n− 1)p−1, np−1)P{max
1≤k≤n

(Sk−1 + ηk) ≤ x}

та

E(τ(x))p = p

∫ ∞
0

yp−1P{τ(x) > y}dy

≤ p
(
1 +

∑
n≥1

max((n+ 1)p−1, np−1)P{max
1≤k≤n

(Sk−1 + ηk) ≤ x}
)
.

- 68 -



Для c > 0 покладемо

κ0(c) := 0, κn(c) := inf{j > κn−1(c) : Sj < Sκn−1(c) − c}, n ∈ N,

та κ(c) := κ1(c). Покладемо

(ξ∗n, η
∗
n) :=

(
Sκn(c) − Sκn−1(c), max

κn−1(c)+1≤i≤κn(c)
(Si−1 − Sκn−1(c) + ηi)

)
, n ∈ N

та зауважимо, що так визначенi випадковi вектори є незалежними копiями

(Sκ(c), max
1≤i≤κ(c)

(Si−1 + ηi)).

Крiм того,

max
1≤i≤κn(c)

(Si−1 + ηi) = max
1≤j≤n

(S∗j−1 + η∗j ) ≤ max
1≤j≤n

(−c(j − 1) + η∗j ), (2.2)

де S∗0 := 0 та S∗n := ξ∗1 + . . .+ ξ∗n = Sκn(c) для n ∈ N.

Отже, використовуючи нерiвностi κn(c) ≥ n м.н. для n ∈ N та (2.2),

отримуємо∑
n≥1

np−1P{max
1≤i≤n

(Si−1 + ηi) ≤ x} ≥
∑
n≥1

np−1P{ max
1≤i≤κn(c)

(Si−1 + ηi) ≤ x}

≥
∑
n≥1

np−1P{max
1≤j≤n

(−c(j − 1) + η∗j ) ≤ x}.

Оскiльки limn→∞ Sn = −∞ м.н., робимо висновок, що Eκ(c) < ∞. Таким

чином, за лемою 14

lim
t→∞

tP{η∗1 > t} = lim
t→∞

tP{ max
1≤i≤κ(c)

(Si−1 + ηi) > t} = sEκ(c) <∞.

Згiдно з лемою 13 останнiй ряд розбiгається, якщо ми знайдемо c таке, що

sEκ(c) < cp. Якщо s = 0, то ця нерiвнiсть виконується для будь-якого c > 0.

Якщо s ∈ (0,∞), то нерiвнiсть виконується при достатньо великих c, оскiль-

ки за елементарною теоремою вiдновлення limc→∞ c−1Eκ(c) = (−µ)−1 за

умови µ > −∞ та = 0 за умови µ = −∞. Це завершує доведення пункту

(a).

ДОВЕДЕННЯ (б). Тепер припустимо, що s ∈ (−µp,∞) (величина µ має бути

скiнченною) та Eξrp+1
− <∞ для деякого r > s/(s+µp). Виберемо δ1 ∈ (0, s)
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та δ2 > 0 такi, що r > (s−δ1)/(s−δ1+(µ−δ2)p). Для полегшення позначень

ми будемо писати µ̂ замiсть −µ + δ2 та ν замiсть s − δ1. Зокрема, остання

нерiвнiсть перетворюється на таку

r > ν/(ν − µ̂p). (2.3)

Покладемо

N := sup{n ∈ N0 : Sn + µ̂n ≤ 0}.

Оскiльки limn→∞(Sn + µ̂n) = limn→∞((Sn − µn) + δ2n) = +∞ м.н., робимо

висновок, що N <∞ м.н. Крiм того, Eξrp+1
− <∞ тягне за собою EN rp <∞

за теоремою 1 статтi [50]. Беручи до уваги те, що

max
0≤i≤n−1

(Si + ηi+1) ≥ max
N+1≤i≤n−1

(Si + ηi+1) ≥ max
[n1/r]≤i≤n−1

(−µ̂i+ ηi+1)

на подiї {N ≤ [n1/r]− 1} (помiтимо, що r > 1), робимо висновок∑
n≥1

np−1P{ max
0≤i≤n−1

(Si + ηi+1) ≤ x}

=
∑
n≥1

np−1P{ max
0≤i≤n−1

(Si + ηi+1) ≤ x,N ≤ [n1/r]− 1}

+
∑
n≥1

np−1P{ max
0≤i≤n−1

(Si + ηi+1) ≤ x,N > [n1/r]− 1}

≤
∑
n≥1

np−1P{ max
[n1/r]≤i≤n−1

(−µ̂i+ ηi+1) ≤ x}

+
∑
n≥1

np−1P{N > [n1/r]− 1}.

Останнiй ряд збiгається внаслiдок

∞ > EN rp =

∫
[0,∞)

ypdP{N r ≤ y} = p

∫ ∞
0

yp−1P{N r > y}dy

= p

∫ ∞
0

yp−1P{N > y1/r}dy ≥ p
∑
n≥1

np−1P{N > n1/r}.

Як i ранiше, позначимо через G(x) функцiю розподiлу η. Зафiксуємо

x ∈ R. З припущення limt→∞ t(1−G(t)) = s ∈ (0,∞) випливає нерiвнiсть

µ̂i(1−G(x+ µ̂i)) ≥ ν (2.4)
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i, отже,

G(x+ µ̂i) ≤ 1− ν/(µ̂i) ≤ C(1− i−1)ν/µ̂

для всiх достатньо великих i (i ≥ n0) та належної сталої C > 1, якщо

ν/µ̂ ∈ (0, 1), та C = 1, якщо ν/µ̂ ≥ 1. Отже,

∑
n≥n0

np−1P{ max
[n1/r]≤i≤n−1

(−µ̂i+ ηi+1) ≤ x} =
∑
n≥n0

np−1
n−1∏

i=[n1/r]

G(x+ µ̂i)

≤ C
∑
n≥n0

np−1
n−1∏

i=[n1/r]

(1− i−1)ν/µ̂

= C
∑
n≥n0

np−1
( [n1/r]− 1

n− 1

)ν/µ̂
.

Оскiльки np−1
(
[n1/r]−1
n−1

)ν/µ̂
∼ n−((1−1/r)ν/µ̂)+p−1 при n → ∞, та показник

степеня −((1− 1/r)ν/µ̂) + p− 1 менше за −1 з огляду на (2.3), то останнiй

ряд збiгається. Це завершує доведення пункту (б) у випадку s <∞.

Якщо limt→∞ t(1 − G(t)) = ∞, ми спочатку покладемо µ̂ = −µ + δ2

для будь-якого δ2 > 0, а потiм виберемо ν в (2.4) досить великим, щоб

забезпечити (1− 1/r)ν/µ̂ > p. Доведення теореми 12 завершено.

2.2 Iтерованi збуренi випадковi блукання.

2.2.1 Основнi визначення та допомiжнi твердження

Як i в попередньому пiдроздiлi, позначимо через (Si)i∈N0
затримане в нулi

стандартне випадкове блукання з кроками (ξi)i∈N, що є незалежними копiями

випадкової величини ξ, а через T := (Ti)i∈N збурене випадкове блукання зi

збуреннями (ηi)i∈N, що є незалежними копiями випадкової величини η.

Припустимо, що ξ та η м.н. додатнi. Покладемо N(t) :=
∑

i≥1 1{Ti≤t} та

V (t) := EN(t) для t ≥ 0. Зрозумiло, що

V (t) = EU((t− η)+) = (U ∗G)(t) =
∫
[0, t]

U(t− y)dG(y), t ≥ 0, (2.5)
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де для t ≥ 0 U(t) :=
∑

i≥0 P{Si ≤ t} є функцiєю вiдновлення та G(t) =

P{η ≤ t}.
Наведемо конструкцiю загального гiллястого процесу у окремому випад-

ку, коли вiн породжується збуреним випадковим блуканням T . У момент

часу 0 є початковий предок деякої популяцiї. У моменти часу, що задаються

послiдовними елементами послiдовностi T , початковий предок народжує

потомство (iндивiдуумiв першого поколiння). Iндивiдууми першого поко-

лiння народжують iндивiдуумiв другого поколiння, при цьому рiзницi мiж

моментами народження iндивiдуумiв другого поколiння та моментами на-

родження їхньої матерi є незалежними копiями T , та для рiзних матерiв цi

копiї незалежнi. Iндивiдууми другого поколiння народжують iндивiдуумiв

третього поколiння, i так далi. Всi iндивiдууми дiють незалежно один вiд

одного.

Для t ≥ 0 та j ∈ N позначимо через Nj(t) кiлькiсть iндивiдуумiв у j-

ому поколiннi з моментами народження ≤ t, покладемо Vj(t) := ENj(t) та

Vj(t) := 0 для t < 0. Тодi

Nj(t) =
∑
r≥1

N
(r)
j−1(t− Tr)1{Tr≤t}

=
∑
k≥1

N
(k)
1, j (t− T

(j−1)
k )1{T (j−1)

k ≤t}, j ≥ 2, t ≥ 0, (2.6)

де N (r)
j−1(t) є кiлькiстю нащадкiв у j-ому поколiннi з моментами народже-

ння в iнтервалi [Tr, t + Tr] iндивiдуума першого поколiння з моментом на-

родження Tr; T (j−1) := (T
(j−1)
k )k≥1 є деякою послiдовнiстю, членами якої

є моменти народження всiх iндивiдуумiв у (j − 1)-ому поколiннi; N (k)
1,j (t)

є кiлькiстю нащадкiв у j-ому поколiннi з моментами народження в iн-

тервалi [T
(j−1)
k , t + T

(j−1)
k ] iндивiдуума (j − 1)-го поколiння з моментом

народження T
(j−1)
k . Згiдно з властивiстю гiллястих процесiв (N

(1)
j−1(t))t≥0,

(N
(2)
j−1(t))t≥0, . . . є незалежними копiями Nj−1, що не залежать вiд T , та

(N
(1)
1, j(t))t≥0, (N

(2)
1,j (t))t≥0, . . . є незалежними копiями (N(t))t≥0, що також не

залежать вiд T (j−1). Надалi будемо писати N замiсть N1 та V замiсть V1.
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Переходячи у (2.6) до математичних сподiвань, робимо висновок, що для

j ≥ 2 та t ≥ 0

Vj(t) = V ∗(j)(t) = (Vj−1 ∗ V )(t)

=

∫
[0, t]

Vj−1(t− y)dV (y) =

∫
[0, t]

V (t− y)dVj−1(y), (2.7)

де V ∗(j) є j-кратною згорткою V з собою. Послiдовнiсть T := (T (j))j∈N

будемо називати iтерованим глобально збуреним випадковим блуканням на

деревах загальних гiллястих процесiв. Зауважимо, що Nj, j ≥ 2 є окремим

випадком випадкового процесу з iммiграцiєю у випадковi моменти часу, див.

пiдроздiл 1.1.

Для кожного цiлого j ≥ 2 послiдовнiсть T (j) та процес Nj є природними

узагальненнями збуреного випадкового блукання T та лiчильного процесу

(N(t))t≥0. Цiкаво дослiдити, наскiльки T (j) та Nj успадковують властивостi

T та N(t). успадковують T (j) та Nj.

Послiдовнiсть (T (j))j∈N є окремим випадком гiллястого випадкового блу-

кання, у якому точковий процес першого поколiння є лiчильним процесом

(N(t))t≥0 збуреного випадкового блукання. З iншого боку, для j ∈ N T (j)

можна iнтерпретувати як послiдовнiсть моментiв народження у j-ому по-

колiннi загального гiллястого процесу. Отже, отриманi результати сприяють

кращому розумiнню того, як вiдбуваються народження у певному поколiн-

нi. Маючи справжнiй iнтерес для теорiї загальних гiллястих процесiв, ця

iнформацiя також проливає свiтло на органiзацiю рiвнiв (множини вершин,

якi розташованi на однаковiй вiдстанi вiд кореня) деяких випадкових дерев

(наприклад, випадкових рекурсивних дерев або бiнарних дерев пошуку), що

можуть бути побудованi як родовi дерева загальних гiллястих процесiв, зу-

пиненi у належнi випадковi моменти часу. Бiльш детальну iнформацiю та

приклади випадкових дерев, що можуть бути вкладенi у дерева загальних

гiллястих процесiв, можна знайти у статтi [31]

Наведемо класифiкацiю поколiнь. Будемо називати j-е поколiння по-

чатковим, промiжним або пiзнiм залежно вiд того, чи j є фiксованим,
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j = j(t) → ∞ та j(t) = o(t) при t → ∞ або j = j(t) має порядок t.

Покладемо для t > 0

H(t) := inf{j ∈ N : Nj(t) = 0}

та зазначимо, що Nj(t) = 0 м.н. для всiх j ≥ H(t). Величину H(t) буде-

мо називати висотою дерева урiзаного загального гiллястого процесу, що

породжений збуреним випадковим блуканням T та обмежений iнтервалом

[0, t]. Наведений нижче результат був встановлений у твердженнi 2.1 роботи

[13] та має принципове значення для нашої класифiкацiї поколiнь.

Твердження 15. Для кожного t ≥ 0 H(t) <∞ м.н. Крiм того,

lim
t→∞

H(t)

t
=

1

γ
∈ (0,∞) м.н.,

де γ := sup{z > 0 : µ(z) < 1} та µ(z) := infs>0(e
zs Ee−sη

1−Ee−sξ ) для z > 0.

Згiдно з твердженням 15 iнших (крiм початкового, промiжного та пi-

знього) поколiнь немає. Поки припустимо, що j є пiзнiм поколiнням, а T

є набором випадкових точок, що не обов’язково є збуреним випадковим

блуканням. Тим не менше, ми зберiгаємо позначення Nj та Vj. У цьому

випадку асимптотична поведiнка Vj та Nj вiдома. Наприклад, вишуканий

аналог ключової теореми вiдновлення для Vj, який включає як версiю еле-

ментарної теореми вiдновлення, так i версiю теореми Блекуелла, можна

знайти у теоремi A роботи [8]. Збiжнiсть Nj з ймовiрнiстю один обговорю-

ється у теоремi B тiєї ж статтi та теоремi 4 роботи [9]. Посилений закон

великих чисел для Nj(bj) для вiдповiдного b > 0 дається у формулi (1.1)

статтi [8]. З цих та iнших подiбних результатiв випливає, що Nj забуває, що

вiдбувається в раннiй iсторiї та, зокрема, у 1-ому поколiннi. Поведiнка Nj,

що є унiверсальною для широкого класу вхiдних процесiв (вiдповiдальних

за 1-е поколiння), керується вiдомими граничними теоремами для загальних

гiллястих процесiв такими, як теорема про збiжнiсть мартингалiв Бiггiнса,

теорема про великi вiдхилення тощо.
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Можна очiкувати, що поведiнка iтерованих збурених випадкових блукань

у початкових та промiжних поколiннях суттєво вiдрiзняється вiд поведiнки у

пiзнiх поколiннях. Якщо j є не пiзнiм поколiнням, то процес Nj здебiльшого

повинен успадковувати властивостi N , можливо у модифiкованому виглядi.

Цi очiкування будуть пiдтвердженi нижче.

В цьому роздiлi дисертацiйної роботи ми сформулюємо та доведемо ана-

логи класичних результатiв теорiї вiдновлення та подамо результати моде-

лювання.

2.2.2 Моделювання

У цьому пiдроздiлi ми проведемо моделювання iтерованих збурених ви-

падкових блукань на деревах загальних гiллястих процесiв, а також вiдпо-

вiдних лiчильних процесiв.

Нехай випадкова величина ξ має рiвномiрний розподiл на [0, 1], а випад-

кова величина η – розподiл Парето з коефiцiєнтом масштабу 1 та параметром

форми 0.5. Зауважимо, що при таких параметрах Eη = ∞. На Рисунку 2.1

для вибраних розподiлiв випадкових величин ξ та η ми зобразимо реалiзацiї

послiдовностей T (1) := T , T (2), T (3) та T (4). Також ми з’єднаємо лiнiєю ко-

жного iндивiдуума (крiм початкового предка) зi своєю матiр’ю, при цьому

обмежимося двома нащадками для кожної матерi.

Рис. 2.1: Iтерованi глобально збуренi випадковi блукання

на деревах загальних гiллястих процесiв: випадок великих збурень
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Тепер нехай випадкова величина ξ має показниковий розподiл з параме-

тром 1, а випадкова величина η – рiвномiрний розподiл на [0, 1]. На Рисунку

2.2 зобразимо реалiзацiї послiдовностей T (1), T (2), T (3) та T (4). Як i ранiше,

з’єднаємо лiнiєю кожного iндивiдуума зi своєю матiр’ю, але тепер обмежи-

мося чотирма нащадками для кожної матерi.

Рис. 2.2: Iтерованi глобально збуренi випадковi блукання

на деревах загальних гiллястих процесiв: випадок малих збурень

Як бачимо, у другому випадку реалiзацiї iтерованих збурених випадкових

блукань є ”бiльш рiвномiрними“, нiж у першому. Використовуючи останню

реалiзацiю, на Рисунку 2.3 ми побудуємо лiчильнi процеси N2(t) та N4(t).

Рис. 2.3: Iтерованi збуренi випадковi блукання: лiчильнi процеси.

Злiва: N2(t), справа: N4(t)
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2.3 Промiжнi рiвнi

2.3.1 Обговорення та основнi результати

Найпростiший результат теорiї вiдновлення, який називається елементар-

ною теоремою вiдновлення, стверджує, що

U(t) =
∑
i≥0

P{Si ≤ t} ∼ t

µ
, t→∞,

де µ := Eξ ∈ (0, ∞).

З (2.5) випливає, що без будь-яких припущень щодо η,

V (t) ∼ t

µ
, t→∞, (2.8)

що є аналогом елементарної теореми вiдновлення для збуреного випадково-

го блукання.

Далi ми наведемо декiлька результатiв щодо поведiнки першого порядку

ступеней згортки Vj функцiї V . Перший результат – теорема 16 – сто-

сується початкових «початкових промiжних» поколiнь, що задовольняють

j = j(t)→∞ та j(t) = o(t1/2) при t→∞.

Теорема 16. Припустимо, що µ = Eξ ∈ (0,∞), та, що для деякого r ∈ (1, 2]

або (а) Eξr < ∞ або (б) P{ξ > t} ∼ t−r, а також, що E(η ∧ t) = O(t2−r)

при t→∞. Тодi для будь-якої цiлочисельної функцiї j = j(t), що задовольняє

j(t) = o(t(r−1)/2) при t→∞,

Vj(t) ∼
tj

µjj!
, t→∞. (2.9)

Зауваження 17. Умова Eηr−1 < ∞ є достатньою для E(η ∧ t) = O(t2−r),

t→∞. Це випливає з

E(η ∧ t) =

∫ t

0

P{η > y}dy ≤
∫ t

0

( t
y

)2−r
P{η > y}dy

= t2−r
∫ ∞
0

yr−2P{η > y}dy = (r − 1)−1Eηr−1t2−r.

Застосовуючи теорему 16 для r = 2, отримуємо такий наслiдок, який вже

був доведений iншим методом у формулi (4.6) статтi [14].
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Наслiдок 18. Припустимо, що Eξ2 <∞ та Eη <∞. Тодi вiдношення (2.9)

виконується для будь-якої цiлочисельної функцiї j = j(t), що задовольняє

j(t) = o(t1/2) при t→∞.

З наступного результата випливає, що асимптотична поведiнка ступенiв

згортки Vj зазнає фазового переходу у поколiннях j, що задовольняють

j = j(t) ∼ const · t1/2 при t → ∞. Для обговорення цiєї ситуацiї подальшi

припущення щодо моментiв та гладкостi здаються необхiдними. Зокрема,

ми припускаємо, що розподiл ξ є розподiлом абсолютно неперервного типу.

Це означає, що деяка ступiнь згортки функцiї розподiлу t 7→ P{ξ ≤ t} має

абсолютно неперервну складову.

Теорема 19. Припустимо, що ξ має розподiл абсолютно неперервного типу,

Eξ3 <∞ та Eη2 <∞. Тодi для будь-якої цiлочисельної функцiї j = j(t), що

задовольняє j(t) = o(t2/3) при t→∞,

Vj(t) ∼
tj

µjj!
exp

(
γ0µj

2

t

)
, t→∞,

де

γ0 :=

∫
[0,∞)

d(V (y)− µ−1y) = lim
t→∞

(V (t)− µ−1t) = Eξ2

2µ2
− Eη

µ
(2.10)

може бути додатним, вiд’ємним або нульовим.

Зауваження 20. Припустимо, що (ξ, η) = (| logW |, | log(1 −W )|), де W є

випадковою величиною, що має рiвномiрний розподiл на [0, 1]. Тодi

V (t) =
∑
i≥1

P{Si−1 + ηi ≤ t} =
∑
i≥1

P{Si ≤ t} = U(t)− 1 = t, t ≥ 0,

де остання рiвнiсть випливає з U(t) = t + 1 для t ≥ 0 (див. с. 211 [62]).

Отже, V (t) = t для t ≥ 0 та

Vj(t) =

∫ t

0

Vj−1(y)dy =
tj

j!
, j ≥ 2, t ≥ 0,

де остання рiвнiсть випливає з iндукцiї. Це вiдповiдає асимптотицi, яку

надає теорема 19 для γ0 = 0 та µ = 1.
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У теорiї вiдновлення ключова теорема вiдновлення зазвичай отримується

як наслiдок теореми Блекуелла. Ми вчинимо iнакше: спочатку доведемо ана-

лог ключової теореми вiдновлення (теорема 22), а потiм отримаємо аналог

теореми Блекуелла (наслiдок 23) як наслiдок.

Спочатку нагадаємо означення арифметичного випадкового блукання.

Означення 21. Випадкове блукання називається арифметичним або гра-

тчастим, якщо носiй розподiлу кроку випадкового блукання ξ зосереджений

на множинi (dn)n∈N0
для деякого d > 0. Величина d називається кроком

розподiлу ξ. Якщо d є максимальним кроком, то випадкове блукання назива-

ють d-арифметичним. Випадкове блукання називається неарифметичним

або негратчастим, якшо воно не є d-арифметичним для жодного d > 0.

Теорема 22. Нехай f : [0,∞) → [0,∞) – безпосередньо iнтегровна за

Рiманом функцiя на [0,∞). Припустимо, що хоча б одна з умов (а) або (б)

виконується:

(а) розподiл ξ є негратчастим, виконуються умови теореми 16 для деякого

r ∈ (1, 2] та j(t) = o(t(r−1)/2) при t→∞;

(б) виконуються умови теореми 19 та j(t) = o(t2/3) при t→∞.

Тодi

(f ∗ Vj)(t) =
∫
[0, t]

f(t− y)dVj(y) ∼
(1
µ

∫ ∞
0

f(y)dy
)
Vj−1(t), t→∞,

(2.11)

де µ <∞, та у правiй частинi Vj−1(t) можна замiнити на tj−1/(µj−1(j−1)!)
у випадку (а), або на tj−1/(µj−1(j − 1)!) exp (γ0µj

2/t) у випадку (б).

Покладаючи f(y) = 1[0, h)(y) у теоремi 22, ми отримуємо таке.

Наслiдок 23. Нехай h > 0 є фiксованим. За умов теореми 22

Vj(t+ h)− Vj(t) ∼
h

µ
Vj−1(t), t→∞.
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2.3.2 Допомiжнi твердження

Нагадаємо, що U позначає функцiю вiдновлення для (Sn)n∈N0
.

При µ := Eξ <∞ та Eξ2 <∞ виконується

0 ≤ U(t)− µ−1t ≤ cU , t ≥ 0, (2.12)

де cU := µ−2Eξ2. Права частина нерiвностi називається нерiвнiстю Лордена.

Лiва частина нерiвностi у (2.12) є наслiдком тотожностi Уолда t ≤ ESν(t) =

µU(t), де ν(t) := inf{k ∈ N : Sk > t} для t ≥ 0.

За умови, що ξ має негратчастий розподiл, доведення можна знайти у

[16]. Крiм того, за цих умов

lim
t→∞

(
U(t)− µ−1t

)
=

Eξ2

2µ2
. (2.13)

Нехай S∗0 є випадковою величиною з розподiлом

P{S∗0 ∈ dx} = µ−1P{ξ > x}1(0,∞)(x)dx.

Формула (2) останньої цитованої статтi, а саме

EU(t− S∗0) = µ−1t, t ≥ 0

виконується також у гратчастому випадку. Таким чином, мiркування, на-

веденi у [16], доводять праву нерiвнiсть у (2.12) також i для гратчастих

розподiлiв.

Оскiльки V (t) ≤ U(t) для t ≥ 0, робимо висновок, що

V (t)− µ−1t ≤ cU , t ≥ 0. (2.14)

З iншого боку, припускаючи Eη <∞ (тодi умова Eξ2 <∞ не потрiбна),

V (t)− µ−1t =

∫
[0, t]

(U(t− y)− µ−1(t− y))dG(y)

− µ−1
∫ t

0

(1−G(y))dy ≥ −µ−1
∫ t

0

(1−G(y))dy ≥ −µ−1Eη.

Таким чином, ми показали, що за умов Eξ2 <∞ та Eη <∞,

|V (t)− µ−1t| ≤ cV , t ≥ 0, (2.15)
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де cV = max(cU , µ
−1Eη).

Припускаючи Eηa < ∞ для деякого a ∈ (0, 1), з чого зокрема випливає

limt→∞ t
aP{η > t} = 0, робимо висновок, що

V (t)− µ−1t ≥ −µ−1
∫ t

0

(1−G(y))dy ≥ −c1 − c2t1−a, t ≥ 0.

Отже, для вiдповiдних додатних c1 та c2

−c1 − c2t1−a ≤ V (t)− µ−1t ≤ cV , t ≥ 0. (2.16)

Нерiвнiсть 2.16 буде корисною в пiдроздiлi 2.4.2.

Далi ми доведемо аналоги декiлькох стандартних результатiв теорiї вiд-

новлення для збурених випадкових блукань. Почнемо з того, що

V (x+ y)− V (x) ≤ U(y), x, y ∈ R. (2.17)

Дiйсно, для x, y ≥ 0,

V (x+ y)− V (x)

= E(U(x+ y − η)− U(x− η))1{η≤x}
+ EU(x+ y − η)1{x<η≤x+y} (2.18)

≤ U(y)(P{η ≤ x}+ P{x < η ≤ x+ y}) ≤ U(y),

де ми скористалися субадитивнiстю та монотоннiстю U для передостанньої

нерiвностi. Якщо x, y < 0, то обидвi частини (2.17) дорiвнюють нулю. На-

рештi, використовуючи монотоннiсть V , маємо: якщо x < 0 та y ≥ 0, то

V (x + y) − V (x) = V (x + y) ≤ V (y) ≤ U(y); та якщо x ≥ 0 та y < 0, то

V (x+ y)− V (x) ≤ 0 = U(y).

Леми 24 та 25 є аналогами теореми Блекуелла та ключової теореми вiд-

новлення вiдповiдно. Зауважимо, що присутнiсть ηk не має нiякого значення,

i результати мають той самий вигляд, що i для функцiй вiдновлення.

Лема 24. Нехай h > 0 будь-яке фiксоване число.

(а) Припустимо, що розподiл ξ є негратчастим та µ = Eξ <∞. Тодi

lim
t→∞

(V (t+ h)− V (t)) = µ−1h.
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(б) Припустимо, що µ = ∞ (умова щодо негратчастостi розподiлу ξ не

потрiбна). Тодi

lim
t→∞

(V (t+ h)− V (t)) = 0. (2.19)

Доведення. (а) Згiдно з теоремою Блекуелла

lim
t→∞

(U(t+ h)− U(t)) = µ−1h. (2.20)

З огляду на (2.20), limt→∞(U(t + h − η) − U(t − η))1{η≤t−t1/2} = µ−1h м.н.

Звертаючись до (2.17), робимо висновок, що згiдно з теоремою Лебега про

мажоровану збiжнiсть

lim
t→∞

E(U(t+ h− η)− U(t− η))1{η≤t−t1/2} = µ−1h.

Вдруге звертаючись до (2.17), маємо

E(U(t+ h− η)− U(t− η))1{t−t1/2<η≤t} ≤ U(h)P{t− t1/2 < η ≤ t},

та права частина збiгається до 0 при t → ∞. Нарештi, використовуючи

монотоннiсть,

EU(t+ h− η)1{t<η≤t+h} ≤ U(h)P{t < η ≤ t+ h},

та права частина збiгається до 0 при t → ∞. Застосування першої рiвностi

в (2.18) з x = t та y = h завершує доведення пункту (а).

(б) Якщо розподiл ξ є негратчастим, то згiдно з теоремою Блекуелла

lim
t→∞

(U(t+ h)− U(t)) = 0. (2.21)

Якщо розподiл ξ є d-гратчастим, то згiдно з теоремою Блекуелла (2.21)

виконується при h = jd, j ∈ N. Проте, використовуючи монотоннiсть U ,

ми можемо гарантувати, що (2.21) виконується для будь-якого фiксованого

h > 0 як у негратчастому, так i в гратчастому випадках. Повторюючи тепер

дослiвно доведення пункту (а), отримаємо (2.19).

Лема 25. Нехай f : R → R безпосередньо iнтегровна за Рiманом функцiя

на R.
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(а) Припустимо, що µ <∞, та розподiл ξ є негратчастим. Тодi

lim
t→∞

∫
[0,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1
∫
R
f(y)dy.

(б) Припустимо, що µ = ∞ (умова щодо негратчастостi розподiлу ξ не

потрiбна). Тодi

lim
t→∞

∫
[0,∞)

f(t− y)dV (y) = 0.

Якщо f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом функцiєю на [0,∞) або

(−∞, 0], то границi iнтегрування [0, ∞) та R слiд замiнити на [0, t] та

[0,∞) або [t,∞) та (−∞, 0] вiдповiдно.

Доведення. (a) Ми доведемо лему, припускаючи, що f є безпосередньо iнте-

гровною за Рiманом на R. Це є еквiвалентним безпосереднiй iнтегровностi

за Рiманом функцiй f+ та f− (невiд’ємної та недодатної складових f ) на R.

Таким чином, можемо припустити, що f ≥ 0 на R. Достатньо показати, що

lim
t→∞

∫
[0, t]

f(t− y)dV (y) = µ−1
∫ ∞
0

f(y)dy

та

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1
∫ 0

−∞
f(y)dy.

Доведення першого спiввiдношення (iз замiною V на U ) можна знайти на

с. 241–242 книги [62]. Ми перевiримо тiльки друге граничне спiввiдношення,

дотримуючись вищезгаданого доведення Резнiка.

Розiб’ємно доведення на три кроки, послiдовно ускладнюючи структуру

f .

КРОК 1. Спочатку припустимо, що

f(t) = 1[(n−1)h, nh)(t), t < 0

для фiксованого недодатного цiлого n та h > 0. Тодi f(t − y) = 1 тодi й

лише тодi, коли y ∈ (t− nh, t− (n− 1)h], що тягне за собою∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = V (t− (n− 1)h)− V (t− nh).
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Згiдно з лемою 24(а) остання рiзниця прямує до µ−1h при t→∞, тим самим

доводячи, що

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1h = µ−1
∫ 0

−∞
f(y)dy.

КРОК 2. Тепер припустимо, що

f(t) =
∑
n≤0

cn1[(n−1)h, nh)(t), t < 0,

де
(
cn
)
n≤0 є послiдовнiстю невiд’ємних чисел, що задовольняє

∑
n≤0 cn <

∞. Мiркуючи як у попередньому пунктi, робимо висновок∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) =
∑
n≤0

cn
(
V (t− (n− 1)h)− V (t− nh)

)
.

Лема 24(а) у поєднаннi з нерiвнiстю (2.17) обгрунтовує застосування теоре-

ми Лебега про мажоровану збiжнiсть. В результатi отримаємо

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1h
∑
n≤0

cn = µ−1
∫ 0

−∞
f(y)dy.

КРОК 3. Нехай тепер f – довiльна невiд’ємна безпосередньо iнтегровна за

Рiманом функцiя на R (насправдi, для цього доведення достатньо безпосе-

редньої iнтегровностi на (−∞, 0)). Для всiх h > 0 покладемо

fh(t) :=
∑
n≤0

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h, nh)(t), t < 0

та

f
h
(t) :=

∑
n≤0

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h, nh)(t), t < 0.

Згiдно з означенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом∑
n≤0

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) <∞ та
∑
n≤0

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) <∞

для всiх h > 0. Таким чином, функцiї fh та fh мають таку саму структуру,

як функцiї, описанi на Кроцi 2. Вiдповiдно до результату Кроку 2

lim
t→∞

∫
(t,∞)

fh(t− y)dV (y) = µ−1h
∑
n≤0

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) =: µ−1σ(h)

- 84 -



та

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f
h
(t− y)dV (y) = µ−1h

∑
n≤0

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) =: µ−1σ(h)

для всiх h > 0. Оскiльки для кожного h > 0

f
h
(t) ≤ f(t) ≤ fh(t), t < 0,

то

µ−1σ(h) = lim inf
t→∞

∫
(t,∞)

f
h
(t− y)dV (y) ≤ lim inf

t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y)

≤ lim sup
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) ≤ lim sup
t→∞

∫
(t,∞)

fh(t− y)dV (y)

= µ−1σ(h).

За означенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом limh→0+

(
σ(h) −

σ(h)
)
= 0. Також вiдомо, що limh→0+ σ(h) =

∫ 0

−∞ f(y)dy. Тому для завер-

шення доведення пункту (а) спрямуємо h → 0+ в останньому ланцюжку

нерiвностей.

(б) Використовуючи пункт (б) леми 24 замiсть пункту (а) та повторюючи

попереднє доведення, отримаємо бажане.

У деяких ситуацiях достатньо знати, що дограничнi функцiї у лемi 25 є

обмеженими. Обгрунтування цього факту мiститься у спрощенiй версiї леми

25, що ми запозичили з леми 9.1 статтi [42].

Лема 26. Нехай f : R → [0,∞) безпосередньо iнтегровна за Рiманом фун-

кцiя на R. Тодi для деякого r > 0 та всiх x ∈ R∫
[0,∞)

f(x− y)dV (y) ≤ r. (2.22)

Якщо f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом функцiєю на [0,∞) або

(−∞, 0], то границю iнтегрування [0, ∞) слiд замiнити на [0, x] або [x,∞).

При цьому нерiвнiсть (2.22) виконується для всiх x ≥ 0 або всiх x ≤ 0

вiдповiдно.
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2.3.3 Доведення основних результатiв

2.3.3.1 Доведення теорем 16 та 19

Припустимо, що неспадна функцiя f зростає на нескiнченностi як лiнiйна

функцiя, тобто f(t) ∼ a · t при t→∞ для деякого a > 0. Тодi для кожного

фiксованого j ∈ N

f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
, t→∞.

Шляхом додавання рiзних умов щодо поведiнки рiзницi f(t) − at у статтi

[13] цю асимптотику було поширено на випадок, коли j = j(t) розбiгається

на нескiнченнiсть при t→∞.

Твердження 27 та 29 були запозиченi з тверджень 3.1 та 3.2 [13] вiдпо-

вiдно. Ми будемо використовувати їх при доведеннi основних результатiв,

тому наведемо їх для зручностi. Доведення цих тверджень можна знайти у

вищезгаданiй статтi.

Твердження 27. Нехай f : R 7→ [0, ∞) – неспадна неперервна справа

функцiя, що дорiвнює нулевi на вiд’ємнiй пiвосi та для деякого a > 0 та

α ∈ [0, 1) задовольняє

f(t) = at+O(tα), t→∞. (2.23)

Тодi для довiльної цiлочисельної функцiї j = j(t) такої, що j(t) = o(t(1−α)/2)

при t→∞,

fj(t) := f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
, t→∞.

Наслiдок 28 (Елементарна теорема вiдновлення для iтерованих стандар-

тних випадкових блукань). Нехай (Sk)k≥0 – затримане в нулi стандартне

випадкове блукання з кроком ξ таким, що виконується будь-яка з умов: для

деякого r ∈ (1, 2] або (а) Eξr <∞ або (б) P{ξ > t} ∼ t−r при t→∞. Тодi

для кожної цiлочисельної функцiї j = j(t) такої, що j(t) = o(t(r−1)/2),

Uj(t) = U ∗(j)(t) ∼ tj

µjj!
, t→∞,

де U є функцiєю вiдновлення.
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Доведення. Згiдно з твердженням 27 достатньо показати, що за припущень

наслiдку функцiя вiдновлення U задовольняє

U(t) =
t

µ
+O(t2−r), t→∞. (2.24)

У випадку (б) це випливає з теореми 2.2 статтi [56]. У випадку (а) це є

наслiдком зображення

U(t)− t

µ
=

∫
[0, t]

z(t− y)dU(y), t ≥ 0,

де z(t) := µ−1
∫∞
t P{ξ > y}dy. Дiйсно,∫

[0, t]

z(t− y)dU(y) = U(t)− U(0)z(t)− µ−1
∫ t

0

U(t− y)P{ξ > y}dy

≤ µ−1
∫ t

0

(U(t)− U(t− y))P{ξ > y}dy + µ−1U(t)

∫ ∞
t

P{ξ > y}dy.

Другий доданок правої частини є O(t2−r), оскiльки U(t) = O(t) та

0 ≤
∫ ∞
t

P{ξ > y}dy ≤ t1−r
∫ ∞
t

yr−1P{ξ > y}dy

≤ t1−r
∫ ∞
0

yr−1P{ξ > y}dy = O(t1−r),

де останнiй iнтеграл збiгається з огляду на Eξr < ∞. Перший доданок є

O(t2−r), оскiльки з субадитивностi U випливає∫ t

0

(U(t)− U(t− y))P{ξ > y}dy ≤
∫ t

0

U(y)P{ξ > y}dy

= O

(∫ t

0

yP{ξ > y}dy
)
.

Залишається зазначити, що∫ t

0

yP{ξ > y}dy ≤ t2−r
∫ t

0

yr−1P{ξ > y}dy ≤ t2−r
∫ ∞
0

yr−1P{ξ > y}dy.

Доведення теореми 16. Згiдно з твердженням 27 достатньо перевiрити, що

за умов теореми 16

V (t) =
t

µ
+O(t2−r), t→∞.
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Маємо

V (t) =

∫
[0, t]

U(t− y)dG(y)

=

∫
[0, t]

(
U(t− y)− t− y

µ

)
dG(y) +

1

µ

∫
[0, t]

(t− y)dG(y),

деG є функцiєю розподiлу випадкової величини η. З огляду на (2.24) перший

доданок дорiвнює O(t2−r) при t→∞. Другий доданок можна подати так

1

µ

∫
[0, t]

(t− y)dG(y) = 1

µ

∫ t

0

G(y)dy

=
t

µ
− 1

µ

∫ t

0

(1−G(y))dy =
t

µ
− µ−1E(η ∧ t),

що завершує доведення.

За додаткових припущень, накладених на рiзницю f(t)− at у твердженнi

29 встановлено асимптотику степенiв згортки f ∗(j)(t) для функцiй j = j(t),

що можуть зростати швидше за t1/2.

Твердження 29. Нехай f : R 7→ [0, ∞) – неспадна неперервна справа

функцiя, що дорiвнює нулевi на вiд’ємнiй пiвосi. Припустимо, що функцiя ε

визначена так

ε(t) := f(t)− a · t, t ≥ 0, (2.25)

для деякого a > 0 та задовольняє∫
[0,∞)

y|dε(y)| <∞. (2.26)

Тодi для довiльної цiлочисельної функцiї j = j(t) такої, що j(t) = o(t2/3) при

t→∞,

fj(t) := f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
exp

(
γ0j

2

at

)
, t→∞, (2.27)

де γ0 :=
∫
[0,∞) dε(y) = limt→∞(f(t)− at).

Доведення теореми 19. Маємо показати, що за умов теореми 19 функцiя V

задовольняє припущення твердження 29. Таким чином, потрiбно перевiрити,

що ∫
[0,∞)

y|d(V (y)− µ−1y)| <∞.
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Нагадаємо, що V = U ∗G та позначимо через Id тотожню функцiю. Тодi

V − µ−1Id = (U − µ−1Id) ∗G− µ−1(Id ∗ (1−G)).

Використовуючи iнтегрування частинами,∫
[0,∞)

y|d(V (y)− µ−1y)|

= −
∫
[0,∞)

ydV[y,∞)(V − µ−1Id) =
∫
[0,∞)

V[y,∞)(V − µ−1Id)dy

≤
∫
[0,∞)

V[y,∞)(U − µ−1Id)dy + µ−1
∫
[0,∞)

V[y,∞)(Id ∗ (1−G))dy

=

∫
[0,∞)

y|d(U(y)− µ−1y)|+ µ−1
∫ ∞
0

∫ ∞
y

(1−G(z))dzdy,

де через V[y,∞)(f) ми позначаємо повну варiацiю функцiї f на [y, ∞). Пер-

ший доданок скiнченний згiдно з зауваженням 3.1.7(ii) на с. 121 книги [25],

та другий доданок скiнченний за припущенням Eη2 <∞.

Явний вигляд γ0 знайдемо, використовуючи декомпозицiю

V (t)− µ−1t =

∫
[0, t]

(U(t− y)− µ−1(t− y))dG(y)

−µ−1
∫
[0, t]

ydG(y)− µ−1t(1−G(t)),

де перший доданок збiгається до (2µ2)−1Eξ2 за теоремою Лебега про ма-

жоровану збiжнiсть, (2.12) та (2.13); другий доданок збiгається до µ−1Eη, а

третiй доданок збiгається до нуля при t→∞.

Нарештi, ми формулюємо загальний результат щодо поведiнки fj для

довiльних j = j(t) = o(t). На жаль, цей результат рiдко можна застосувати

до лiчильної функцiї V . Проте вiн має незалежний iнтерес та принаймнi двi

переваги. З одного боку, вiн дає ймовiрнiсне пояснення досить таємничого

вигляду експоненти у (2.27). З iншого боку, ним можна скористатися для

передбачення поведiнки Vj для j = j(t), що зростають як t2/3 або швидше.

Твердження 30. Припустимо, що iснує функцiя розподiлу K, що дорiвнює

нулевi на вiд’ємнiй пiвосi, для якої

f(t) = a · t−
∫ t

0

(1−K(y))dy, t ≥ 0.
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Нехай (S̃j)j∈N – затримане в нулi стандартне випадкове блукання, що

задовольняє P{S̃1 ≤ t} = K(t) при t ≥ 0. Тодi

f ∗(j)(t) =
E(a · t− S̃j)

j
+

j!
, t ≥ 0.

Зокрема, якщо ES̃2
1 <∞та j = j(t) = o(t2/3) при t→∞, то спiввiдношення

(2.27) виконується з γ0 := −ES̃1.

Доведення. Замiнивши функцiю розподiлу t 7→ K(t) на t 7→ K(at), ми мо-

жемо припустити, що a = 1, а, отже, що f(t) =
∫ t

0 K(y)dy або f = K ∗ Id.

Таким чином,

f ∗(j)(t) =
(
(Id)∗(j) ∗K∗(j)

)
(t)

=

∫
[0, t]

(t− y)j

j!
dK∗(j)(y) =

E(t− S̃j)
j
+

j!
, t ≥ 0.

Якщо ES̃2
1 <∞, то E(t− S̃j)

j
+ = E(t−γ0j− (S̃j−γ0j))j+ ∼ (t−γ0j)j, що

можна легко перевiрити за допомогою E|S̃j − γ0j| = O(j1/2) та припущення

j(t) = o(t2/3).

Зауваження 31. Припустимо, що ES̃3
1 <∞ та j = j(t) = o(t3/4). Тодi

E

(
1− S̃j

t

)j

+

= E

(
exp

(
j log

(
1− S̃j

t

))
1{Sj<t}

)
∼ exp

(
γ0j

2/t+ (γ1/2− γ20)j3/t2
)
,

де γ0 := −ES̃1, γ1 := ES̃2
1 .

Доведення. Маємо

exp

(
j log

(
1− S̃j

t

))
= exp

(
−
(
jS̃j/t+ jS̃2

j /2t
2
))

(1 + o(1)) ,

де (випадковий) член o(1) є рiвномiрно iнтегровним та збiгається до нуля за

ймовiрнiстю за припущення j = j(t) = o(t3/4). Далi

jS̃2
j

2t2
=
j
(
(S̃j + γ0j)

2 − 2jγ0S̃j − γ20j2
)

2t2
= −γ0

j2S̃j

t2
− γ20

2

j3

t2
+ o(1)
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означає, що

exp

(
j log

(
1− S̃j

t

))
∼ exp

(
γ20
2

j3

t2

)
exp

(
−S̃j

(
j/t− γ0j2/t2

))
.

Покладемо ϕ(s) := Ee−sS̃1. Маємо ϕ(s) = 1 + γ0s + γ1s
2/2 + O(s3) при

s→ 0+, i, таким чином,

E exp
(
−S̃j

(
j/t− γ0j2/t2

))
= ϕj

(
j/t− γ0j2/t2

)
∼
(
1 + γ0

(
j/t− γ0j2/t2

)
+ γ1

(
j/t− γ0j2/t2

)2
/2
)j

∼
(
1 + γ0j/t− γ20j2/t2 + γ1j

2/2t2
)j
.

Пiсля перетворень отримаємо

E

(
1− S̃j

t

)j

+

∼ exp

(
γ20
2

j3

t2

)
exp

(
γ0j

2/t+ (γ1/2− 3γ20/2)j
3/t2

)
,

що завершує доведення.

2.3.3.2 Доведення теореми 22

Для t ≥ 0 покладемо g(t) :=
∫
[0, t] f(t − y)dV (y) та I := µ−1

∫∞
0 f(y)dy.

Згiдно з лемою 25(а) для заданого ε > 0 iснує t0 > 0 таке, що |g(t)− I| ≤ ε

при t ≥ t0. До того ж, за лемою 26 g(t) ≤ J для деякого J > 0 та всiх t ≥ 0.

Маємо

(f ∗ Vj)(t) = (g ∗ Vj−1)(t) =
∫
[0, t]

g(t− y)dVj−1(y)

=

∫
[0, t−t0]

g(t− y)dVj−1(y) +
∫
(t−t0, t]

g(t− y)dVj−1(y)

≤ (I + ε)Vj−1(t) + J(Vj−1(t)− Vj−1(t− t0)). (2.28)

Доведемо, що

lim
t→∞

Vj−1(t)− Vj−1(t− t0)
Vj−1(t)

= lim
t→∞

Vj(t)−1(t)− Vj(t)−1(t− t0)
Vj(t)−1(t)

= 0. (2.29)

Зауважимо, що спiввiдношення (2.29) не є прямим наслiдком елементарної

теореми вiдновлення, оскiльки (2.29) потребує знання асимптотики Vj(t)−1(t−
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t0), тодi як елементарна теорема вiдновлення забезпечує асимптотику для

Vj(t−t0)−1(t− t0). Для доведення (2.29) запишемо, використовуючи (2.17),

0 ≤ Vj(t)−1(t)− Vj(t)−1(t− t0)

=

∫
[0, t]

(V (t− y)− V (t− t0 − y))dVj(t)−2(y)

≤ U(t0)Vj(t)−2(t),

для всiх t ≥ 0. Таким чином, (2.29) випливає з

lim
t→∞

Vj(t)−2(t)

Vj(t)−1(t)
= 0,

що є наслiдком теорем 16 та 19 при j = j(t)− 1 та j = j(t)− 2.

Поєднуючи (2.28) та (2.29), отримуємо

lim sup
t→∞

(f ∗ Vj)(t)
Vj−1(t)

≤ I + ε.

Аналогiчним чином випливає i нерiвнiсть для нижньої границi.

Доведення теореми 22 завершено.

2.4 Початковi рiвнi

2.4.1 Обговорення та основнi результати

Твердження 32 є аналогом елементарної теореми вiдновлення для Vj =

ENj.

Твердження 32. Припустимо, що µ = Eξ <∞. Тодi для фiксованого j ∈ N

lim
t→∞

Vj(t)

tj
=

1

j!µj
. (2.30)

Теорема 33 визначає швидкiсть збiжностi в (2.30) за припущень Eξ2 <∞
та Eη <∞.

Теорема 33. Припустимо, що розподiл ξ є негратчастим, Eξ2 < ∞ та

Eη <∞. Тодi для будь-якого фiксованого j ∈ N

Vj(t)−
tj

j!µj
∼ bV jt

j−1

(j − 1)!µj−1
, t→∞, (2.31)

де µ = Eξ <∞ та bV := µ−1(Eξ2/(2µ)− Eη) ∈ R.
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Теорема 34 є аналогом ключової теореми вiдновлення для Vj.

Теорема 34. Нехай f : [0,∞) → [0,∞) – безпосередньо iнтегровна за

Рiманом функцiя на [0,∞). Припустимо, що розподiл ξ є негратчастим, та

що µ <∞. Тодi для фiксованого j ∈ N∫
[0, t]

f(t− y)dVj(y) ∼
(1
µ

∫ ∞
0

f(y)dy
)
Vj−1(t)

∼
∫ ∞
0

f(y)dy
tj−1

(j − 1)!µj
, t→∞.

Теорема 35, що є аналогом теореми Блекуелла для Vj, є окремим випад-

ком теореми 34 при f(y) = 1[0, h)(y) для y ≥ 0. Тим не менше, ми вважаємо

корисним надати альтернативне доведення. Це пояснюється тим, що наве-

дене у пiдроздiлi 2.4.3.2 доведення добре iлюструє основнi концепцiї теорiї

вiдновлення та може бути адаптоване до iнших задач.

Теорема 35. Припустимо, що розподiл ξ є негратчастим та µ = Eξ <∞.

Тодi для фiксованих j ∈ N та h > 0

Vj(t+ h)− Vj(t) ∼
htj−1

(j − 1)!µj
, t→∞. (2.32)

Зауваження 36. У випадку, коли η = 0 м.н., граничне спiввiдношення (2.32)

можна знайти в теоремi 1.16 монографiї [55].

Далi при фiксованому j ∈ N ми знайдемо асимптотику VarNj(t) при

t → ∞ за припущення η = ξ м.н., з якого випливає Tk = Sk для k ∈ N.

Iншими словами, нижче ми розглядаємо iтероване стандартне випадкове

блукання. Теорема 37 є посиленням леми 4.2 статтi [36], в якiй було отри-

мано оцiнку “О” велике для VarNj(t), а не точну асимптотику. Ми не знає-

мо асимптотичної поведiнки VarNj(t) для iтерованих збурених випадкових

блукань.

Теорема 37. Припустимо, що η = ξ м.н., розподiл ξ є негратчастим та

σ2 := Var ξ ∈ (0,∞). Тодi для будь-якого j ∈ N

lim
t→∞

VarNj(t)

t2j−1
=

σ2

(2j − 1)((j − 1)!)2µ2j+1
, (2.33)

де µ = Eξ <∞.
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Зауваження 38. З огляду на твердження 41, наведене нижче, результат

теореми 37 виглядає очiкуваним, проте повне доведення вимагає певних

зусиль. Звичайно, спiввiдношення

lim inft→∞
VarNj(t)

t2j−1
≥ σ2

(2j − 1)((j − 1)!)2µ2j+1

є безпосереднiм наслiдком (2.37) та леми Фату.

Теорема 39 є посиленим законом великих чисел для Nj.

Теорема 39. Припустимо, що µ = Eξ <∞. Тодi для фiксованого j ∈ N

lim
t→∞

Nj(t)

tj
=

1

µjj!
м.н. (2.34)

Далi наведемо функцiональну граничну теорему для (N1(ut), N2(ut), . . .)u≥0,

належним чином нормалiзованого та центрованого, при t→∞. Нагадаємо,

що через B та Rρ ми позначаємо стандартний броунiвський рух та дробово-

iнтегровний броунiвський рух (див. (1.6)) вiдповiдно.

Теорема 40. Припустимо, що µ = Eξ <∞, σ2 = Var ξ ∈ (0,∞) та Eηa <∞
для деякого a > 0. Тодi(

(j−1)!
(Nj(ut)− Vj(ut)√

µ−2j−1σ2t2j−1

)
u≥0

)
j∈N
⇒
(
(Rj−1(u))u≥0

)
j∈N, t→∞ (2.35)

у J1-топологiї на DN.

ЯкщоEη1/2 <∞, то центрування Vj(ut) можна замiнити на (ut)j/(j!µj).

Якщо Eη1/2 =∞, то центрування Vj(ut) можна замiнити на

E(ut− (η1 + . . .+ ηj))
j
1{η1+...+ηj≤ut}

j!µj

=

∫ t1
0

∫ t2
0 . . .

∫ tj
0 P{η1 + . . .+ ηj ≤ y}dydtj . . . dt2

µj
, (2.36)

де t1 = ut.

Тепер одержимо одновимiрну центральну граничну теорему для Nj. Для

цього достатньо розглянути лише одну координату в (2.35). Покладемо u = 1

та зауважимо, що Rj−1(1) має той самий розподiл, що i (2j − 1)−1/2B(1).
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Наслiдок 41. За припущень теореми 40 для фiксованого j ∈ N
(j − 1)!(2j − 1)1/2µj+1/2

σtj−1/2
(
Nj(t)− Vj(t)

) d−→ B(1), t→∞. (2.37)

2.4.2 Допомiжнi твердження

Лема 42 запозичена з доведення леми 7.3 роботи [3].

Лема 42. Нехай f : [0,∞) → [0,∞) є локально обмеженою функцiєю. Тодi

для будь-якого l ∈ N

E
(∑

k≥0

f(t− Sk)1{Sk≤t}

)l

≤
( [t]∑

j=0

sup
y∈[j, j+1)

f(y)

)l

E(ν(1))l, t ≥ 0,

де ν(t) = inf{k ∈ N : Sk > t}.

Покажемо, що лiва нерiвнiсть у (2.12) виконується для ступенiв згортки

Uj = U ∗(j) (див. (2.7)) у такому сенсi.

Лема 43. Нехай j ∈ N та µ = Eξ ∈ (0,∞). Тодi

Uj(t) ≥
tj

j!µj
, t ≥ 0. (2.38)

Доведення. Будемо використовувати метод математичної iндукцiї. При j = 1

(2.38) зводиться до лiвої нерiвностi у (2.12). Припускаючи, що (2.38) вико-

нується для j ≤ k, робимо висновок

Uk+1(t)−
tk+1

(k + 1)!µk+1

=

∫
[0, t]

(
U(t− y)− t− y

µ

)
dUk(y) +

1

µ

∫ t

0

(
Uk(y)−

yk

k!µk

)
dy ≥ 0,

тобто (2.38) виконується для j = k + 1.

Покладемо Ũ(t) :=
∑

r≥1 P{Sr ≤ t} = U(t)− 1 для t ≥ 0.

Лема 44 використовується при доведеннi теореми 37.

Лема 44. Припустимо, що розподiл ξ є негратчастим та Eξ2 < ∞. Тодi

для фiксованого j ∈ N∫
[0, t]

(t− y)jdŨ(y) = tj+1

(j + 1)µ
+ (bU − 1)tj + o(tj), t→∞ (2.39)

де bU := Eξ2/(2µ2).
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Доведення. Використовуючи формулу∫
[0, t]

(t− y)jdŨ(y) = j

∫ t

0

∫
[0, s]

(s− y)j−1dŨ(y)ds, j ∈ N, t ≥ 0

та математичну iндукцiю, можна показати, що∫
[0, t]

(t− y)jdŨ(y) = j!

∫ t

0

∫ yj

0

. . .

∫ y2

0

Ũ(y1)dy1 . . . dyj, j ∈ N, t ≥ 0.

Тепер (2.39) випливає з останньої рiвностi та спiввiдношення Ũ(t) = µ−1t+

bU − 1 + o(1) при t→∞, що є формулою (2.31) з j = 1 та η = ξ м.н.

Лема 45 буде використана для доведення теореми 39.

Лема 45. Припустимо, що µ = Eξ <∞. Тодi

lim
t→∞

E(N(t))2

t2
=

1

µ2
.

Доведення. Спiввiдношення

lim inft→∞
E(N(t))2

t2
≥ 1

µ2

випливає з E(N(t))2 ≥ (V (t))2 та твердження 32. Протилежна нерiвнiсть

випливає з нерiвностi

N(t) ≤ ν(t) =
∑
i≥0

1{Si≤t}, t ≥ 0 м.н.

та limt→∞ t
−2E(ν(t))2 = µ−2 (див. теорему 5.1 (ii) на с. 57 книги [30]).

Твердження 46 та 47 є важливими компонентами доведення теореми 40.

Твердження 46. Припустимо, що µ = Eξ < ∞, σ2 = Var ξ ∈ (0,∞) та

Eηa <∞ для деякого a > 0. Тодi(N(ut)− V (ut)√
µ−3σ2t

)
u≥0
⇒ (B(u))u≥0, t→∞

у J1-топологiї на D, де (B(u))u≥0 є стандартним броунiвським рухом.
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Доведення. Як вже було зазначено в прикладi 2 пiдроздiлу 1.3.3, згiдно з

теоремою 3.2 [3],(N(ut)− µ−1
∫ ut

0 G(y)dy√
µ−3σ2t

)
u≥0
⇒ (B(u))u≥0, t→∞

у J1-топологiї на D, де G є функцiєю розподiлу η. Таким чином, достатньо

показати, що для всiх T > 0

lim
t→∞

t−1/2 sup
u∈[0, T ]

∣∣∣V (ut)− µ−1
∫ ut

0

G(y)dy
∣∣∣ = 0. (2.40)

Вiдповiдно до (2.12) для u ∈ [0, T ] та t ≥ 0

0 ≤ V (ut)− µ−1
∫ ut

0

G(y)dy =

∫
[0, ut]

(U(tu− y)− µ−1(tu− y))dG(y) ≤ cU ,

отже, виконується (2.40).

Твердження 47. Припустимо, що µ = Eξ < ∞, σ2 = Var ξ ∈ (0,∞) та

Eηa <∞ для деякого a > 0. Тодi

E sup
s∈[0, t]

(N(s)− V (s))2 = O(t), t→∞.

Доведення. У випадку Eη < ∞ це граничне спiввiдношення було доведено

в лемi 4.2(b) статтi [27].

З цього моменту ми будемо припускати, що Eηa < ∞ для деякого a ∈
(0, 1) та Eη =∞. Як i при доведеннi леми 4.2(b) статтi [27] ми використаємо

декомпозицiю

N(t)− V (t) =
∑
k≥0

(1{Sk+ηk+1≤t} −G(t− Sk)) +
∑
k≥0

G(t− Sk)− V (t),

де G є функцiєю розподiлу η. Тому достатньо довести, що

E
[
sup
s∈[0, t]

(∑
k≥0

(1{Sk+ηk+1≤s} −G(s− Sk))
)2]

= O(t), t→∞ (2.41)

та

E
[
sup
s∈[0, t]

(∑
k≥0

G(t− Sk)− V (t)
)2]

= O(t), t→∞. (2.42)
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Доведення (2.42), що можна знайти у [27], є вiрним для будь-якого роз-

подiлу η, тому застосовується без змiн у поточнiй ситуацiї. З iншого боку,

доведення (2.41), що можна знайти у [27], суттєво використовує припущення

Eη <∞, яке було накладене в лемi 4.2(b) згаданої статтi. Таким чином, ми

маємо знайти новi мiркування, що дозволять встановити (2.41) за поточних

припущень.

Для u, t ≥ 0 покладемо

Zt(u) :=
∑
k≥0

(
1{Sk+ηk+1≤ut} −G(ut− Sk))1{Sk≤ut}.

Тому

E
[
sup
s∈[0, t]

(∑
k≥0

(1{Sk+ηk+1≤s} −G(s− Sk))
)2]

= E[ sup
u∈[0, 1]

(Zt(u))
2].

Надалi ми будемо писати supu∈K , якщо супремум береться за незлiченною

множиною K, та maxm≤k≤n, якщо максимум береться за дискретним набо-

ром {m,m+ 1, . . . , n}. Почнемо зi спостереження, що для додатного цiлого

числа I = I(t), що буде вибране пiзнiше у (2.49),

sup
u∈[0, 1]

|Zt(u)| = max
0≤k≤2I−1

sup
u∈[0, 2−I ]

∣∣Zt(k2
−I + u)− Zt(k2

−I) + Zt(k2
−I)
∣∣

≤ max
0≤k≤2I

|Zt(k2
−I)|+ max

0≤k≤2I−1
sup

u∈[0, 2−I ]
|Zt(k2

−I + u)− Zt(k2
−I)|.

Для останньої нерiвностi ми використали субадитивнiсть супремуму. Далi

продовжуємо як на с. 764 статтi [65]. Покладемо Fj := {k2−j : 0 ≤ k ≤ 2j}
для j ∈ N0 та фiксованого u ∈ FI . Тепер визначимо uj := max{w ∈ Fj : w ≤
u} для невiд’ємного цiлого числа j ≤ I . Тодi uj−1 = uj або uj−1 = uj − 2−j.

Маючи це, запишемо

|Zt(u)| =
∣∣∣ I∑
j=1

(Zt(uj)− Zt(uj−1)) + Zt(u0)
∣∣∣

≤
I∑

j=0

max
1≤k≤2j

|Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j)|.
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Об’єднавши фрагменти разом, ми приходимо до нерiвностi

sup
u∈[0, 1]

|Zt(u)| ≤
I∑

j=0

max
1≤k≤2j

|Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j)|

+ max
0≤k≤2I−1

sup
u∈[0, 2−I ]

|Zt(k2
−I + u)− Zt(k2

−I)|.

Таким чином, (2.41) виконується, якщо ми покажемо, що

E
( I∑

j=0

max
1≤k≤2j

|Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j)|

)2

= O(t), t→∞ (2.43)

та

E[ max
0≤k≤2I−1

sup
u∈[0, 2−I ]

(Zt(k2
−I + u)− Zt(k2

−I))2] = O(t), t→∞. (2.44)

Доведемо, що для u, v ≥ 0, u > v та t ≥ 0

E(Zt(u)− Zt(v))
2 ≤ 2Eν(1)a((u− v)t), (2.45)

де для t ≥ 0 a(t) :=
∑[t]+1

k=0 (1 − G(k)) та ν(t) = inf{k ∈ N : Sk > t} =∑
k≥0 1{Sk≤t}. Дiйсно,

E(Zt(u)− Zt(v))
2 =

∫
(vt, ut]

G(ut− y)(1−G(ut− y))dν(y)

+

∫
[0, vt]

(G(ut− y)−G(vt− y))(1−G(ut− y) +G(vt− y))dν(y)

≤
∫
(vt, ut]

(1−G(ut− y))dν(y) +
∫
[0, vt]

(G(ut− y)−G(vt− y))dν(y).

Використовуючи лему 42 з f(y) = (1−G(y))1[0, (u−v)t)(y) та f(y) = G((u−
v)t+ y)−G(y) вiдповiдно, отримаємо

E
∫
(vt, ut]

(1−G(ut− y))dν(y)

= E
∫
[0, ut]

(1−G(ut− y))1[0, (u−v)t)(ut− y)dν(y)

≤ Eν(1)
[ut]∑
n=0

sup
y∈[n, n+1)

((1−G(y))1[0, (u−v)t)(y))

≤ Eν(1)
[(u−v)t]∑
n=0

(1−G(n)) ≤ Eν(1)a((u− v)t) (2.46)
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та

E
∫
[0, vt]

(G(ut− y)−G(vt− y))dν(y)

≤ Eν(1)
[vt]∑
n=0

sup
y∈[n, n+1)

(G((u− v)t+ y)−G(y))

≤ Eν(1)
( [vt]∑

n=0

(1−G(n))−
[vt]∑
n=0

(1−G((u− v)t+ n+ 1))
)

≤ Eν(1)
( [vt]∑

n=0

(1−G(n))−
[ut]+1∑
n=0

(1−G(n)) +
[(u−v)t]+1∑

n=0

(1−G(n))
)

≤ Eν(1)a((u− v)t). (2.47)

Об’єднуючи (2.46) та (2.47), маємо (2.45).

ДОВЕДЕННЯ (2.43). Припущення Eηa < ∞ тягне за собою limt→∞ t
a(1 −

G(t)) = 0. Отже, для заданого C > 0 iснує t1 > 0 такий, що a(t) ≤ Ct1−a

при t ≥ t1. Використовуючи цей факт у поєднаннi з (2.45), отримаємо

E(Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j))2 ≤ 2CEν(1)2−j(1−a) =: C12

−j(1−a) (2.48)

при 2−jt ≥ t1. Нехай I = I(t) позначає цiле число, що задовольняє

2−It ≥ t1 > 2−I−1t. (2.49)

Тодi нерiвностi (2.48) та

E[( max
1≤k≤2j

(Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j))2]

≤
2j∑
k=1

E(Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j))2 ≤ C12

aj

виконуються для j ≤ I . Використовуючи нерiвнiсть трикутника для L2-
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норм, запишемо

E
( I∑

j=0

max
1≤k≤2j

|Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j)|

)2

≤
( I∑

j=0

(E[ max
1≤k≤2j

(Zt(k2
−j)− Zt((k − 1)2−j))2]1/2

)2

≤ C1

( I∑
j=0

2aj/2
)2

=
(
O
(
2aI/2

))2
= O(ta), t→∞,

де остання рiвнiсть забезпечується вибором I .

ДОВЕДЕННЯ (2.44). Використаємо декомпозицiю

Zt(k2
−I + u)− Zt(k2

−I)

=
∑
j≥0

(
1{Sj+ηj+1≤(k2−I+u)t} −G((k2−I + u)t− Sj)

)
1{k2−It<Sj≤(k2−I+u)t}

+
∑
j≥0

(
1{k2−It<Sj+ηj+1≤(k2−I+u)t}

−(G((k2−I + u)t− Sj)−G(k2−It− Sj))
)
1{Sj≤k2−It}

=: J1(t, k, u) + J2(t, k, u).

Достатньо довести, що для i = 1, 2

E[ max
0≤k≤2I−1

sup
u∈[0, 2−I ]

(Ji(t, k, u))
2] = O(t), t→∞. (2.50)

ДОВЕДЕННЯ (2.50) ДЛЯ i = 1. Оскiльки |J1(t, k, u)| ≤ ν((k2−I + u)t) −
ν(k2−It), та функцiя t 7→ ν(t) є м.н. неспадною, робимо висновок, що

supu∈[0, 2−I ] |J1(t, k, u)| ≤ ν((k + 1)2−It)− ν(k2−It) м.н. Отже,

E[ max
0≤k≤2I−1

sup
u∈[0, 2−I ]

(Ji(t, k, u))
2] ≤ E[ max

0≤k≤2I−1
(ν((k + 1)2−It)− ν(k2−It))2]

≤ E
2I−1∑
k=0

E(ν((k + 1)2−It)− ν(k2−It))2

≤ 2IE(ν(2−It))2 ≤ (t/t1)E(ν(2t1))2

= O(t), t→∞,
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де друга нерiвнiсть випливає з субадитивностi за розподiлом ν(t) (див., на-

приклад, формулу (5.7) на с. 58 книги [30]), а третя нерiвнiсть забезпечується

вибором I .

ДОВЕДЕННЯ (2.50) ДЛЯ i = 2. Маємо

sup
u∈[0, 2−I ]

|J2(t, k, u)|

≤ sup
u∈[0, 2−I ]

(∑
j≥0

1{k2−It<Sj+ηj+1≤(k2−I+u)t}1{Sj≤k2−It}

+
∑
j≥0

(G((k2−I + u)t− Sj)−G(k2−It− Sj))
)
1{Sj≤k2−It}

)
≤

∑
j≥0

1{k2−It<Sj+ηj+1≤(k+1)2−It}1{Sj≤k2−It}

+
∑
j≥0

(G(((k + 1)2−I)t− Sj)−G(k2−It− Sj))1{Sj≤k2−It}

≤
∣∣∣∑
j≥0

(
1{k2−It<Sj+ηj+1≤(k+1)2−It}

−(G(((k + 1)2−I)t− Sj)−G(k2−It− Sj))
)
1{Sj≤k2−It}

∣∣∣
+ 2

∑
j≥0

(G(((k + 1)2−I)t− Sj)−G(k2−It− Sj))
)
1{Sj≤k2−It}

=: J21(t, k) + 2J22(t, k).

Використовуючи (2.47) з u = (k + 1)2−I та v = k2−I , отримаємо

E(J22(t, k))2 ≤ E(ν(1))2(a(2−It))2 ≤ E(ν(1))2(a(2t1))2,

з чого випливає

E( max
0≤k≤2I−1

J22(t, k))
2 ≤ 2I max

0≤k≤2I−1
E(J22(t, k))2

≤ (t/t1)E(ν(1))2(a(2t1))2 = O(t), t→∞.

Далi, використовуючи (2.47),

E(J21(t, k))2 = E
∫
[0, k2−It]

(G((k + 1)2−It− y)−G(k2−It− y))dν(y)

≤ Eν(1)a(2−It).
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Отже, за тими самими мiркуваннями, що i ранiше E(max0≤k≤2I−1 J21(t, k))
2 =

O(t). Таким чином, виконується спiввiдношення (2.50) для i = 2. Доведення

твердження 47 завершено.

Для доведення теореми 40 також буде використана теорема 48. Для її фор-

мулювання введемо додатковi позначення. Для j ∈ N та t ≥ 0 позначимо

черезN ∗j (t) кiлькiсть iндивiдуумiв у j-ому поколiннi з моментами народжен-

ня≤ t у загальному гiллястому процесi, що породжений довiльним локально

скiнченним точковим процесом T ∗, та покладемо V ∗j (t) := EN ∗j (t). Зокре-

ма, N ∗j = Nj для j ∈ N, коли T ∗ = T . Для простоти позначень покладемо

N ∗ := N ∗1 та V ∗ := V ∗1 .

Нехай W := (W (s))s≥0 позначає центрований гаусiвський процес, який

є м.н. локально неперервним за Гьольдером та задовольняє W (0) = 0. Для

кожного u > 0 покладемо

R
(u)
1 (s) := W (s), R

(u)
j (s) :=

∫
[0, s]

(s− y)u(j−1)dW (y), s ≥ 0, j ≥ 2.

Наведений нижче результат випливає з теореми 3.2 [27] та її доведення.

Теорема 48. Припустимо, що виконуються умови:

(а)

b0 + b1t
ω−ε1 ≤ V ∗(t)− ctω ≤ a0 + a1t

ω−ε2 (2.51)

для всiх t ≥ 0 та деяких констант c, ω, a0, a1 > 0, 0 < ε1, ε2 ≤ ω та

b0, b1 ∈ R,

(б)

E sup
s∈[0, t]

(N ∗(s)− V ∗(s))2 = O(t2γ), t→∞ (2.52)

для деякого γ ∈ (0, ω).

(в) (N ∗(ut)− V ∗(ut)
btγ

)
u≥0
⇒ (W (u))u≥0, t→∞ (2.53)

у J1-топологiї на D для деякого b > 0 та γ з (2.52).
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Тодi ((N ∗j (ut)− V ∗j (ut)
bρj−1tγ+ω(j−1)

)
u≥0

)
j∈N
⇒
((
R

(ω)
j (u)

)
u≥0

)
j∈N (2.54)

у J1-топологiї на DN, де

ρj :=
(cΓ(ω + 1))j

Γ(ωj + 1)
, j ∈ N0,

а Γ(·) позначає гамма-функцiю.

2.4.3 Доведення основних результатiв

2.4.3.1 Доведення твердження 32 та теореми 33.

Доведення твердження 32. Найпростiший спосiб доведення твердження ба-

зується на застосуваннi перетворення Лапласа. Дiйсно, для фiксованого

j ∈ N ∫
[0,∞)

e−stdVj(t) =
( Ee−sη

1− Ee−sξ
)j
∼ 1

µjsj
, s→ 0 + .

За тауберовою теоремою Карамата (теорема 1.7.1 монографiї [12]) виконує-

ться (2.30).

Доведення теореми 33. Будемо використовувати iндукцiю по j. Нехай j = 1.

Запишемо

V (t)−µ−1t =
∫
[0, t]

(U(t−y)−µ−1(t−y))dG(y)−µ−1
∫ t

0

(1−G(y))dy. (2.55)

Очевидно, що другий доданок збiгається до −µ−1Eη при t → ∞. Один

наслiдок з теореми Блекуелла стверджує, що

lim
t→∞

(U(t)− µ−1t) = (2µ2)−1Eξ2 = bU .

Використовуючи цей факт у комбiнацiї з (2.15), а також теорему Лебега

про мажоровану збiжнiсть, робимо висновок, що перший доданок в (2.55)

збiгається до bU при t→∞. Отже, ми показали, що (2.31) виконується для

j = 1.
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Припустимо, що (2.31) виконується для j = k. З огляду на (2.31) з j = 1,

для заданого ε > 0 iснує t0 > 0 таке, що

|V (t)− µ−1t− bV | ≤ ε (2.56)

при t ≥ t0. Для t ≥ t0 запишемо

Vk+1(t)−
tk+1

(k + 1)!µk+1
=

∫
[0, t−t0]

(V (t− y)− µ−1(t− y))dVk(y)

+

∫
(t−t0, t]

(V (t− y)− µ−1(t− y))dVk(y)

+ µ−1
∫ t

0

(
Vk(y)−

yk

k!µk

)
dy

= I1(t) + I2(t) + I3(t).

Згiдно з (2.56)

(bV − ε)Vk(t− t0) ≤ I1(t) ≤ (bV + ε)Vk(t− t0),

звiдки
bV − ε
k!µk

≤ lim inft→∞
I1(t)

tk
≤ lim supt→∞

I1(t)

tk
≤ bV + ε

k!µk

за твердженням 32.

Використовуючи (2.15), отримаємо |I2(t)| ≤ cV (Vk(t) − Vk(t − t0)) для

всiх t ≥ t0. Тому limt→∞ t
−kI2(t) = 0 за теоремою 35. Об’єднавши цей

факт з останньою центрованою формулою та спрямовуючи ε→ 0+, робимо

висновок, що

I1(t) + I2(t) ∼
bV t

k

k!µk
, t→∞.

Нарештi, за припущенням iндукцiї та правилом Лопiталя

I3(t) ∼
bV t

k

(k − 1)!µk
, t→∞.

Поєднуючи фрагменти разом, приходимо до (2.31) з j = k + 1.

2.4.3.2 Доведення теорем 34 та 35

Доведення теореми 34. Застосовне доведення теореми 22 з очевидними спро-

щеннями. Зауважимо, що для початкових поколiнь (j є фiксованим) асим-

птотичне спiввiдношення (2.30) виконується за єдиного припущення µ <∞.
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Це не так для промiжних поколiнь (j = j(t) → ∞, j(t) = o(t) при t → ∞),

що пояснює появу додаткового припущення Eξr <∞ для деякого r ∈ (1, 2]

у теоремi 22.

Доведення теореми 35. При j = 1 спiввiдношення (2.32) виконується за

лемою 24. Запишемо

Vj(t+ h)− Vj(t) =

∫
[0, t]

(V (t+ h− y)− V (t− y))dVj−1

+

∫
(t, t+h]

V (t+ h− y)dVj−1(y)

=: Aj(t) +Bj(t).

Спочатку покажемо, що внесок Bj(t) є несуттєвим. Дiйсно, використову-

ючи монотоннiсть V та limt→∞(Vj(t + h)/Vj(t)) = 1 (див. твердження 32),

отримаємо

Bj(t) ≤ V (h)(Vj−1(t+ h)− Vj−1(t)) = o(Vj−1(t)), t→∞.

З огляду на (2.32) з j = 1 для заданого ε > 0 iснує t0 > 0 таке, що

|V (t+ h)− V (t)− µ−1h| ≤ ε

при t ≥ t0. Таким чином, для t ≥ t0 отримаємо

Aj(t) =

∫
[0, t−t0]

(V (t+ h− y)− V (t− y))dVj−1(y)

+

∫
(t−t0, t]

V (t+ h− y)dVj−1(y)

=: Aj,1(t) + Aj,2(t).

Використовуючи тi самi мiркування, що i для Bj(t), робимо висновок, що

Aj,2(t) = o(Vj−1(t)). Далi, Aj,1(t) ≤ (µ−1h+ ε)Vj−1(t− t0), звiдки

lim sup
t→∞

(Aj(t)/Vj−1(t)) ≤ µ−1h.

Аналогiчним чином можна довести протилежну нерiвнiсть для нижньої гра-

ницi. Звернення до твердження 32 завершує доведення теореми 35.
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2.4.3.3 Доведення теореми 37.

Для j ∈ N та t ≥ 0 покладемо Dj(t) := VarNj(t). Нагадаємо, що як наслiдок

припущення η = ξ м.н., Tr = Sr для r ∈ N та V (t) = Ũ(t) =
∑

r≥1 P{Sr ≤ t}
для t ≥ 0. Однак, ми вважаємо, що краще писати Vj, нiж Ũj.

Нехай j ∈ N, j ≥ 2. За допомогою (2.6) отримаємо

Nj(t)− Vj(t) =
∑
r≥1

(
N

(r)
j−1(t− Sr)− Vj−1(t− Sr)

)
1{Sr≤t}

+

(∑
r≥1

Vj−1(t− Sr)1{Sr≤t} − Vj(t)
)

=: Nj, 1(t) +Nj, 2(t), t ≥ 0,

звiдки

Dj(t) = E(Nj, 1(t))
2 + E(Nj, 2(t))

2. (2.57)

Спочатку покажемо, що виконуються таке асимптотичне спiввiдношення

для j ≥ 2

E(Nj, 2(t))
2 = Var

(∑
r≥1

Vj−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)
= E

(∑
r≥1

Vj−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)2
− V 2

j (t)

∼ σ2

(2j − 1)((j − 1)!)2µ2j+1
t2j−1, t→∞. (2.58)

ДОВЕДЕННЯ (2.58). Будемо використовувати рiвнiсть (див. формулу (4.9)

статтi [36])

E
(∑

r≥1
Vj−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)2

= 2

∫
[0, t]

Vj−1(t− y)Vj(t− y)dŨ(y) +
∫
[0, t]

V 2
j−1(t− y)dŨ(y). (2.59)
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З огляду на (2.31)∫
[0, t]

Vj−1(t− y)Vj(t− y)dŨ(y)

=

∫
[0, t]

( (t− y)j−1

(j − 1)!µj−1
+
bV (j − 1)(t− y)j−2

(j − 2)!µj−2
+ o((t− y)j−2)

)
×
((t− y)j

j!µj
+
bV j(t− y)j−1

(j − 1)!µj−1
+ o((t− y)j−1)

)
dŨ(y)

=
1

(j − 1)!j!µ2j−1

∫
[0, t]

(t− y)2j−1dŨ(y)

+
bV (2j

2 − 2j + 1)

(j − 1)!j!µ2j−2

∫
[0, t]

(t− y)2j−2dŨ(y)

+

∫
[0, t]

o((t− y)2j−2)dŨ(y),

де bV = Eξ2/(2µ2)− 1, оскiльки за поточним припущенням Eη = µ. Вiдпо-

вiдно до (2.39)∫
[0, t]

(t− y)2j−1dŨ(y) = t2j

2jµ
+ bV t

2j−1 + o(t2j−1), t→∞;

∫
[0, t]

(t− y)2j−2dŨ(y) = t2j−1

(2j − 1)µ
+ o(t2j−1), t→∞.

Крiм того, можна перевiрити, що∫
[0, t]

o((t− y)2j−2)dŨ(y) = o(t2j−1), t→∞.

Згiдно з твердженням 32

V 2
j−1(t) ∼

t2j−2

((j − 1)!)2µ2j−2
та V (t) = Ũ(t) ∼ t

µ
, t→∞.

Як i при доведеннi твердження 32, ми знову звертаємось до тауберової

теореми Карамата (теорема 1.7.1 книги [12]) для отримання∫
[0, t]

V 2
j−1(t− y)dŨ(y) ∼

t2j−1

(2j − 1)((j − 1)!)2µ2j−1
, t→∞.

Використовуючи вищезазначене асимптотичне спiввiдношення та (2.59), ро-
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бимо висновок

E
(∑

r≥1
Vj−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)2

=
t2j

(j!)2µ2j
+

2bV t
2j−1

(j − 1)!j!µ2j−1

+
2bV (2j

2 − 2j + 1)t2j−1

(2j − 1)(j − 1)!j!µ2j−1

+
t2j−1

(2j − 1)((j − 1)!)2µ2j−1

+ o(t2j−1), t→∞.

Далi, використовуючи (2.31), отримуємо при t→∞

V 2
j (t) =

t2j

(j!)2µ2j
+

2tj

j!µj

(
Vj(t)−

tj

j!µj

)
+

(
Vj(t)−

tj

j!µj

)2

=
t2j

(j!)2µ2j
+

2bV t
2j−1

((j − 1)!)2µ2j−1
+ o(t2j−1).

Два останнi асимптотичнi спiввiдношення тягнуть за собою (2.58).

Маючи (2.58), ми готовi перейти до доведення (2.33). Для цього буде-

мо використовувати математичну iндукцiю. Якщо j = 1, то (2.33) набуває

вигляду D1(t) = E(N(t)− Ũ(t))2 ∼ σ2µ−3t при t→∞. Це можна перевiри-

ти, використовуючи доведення (2.58). Також це спiввiдношення випливає з

теореми 3.8.4 книги [30], де не робиться припущення щодо негратчастостi

розподiлу ξ. Припустимо, що (2.33) виконується для j = k − 1 ≥ 1, тобто

Dk−1(t) ∼
σ2

(2k − 3)((k − 2)!)2µ2k−1
t2k−3, t→∞.

Використовуючи це та рiвнiсть

E(Nk,1(t))
2 = E

∑
r≥1

Dk−1(t− Sr)1{Sr≤t} =

∫
[0, t]

Dk−1(t− y)dŨ(y)

у поєднаннi з тауберовою теоремою Карамата (теорема 1.7.1 [12]) або, ще

простiше, обчислюючи власноруч, отримуємо, що

E(Nk, 1(t))
2 ∼ σ2

(2k − 3)(2k − 2)((k − 2)!)2µ2k
t2k−2, t→∞.

Завдяки (2.57) та (2.58) робимо висновок, що (2.33) виконується для j = k.

Доведення теореми 37 завершено.
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2.4.3.4 Доведення теореми 39.

Скористаємося методом математичної iндукцiї. Якщо j = 1, то (2.34) має

мiсце за формулою (24) статтi [3]. Припускаючи, що твердження виконує-

ться для j = k, ми покажемо, що (2.34) також виконується для j = k + 1.

Для цього запишемо з використанням (2.6) для j = k + 1

Nk+1(t) =
∑
r≥1

(
N

(r)
1, k+1(t− T

(k)
r )− V (t− T (k)

r )
)
1{T (k)

r ≤t}

+

∫
[0, t]

V (t− y)dNk(y), t ≥ 0.

Згiдно з твердженням 32 для заданого ε > 0 iснує t0 > 0 таке, що |t−1V (t)−
µ−1| ≤ ε для t ≥ t0. Маємо∫
(t−t0, t]

V (t−y)dNk(y) ≤ V (t0)(Nk(t)−Nk(t−t0)) = o(tk) м.н. при t→∞

за припущенням iндукцiї. Аналогiчно∫
(t−t0, t]

(t− y)dNk(y) = o(tk) м.н. при t→∞.

Далi, ∫
[0, t−t0]

V (t− y)dNk(y) ≥ (µ−1 − ε)
∫
[0, t−t0]

(t− y)dNk(y)

≥ (µ−1 − ε)
(∫

[0, t]

(t− y)dNk(y)−
∫
(t−t0, t]

(t− y)dNk(y)
)
.

Використовуючи
∫
[0, t](t − y)dNk(y) =

∫ t

0 Nk(y)dy та застосовуючи правило

Лопiталя у комбiнацiї з припущенням iндукцiї, робимо висновок

lim
t→∞

∫
[0, t](t− y)dNk(y)

tk+1
=

1

µk(k + 1)!
м.н.

Поєднуючи фрагменти разом, приходимо до

lim inft→∞

∫
[0, t] V (t− y)dNk(y)

tk+1
≥ 1

µk+1(k + 1)!
м.н.

Аналогiчним чином можна отримати протилежну нерiвнiсть для верхньої

границi, звiдки

lim
t→∞

∫
[0, t] V (t− y)dNk(y)

tk+1
=

1

µk+1(k + 1)!
м.н. (2.60)
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Далi,

E
(∑

r≥1

(
N

(r)
1, k+1(t− T

(k)
r )− V (t− T (k)

r )
)
1{T (k)

r ≤t}

)2
=
∑
r≥1

E
(
N

(r)
1, k+1(t− T

(k)
r )− V (t− T (k)

r )
)2
1{T (k)

r ≤t}

≤
∫
[0, t]

E(N(t− y))2dVk(y) ≤ E(N(t))2Vk(t) = O(tk+2), t→∞.

Ми скористалися монотоннiстю t 7→ E(N(t))2 для останньої нерiвностi та

лемами 32 i 45 для останньої рiвностi. Використовуючи нерiвнiсть Маркова

та лему Бореля-Кантеллi, робимо висновок

lim
n→∞

∑
r≥1
(
N

(r)
1, k+1(n

2 − T (k)
r )− V (n2 − T (k)

r )
)
1{T (k)

r ≤n2}

n2(k+1)
= 0 м.н.

(n прямує до ∞ по цiлих числах). Це разом з (2.60) дає

lim
n→∞

Nk+1(n
2)

n2(k+1)
=

1

µk+1(k + 1)!
м.н.

Отже, залишається показати, що ми можемо перейти до границi по дiйсних

числах. Для цього зауважимо, що для кожного t ≥ 0 iснує n ∈ N таке, що

t ∈ [(n− 1)2, n2), та, використовуючи м.н. монотоннiсть, отримаємо

(n− 1)2(k+1)

n2(k+1)

Nk+1((n− 1)2)

(n− 1)2(k+1)
≤ Nk+1(t)

tk+1
≤ Nk+1(n

2)

n2(k+1)

n2(k+1)

(n− 1)2(k+1)
м.н.

Спрямовуючи t до∞, ми приходимо до

lim
t→∞

Nk+1(t)

tk+1
=

1

µk+1(k + 1)!
м.н.,

тим самим завершуючи крок iндукцiї. Доведення теореми 39 завершено.

2.4.3.5 Доведення теореми 40.

У випадку Eη <∞ цей результат випливає з теореми 3.2 та леми 4.2 статтi

[27]. Отже, ми розглянемо випадок Eηa <∞ для a ∈ (0, 1) та Eη =∞.

Застосуємо теорему 48 з N ∗j = Nj, j ∈ N. Вiдповiдно до (2.16)

−c1 − c2t1−a ≤ V (t)− µ−1t ≤ cU , t ≥ 0
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для деяких додатних c1 i c2 та cU = µ−2Eξ2, тобто (2.51) виконується з

c = µ−1, ω = 1, ε1 = a, ε2 = 1, a0 + a1 = cU , b0 = −c1, b1 = −c2. Згiдно з

твердженням 47

E sup
s∈[0, t]

(N(s)− V (s))2 = O(t), t→∞,

тобто умова (2.52) виконується з γ = 1/2. За твердженням 46(N(ut)− V (ut)√
µ−3σ2t

)
u≥0
⇒ (B(u))u≥0, t→∞

у J1-топологiї на D. Це означає, що умова (2.53) виконується з γ = 1/2, b =

µ−3/2σ та W = B (броунiвський рух). Нагадаємо, що процес B є локально

неперервним за Гьольдером з показником β для будь-якого β ∈ (0, 1/2).

Отже, за теоремою 48 спiввiдношення (2.35) є окремим випадком (2.54) з

γ = 1/2, ω = 1, R(1)
j = Rj−1, j ∈ N та ρj = 1/(µjj!), j ∈ N0.

Тепер доведемо, що центрування Vj(ut) можна замiнити на вираз у (2.36).

Спочатку зауважимо, що рiвнiсть в (2.36) за допомогою математичної iнду-

кцiї по k випливає з зображення

E(t−Θi)
k
1{Θi≤t} =

∫
[0, t]

(t− y)kdP{Θi ≤ y}

= k

∫ t

0

∫
[0, s]

(s− y)k−1dP{Θi ≤ y}ds, i, k ∈ N, t ≥ 0,

де Θi := η1 + . . .+ ηi, а перший крок iндукцiї випливає з рiвностi∫
[0, t]

(t− y)dP{Θi ≤ y} =
∫ t

0

P{Θi ≤ s}ds, i ∈ N, t ≥ 0.

Далi ми покажемо, що за умови Eξ2 <∞ та незалежно вiд розподiлу η для

всiх T > 0

lim
t→∞

t−(j−1/2) sup
u∈[0, T ]

|Vj(ut)− (j!µj)−1E(ut−Θj)
j
1{Θj≤ut}| = 0. (2.61)

Для цього нагадаємо, що згiдно з формулою (4.4) статтi [14] (з η = 0),

Uj(t)−
tj

j!µj
≤

j−1∑
i=0

(
j

i

)
cj−iU ti

i!µi
, t ≥ 0,
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де cU = µ−2Eξ2. Використовуючи це та лему 43, робимо висновок, що для

u ∈ [0, T ] та t ≥ 0 ∣∣∣Vj(ut)− E(ut−Θj)
j
1{Θj≤ut}

j!µj

∣∣∣
=

∫
[0, ut]

(
Uj(ut− y)−

(ut− y)j

j!µj

)
dP{Θj ≤ y}

≤
∫
[0, ut]

j−1∑
i=0

(
j

i

)
cj−iU (ut− y)i

i!µi
dP{Θj ≤ y}

≤
j−1∑
i=0

(
j

i

)
cj−iU (Tt)i

i!µi
= o(tj−1/2), t→∞,

що доводить (2.61).

Залишається показати, що за умови Eη1/2 <∞ центрування Vj(ut) можна

замiнити на (ut)j/(j!µj). Достатньо перевiрити, що

lim
t→∞

supu∈[0, T ]
(
(ut)j − j!

∫ ut

0

∫ t2
0 . . .

∫ tj
0 P{Θj ≤ y}dydtj . . . dt2

)
tj−1/2

= 0. (2.62)

Чисельник пiд знаком границi у лiвiй частинi формули (2.62) дорiвнює

sup
u∈[0, T ]

∫ tu

0

∫ t2

0

. . .

∫ tj

0

P{Θj > y}dydtj . . . dt2

=

∫ tT

0

∫ t2

0

. . .

∫ tj

0

P{Θj > y}dydtj . . . dt2.

Отже, залишається показати, що

lim
t→∞

t−(j−1/2)
∫ t

0

∫ t2

0

. . .

∫ tj

0

P{Θj > y}dydtj . . . dt2 = 0.

Припустимо, що Eη < ∞, тодi EΘj < ∞ та limt→∞
∫ t

0 P{Θj > y}dy =

ERj <∞. Використовуючи правило Лопiталя (j − 1) разiв, отримуємо

lim
t→∞

∫ t

0

∫ t2
0 . . .

∫ tj
0 P{Θj > y}dydtj . . . dt2

tj−1/2

=
2j−1

1 · 3 · . . . · (2j − 1)
lim
t→∞

∫ t

0 P{Θj > y}dy
t1/2

= 0.

Припустимо, що Eη =∞. Оскiльки нерiвнiсть Eη1/2 <∞ еквiвалентна такiй

EΘ1/2
j < ∞, то limt→∞ t

1/2P{Θj > t} = 0. Маючи це та використовуючи
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правило Лопiталя j разiв, отримуємо

lim
t→∞

∫ t

0

∫ t2
0 . . .

∫ tj
0 P{Θj > y}dydtj . . . dt2

tj−1/2

=
2j

1 · 3 · . . . · (2j − 1)
lim
t→∞

t1/2P{Θj > t} = 0.

Доведення теореми 40 завершено.

2.5 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено iтерованi збуренi випад-

ковi блукання на деревах загальних гiллястих процесiв. Зокрема, отримано

такi результати:

� Знайдено умови скiнченностi моментiв часу першого проходження рiв-

ня збуреним випадковим блуканням.

� Доведено аналоги результатiв теорiї вiдновлення (елементарної теоре-

ми вiдновлення, ключової теореми вiдновлення, теореми Блекуелла)

для початкових та промiжних рiвнiв.

� Доведенi теорема про швидкiсть збiжностi в аналогу елементарної тео-

реми вiдновлення, посилений закон великих чисел, функцiональна гра-

нична теорема та знайдена асимптотика дисперсiї лiчильного процесу

для початкових рiвнiв.

� Проведено моделювання, що демонструє реалiзацiї об’єктiв, що дослi-

джуються.
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ВИСНОВКИ

Дана дисертацiйна робота є внеском до теорiї загальних процесiв дробового

ефекту та до розвитку теорiї вiдновлення для iтерованих збурених випад-

кових блукань. Дослiджено граничну поведiнку процесiв дробового ефекту

без жодних припущень щодо вхiдної послiдовностi, окрiм локальної скiн-

ченностi лiчильного процесу. Доведено аналоги вiдомих результатiв теорiї

вiдновлення для початкових та промiжних рiвнiв iтерованих збурених випад-

кових блукань на деревах загальних гiллястих процесiв. Серед отриманих в

дисертацiйнiй роботi результатiв слiд видiлити такi.

(1) Доведено функцiональнi граничнi теореми для загальних процесiв дро-

бового ефекту за природних припущень. Наведено приклади викори-

стання отриманих теорем.

(2) Дослiджено неперервнiсть за Гьольдером процесiв типу Рiмана-Лiувiлля.

(3) Доведено теорему про скiнченнiсть моментiв часу першого проходже-

ння рiвня збуреним випадковим блуканням.

(4) Доведено елементарну теорему вiдновлення, ключову теорему вiднов-

лення, теорему Блекуелла для промiжних рiвнiв iтерованих збурених

випадкових блукань.

(5) Для початкових рiвнiв, окрiм згаданих у попередньому пунктi резуль-

татiв, також були доведенi теорема про швидкiсть збiжностi в аналогу

елементарної теореми вiдновлення, посилений закон великих чисел,
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функцiональна гранична теорема та знайдено асимптотику дисперсiї

лiчильного процесу.

(6) Для вiзуалiзацiї отриманих результатiв проведене комп’ютерне моде-

лювання. Розробленi програмнi засоби можуть використовуватися у

подальших дослiдженнях.
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Додаток А

Простiр Скорохода

Означення 49. Для T > 0 простором Скорохода D[0, T ] називається про-

стiр дiйснозначних неперервних справа функцiй f , що визначенi на [0, T ] та

мають скiнченнi лiвобiчнi границi у точках з (0, T ]. Тобто для f ∈ D[0, T ]

(а) icнує границя f(t0+) = limt→t0+ f(t) та f(t0+) = f(t0) для t0 ∈ [0, T );

(б) icнує границя f(t0−) = limt→t0− f(t) для t0 ∈ (0, T ].

Простiр Скорохода D[T1, T2] для довiльних T1 < T2 визначається анало-

гiчним чином. Наведенi нижче вiдомостi справедливi також для D[T1, T2].

Нехай Λ є класом неперервних строго зростаючих функцiй λ : [0, T ] →
[0, T ] для яких λ(0) = 0 та λ(T ) = T .

Означення 50. J1-топологiєю Скорохода на [0, T ] називається топологiя,

що породжена метрикою

dT (f, g) := inf
λ∈Λ

(
sup
t∈[0,T ]

|f(λ(t))− g(t)| ∨ sup
t∈[0,T ]

|λ(t)− t|

)
.

Означення 51. Припустимо, що f ∈ D[0, T ] та fn ∈ D[0, T ] для n ∈ N.

Будемо казати, що fn збiгається у J1-топологiї до f , якщо iснують (λn)n∈N

з Λ такi, що

sup
0≤t≤T

|λn(t)− t| → 0, n→∞

та sup
0≤t≤T

|fn(λn(t))− f(t)| → 0, n→∞.
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Функцiї fn, що збiгаються у J1-топологiї до граничної функцiї f , можуть

мати один стрибок в околi стрибка функцiї f . Крiм того, положення стрибкiв

fn та їх величини повиннi збiгатися з положенням стрибкiв f i їх величин. Це

основна вiдмiннiсть вiд локально рiвномiрної збiжностi, яка вимагає, щоб

положення стрибкiв fn i f були однаковими, а не асимптотично рiвними.

Далi на просторi D[0, T ] визначимо метрику dT0 , яка є еквiвалентною до

метрики dT i, отже, також породжує J1-топологiю. Покладемо

dT0 (f, g) := inf
λ∈Λ

(
sup
t,s:t ̸=s

∣∣∣∣log λ(t)− λ(s)t− s

∣∣∣∣ ∨ sup
y∈[0,T ]

|f(t)− g(λ(t))|

)
.

Головною вiдмiннiстю метрик dT та dT0 є те, що простiр D[0, T ] не є повним

вiдносно dT , але є повним вiдносно dT0 .

Тепер наведемо два означення та критерiй щiльностi послiдовностi ймо-

вiрнiсних мiр. Теорема 54 поєднує в собi теорему 13.2 та коментарi до

теореми 13.3 монографiї [10].

Означення 52. Ймовiрнiсна мiра P називається щiльною, якщо для будь-

якого ε > 0 iснує компактна множина K така, що P (K) > 1− ε.

Означення 53. Послiдовнiсть ймовiрнiсних мiр (Pn)n∈N називається щiль-

ною, якщо для будь-якого ε > 0 iснує компактна множина K така, що

Pn(K) > 1− ε для кожного n ∈ N.

Теорема 54. Послiдовнiсть (Pn)n∈N є щiльною у D[0, T ] тодi i тiльки тодi,

коли

lim
t→∞

lim sup
n

Pn({f : sup
x∈[0, T ]

|f(x)| ≥ t}) = 0

та для будь-яких додатних ε та ϵ iснують такi δ ∈ (0, 1) та n0 ∈ N, що

для всiх n ≥ n0 виконуються

Pn({f : sup
0≤t1≤t≤t2≤T, t2−t1≤δ

{|f(t)− f(t1)| ∧ |f(t2)− f(t)|} ≥ ε}) ≤ ϵ,

Pn({f : |f(δ)− f(0)| ≥ ε}) ≤ ϵ та Pn({f : |f(T−)− f(T − δ)| ≥ ε}) ≤ ϵ.
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Далi наведемо критерiй слабкої збiжностi ймовiрнiсних мiр в просторi

D[0, T ]. Для цього визначимо проекцiї πt : D[0, T ]→ R для t ∈ [0, T ] так

πt(f) := f(t)

для f ∈ D[0, T ]. Аналогiчно для будь-якого k ∈ N та t1, · · · , tk ∈ [0, T ]

визначимо πt1,··· ,tk : D[0, T ]→ Rk так

πt1,··· ,tk(f) := (f(t1), · · · , f(tk)).

Для ймовiрнiсної мiри P в просторi D[0, T ] позначимо через TP множи-

ну всiх t ∈ (0, T ), для яких проекцiї πt є майже напевно P -неперервними.

Помiтимо, що проекцiї π0 та πT є неперервними в D[0, T ], оскiльки вiдобра-

ження λ фiксують кiнцi вiдрiзку. При t ∈ (0, T ) проекцiї πt є неперервними

тодi i тiльки тодi, коли функцiя f є неперервною на цьому iнтервалi.

Наведена нижче теорема запозичена з теореми 13.1 книги [10].

Теорема 55. Нехай задано послiдовнiсть ймовiрнiсних мiр (Pn)n∈N. Якщо

(Pn)n∈N є щiльною та для довiльних t1, · · · , tk ∈ TP

Pn ◦ π−1t1,··· ,tk =⇒ P ◦ π−1t1,··· ,t+k

при n→∞, то

Pn =⇒ P, n→∞.

Простiр Скорохода D[0,∞) – це простiр дiйснозначних неперервних

справа функцiй, що визначенi на [0,∞) та мають скiнченнi лiвобiчнi границi

у додатних точках. Для введення J1-топологiї наD[0,∞) визначимо метрику

d∞0 на D[0,∞) в термiнах (dn0)n∈N. Для кожного n ∈ N покладемо

hn(t) :=


1, t ≤ n− 1

n− t, n− 1 ≤ t ≤ n

0, x ≥ n

та для кожної функцiї f ∈ D[0,∞) визначимо fn ∈ D[0,∞) так

fn(t) := hn(t)f(t), t ≥ 0.

Помiтимо, що для кожного n ∈ N fn є неперервною в точцi n.

- 126 -



Означення 56. J1-топологiєю Скорохода на [0,∞) називається топологiя,

що породжена метрикою

d∞(f, g) :=
∑
n∈N

2−n(1 ∧ dn0(fn, gn)).

Нехай Λ∞ є класом неперервних строго зростаючих функцiй λ : [0,∞)→
[0,∞) для яких λ(0) = 0. Наступне означення базується на теоремi 16.1

книги [10]

Означення 57. Припустимо, що f ∈ D[0,∞) та fn ∈ D[0,∞) для n ∈ N.

Будемо казати, що fn збiгається у J1-топологiї до f , якщо iснують (λn)n∈N

з Λ∞ такi, що

sup
0≤t≤∞

|λn(t)− t| → 0, n→∞

та для кожного m ∈ N sup
0≤t≤m

|fn(λn(t))− f(t)| → 0, n→∞.

Наступна теорема запозичена з теореми 16.2 монографiї [10].

Теорема 58. Нехай f, (fn)n∈N ∈ D[0,∞). Збiжнiсть d∞0 (fn, f) → 0, n → ∞
є еквiвалентною збiжностi dT0 (fn, f)→ 0, n→∞ для всiх точок неперерв-

ностi T функцiї f .

Для кожної f ∈ D[0,∞) визначимо rTf як звуження f на D[0, T ). Далi

наведемо критерiй слабкої збiжностi в D[0,∞), що запозичений з теореми

16.7 книги [10].

Теорема 59. Нехай задано послiдовнiсть ймовiрнiсних мiр (Pn)n∈N. Збi-

жнiсть

Pn =⇒ P, n→∞

виконується тодi i тiльки тодi, коли для кожного T ∈ TP

Pn ◦ r−1T =⇒ P ◦ r−1T , n→∞.

З огляду на теореми 55 та 59 зазначимо, що для доведення слабкої збiжно-

стi послiдовностi ймовiрнiсних мiр в D[0,∞) достатньо встановити слабку
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збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв та щiльнiсть послiдовностi ймо-

вiрнiсних мiр на D[0, T ] для кожного T > 0, що є точкою неперервностi

границi.

Функцiї, що правильно змiнюються

Означення 60. Додатна вимiрна функцiя l, що визначена в деякому околi

нескiнченностi, називається функцiєю, що повiльно змiнюється на нескiн-

ченностi, якщо limt→∞ l(ut)/l(t) = 1 для всiх u > 0.

Означення 61. Додатна вимiрна функцiя f , що визначена в деякому околi

нескiнченностi, називається функцiєю, що правильно змiнюється на нескiн-

ченностi з показником α ∈ R, якщо limt→∞ f(ut)/f(t) = uα для всiх u > 0.

Наступнi двi леми запозиченi з лем 6.1.3 та 6.1.4 монографiї [34].

Лема 62. Нехай додатна функцiя f(t) задовольняє limt→∞ tl(f(t))(f(t))
−α =

1 для деякого α > 0 та функцiї l, шо повiльно змiнюється на нескiнченностi,

та limt→∞ l(t) = ∞. Тодi f(t) правильно змiнюється на нескiнченностi з

показником 1/α та limt→∞ t
−1/αf(t) =∞.

Лема 63. Нехай функцiя f правильно змiнюється на нескiнченностi з пока-

зником α та є локально обмеженою.

(а) Тодi limt→∞ supa≤s≤b |f(st)/f(t)− sα| = 0 для всiх 0 < a < b <∞.

(б) Нехай α ̸= 0. Тодi iснує монотона функцiя g така, що f(t) ∼ g(t) при

t→∞.

(в) Нехай α > −1 та a > 0. Тодi
∫ t

a f(y)dy ∼ (α + 1)tf(t) при t→∞.

(г) Нехай α = −1 та a > 0. Тодi t 7→
∫ t

a f(y)dy є функцiєю, що повiльно

змiнюється на нескiнченностi, та limt→∞
tf(t)∫ t

0
f(y)dy

= 0.
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Беспосередня iнтегровнiсть за Рiманом

Означення 64. Функцiя f : R → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiма-

ном на R, якщо

(а)
∑

n∈Z sup(n−1)h≤y<nh f(y) <∞ для кожного h > 0 та

(б) limh→0+ h
∑

n∈Z(sup(n−1)h≤y<nh f(y)− inf(n−1)h≤y<nh f(y)) = 0.

Функцiя f : R→ R є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R, якщо

f+ та f− є безпосередньо iнтегровними за Рiманом функцiями.

Функцiя f : R → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞)

або (−∞, 0]), якщо виконуються (а) та (б), де суми беруться по N та −N0

вiдповiдно.

Нехай f : R → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом. Тодi f є

обмеженою на R, оскiльки

sup
x∈R

f(x) ≤ sup
n∈Z

sup
n−1≤y<n

f(y) ≤
∑
n∈Z

sup
n−1≤y<n

f(y) <∞,

де скiнченнiсть випливає з пункту (а). Крiм того, limt→±∞ f(t) = 0. Для цьо-

го помiтимо, що для будь-якого t ∈ R iснує n ∈ Z таке, що t ∈ [n−1, n). Та-

кож зауважимо, що limn→±∞ supn−1≤y<n f(y) = 0 та f(t) ≤ supn−1≤y<n f(y).

Лема 65. Наведенi нижче умови є достатнiми для того, щоб функцiя f :

R+ → R+ була безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+:

(а) f не зростає та є iнтегровною за Лебегом на R+;

(б) f є iнтегровною за Лебегом на R+, та функцiя e−atf(t) є не зростає

на R+ для деякого a > 0;

(в) f(t) := Eg(t− Θ)1{Θ≤t}, де g : R+ → R+ є безпосередньо iнтегровною

за Рiманом на R+, та Θ є невiд’ємною випадковою величиною;

(г) f є локально обмеженою та майже скрiзь неперервною на R+, а також

обмеженою зверху деякою безпосередньо iнтегровною за Рiманом на
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R+ функцiєю, або, бiльш загально,
∑

n≥1 sup(n−1)h≤y<nh f(y) < ∞ для

деякого h > 0;

(ґ) f є неперервною з компактним носiєм.

Пункт (а) добре вiдомий, див., наприклад, зауваження 3.10.3 книги [62].

Пункт (б) та останнє твердження випливають з доведення наслiдку 2.17

статтi [24]. Пункт (в) є твердженням 2.16(d) на с. 297 у [19]. Пункт (г) з

h = 1 є зауваженням 3.10.4 у [62]. Випадок h ̸= 1 вимагає лише тривiальних

модифiкацiй. Пункт (ґ) є окремим випадком зауваження 3.10.1 у [62].
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