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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ  

Актуальнiсть теми. Основним об’єктом дослiджень дисертацiйної роботи є випадковi 

процеси з регенерацiєю або, бiльш загально, випадковi регенеративнi структури. Пiд 

випадковою регенеративною структурою ми розумiємо випадковий об’єкт або їх родину, з 

пiдхожим чином визначеним поняттям «розмiру», такий що ймовiрнiснi характеристики 

об’єктiв рiзного розмiру узгодженi, а їх розподiли є iнварiантними вiдносно фiксованої 

операцiї видалення частини. Випадковий процес з регенерацiєю – це стохастичний процес, 

що визначений на такiй структурi та iндексований неперервною або дискретною змiнною, 

що задає її розмiр.  

Класичним прикладом випадкової регенеративної структури є випадкова рiвномiрна 

перестановка. Нехай Sn  – симетрична група множини {1,2,...,n}  , а s n
  – елемент Sn , 

вибраний навмання. Випадкова рiвномiрна перестановка s n
 , або бiльш точно сiм’я 

перестановок (s n )nÎN  задовольняє такi двi властивостi1:  

 за умови, що цикл, який мiстить 1 , має довжину mÎ {1,2,...,n} , його видалення з 

перестановки s n
 та перенумерацiя решти елементiв дає рiвномiрну перестановку 

множини {1,2,...,n-m} , тобто випадковий елемент множини Sn-m  з тим же 

розподiлом, що й s n-m
;  

 видалення елемента n+1 з s n+1
 дає випадкову перестановку з тим же розподiлом, що 

й s n
. 

Перша властивiсть вiдповiдає регенеративностi як рисi збереження розподiлу вiдносно 

операцiї «видалення частини» – в даному випадку видалення першого циклу. Друга 

властивiсть демонструє, що рiвномiрнi перестановки (s n )nÎN  узгодженi для рiзних розмiрiв 

n . Випадковим процесом з регенерацiєю на випадковiй рiвномiрнiй перестановцi може 

бути, наприклад, число циклiв, число нерухомих точок, порядок перестановки, довжина 

найдовшого циклу тощо. Аргументом таких процесiв виступає, зазвичай, дискретний 

параметр n   – кiлькiсть елементiв множини, на якiй розглядається симетрична група. 

Строгi визначення випадкової регенеративної структури та випадкового процесу з 

регенерацiєю наводяться на с. 9 автореферату.  

Поняття регенерацiї у випадкових комбiнаторних структурах вперше виникло в 

контекстi робiт О. Гнєдiна, Дж. Пiтмена та М. Йора по регенеративним композицiям та 

розбиттям. Запропонована згаданими авторами модель композицiй та поняття 

регенеративностi, що лежить в її основi, виявились надзвичайно вдалими, а вiдповiднi iдеї 

знайшли застосування в багатьох iнших областях прикладної ймовiрностi, включаючи 

теорiю коалесцентiв, теорiю випадкових перестановок, в задачах випадкового розмiщення, 

аналiзi процедур вибору лiдера тощо. Подальший розвиток вiдповiдних теорiй вимагав 

                                                 

1 Нагадаємо, що кожна перестановка може бути записана у виглядi диз’юнктного 
об’єднання циклiв. 



 

розробки асимптотичного апарату процесiв дробового ефекту, а також розробки теорiї 

збурених випадкових блукань. В даному дисертацiйному дослiдженнi згаданi моделi та 

внесок автора до вiдповiдних теорiй представленi з єдиної точки зору за допомогою 

поняття випадкової регенеративної структури. У роботi докладно дослiджено такi моделi:  

 випадковi процеси з iммiграцiєю в моменти вiдновлення (поняття було вперше 

введено у статтi автора [14]) та, зокрема, процеси дробового ефекту, побудованi за 

процесом вiдновлення;  

 випадковi регенеративнi композицiї;  

 випадковi регенеративнi перестановки (поняття було вперше введено у статтi автора 

[6], як узагальнення згаданих вище рiвномiрних перестановок);  

 переставнi коалесценти;  

 випадковi блукання з бар’єром та збуренi випадковi блукання;  

 процедури випадкового просiювання (поняття було вперше введено у статтях автора 

[2,23]) та процедури вибору лiдера.  

Як вже зазначалось, iснує тiсний взаємозв’язок мiж наведеними класами 

регенеративних структур, при цьому дослiдженню таких взаємозв’язкiв в роботi 

придiляється особлива увага. Наприклад, теореми про асимптотику збурених випадкових 

блукань та процесiв дробового ефекту (роздiл 2) використовуються для доведення 

результатiв для регенеративних композицiй (пiдроздiл 3.1) та випадкових перестановок 

(пiдроздiл 3.2). В свою чергу, випадковi композицiї застосовуються для вивчення 

асимптотики переставних коалесцентiв з множинними злиттями (пiдрозд iл 3.3). 

Процедури випадкового просiювання, введенi в роздiлi 5, виявляються корисними при 

дослiдженнi коалесцентiв з одночасними множинними злиттями (пiдроздiл 5.2.2).  

Крiм аналiзу вищезгаданих головних об’єктiв дослiдження роботи, запропонованi 

пiдходи можуть бути застосованi для вивчення схем випадкового розташування, семплiнгу 

видiв, процесiв фрагментацiї, моделей розкладних структур таких, як розбиття та 

вiдображення, а також вивчення їх компонентних спектрiв. Перелiченi класи випадкових 

структур повсякчас виникають у прикладних задачах та застосовуються для моделювання 

найрiзноманiтнiших явищ природи. Бiльш детально про можливi застосування буде 

сказано нижче, окремо для кожної зi згаданих структур.  

Широкий клас прикладних та теоретичних проблем, в яких виникають випадковi 

регенеративнi структури та випадковi процеси з регенерацiєю, сприяв появi помiтної 

кiлькостi публiкацiй, присвячених їх дослiдженню, що свiдчить про високу актуальнiсть та 

популярнiсть цiєї проблематики. Серед найважливiших робiт згадаємо серiю статей К. 

Клюппельберг, Т. Мiкоша та спiвавторiв про процеси дробового ефекту, побудованi за 

процесом Пуассона; низку робiт А. Барбура, О. Гнєдiна, М. Йора, О. Iксанова, Дж. Пiтмена 

та iнших про регенеративнi композицiї та розбиття; статтi Ж. Берестикi, Н. Берестикi, О. 

Гнєдiна, О. Iксанова, В. Лiмiк, М. Мьолє, С. Сагiтова, Дж. Пiтмена та Дж. Швайнсберга по 



 

коалесцентам з множинними злиттями; дослiдження Л. Девроє, М. Дрмоти, О. Iксанова, Х. 

Махмуда, М. Мьолє, Х. Хвана пов’язанi з випадковими деревами; статтi Т. Брюсса, Р. 

Грюбеля, Х. Продiнгера, В. Шпанковскi про процедури вибору лiдера; публiкацiї Р. 

Арратiя, А. Вершика, П. Ердеша, C. Керова, В. Колчiна, С. Таваре, П. Турана, A. Якимiва 

по випадковим перестановкам.  

 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйна робота 

виконувалась у вiдповiдностi до плану наукових дослiджень кафедри дослiдження 

операцiй факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального 

унiверситету iменi Тараса Шевченка в межах науково-дослiдної теми «Проблеми теорiї 

прийняття рiшень та системного аналiзу стохастичних мереж» (2011-2015 рр.), НДР 

№11БФ015-06, номер держреєстрацiї O116U002529.  

Пiдготовка дисертацiйної роботи була частково пiдтримана грантом Free Competition 

Grant of NWO (органiзацiя наукових дослiджень Нiдерландiв), грантом Президента 

України Ф47/012, грантом Фонду Олександра фон Гумбольдта (проект UKR/1159481).  

 

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є побудова асимптотичної 

теорiї випадкових регенеративних структур, зокрема, побудова класифiкацiї режимiв 

слабкої збiжностi випадкових процесiв з регенерацiєю, що описують такi структури, коли 

їх розмiр стає великим. Умовно, завдання цього дослiдження можна подiлити на два класи. 

Перший клас задач – отримання функцiональних граничних теорем у просторi 

неперервних функцiй або просторi Скорохода, або доведення збiжностi скiнченновимiрних 

розподiлiв для випадкових процесiв з регенерацiєю. Другий клас задач – вивчення 

властивостей траєкторiй граничних процесiв (локальна обмеженiсть; неперервнiсть та, 

зокрема, гельдеровiсть; локальнi закони повторного логарифму тощо) та аналiз їх 

розподiлiв (незалежнiсть приростiв; стацiонарнiсть; самоподiбнiсть; моменти; великi та 

малi вiдхилення).  

Об’єкт дослiдження – випадковi регенеративнi структури та випадковi процеси з 

регенерацiєю.  

Предмет дослiдження – асимптотика випадкових регенеративних структур та 

випадкових процесiв з регенерацiєю.  

Методика дослідження. У дисертацiйнiй роботi використовується як стандартний 

апарат теорiї ймовiрностей, так i бiльш специфiчнi методи  

 

1. теорiї вiдновлення та теорiї випадкових блукань (усi роздiли);  

2. теорiї правильної змiни (усi роздiли);  

3. теорiї точкових процесiв (роздiли 2, 5);  

4. теорiї мартингалiв з дискретним часом (усi роздiли);  

5. теорiї екстремальних процесiв (роздiли 2 та 5);  



 

6. теорiї ймовiрнiсних метрик (роздiл 4);  

7. теорiї функцiй комплексної змiнної (пiдроздiл 6.4);  

8. метод неперервного вiдображення (усi роздiли).  

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати дисертацiйної роботи є 

новими. Зокрема,  

 

 побудовано класифiкацiю режимiв слабкої збiжностi деяких випадкових процесiв з 

iммiграцiєю у моменти стрибкiв процесу вiдновлення, зокрема, процесiв дробового 

ефекту з функцiями вiдгуку, що не зростають.  

 Вперше отримано функцiональну граничну теорему для числа ненульових блокiв 

регенеративних композицiй, породжених узагальненими процесами Пуассона.  

 Описано режими слабкої збiжностi числа нульових блокiв регенеративних 

композицiй, породжених узагальненими процесами Пуассона.  

 Введено поняття регенеративних випадкових перестановок та отримано граничнi 

теореми для порядку таких перестановок.  

 Запропоновано конструкцiю каплiнгу випадкових регенеративних композицiй та 

переставних коалесцентiв з множинними злиттями, що дозволило встановити низку 

граничних теорем для функцiоналiв, заданих на коалесцентах з пиловою 

компонентою.  

 Отримано достатнi умови слабкої збiжностi часу поглинання спадних ланцюгiв 

Маркова до стiйких розподiлiв.  

 Встановлено граничну теорему для числа нульових декрементiв у випадкових 

блуканнях з бар’єром.  

 Доведено низку граничних теорем для числа злиттiв та повної довжини дерева 

переставних коалесцентiв без пилової компоненти.  

 Запропоновано та дослiджено процедури випадкового просiювання; встановлено їх 

зв’язок з процесами Гальтона-Ватсона та переставними коалесцентами.  

 Вперше введено поняття точкового процесу, стiйкого вiдносно просiювання, та 

отримано характеризацiю точкових процесiв, стiйких вiдносно просiювання 

випадковими блуканнями.  

 Дослiджено узагальненi процедури вибору лiдера та встановлено граничнi теореми 

для числа раундiв, початкових позицiй гравцiв та числа гравцiв пiсля n  раундiв.  



 

 Дослiджено властивостi розподiлiв та властивостi траєкторiй процесiв, що є 

граничними для випадкових процесiв з регенерацiєю. Зокрема, перевiрено 

гельдеровiсть та встановлено локальнi закони повторного логарифма для дробово 

iнтегровних обернених стiйких субординаторiв.  

 Доведено локальну унiверсальнiсть для дiйсних коренiв тригонометричних полiномiв.  

 Встановлено збiжнiсть степеневих та показникових моментiв у граничних теоремах 

для процесу вiдновлення. 

Теоретичне i практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної 

роботи носять в основному теоретичний характер i є внеском до теорiї дискретних 

випадкових структур з регенерацiєю. Основнi результати, а також iдеї та методи, що 

використовуються в роботi, можуть бути корисними у рiзних роздiлах теорiї ймовiрностей 

та математичної статистики. З iншого боку, поняття регенерацiї, самоподiбностi та 

рекурсивностi у стохастичних системах, притаманнi об’єктам даного дослiдження, 

виникають у багатьох прикладних задачах. Запропонована у роботi методологiя аналiзу 

таких систем має вагоме прикладне значення. Наведемо короткий перелiк можливих 

застосувань. Бiльш повний опис може бути знайдений в оглядi лiтератури.  

Випадковi процеси з iммiграцiєю та процеси дробового ефекту є математичною 

моделлю електричного струму у вакуумних трубках, дробового ефекту в iонних каналах, 

затримок у врегулюваннi страхових претензiй, сейсмiчної активностi регiону та багатьох 

iнших процесiв у рiзних областях науки. Фактично, будь-який процес, який описує 

кумулятивний ефект однотипних iмпульсiв, що поступають у систему у випадковi, але 

регулярно розподiленi моменти часу, є випадковим процесом з iммiграцiєю. Теорiя 

переставних коалесцентiв та регенеративних композицiй є складовою математичного 

апарату генетики популяцiй. Випадковi дерева та процедури вибору лiдера (випадковi 

просiювання) повсякчас застосовуються в комп’ютерних науках, зокрема у аналiзi 

алгоритмiв.  

Матерiали, поданi у дисертацiйному дослiдженнi, частково увiйшли до спецiальних 

курсiв, якi читалися автором на кафедрi дослiдження операцiй факультету комп’ютерних 

наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.  

 

Особистий внесок здобувача. Усi результати, представленi у дисертацiї, отриманi 

автором особисто. Із статей, написаних у спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише 

результати автора.  

В статтi [1] О. М. Iксанову (науковому консультанту автора) належить доведення 

теореми 3.2. Оформлення робiт [1,2,3,23] було виконано Г. Альсмаєром. Представленi в 

дисертацiї результати цих статей отриманi автором особисто. З. Каблучко належать 

твердження 2.6, 2.13, 2.22 та роздiл 2.5 роботи [23] та моделювання в статтi [2]. Роздiл 1 

роботи [5] написаний О. В. Гнєдiним, О. М. Iксанову належить доведення теореми 5.1. В 

статтi [6] автором було отримано першу версiю доведення теорем 3.1 та 3.2. В оглядовiй 

статтi [7] автором написанi пiдроздiли 2.4, 4.1, 4.2 та роздiл 8. Теорема 3.2 та твердження 



 

3.1 роботи [19] належать М. Мьолє, О. М. Iксанову належать наслiдки 3.1 та 3.2, 

оформлення роботи виконано О. В. Гнєдiним. Теорема 1.1 роботи [10] вперше доведена О. 

М. Iксановим та З. Каблучко для окремого випадку, загальне формулювання та доведення 

належать автору. В роботi [9] О. М. Iксановим та З. Каблучко доведено основний результат 

у випадку скiнченної дисперсiї, решта результатiв отримана автором. В роботi [4] О. М. 

Iксанову належить доведення теореми 2.6, З. Каблучко проведенi моделювання, роздiл 3 

написаний Г. М. Шевченко. В роботах [12,13,14,22] М. Майнерсом написанi вступнi 

частини, першi доведення теореми 2.9 у [12] та теореми 2.4 у [14], а також роздiл 4 в [22] 

належать О. М. Iксанову. Наслiдок 1.6 в [13] сформульовано i доведено О. М. Iксановим. 

Зауваження 2.2 та приклад 2.5 роботи [16] належать З. Каблучко. В роботi [11] О. М. 

Iксановим написано роздiл 2. Вступ статтi [8] написано О. В. Гнєдiним.  

 

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи доповiдалися на 

мiжнароднiй конференцiї «Modern Stochastics: Theory and Applications III» (м. Київ, 

Україна, 2012 р.), мiжнароднiй конференцiї «German Open Conference on Probability and 

Statistics 2014» (м. Ульм, Нiмеччина, 2014 р.), мiжнароднiй конференцiї «German 

Probability and Statistics Days 2016» (м. Бохум, Нiмеччина, 2016 р.), мiжнароднiй 

конференцiї «Probability, Reliability and Stochastic Optimization» (м. Київ, Україна, 2015 р.), 

серiї мiжнародних конференцiй «Probabilistic Aspects of Harmonic Analysis» (м. Бендлєво, 

Польща, 2014 та 2016 рр.), мiжнароднiй конференцiї «Stochastic Processes in Abstract 

Spaces» (м. Київ, Україна, 2015 р.) та серiї конференцiй «Problems of Decision Making under 

Uncertainties» (Україна, 2011 та 2012 рр.); на воркшопах «Spatial Models in Statistical 

Mechanics» та «Geometric Models in Probability» (м. Дармштадт, Нiмеччина, 2014 та 2016 

рр.); на воркшопi «International Workshop on Limit Theorems in Probability Theory, Number 

Theory, and Mathematical Statistics» (м. Київ, Україна, 2016 р.).  

Також матерiали дисертацiйного дослiдження доповiдалися та обговорювалися на 

наукових семiнарах:  

 

 вiддiлу випадкових процесiв Iнституту математики НАН України;  

 кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей НТУУ «Ки ївський 

полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського»;  

 кафедри дослiдження операцiй Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса 

Шевченка;  

 кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики Київського 

нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка;  

 Iнституту математики унiверситету мiста Утрехт (Нiдерланди);  

 кафедри стохастики факультету математики та комп’ютерних наук технiчного 

унiверситету мiста Ейндховен (Нiдерланди);  



 

 Iнституту математичної статистики Унiверситету м. Мюнстер (Нiмеччина);  

 при вiддiлi теорiї ймовiрностей Iнституту математики унiверситету мiста Кiль 

(Нiмеччина);  

 з прикладної ймовiрностi при Iнститутi математики м. Вроцлав (Польща);  

 вiддiлення стохастики Iнституту математики унiверситету м. Тюбiнген (Нiмеччина);  

 вiддiлення стохастики технiчного унiверситету м. Дармштадт (Нiмеччина);  

 кафедри стохастики унiверситету королеви Марiї м. Лондон (Великобританiя).  

 

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи викладено у 20 статтях [1-20], 

надрукованих у провiдних наукових фахових виданнях України та iнших країн. Частина 

результатiв викладена у роздiлi 3.1 монографiї [21]. До праць, якi вiдображають науковi 

результати дисертацiї та не увiйшли до перелiку основних публiкацiй, належать статтi [22-

23]. Додатково основнi результати роботи представлено в 12 матерiалах конференцiй [24-

35]. З 21 статтi [1-20,22] 20 опублiковано в журналах, що iндексуються в наукометричнiй 

базi Scopus.  

 

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, 6-ти роздiлiв, 

висновкiв, списку використаних джерел та трьох додаткiв. Кожен роздiл розбито на 

пiдроздiли, якi, в свою чергу, подiляються на пункти. Роздiли мають власну нумерацiю 

формул. Теореми, леми, твердження, зауваження мають наскрiзну нумерацiю. Робота 

мiстить 11 рисункiв та 4 таблицi, список використаних джерел мiстить 276 позицiй. В 

додатку A зiбрано ряд допомiжних лем, а також менш важливi результати, що не увiйшли 

в основний текст дисертацiї внаслiдок обмежень на його розмiр. В короткому додатку B 

стисло викладено найбiльш важливi для розумiння основного тексту поняття: конструкцiя 

топологiй на просторах Скорохода, основи теорiї маркованих точкових процесiв, 

властивостi мiнiмальних Lp  метрик та результати про сильну апроксимацiю процесiв 

вiдновлення. В додатку С зiбрано декiлька суто технiчних результатiв. Загальний обсяг 

дисертацiї становить 440 сторiноку, основний текст займає 312 сторiнок. 

 

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ  

 

Наведемо формальне визначення випадкової регенеративної структури. Нехай (A,≺)   – 

довiльна направлена множина (частково впорядкована множина в якiй довiльна пара 

елементiв має верхню межу), елементи якої будемо ототожнювати з розмiрами 

регенеративної структури. Найчастiше, (A,≺) = (N0,£) або (A,≺) = (R+,£)  . Далi, для 

кожного a Î A , нехай Ba   – гаусдорфовий топологiчний простiр, елементи якого 



 

називатимемо структурами розмiру a  , Áa
  – деяка s  -алгебра в Ba

 , Pa
  – ймовiрнiсна 

мiра на Fa
. Елемент Fa Î Ba

 , вибраний вiдповiдно до мiри Pa
 , називатимемо випадковою 

структурою розмiру a  з розподiлом Pa
.  

 

Припустимо, що для довiльних a,b Î A  , a ≺b  , заданi вiдображення (операцiї 

проектування) pa,b :Bb ®Ba
 , що є неперервними, (Áb,Áa )-вимiрними та задовольняють 

умови:  

 pa,a = Id, a Î A; 

  

Узгоджена випадкова структура – це сiм’я (Fa )aÎA
 така, що Fa

 має розподiл Pa
 та для 

довiльних a ≺b   

   Fa =
d

pa,b (Fb ).    (1) 

Зауважимо, що за досить загальних умов на сiм’ю (Ba )aÎA
 з теореми Колмогорова про 

продовження мiри випливає iснування проективної границi (B¥,Á¥,P¥) послiдовностi 

(Ba,Áa,Pa )aÎA
 та iснування вiдповiдних операцiй проектування pa,¥ :B¥ ®Ba  . В такiй 

ситуацiї елемент F¥ Î Á¥
 з розподiлом (B¥,Á¥,P¥) можна вважати випадковою 

структурою нескiнченного розмiру для якої має мiсце pa,¥(F¥)=
d

Fa
 .  

Розглянемо довiльне вiдображення  

 pa = (pa

(1),pa

(2)) :Ba ®{(b,Bb ) :b ≺a},  

яке будемо iнтерпретувати як операцiю видалення частини зi структури розмiру a Î A . 

Таким чином, якщо Fa  є випадковою структурою розмiру a Î A  , то pa

(2)(Fa ) є 

випадковою структурою розмiру pa

(1)(Fa )≺a .  

Означення 1. Випадковою регенеративною структурою називається узгоджена 

випадкова структура (Fa )aÎA така, що виконується умова 

         pa

(2)(Fa )=
d

F̂
pa

(1) (Fa )
, a Î A,    (2) 

де F̂b  є копiєю Fb  , яка не залежить вiд Fa  для кожного b ≺a .  

Означення 2. Випадковим процесом з регенерацiєю, що визначений на випадковiй 

регенеративнiй структурi (Fa )aÎA , називається довiльна сiм’я випадкових величин 

(Ra (Fa ))aÎA таких, що  є Ra :Ba ®R (Áa,B(R))-вимiрним вiдображенням для кожного 

a Î A .  

У наведеному на початку прикладi випадкових рiвномiрних перестановок: 

(A,≺) = (N0,£) , Bn = Sn  з дискретною топологiєю, Án = bool(Sn )  та Pn   – рiвномiрна мiра на 

Sn . При 0 £m£ n проектування pn,m :Sn® Sm  є видаленням елементiв {m+1,m+2,...,n} з 



 

циклiв, в якi цi елементи потрапили, з подальшим видаленням порожнiх циклiв, якщо такi 

з’явились. В якостi операцiї p n
 ми взяли видалення циклу, що мiстить 1  з подальшою 

перенумерацiєю решти елементiв зi збереженням порядку. В якостi вiдображення Rn  

можна взяти довiльну функцiю, що визначена на Sn  , наприклад: число циклiв, кiлькiсть 

циклiв довжини 1 , найменше спiльне кратне довжин циклiв i т. д.  

 

     Наведемо тепер скорочену вибiрку основних результатiв роботи.  

 

Випадкові процеси з імміграцією. Позначимо через D[0,¥)  , D(0,¥)  та D(R)  простори 

Скорохода неперервних справа дiйснозначних функцiй, що визначенi на [0,¥) , (0,¥)  та 

R  вiдповiдно та мають скiнченнi границi злiва в кожнiй внутрiшнiй точцi областi 

визначення. Нехай X := (X(t))tÎR  є випадковим процесом з траєкторiями у D(R) , який 

задовольняє умову X(t) = 0  для всiх t < 0, та нехай x  є додатною випадковою величиною, 

яка може залежати вiд X . 

Нехай (X1,x1),(X2,x2 ),... є послiдовнiстю незалежних коп iй (X,x ) , а (Sk )kÎN  є 

стандартним випадковим блуканням з кроками x j  , що стартує в нулi, тобто 

 

 

Випадковий процес Y := (Y (t))tÎR  , що визначений рiвнiстю  

   

Y (t) := Xk+1(t -Sk ), t Î R,
k³0

å
   (3)

 

називається випадковим процесом з iммiграцiєю.  

Припустимо, що m := Ex < ¥  , та що розподiл x  неарифметичний, тобто не 

зосереджений на ґратцi вигляду dZ  для деякого d > 0  . Припустимо, що на ймовiрнiсному 

просторi, де задана послiдовнiсть (Xk,xk )kÎN , визначенi такi об’єкти:  

 незалежна копiя (X-k,x-k )kÎN  послiдовностi (Xk,xk )kÎN ;  

 пара (X0,x0 ), яка не залежить вiд (Xk,xk )kÎZ /{0} та має спiльний розподiл 

P{x0 £ x,X Î ×} =
1

m
yP{x Î dy,X Î ×}

[0,x ]

ò , x ³ 0;  

  

 в.в. U  , яка не залежить вiд (Xk,xk )kÎZ  та має рiвномiрний розподiл на [0,1]. 

Покладемо  

 

  

та  



 

S0

* :=Ux0, S-1

* := -(1-U)x0, Sk
* := S0

* +Sk, S-k-1

* := S-1

* +S-k, k Î N.  

  

Нехай (Y *(u))uÎR  є стацiонарним процесом з iммiграцiєю, що задається формулою 

Y *(u) := Xk (u+Sk
*) = Xk (u+Sk

*)1
{Sk

*³-u}

kÎZ

å , uÎ R.
kÎZ

å  

 

Теорема 3. Припустимо, що m := Ex < ¥  , та що розподiл x  неарифметичний.  

 Якщо функцiя G(t) := E[| X(t) |Ù1] є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,¥) , 

то для довiльного nÎ N  та довiльних точок  , в яких процес Y *  майже 

напевно неперервний, маємо  

      (Y (t +u1),...,Y (t +un ))®
d

(Y *(u1),...,Y
*(un )), t®¥.   (4) 

 Якщо для деякого e > 0 функцiя He (t) := E[ sup
uÎ[t,t+e ]

| X(u) |Ù1] є безпосередньо 

iнтегровною за Рiманом на [0,¥) , та розподiл x  неперервний, то  

       Y (t +u)¥ Y *(u), t®¥.    (5) 

у просторi Скорохода D(R) з J1
 -топологiєю. 

У наступних теоремах покладемо h(t) := E[X(t)] , v(t) :=D[X(t)] та припустимо, що цi 

функцiї локально iнтегровнi за Рiманом на R+ := [0,¥) .  

Нагадаємо, що додатна вимiрна функцiя ℓ  , яка визначена в деякому околi ¥  , повiльно 

змiнюється на ¥ , якщо lim
t®¥

ℓ (ut)

ℓ (t)
=1 для всiх u> 0 . В подальшому ℓ, ℓ *, ¥ℓ  завжди 

позначають функцiй, що повiльно змiнюються на нескiнченностi.  

Означення 20. Функцiя r :[0,¥)¥[0,¥)®R  правильно змiнюється в R+

2 := (0,¥)´ (0,¥) , 

якщо iснує функцiя C := R+

2 ® (0,¥)  , яка називається граничною функцiєю, така, що  

 lim
t®¥

r(ut,wt)

r(t, t)
=C(u,w), u,w > 0.  

Означення 21. Функцiя r :[0,¥)¥[0,¥)®R  фiктивно правильно змiнюється в R+

2  з 

iндексом b  , якщо  

 lim
t®¥

r(ut,wt)

r(t, t)
=C(u,w), u,w > 0,  

де C(u,u) = ub  для u> 0 та C(u,w) = 0  при u,w > 0 , u¹w. Функцiя r  правильно 

змiнюється в R+

2  з iндексом b  у широкому сенсi, якщо вона правильно змiнюється або 

фiктивно правильно змiнюється в R+

2  з iндексом b  .  

Функцiя C  , що фiгурує в означеннi функцiй, якi фiктивно правильно змiнюються, 



 

також називається граничною функцiєю.  

Означення 22. Функцiя r :[0,¥)¥[0,¥)®R  рiвномiрно правильно змiнюється з 

iндексом b  в смугах в R+

2  якщо вона правильно змiнюється в R+

2  з iндексом b  та  

 lim
t®¥

sup
a¥u¥b

r(ut, (u+w)t)

r(t, t)
-C(u,u+w) = 0 

для кожного w> 0  та всiх 0 < a < b<¥ .  

Теорема 29. Припустимо, що  

 m := Ex < ¥  ;  

 f (u,w) =Cov[X(u),X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в R+

2  або 

фiктивно правильно змiнюється в R+

2  , в обох випадках з iндексом b Î (-1,¥) та 

граничною функцiєю C ; якщо b = 0 , також припустимо, що iснує додатна монотонна 

функцiя u  така, що v(t) =D[X(t)] ~ u(t)  при t®¥ ; 

 для всiх y > 0  

  vy(t) := E (X(t)-h(t))21
{|X (t )-h(t )|>y tv(t )}

é
é

é
é= o(v(t)), t®é.   (6) 

Тодi  

    

Y (ut)- h(ut - Sk )1{Skéut}

ké0
é

m-1tv(t)

é

é

é
é
é

é

é

é
é
é
u>0

é
f .d.

(Vb (u))u>0, t®é,   (7) 

де процес Vb  є центрованим гауссiвським процесом з коварiацiєю  

E[Vb (u)Vb (w)]= C(u- y,w- y)dy, 0 < u £w.
0

u

ò   

 

Нагадаємо означення оберненого стiйкого субординатора.  

Означення 20. Для a Î (0,1), нехай Wa = (Wa (t))t³0  є a -стiйким субординатором 

(процесом Левi, що не спадає) з експонентою Лапласа  

 -lnE[exp(-zWa (t))]= G(1-a)tza, z ³ 0. 

Обернений a  -стiйкий субординатор W
a

¬ = (W
a

¬(s))s³0  визначається рiвнiстю  

 W
a

¬(s) = inf{t ³ 0 :Wa (t) > s}, s ³ 0.  

 

Означення 27. Для r Î R  покладемо  

 Ja,r (0) := 0, Ja,r (u) := (u- y)r

[0,u]

ò dWa

¬(y), u > 0.  

Процес (Ja,r (u))u³0  називається дробово iнтегровним оберненим стiйким субординатором.  



 

Означення 28. Нехай W
a

¬
 є оберненим a  -стiйким субординатором, а C  є граничною 

функцiєю для функцiї, що правильно змiнюється в R+

2  у широкому сенсi з iндексом b Î R . 

Визначимо випадковий процес Za,b := (Za,b (u))u>0
 як центрований умовно гауссiвський 

процес (при фiксованiй траєкторiї W
a

¬
 ) з умовною коварiацiєю  

E[Za,b (u)Za,b (w) |Wa

¬]= C(u- y,w- y)d
[0,u]

ò Wa

¬(y), 0 < u £w,   

у випадку C(s, t) ¹ 0 для деяких s, t > 0 , s ¹ t , або центрований умовно гауссiвський процес 

з умовно незалежними значеннями та умовною дисперсiєю 

E[Z
a ,b

2 (u) |Wa

¬]= (u- y)b d
[0,u]

ò Wa

¬(y) у протилежному випадку.  

Коректнiсть визначень Ja,r
 та Za,b

, а також властивостi цих процесiв розглянуто в 

пiдроздiлах 6.2 та 6.3 дисертацiї.  

Теорема 30. Припустимо, що  

 X  не залежить вiд x ;  

 для деякого a Î (0,1) та деякої ℓ * , що повiльно змiнюється на нескiнченностi2 

    P{x > t} ~ t-aℓ *(t), t®¥;               (8) 

 f (u,w) =Cov[X(u),X(w)] рiвномiрно правильно змiнюється в смугах в R+

2  або 

фiктивно правильно змiнюється в R+

2  , в обох випадках з iндексом b Î [-a,¥)  та 

граничною функцiєю C  ; якщо b = -a  , також припустимо, що iснує додатна 

монотонна функцiя u  така, що lim
t®¥

v(t)

P{x > t}u(t)
=1;  

 для всiх y > 0 

vy(t) := E (X(t)-h(t))21
{|X (t )-h(t )|>y v(t )/P{x>t}}

é
é

é
é= o(v(t)), t®é.  

Тодi  

P{x > t}

v(t)
Y (ut)- h(ut - Sk )1{Skéut}

ké0

é
é

é
é

é

é
é

é

é
éé

é

é
éé
u>0

é
f .d.

(Za,b (u))u>0  

  

при t®¥ , де умовно гауссiвський процес Za,b  був введений в означеннi 28.  

Покладемо s 2 :=Dx  . Нехай додатна функцiя c  визначається таким чином:  

                                                 

2 Нагадаємо, що ℓ  , ℓ̂  , ℓ *
 тощо завжди в цiй роботi позначають функцiї повiльної змiни, 

тому надалi в подiбних мiсцях фраза «що повiльно змiнюється на нескiнченностi» не 
пишеться. 



 

 якщо s 2 < ¥ , то  

    c(t) =s t;    (9) 

 якщо s 2 = ¥ та виконується умова  

          E[x 21{x¥t}] ~ ℓ *(t), t®¥,    (10) 

то c вибирається довiльною додатною функцiєю такою, що  

lim
t®¥
tℓ *(c(t)) / c2(t) =1;  

 якщо виконується умова  

P{x > t} ~ t-aℓ *(t), t®¥;   

з a Î (1,2) , то c  вибирається довiльною додатною функцiєю такою, що  

          lim
t®¥
tℓ *(c(t)) / ca (t) =1.                    (11) 

Нагадаємо, що розподiл x  належить областi притягання нормального ( 2 -стiйкого) 

розподiлу, якщо виконується одна з умов: (i) або (ii); i належить областi притягання a -

стiйкого закону, a Î (1,2) , якщо виконується умова (iii).  

Теорема 40. Припустимо, що розподiл x  належить областi притягання a -стiйкого 

закону, a Î (1,2) , функцiя h  є монотонною для великих значень аргументу та не 

дорiвнює нулю тотожно, а границя 

p := lim
t®¥

c2(t)h2(t)

v(y)dy
0

t

¥ + c2(t)h2(t)

¥ [0,1], 

iснує. Припустимо також, що  

 якщо p <1 , то виконуються умови теореми 29;  

 якщо p > 0 , то h(t) ~ tr ℓ̂ (t) при t®¥  для деякого r > -1/a  та деякої ℓ̂ ;  

 якщо p =1 , то lim
t®¥

v(y)dy =¥
0

t

¥  та iснує додатна монотонна функцiя u  така, що  

 v(t) ~ u(t)  при t®¥  , або v  є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,¥);  

 якщо pÎ (0,1)  , то X  не залежить вiд x . 

Тодi  



 

Y (ut)-
1

m
h(y)dy

0

ut

é

v(y)dy+ c2(t)h2(t)
0

t

é

é

é

é
é
é
é
é

é

é

é
é
é
é
é
u>0

é
f .d. (1- p)(1+ b)

m
Vb (u)+ pm-(a+1)/a (u- y)r dSa (y)

0

u

é
é

é
é

é

é
é

u>0

, t®é,   

де процес Vb
 такий, як в теоремi 29, а Sa

 не залежить вiд Vb
 i є спектрально негативним 

a -стiйким процесом Левi з характеристичною функцiєю  

  E[exp(izSa (1)]= exp{- | z |a G(1-a)(cos(pa / 2)+ i × sign(z)sin(pa / 2))}, zÎ R      (12) 

(при a < 2) або стандартним броунiвським рухом (при a = 2).  

Теорема 41. Припустимо, що спiввiдношення (8) виконується з3 a Î (0,1) та h  не 

дорiвнює нулю тотожно. Припустимо, що границя 

q := lim
t®¥

h2(t)

v(t)P{x > t}+h2 (t)
¥ [0,1] 

iснує та  

 якщо q <1 , то виконуються умови теореми 30 (з тим же a  );  

 якщо q =1 , то h(t) ~ tr ℓ̂ (t) , t®¥  для деякого r ³ -a  та деякої ℓ̂  ; якщо r = -a , то 

припустимо також, що iснує додатна зростаюча функцiя w  така, що lim
t®¥
w(t) =¥  та 

lim
t®¥

h(t)

P{x > t}w(t)
=1. 

Покладемо r := (b -a) / 2  , якщо qÎ (0,1)  . Тодi 

P{x > t}Y (ut)

v(t)P{x > t}+h2 (t)

é

é

é
é

é

é

é
é
u>0

é
f .d.

1-qZa,b (u)+ q (u- y)r dWa

¬(y)
0

u

é
é

é
é

é

é
é
u>0

, t®é,  

де процес Za,b  такий же, як в теоремi 30, а обернений a  -стiйкий субординатор Wa

¬  пiд 

знаком iнтеграла той же, що й в означеннi процесу Za,b  . Зокрема, доданки, що визначають 

граничний процес, залежнi.  

Випадкові регенеративні композицIї та перестановки, ґратки Бернуллі. Ґратка Бернуллi – 

це схема випадкового розмiщення «куль» по злiченному набору «комiрок», в якiй кулi 

представленi послiдовнiстю незалежних в.в. U1,U2,...  з рiвномiрним на (0,1)  розподiлом, а 

комiрки – це iнтервали (Vi,Vi-1], iÎ N , утворенi послiдовними точками 

мультиплiкативного випадкового блукання (Vj ) j³0  , яке задається рiвностями:  

                                                 
3 Нагадаємо, що ця умова еквiвалентна тому, що розподiл x  нележить областi притягання 

 a -стiйкого розподiлу, a Î (0,1). 



 

 V0 :=1, Vn := Wi

i=1

n

Õ , nÎ N,  

для послiдовностi (Wi )iÎN  незалежних копiй в.в. W  зi значеннями в iнтервалi (0,1) . 

Послiдовнiсть (Wi )iÎN  припускається незалежною вiд послiдовностi U1,U2,... . Вважається, 

що куля Uk
 потрапила в комiрку (Vi,Vi-1] тодi i тiльки тодi, коли Vi <Uk £Vi-1

.  

Введемо випадковi величини  

         Zn,i
* := #{1£ j £ n :U j Î (Vi,Vi-1]}, iÎ N,         (13) 

тобто Zn,i
*  є кiлькiстю куль в комiрцi з номером i  (комiрки нумеруються справа налiво) за 

умови, що всього розмiщується n  куль. Також покладемо 

Kn,r
* := 1

{Zn,i
* =r}

i³1

å , r =1,...,n,   

та Kn
* := Kn,r

*

r=1

n

å .  Таким чином, Kn,r
*  є кiлькiстю комiрок в яких мiститься рiвно r  куль за 

умови, що всього розмiщується n  куль, а Kn
*  є кiлькiстю зайнятих комiрок.  

В пiдроздiлi 3.1 роздiлу 3 отримано граничнi теореми для таких процесiв:  

 (Kn
*(t))tÎ[0,1] = ( Kn,r

*

r=1

[nt ]

å )tÎ[0,1]
  – кiлькiсть зайнятих комiрок, що мiстять не бiльше n t  куль 

за умови, що всього розмiщується n  куль;  

 (L
[eut ]

* )u³0
  – кiлькiсть порожнiх комiрок з номерами, що не перевищують номер 

останньої зайнятої комiрки за умови, що всього розмiщується [eut ] куль;  

 (O
[eut ]

* )u³0 = (HCK{Z
[eut ],i

* : iÎ N})u³0
  – найменше спiльне кратне4 елементiв 

послiдовностi (Z
[eut ],i

* )iÎN . 

Нехай процес (Sa (t))t³0 , a Î (1,2] визначений як в теоремi 40, зокрема (S2(t))t³0  є 

стандартним броунiвським рухом.  

Теорема 71. Припустимо, що E | ln(1-W ) |a< ¥ для деякого a > 0 . Покладемо 

un (t) := m-1 P{ ln(1-W ) £ s}ds,
(1-t )lnn

lnn

ò  

vn(t) := m-1 P{ ln(1-W ) > s}ds = m-1 lnn-un(t),
(1-t )lnn

lnn

ò  

при t Î [0,1] , де m = E lnW .  

 Якщо s 2 :=D lnW < ¥, то  

                                                 

4 Цей функцiонал задає порядок регенеративної випадкової перестановки, породженої 
ґраткою Бернуллi. 



 

Kn
*(t)-un(t)

m-3s 2 lnn
¥ S2(t), n®¥,   

та  

ms -2 lnn
Kn

*(t)

Kn
*

- t +
vn (t)- tvn(1)

un(1)

é

é
é

é

é
éé S2(t)- tS2(1), n®é,   

у просторi Скорохода D[0,1] з J1
 -топологiєю.  

 Якщо s 2 = ¥ та E[(lnW )21
{ lnE¥x}

] ~ ℓ (x), x®¥ , то  

 
Kn

*(t)-un(t)

m-3/2c(lnn)
¥ S2(t), n®¥,  

та  

m lnn

c(lnn)

Kn
*(t)

Kn
*

- t +
vn(t)- tvn(1)

un(1)

é

é
é

é

é
éé S2(t)- tS2(1), n®é  

у просторi Скорохода D[0,1] з J1
 -топологiєю, де c  є довiльною додатною функцiєю 

такою, що lim
x®¥
c-2(x)xℓ (c(x)) =1.  

 Якщо P{ lnW > x} ~ x-aℓ (x) , x®¥ , для деякого a Î (1,2) , то  

Kn
*(t)-un(t)

m-(a+1)/ac(lnn)
¥ Sa (t), n®¥,   

та 

m1/a lnn

c(lnn)

Kn
*(t)

Kn
*

- t +
vn(t)- tvn(1)

un (1)

é

é
é

é

é
éé Sa (t)- tSa (1), n®é,  

у просторi Скорохода D[0,1] з M1
 -топологiєю, де c  є довiльною додатною функцiєю 

такою, що lim
x®¥
c-a (x)xℓ (c(x)) =1. 

 

Теорема 79. Припустимо, що iснують a Î (0,1) та b ³ -a  , а також функцiї ℓ  та ℓ̂  такi, 

що 

P{ lnW > x} ~ x-aℓ (x)  та P{ ln(1-W ) > x} ~ x-a ℓ̂ (x) , x®¥  

 У випадку a = -b  припустимо також, що  

 lim
x®¥

P{ lnW > x}

P{ ln(1-W ) > x}
= 0  

та iснує неспадна функцiя u  така, що  



 

lim
x®¥

P{ lnW > x}u(x)

P{ ln(1-W ) > x}
= 0 . 

 Тодi  

P{ lnW > x}

P{ ln(1-W ) > x}
L

[eut ]

*
é

é
éé

é

é
éé
u>0

é
f .d.

(u- y)b dWa

¬(y)
[0,u]

é
é

é
éé

é

é
éé
u>0

, t®é.   

Теорема 80. Нехай P{ ln(1-W ) > t} ~ t-a ℓ̂ (t)  при t®¥  для деякого b Î (-1,0], а 

розподiл lnW  належить областi притягання деякого стiйкого розподiлу з a Î (1,2]. Нехай 

функцiя c визначається формулами (9)-(11) з x := lnW .  

 Якщо P{ ln(1-W ) > t} = o(t / c2(t)) при t®¥ , то  

L
[eut ]

* -
1

m
P{ ln(1-W ) > y}dy

0

ut

é

1

m
P{ ln(1-W ) > y}dy

0

ut

é

é

é

é
é
é
é
é

é

é

é
é
é
é
é
u>0

é
f .d.

Vb (u)( )
u>0

, t®é,   

де Vb  є центрованим гауссiвським процесом з коварiацiєю 

E[Vb (u)Vb (w)]=w1+b - (w-u)1+b, 0 £ u£w.  

 Якщо t / c2(t) = o(P{ ln(1-W ) > t}) при t®¥  , то  

L
[eut ]

* -
1

m
P{ ln(1-W ) > y}dy

0

ut

é

m-1-1/ac(t)P{ ln(1-W ) > t}

é

é

é
é
é
é

é

é

é
é
é
é
u>0

é
f .d.

(u- y)b dSa (y)

[0,u]
é

é

é

é
é

é

é

é
é
u>0

, t®é.  

Теорема 88. Припустимо, що розподiл W  є абсолютно неперервним з щiльнiстю f .  

 Якщо iснують d1 ³ 0 та d2 ³ 0  такi, що f  не зростає (0,d1)  , обмежена на [d1,1-d2 ] та 

не спадає на (1-d2,1), а lnW  належить областi притягання деякого a -стiйкого 

розподiлу з a Î (1,2] , то при t®¥  маємо  

lnO
[eut ]

* -
1

m
P{ ln(1-W ) > y}

0

y

é dzdy
0

ut

é

m-1-1/atc(t)

é

é

é
é
é
é

é

é

é
é
é
é
ué0

é
f .d.

Sa (y)dy
0

u

é
é

é
é

é

é
é
ué0

,  

де функцiя c  визначається формулами (9)-(11) з x := lnW  .  

 Якщо sup
xÎ[0,1]

xa (1- x)a f (x) < ¥ для деякого a Î [0,1)  , то s 2 < ¥ та 



 

lnO
[eut ]

* -
1

m
P{ ln(1-W ) > z}

0

y

é dzdy
0

ut

é

sm-3/2t3/2

é

é

é
é
é
é

é

é

é
é
é
é
ué0

é
f .d.

S2 (y)dy
0

u

é
é

é
é

é

é
é
ué0

. 

Переставні коалесценти з множинними злиттями та пилом.  Переставний коалесцент з 

множинними злиттями є марковським процесом Rn := (Rn(t))t³0
 зi значеннями в множинi 

розбиттiв {1,2,...,n}, який стартує з тривiального розбиття {1},{2},...,{n} та має динамiку, 

що описується правилом: якщо в деякий момент часу t ³ 0 розбиття має m ³ 2 блокiв, то 

кожнi k  з них зливаються в один блок з iнтенсивнiстю  

lm,k = xk-2(1- x)m-kL(dx)
0

1

ò , 2 £ k £m, m ³ 2,  

де L є деякою скiнченною мiрою на [0,1]. Нехай Nn(t)  є кiлькiстю блокiв в розбиттi Rn(t) 

в момент часу t ³ 0 i нехай Xn  є кiлькiстю стрибкiв процесу Nn(t)  до моменту поглинання 

в станi 1 , та tn := inf{t³ 0 :Nn(t) =1}. У пiдроздiлi 3.3 розглянуто коалесценти, що 

задовольняють умову  

      y-1L(dy)
0

1

ò < ¥        (14) 

Такi коалесценти носять назву коалесцентiв з пиловою компонентою.  

У наведених нижче теоремах (S(t))t³0
 є субординатором без зсуву, без поглинання та з 

експонентою Лапласа 

F(z) = - lnEe-sS1 = (1- (1- y)z )y-2L(dy), z ³ 0,
0

1

ò  

а Tt := inf{y³ 0 :S(y) > t}, t ³ 0 є моментом першого проходження рiвня t  субординатором 

(S(t))t³0
. В подальшому вважаємо, що L({1}) = 0 , що виключає можливiсть злиття всiх 

наявних блокiв в один через показниковий час.  

Теорема 96. Припустимо, що виконується умова 

ln y y-1L(dy)
0

1

ò < ¥ 

Якщо для деяких констант an > 0  та bn Î R  , одна з послiдовностей випадкових величин 

(tn -bn ) / an  або (Tlnn -bn ) / an  слабко збiгається при n®¥  до невиродженого власного 

розподiлу, то iнша також збiгається до цього розподiлу. Кожне з цих тверджень 
еквiвалентне тому, що S1

 належить областi притягання деякого стiйкого розподiлу.  

У наступнiй теоремi величина Kn
*(1) є кiлькiстю зайнятих комiрок в ґратцi Бернуллi, 

породженiй мультиплiкативним випадковим блуканням з кроком W  таким, що 

P{W £ x} =

y-2L(dy)
1-x

1

ò

y-2L(dy)
0

1

ò
, x Î [0,1],   

де припускається y-2L(dy)
0

1

ò < ¥.  



 

Теорема 99. Припустимо, що y-2L(dy)
0

1

ò < ¥ . Якщо для деяких констант an > 0 , 

lim
n®¥
an =¥  та c, одна з послiдовностей випадкових величин (Kn

*(1)-bn ) / an  або (Xn -bn ) / an  

слабко збiгається при n®¥  до деякого невиродженого власного розподiлу, то iнша також 

слабко збiгається до цього розподiлу. Зокрема, (Kn
*(1)-bn ) / an  слабко збiгається, якщо 

розподiл lnW  належить областi притягання деякого стiйкого розподiлу.  

Теорема 100. Припустимо, що  

y-2L(dy) ~ x-gℓ 1(1/ x), x¯0,
x

1

ò  

 для деякого 0 <g <1. Тодi  

Xn

G(2 -g )ngℓ 1(n)
®
d

exp(-gSt )dt, n®¥.
0

¥

¥  

Ймовірнісні метрики та ланцюги Маркова, що не зростають. Нехай (Mn )n³0
 є однорiдним 

ланцюгом Маркова з фазовим простором N0
, поглинаючим станом 0  та матрицею 

перехiдних ймовiрностей P = (pi, j )i, j³0
 такою, що pi, j = 0  при 1£ i < j  та pi,i <1 для всiх 

iÎ N . Цi умови означають, що ланцюг не зростає м.н., тобто  

P{Mn+1 £Mn |Mn ³1}=1, n ³ 0.  

Для таких ланцюгiв Маркова випадковi величини  

 Tn := inf{k ³ 0 :Mk = 0,M0 = n} 

є майже напевно скiнченним для всiх n ³ 0.  

Найрiзноманiтнiшi функцiонали на випадкових регенеративних структурах мають 

представлення у виглядi Tn  з пiдхожою матрицею перехiдних ймовiрностей P . Зокрема, 

такi, або дуже близькi, представлення мають число Kn
*(1)  зайнятих комiрок у ґратцi 

Бернуллi та число Xn  злиттiв у коалесцентах з множинними злиттями, про якi йшла мова 

вище.  

У наступних теоремах In := n-M1 є величиною першого декременту (Mn )n³0  , а dp  

позначає мiнiмальну Lp -метрику.  

Теорема 102. Припустимо, що In®
d

x  при n®¥  , та розподiл x  належить област i 

притягання деякого a -стiйкого розподiлу з a Î (1,2] та P{x = 0} = 0  , m := Ex  . Нехай 

функцiя c визначена формулами (9)-(11) та  

      dp(In,x ¥n) = o(n-1c(n)), n®¥,   (15) 



 

де p = 2 , якщо Dx < ¥  та p =1 iнакше. Тодi  

dp
Tn -m-1n

m-(a+1)/ac(n)
,Sa (1)

é

é
é

é

é
é® 0, n®é,  

з тим же p  , що й в (15). Зокрема,  

Tn -m-1n

m-(a+1)/ac(n)
®
d

Sa (1), n®¥. 

Теорема 103. Припустимо, що  

In

n
®
d

1-h, n®¥,  

та розподiл lnh  належить областi притягання деякого a -стiйкого розподiлу з a Î (1,2] , 

m0 := E lnh . Нехай функцiя c  визначена формулами (9)-(11) з x := lnW , та  

d1(ln
+(n- In ), ln

+(nh)) = o(c(lnn) / lnn), n®¥.  

Тодi  

d1

Tn -m0

n lnn

m0

-(a+1)/ac(lnn)
,Sa (1)

é

é
é

é

é
é® 0, n®é, 

зокрема  

 
Tn -m0

n lnn

m0

-(a+1)/ac(lnn)
®
d

Sa (1), n®¥. 

 

За допомогою цих теорем або їх модифiкацiй автору вдалось розв’язати ряд вiдкритих 

проблеми в теорiї коалесцентiв з множинними злиттями та теорiї випадкових блукань з 

бар’єром.  

Нехай мiра L , яка фiгурує в означеннi коалесцентiв з множинними злиттями є бета-

мiрою з параметрами a,b > 0 , тобто  

L(dx) =
xa-1(1- x)b-1

B(a,b)
1{xÎ(0,1)}dx . 

Такi коалесценти називаються бета-коалесцентами. Бета-коалесценти мають пилову 

компоненту тодi i тiльки тодi, коли a >1.  

Теорема 104. Число Xn  злиттiв у бета-коалесцентах задовольняє:  

 при 0 < a <1 та b > 0  



 

Xn - (1- a)n

(1- a)n1/(2-a)
®
d 1- a

G(a)

¥

¥
¥

¥

¥
¥

1/(2-a)

S2-a(1), n®¥,  

 при a =1 та b > 0,  

ln2 n

n
Xn - lnn- ln lnn®

d

S1(1), n®¥,  

 де S1(1) є спектрально негативним 1 -стiйким розподiлом з характеристичною функцiєю 

                   z®exp{- | z | (p / 2- i¥ln | z | sign(z))}, z ¥ R.             (16) 

 

 

У наступному результатi Ln := Nn (t)dt
0

tn

ò  є повною довжиною дерева коалесцента.  

Теорема 105. Для повної довжини Ln  дерева в бета-коалесцентах з a =1 та b > 0 маємо  

b ln2 n

n
Ln - lnn- lnlnn®

d

S1(1), n®¥.
 

Випадкові блукання з бар’єром. Нехай (xk )kÎN  є незалежними копiями в.в. x Î N  з 

розподiлом pk = P{x = k}, k Î N , таким, що p1 > 0 . Випадкове блукання з бар’єром nÎ N   

–  це послiдовнiсть (Rk
(n))kÎN0

 , що визначена рiвностями  

                R0

(n) := 0, Rk
(n) := Rk-1

(n) +xk1{Rk-1
(n )+xk<n}

, k Î N.     (17) 

Покладемо  

                       Tn
(0) := inf{k Î N0 :Rk

(n) = n-1} = 1
{Rl

(n )<n-1}

l=0

¥

å      (18) 

та  

      Vn
(0) := #{i £Tn

(0) :Ri-1

(n) = Ri
(n)} = 1

{Rl
(n )+xl+1³n}

.
l=0

Tn
(0 )-1

å             (19) 

Теорема 106. Припустимо, що P{x ³ n} = cn-a +O(n-(a+e ))  при n®¥  , для деяких c > 0  , 

a Î (0,1) та e > 0 . Якщо a Î (0,1/ 2] припустимо додатково, що (pn )nÎN  з деякого мiсця 

не зростає. Тодi  

Vn
(0) -ma

-1 lnn

sa

2ma

-3 lnn
®
d

S2 (1), n®¥,   



 

де ma = Y(1)- Y(1-a)  та sa

2 = ¥Y (1)- ¥Y (1-a) а Y(x) = ¥G(x) / G(x)  – логарифмiчна 

похiдна гамма-функцiї.  

Процедури випадкового просіювання. Нехай R  є довiльною випадковою нескiнченною 

пiдмножиною N  . Процедура випадкового просiювання множини N  за допомогою R  

визначається як нескiнченна послiдовнiсть «раундiв» 1,2,...  така, що в раундi k :  

 ще не просiянi точки N  (в кожному раундi їх нескiнченна кiлькiсть) 

перенумеровуються зi збереженням порядку;  

 пiсля перенумерацiї, визначається незалежна вiд всiх попереднiх раундiв копiя Rk  

множини R  i з непросiяних точок видаляються точки з номерами, що не лежать в Rk . 

В роздiлi 5 дослiджено два типи процедур випадкового просiювання. В першому типi 

множина R  є областю значень деякого випадкового блукання на N  , в другому типi 

множина R  є множиною iндексiв рекордiв у нескiнченнiй послiдовностi незалежних 

однаково розподiлених в.в. з неперервним розподiлом.  

Нехай x  є довiльною невиродженою в.в. зi значеннями в N  та нехай R = (R(n))nÎN  є 

випадковим блуканням з кроком розподiленим як x  . Покладемо:  

 NM
(n)   – число точок множини {1,2,...,M} , що не були просiянi в перших n  раундах, 

M Î N0
 та nÎ N .  

   – початковi номери точок, якi пiсля n  раундiв та 

перенумерацiї мають номери 1,2,...  , тобто S j
(n) = inf{iÎ N :Ni

(n) = j} при j Î N  та 

nÎ N0 .  

 T(M )  – число раундiв, доки всi точки з (початковими) номерами 1,2,...,M  не будуть 

просiянi, тобто T(M) := inf{nÎ N :NM
(n) = 0} при M Î N . 

Покладемо m := Ex  та нехай (Zn )n³0 є процесом Гальтона-Ватсона таким, що число 

нащадкiв одного iндивiда розподiлене як x . Припустимо, що m < ¥. Тодi нормований 

процес (m-nZn )n³0
 є невiд’ємним мартингалом i збiгається м.н. до границi Z¥

, яка м.н. 

додатна, якщо Ex lnx < ¥, або дорiвнює нулю, iнакше.  

Теорема 108. Припустимо, що m Î (1,¥) . Тодi  

                     
S1

(n)

mn
,
S2

(n)

mn
,
S3

(n)

mn
,...

é

é
é

é

é
éé
f .d.

Zé
(1),Zé

(1) +Zé
(2),Zé

(1) +Zé
(2) +Zé

(3),...( ), n®é,           (20) 

де Z¥

(1),Z¥

(2),... є незалежними копiями Z¥
. Розподiл граничного вектора в (20) задовольняє 



 

стохастичне рiвняння нерухомої точки в RN   

           mX1,mX2,mX3,...( )=
d

XR(1),XR(2),XR(3),...( ),                                   (21) 

де випадкове блукання (R( j)) j³0
 у правiй частинi є незалежним вiд (X j ) j³0

.  

Теорема 109. Нехай m Î (1,¥)  та Ex lnx < ¥ . Тодi при n®¥   

N
[mnt ]

(n) ¥ ¥N (t), n®¥   

у просторi Скорохода D[0,¥)  з J1
 -топологiєю, де 

 при t ³ 0.  

Теорема 110. Нехай m Î (1,¥)  та Ex lnx < ¥ . Для довiльного фiксованого x > 0 , маємо  

T([mnx])®
d

¥T (x), n®¥,  

  

де ¥T (x) має розподiл P{ ¥T (x)¥k}= P{Z¥ > m-kx}, k ¥ Z.  

Теорема 112. Нехай X1,X2,...( ) є випадковим елементом RN  таким, що  та 

виконується (21) з (R( j)) j³0
 , що не залежить вiд (X j ) j³0

 та m = ER(1) = Ex . Припустимо 

також, що Ex lnx < ¥, тобто P{Z¥ > 0} =1. Нехай Z¥

(1),Z¥

(2),...  є незалежними копiями Z¥
. 

Тодi знайдеться випадковий процес (G(t))tÎR+
 , що не залежить вiд Z¥

(1),Z¥

(2),...  та 

задовольняє 

(G(mt))tÎR+
=
f .d.

(mG(t))tÎR+
, 

такий, що   

 

Аналогiчнi результати у випадку нескiнченного середнього наведено в роздiлi 5.1.2.  

Нехай тепер R  є множиною iндексiв рекордiв (тобто елементiв, що бiльшi за всi 

попереднi елементи) у нескiнченнiй послiдовностi незалежних однаково розподiлених в.в. 

з деяким неперервним розподiлом, який, не зменшуючи загальностi, можна вважати 

рiвномiрним на [0,1].  

Нехай функцiонали NM
(N ),Sk

(n),T(M ) визначенi так само, як для просiювань випадковими 

блуканнями, з єдиною вiдмiннiстю, що у визначеннi функцiонала T(M ) пiд знаком 

iнфiмума стоїть подiя {NM
(N ) =1} (при просiюваннi рекордами елемент 1Î N  завжди 

залишається непросiяним, оскiльки перший елемент вибiрки завжди є рекордом: 

P{1Î R} =1).  

Для формулювання результатiв нам знадобиться поняття модифiкованої тетрацiї та 



 

повторного логарифма. При r ³1 покладемо  

E0(r) = r, En(r) := eEn-1(r )-1, nÎ N,

L0(r) = r, Ln(r) :=1+ logLn-1(r), nÎ N.
 

     Теорема 119. Має мiсце збiжнiсть 

(T([En(r)])-n)r>1¥
f .d.

(T *(r))r>1, n®¥,  

 де (T *(r))r>1
 є неперервним за ймовiрнiстю випадковим процесом з неспадними 

траєкторiями. Випадковi величини T *(r), r >1, є цiлозначними та P{T *(r) = k} > 0   

для всiх k Î Z .  

Теорема 121. Знайдуться в.в.  такi, що  

(Ln(S1

(n)),Ln(S2

(n)),.Ln(S3

(n)),...)¥
f .d.

(S1

*,S2

*,S3

*,...), n®¥.   

Теорема 123. Послiдовнiсть (Sk
*)kÎN  в теоремi 121 задовольняє  

lim
k®¥

Sk
*

k
=1 a.s., lim

k®¥

ESk
*

k
=1,

Sk
* - k

k
®
d

S2(1), k®¥.  

  

Нехай N*(r) позначає лiчильний процес для послiдовностi (Sk
*)kÎN  в теоремi 121:  

     N*(r) := #{k Î N :Sk
* £ r}, r ³1.    (22) 

 

Теорема 126. Процес N*(r) := #{k Î N :Sk
* £ r}, r ³1.  є неперервним за ймовiрнiстю 

та  

(N[En (r )]

(n) )r¥1¥
f .d.

(N*(r))r¥1, n®¥. 

  

Розглянемо при mÎ N  функцiонал T0 (M ) := 1
{NM

( j )¹NM
( j+1)}

j=0

T (M )-1

å , який характеризує кiлькiсть 

результативних раундiв, у яких хоча б одна точка з {1,2,...,M} видаляється.  

Теорема 130. Має мiсце збiжнiсть 

(T0([En(r)])-n)r>1¥
f .d.

(T0

*(r))r>1, n®¥, 

  

де (T0

*(r))r>1 є деяким невиродженим випадковим процесом (його конструкцiя та 

iнтерпретацiя наведена в роздiлi 5.2).  

Результати, наведенi вище для випадкового просiювання рекордами, дозволили 

розв’язати вiдкриту проблему теорiї коалесцентiв. Нехай Xn  позначає число злиттiв у 

коалесцентi Пуассона-Дiрiхле.  



 

Теорема 131. Для довiльного фiксованого r >1 ,  

 X[En (r )] -n®
d

T0

*(r), n®¥,  

де T0

*(r) , r >1 є цiлозначною невиродженою в.в., що визначена в теоремi 130.  

 

Властивості граничних процесIв для випадкових процесів з імміграцією. В останньому 

роздiлi дисертацiї вивчаються властивостi граничних процесiв: 

 

Ia,r (u) = (u- y)r

[0,u]

ò dSa (y), u > 0, r > -1/a, a Î (1, 2];

Ja,r (u) = (u- y)r

[0,u]

ò dWa

¬(y), u > 0, r Î R, a Î (0,1);
 

 Za,b (u) - центрованного умовно гауссівського процессу з умовною коваріацією 

E[Za,b (u)Za,b (w) |Wa

¬]= C(u- y,w- y)d
[0,u]

ò Wa

¬(y), 0 < u £w,  

якi фiгурували в якостi границь випадкових процесiв з iммiграцiєю.  

В представленiй нижче таблицi  пiдсумовано властивостi трьох наведених процесiв. Пiд 

стохастичною неперервнiстю ми розумiємо неперервнiсть за ймовiрнiстю в кожнiй точцi 

u> 0. Необмеженiсть траєкторiй означає, що для довiльного iнтервалу (a,b) Ì (0,¥) з 

додатною ймовiрнiстю супремум процесу на (a,b)  дорiвнює ¥ . z

Табл. 1: Властивостi процесiв Ia,r (u) , Ja,r (u)  та Za,b (u)  

Процес 
Неперервнiсть 

траєкторій 

Стохастична 

неперервність 

Необмеженiсть 

траєкторій 

Одновимiрнi 

розподіли 

Показник 

самоподібності 

Ia,r (u) 
r > 0   

або a = 2  
Так 

a Î (1,2) 

та r Î (-1/a, 0)  
a -стійкі r +1/a  

Ja,r (u)  r > -a  Так r £ -a  
Експ. функ. 

субординатора 
r +a  

Za,b (u) невідомо b > -a  та C ¹ 0 b £ -a  або C = 0 
Суміш 

нормальних 
(b -a) / 2  

Теорема 137. Якщо r > -a , то при u¯0 або u®¥   

lim
Ja,r (u)

ua+r (ln lnu )1-a
=

1

G(1-a)(a + r)a (1-a)1-a
  м. н. 

та  

lim
Ja,r (u)

ua+r (ln lnu )1-a
= 0   м. н. 

  

Нулі тригонометричних поліномів. Нехай (x1,h1), (x2,h2 ),...  є послiдовнiстю незалежних 

копiй пари в.в. (x,h). Покладемо 



 

Tn(t) = (xk cos(kt)+hk sin(kt))
k=1

n

å , t Î R.  

Для дiйсної аналiтичної функцiї f ¹ 0  позначимо через ZerosR( f )  локально скiнченну 

точкову мiру на R  , яка рахує дiйснi нулi f  з кратностями.  

Теорема 144. Припустимо, що Ex = Eh = 0 , Ex 2 = Eh2 =1 та E[xh]=10 , а s  є 

довiльним дiйсним числом. Тодi 

ZerosR Tn s+
é

n

é

é
é

é

é
é

é

é
é

é

é
éé ZerosR(Z(é)), n®é  

  

у просторi M p(R) локально скiнченних точкових мiр на R  з грубою топологiєю, де 

(Z(t))tÎR  є центрованим стацiонарним гауссiвським процесом з коварiацiєю 

Cov[Z(s),Z(t)]= sin(t - s) / (t - s) та D[Z(t)]=1.  

Зв’язок цiєї теореми та стохастичних iнтегралiв по стiйким процесам розглянуто у 

пiдроздiлi 6.4, де також доведено аналогiчнi результати без припущень про скiнченнiсть 

других моментiв або некорельованiсть x  та h . 

 

ВИСНОВКИ  

У дисертацiйнiй роботi побудовано елементи асимптотичної теорiї випадкових процесiв 

з регенерацiєю як класу стохастичних процесiв, що визначенi на випадкових самоподiбних 

структурах регенеративної природи. Розроблена у даному комплексному дослiдженнi 

теорiя слабкої збiжностi випадкових процесiв з iммiграцiєю та процесiв дробового ефекту, 

виявилась потужним апаратом вивчення випадкових процесiв з регенерацiєю та, зокрема, 

процесiв зi значеннями на розбиттях, що виникають при аналiзi випадкових композицiй та 

в теорiї коалесцентiв з множинними злиттями. Створена теорiя iстотно ґрунтується на 

вперше встановлених в цiй роботi взаємозв’язках мiж процесами з iммiграцiєю, збуреними 

випадковими блуканнями, регенеративними композицiями, коалесцентами з множинними 

злиттями та процедурами випадкового просiювання.  

Основнi результати, отриманi в дисертацiї такi:  

1. Введено поняття випадкового процесу з iммiграцiєю в моменти стрибкiв процесу 

вiдновлення та побудовано класифiкацiю режимiв слабкої збiжностi деяких 

випадкових процесiв з iммiграцiєю. Зокрема,  

- отримано умови збiжностi до стацiонарних процесiв з iммiграцiєю;  

- встановлено умови збiжностi з центруванням процесiв дробового ефекту;  

- доведено граничнi теореми для процесiв дробового ефекту з функцiями вiдповiдi, 

що не зростають, у випадках правильної змiни та повiльної змiни нормування;  

- отримано граничнi теореми для випадкових процесiв з iммiграцiєю у випадку 

правильної змiни нормування. 



 

2. Доведено граничнi теореми для низки функцiоналiв, що дiють на збурених 

випадкових блуканнях. Зокрема,  

- встановлено функцiональну граничну теорему для числа вiзитiв збуреного 

випадково блукання в iнтервал [0, x] , при x®¥ ;  

- встановлено ряд граничних теорем для рiзницi мiж числом вiзитiв в iнтервал [0, x] 

збуреним та звичайним випадковими блуканнями. 

3. Отримано низку результатiв для випадкових регенеративних композицiй, породжених 

узагальненими процесами Пуассона. Зокрема,  

- отримано функцiональну граничну теорему для числа ненульових блокiв 

регенеративних композицiй;  

- описано режими слабкої збiжностi числа нульових блокiв регенеративних 

композицiй,  

- отримано граничнi теореми для логарифмiчної сепарабельної статистики. 

4. Введено поняття регенеративної випадкової перестановки та отримано граничнi 

теореми для порядку таких перестановок, що узагальнило вiдомий результат П. 

Ердеша та П. Турана 1967 року.  

5. Запропоновано конструкцiю каплiнгу випадкових регенеративних композицiй та 

переставних коалесцентiв з множинними злиттями. За його допомогою розв’язано 

низку вiдкритих проблем теорiї коалесцентiв та встановлено ряд граничних теорем 

для коалесцентiв з пиловою компонентою. Зокрема,  

- доведено критерiй слабкої збiжностi часу поглинання в коалесцентах з пиловою 

компонентою;  

- отримано умови слабкої збiжностi числа злиттiв в коалесцентах з пиловою 

компонентою;  

- встановлено ряд граничних теорем, якi характеризують еволюцiю пилової 

компоненти. 

6. З використанням технiки ймовiрнiсних метрик, отримано достатнi умови слабкої 

збiжностi часу поглинання у спадних ланцюгах Маркова до стiйких розподiлiв. За 

допомогою отриманих результатiв розв’язано низку вiдкритих проблем:  

- встановлено граничну теорему для числа злиттiв у бета-коалесцентах без пилової 

компоненти;  

- доведено збiжнiсть повної довжини дерева бета (1,b)  -коалесцентiв до 1-стiйкого 

розподiлу;  



 

- отримано центральну граничну теорему для числа нульових декрементiв у 

випадковому блуканнi з бар’єром. 

7. Запропоновано та дослiджено процедури випадкового просiювання. Встановлено їх 

зв’язок з процесами Гальтона-Ватсона та переставними коалесцентами. Зокрема,  

- вперше введено поняття точкового процесу, стiйкого вiдносно просiювання, та 

отримано характеризацiю точкових процесiв, стiйких вiдносно просiювання 

випадковими блуканнями;  

- дослiджено узагальненi процедури вибору лiдера та встановлено граничнi теореми 

для числа раундiв, початкових позицiй гравцiв та числа гравцiв пiсля n  раундiв;  

- вивчено процедуру випадкового просiювання процесом рекордiв та побудовано 

каплiнг з коалесцентом Пуассона-Дiрiхле, що дозволило розв’язати вiдкриту 

проблему про асимптотику числа злиттiв у згаданому коалесцентi.  

8. Дослiджено властивостi розподiлiв та властивостi траєкторiй процесiв, що є 

граничними для випадкових процесiв з регенерацiєю. Зокрема, дослiджено 

гельдеровiсть та встановлено локальнi закони повторного логарифма для дробово 

iнтегровних обернених стiйких субординаторiв.  

9. Доведено локальну унiверсальнiсть для дiйсних коренiв тригонометричних полiномiв.  

10. Доведено збiжнiсть моментiв у граничних теоремах для процесiв вiдновлення.  

Автор дисертацiї висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому консультанту – 

доктору фiзико-математичних наук, професору Олександру Маратовичу Iксанову –  за 

жвавi i плiднi дискусiї при обговореннi наукових проблем, розглянутих в дисертацiї, та за 

цiннi поради i постiйну увагу, без яких ця робота навряд чи була б написана. Також автор 

висловлює подяку своїм колегам та друзям з кафедри дослiдження операцiй факультету 

комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса 

Шевченка, Iнституту математичної статистики Вестфальського унiверситету iменi 

Вiльгельма (м. Мюнстер, Нiмеччина) та кафедри математики та комп’ютерних наук 

Технiчного унiверситету Ейндховена (Нiдерланди), завдяки спiвпрацi з якими було  

отримано бiльшiсть результатiв, представлених у роботi. Окрему подяку за допомогу 

автор висловлює Якимiву Роману Ярославовичу, а особливу – Харiнiй Оленi Олегiвнi, чия 

всебiчна пiдтримка та увага сприяли якнайшвидшому завершенню цiєї роботи.  
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АНОТАЦІЯ 

 

Маринич О. В. Граничні теореми для випадкових процесів з регенерацією. – Рукопис. 

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних наук за 

спецiальністю 01.01.05 – теорія ймовірностей і математична статистика. -- Київський 

національний університет імені Тараса Шевченка Міністерsтва Освіти і Науки України, 

Київ, 2017. 

      Дисертація присвячена дослідженню випадкових регенеративних структур та 

випадкових процесів з регенерацією. В роботі побудовано елементи асимптотичної теорії 

випадкових процесів з імміграцією та, зокрема, процесів дробового ефекту; випадкових 

регенеративних композицій та перестановок; переставних коалесцентів з множинними 

злиттями; процедур випадкового просіювання та вибору лідера. Досліджено властивості 

траєкторій та розподілів граничних процесів.  

       В роботі вперше введено поняття випадкового процесу з імміграцією в моменти 

відновлення та побудовано класифікацію режимів слабкої збіжності цих процесів. 

Отримано умови збіжності до стаціонарних процесів з імміграцією; доведено граничні 

теореми для процесів дробового ефекту з функціями відгуку, що не зростають, у випадках 

правильної зміни та повільної зміни нормування; отримано граничні теореми для 

випадкових процесів з імміграцією у випадку правильної зміни нормування. Доведено 

граничні теореми для низки функціоналів, що діють на збурених випадкових блуканнях.  

       Для випадкових регенеративних композицій встановлено ряд граничних теорем, 

зокрема отримано функціональну граничну теорему для числа ненульових блоків 

регенеративних композицій, породжених узагальненими процесами Пуассона. Введено 

поняття регенеративної випадкової перестановки та отримано граничні теореми для 

порядку таких перестановок. Запропоновано конструкцію каплінгу випадкових 

регенеративних композицій та переставних коалесцентів з множинними злиттями та 

отримано ряд граничних теорем для коалесцентів з пиловою компонентою.  

       Запропоновано та досліджено процедури випадкового просіювання. Встановлено їх 

зв'язок з процесами Гальтона-Ватсона та переставними коалесцентами. В роботі вперше 

введено поняття точкового процесу, стійкого відносно просіювання, та отримано 

характеризацію точкових процесів, стійких відносно просіювання випадковими 



 

блуканнями. Досліджено узагальнені процедури вибору лідера та встановлено граничні 

теореми для деяких характеристик таких процедур.  

Ключові слова: випадкові композиції, випадкові перестановки, випадкові процеси з 

імміграцією, випадкові регенеративні структури, гратки Бернуллі, дробово інтегровні 

обернені стійкі субординатори, дробово інтегровні процеси Леві, збурене випадкове 

блукання, ймовірнісні метрики, коалесценти, нулі випадкових тригонометричних 

поліномів, процедри вибору лідера, процедури випадкового просіювання, процеси 

дробового ефекту, функціональна гранична теорема, тетрація.  
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и Науки Украины, Киев, 2017. 

        Диссертация посвящена исследованию случайных регенеративних структ ур и 

случайных процессов с регенерацией.  В работе построены елементы асимптотической 

теории случайных процессов с иммиграцией и, в частности, процессов дробового эффекта; 

случайных регенеративных композиций и перестановок; перестановочных коалесцентов с 

множественными столкновениями; процедур случайного просеивания и выбора лидера. 

Исследованы свойства траекторий и распределений предельных процессов. 

        В работе впервые вводится понятие случайного процесса с иммиграцией в моменты 

восстановления и строится классификация режимов слабой сходимости этих процессов. 

Получены условия сходимости к стационарным процессам с иммиграцией; доказаны 

предельные теоремы для процессов дробового эффекта с невозрастающими функциями 

отклика в случаях правильного и медленного изменения нормировки; получены 

предельные теоремы для случайных процессов с иммиграцией в случае правильного 

изменения нормировки. Доказан ряд предельных теорем для функционалов, действующих 

на возмущенных случайных блужданиях.  

        Для случайных регенеративных композиций получена серия предельных теорем, в 

частности, доказана функциональная предельная теорема для числа ненулевых блоков 

регенеративных композиций, порожденных обобщенными процессами Пуассона. В работе 

вводится понятие регенеративной случайной перестановки и доказывается предельная 

теорема для порядка таких перестановок. Предложена конструкция каплинга случайных 

регенеративных композиций и перестановочных коалесцентов с множественными 

столкновениями и доказан ряд предельных теорем для коалесцентов с пылевой 

компонентой. 

        Предложены и изучены процедуры случайного просеивания. Установлена их связь с 

процессами Гальтона-Ватсона и перестановочными коалесцентами. В роботе впервые 

вводится понятие точечного процесса, устойчивого относительно просеивания, и получена 



 

характеризация точечных процессов, устойчивых относительно просеивания случайными 

блужданиями. Изучены обобщенные процедуры выбора лидера и получен ряд предельных 

теорем для некоторых характеристик таких процедур.  

Ключевые слова: вероятностные метрики, возмущенное случайное блуждание, дробно 

интегрированные обратные устойчивые субординаторы, дробно интегрированные 

процессы Леви, коалесценты, нули случайных тригонометрических полиномов,  

процедуры выбора лидера, процедуры случайного просеивания, процессы дробового 

ефекта, решето Бернулли, случайные композиции, случайные перестановки, случайные 

процессы с иммиграцией, случайные регенеративные структуры, тетрация, 

функциональная предельная теорема.  

 

 

ABSTRACT 

 

Marynych O. V. Limit theorems for random processes with regeneration. – Manuscript. 

fDoctor's thesis in Physics and Mathematics, specialty 01.01.05 – probability theory and 

mathematical statistics. – Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education 

and Science of Ukraine, Kyiv, 2017. 

        The thesis is devoted to the analysis of random regenerative structures and random processes 

with regeneration. A regenerative random structure is a random structure or a family of random 

structures with an appropriately defined notion of “size”, such that distributional properties of 

structures of different sizes are consistent and invariant under a fixed operation that deletes a part 

of the structure. A random process with regeneration is a stochastic process defined on s uch a 

structure and indexed by a discrete or continuous variable representing its size.  

        We study asymptotic properties of particular classes of random processes with regeneration, 

including random processes with immigration and renewal shot noise processes; regenerative 

random compositions and permutations; coalescents with multiple collisions; random sieves and 

leader election procedures.  

        The notion of random process with immigration at the epochs of a renewal process is 

proposed and a classification of the modes of weak convergence of such processes is constructed. 

We obtain conditions for the weak convergence to a stationary process with immigration; prove 

limit theorems for renewal shot noise processes with eventually decreasing response functions in 

the cases of regular and slow variation of the normalization; derive limit theorems for random 

processes with immigration in case of the regularly varying normalization. As a byproduct, limit 

theorems for several functionals on perturbed random walks are proved. 

        For regenerative random compositions we derive a number of limit theorems for different 

functionals. In particular, a functional limit theorem for the number of blocks in regenerative 

compositions derived from a compound Poisson processes (the Bernoulli sieve) is proved. The 

notion of regenerative random permutation is proposed and limit theorems for the order of such 

permutations are proved. We introduce a coupling of regenerative random compositions and 

coalescents with multiple collisions and apply it to prove several asymptotic results for 

coalescents with dust component, including limit theorems for the number of collisions and the 

absorption time. For exchangeable coalescents without dust component analogous results are 



 

proved using the technique of probability distances. The latter method is also applied to derive a 

central limit theorem for the number of zero increments in a random walk with a barrier.  

       We propose and analyze a new stochastic operation of a random s ieving. A connection of 

this operation with classical Galton-Watson processes and exchangeable coalescents is 

established. The notion of stability of point processes with respect to sieving is proposed, and a 

characterization of point processes which are stable with respect to sieving by random walks is 

derived. A generalized leader-election procedures are discussed and a number of limit theorems 

for different characteristics of these procedures are proved. A limit theorem for the number of 

collisions in the Poisson-Dirichlet coalescent is established.  

       We introduce a few new classes of stochastic processes, including fractionally integrated 

stable processes and fractionally integrated inverse stable subordinators. We discuss their 

distributional and pathwise properties such as stochastic continuity, sample continuity, self-

similarity, Hölder continuity and local laws of iterated logarithm.  

       Local universality of real roots of random trigonometric polynomials is proved.  

      We show convergence of the power and exponential moments of the number of renewals, 

suitably shifted and scaled, when the step of the underlying random walk belongs to the domain 

of attraction of a stable law. 

 

Keywords: coalescents, fractionally integrated inverse stable subordinators, fractionally 

integrated Levy processes, functional limit theorem, leader-election procedures, perturbed 

random walk, probability metrics, random compositions, random permutations, random processes 

with immigration, random sieves, regenerative random structures, renewal shot noise processes, 

roots of random trigonometric polynomials, the Bernoulli sieve, tetration.  

 

 

 
 

 

 

 

 


