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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

Актуальнiсть теми. Дослiдження алгебр Лi диференцiювань асоцiативних ко-
мутативних кiлець, зокрема, кiлець многочленiв вiд кiлькох змiнних утворюють 

великий роздiл сучасної диференцiальної алгебри, який тiсно повязаний з  теорiєю 
диференцiальних рiвнянь, з математичним аналiзом, а саме теорiєю лiнiйних ди-

ференцiальних операторiв, з геометрiєю та математичною фiзикою.  Наприклад,   
з кожною групою Лi пов’язується вiдповiдна їй алгебра Лi, яка є алгеброю Лi лi-

воiнварiантних векторних полiв, або, що теж саме, диференцiювань  асоцiативно-
комутативного кiльця гладких функцiй на групi. Пiсля вивчення цiєї  алгебри Лi, 

(що, як правило, є набагато простiшою задачею, нiж вивчення груп у зв’язку з 
лiнiйнiстю операцiй на алгебрi Лi) отриманi результати застосовуються до  груп 

Лi. Цей метод теорiї Лi виявився потужним iнструментом для вивчення груп  си-
метрiй диференцiальних рiвнянь i побудови їх точних розв’язкiв, що є однiєю з 

найважливiших задач сучасної математичної фiзики. Зауважимо, що кожне дифе-

ренцiювання  D  кiльця  многочленiв  K[x1,…,xn],  де K будь-яке поле, має вигляд:  

 
де коефiцiєнти Pi(x1,…,xn),i = 1,...,n є многочленами iз K[x1,…,xn],                     
тобто D є лiнiйним диференцiальним оператором з полiномiальними коефiцi-
єнтами. Ядро цього оператора складають розв’язки вiдповiдного диференцi-
ального рiвняння в частинних похiдних з полiномiальними коефiцiєнтами. Це по-
в’язує алгебраїчну частину теорiї  Лi з вiдповiдними роздiлами теорiї диференцi-
альних рiвнянь в частинних похiдних. Оскiльки комутатор двох диференцiювань 

D1 = ∑ i=1
nPi(x1,…,xn)  та D2 = ∑ i=1

nQi(x1,…,xn)  також є диференцiюванням 
кiльця многочленiв K[x1,…,xn], то векторний простiр Der(K[x1,…,xn]) з опе- 
рацiєю комутування утворює алгебру Лi. В цiй алгебрi Лi Wn = Der(K[x1,…,xn]) 
видiлено цiлий ряд пiдалгебр, якi пов’язанi з дiєю диференцiювань на певнi 
диференцiальнi форми. Аналогiчно визначається алгебра Лi n(K) всiх K-
диференцiювань поля рацiональних функцiй K(x1,…,xn).  
        Основними об’єктами дослiдження в дисертацiйнiй роботi є алгебра Лi ди-
ференцiювань W2(K) кiльця многочленiв вiд 2 змiнних, алгебра Лi 2(K) ди-
ференцiювань поля рацiональних функцй вiд 2 змiнних i алгебра Лi диферен-
цiювань поля алгебраїчних функцiй вiд кiлькох змiнних. В таких алгебрах Лi ва-
жливим є опис двовимiрних неабелевих пiдалгебр (як алгебр Лi диференцiювань). 
У зв’язку з цим дослiджуються властивостi слабко напiвпростих многочленiв iз 
K[x,y], якi породжують двовимiрнi неабелевi пiдалгебри iз W2(K). Встановлено 
також зв’язки мiж комутативними базисами в алгебрах Лi диференцiювань полi-
номiальних кiлець i полiв рацiональних функцiй.  
   Одним з основних результатiв дисертацiйної роботи є опис централiзаторiв еле- 
ментiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi  W2(K).  Вiдзначимо,   що 
 дана тематика вивчалась багатьма авторами (I. Клеп, Г. Бенкарт та iншi) i тiсно 

пов’язана з деякими проблемами комутативної алгебри, теорiї динамiчних систем 
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та теорiї диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних (А. Новiцкi, Ж. Ол-
ланьєр, А. Боден та iншi). Далi природньо виникло питання про опис  центра-
лiзаторiв елементiв в алгебрах Лi диференцiювань полiв. У загальному випадку 

навiть для вузьких класiв скiнченновимiрних алгебр Лi цi питання виявилися не-
простими. При певних обмеженнях на степiнь трансцендентностi поля констант 

над основним пiдполем було описано їх структуру, такий опис наведено у 

третьому роздiлi. Слiд зазначити також, що схожi питання, але для простiшої за 

будовою алгебри Лi sa2(K) розглядалися в роботi А.Петравчука та О.Єни1. 
Зокрема, в термiнах замкнених многочленiв у нiй описана структура 
максимальних абелевих пiдалгебр та централiзаторiв.  

Найпростiшими пiсля абелевих алгебр Лi є метабелевi, тобто такi, якi є роз-
ширеннями абелевих алгебр Лi за допомогою абелевих, найпростiшою тут є  дво-
вимiрна неабелева алгебра Лi. У роботах Ю. Стейна (див., наприклад,2)  у    

зв’язку з деякими питаннями, пов’язаними зi знаменитою проблемою якобiана,  

було введено поняття слабко напiвпростого многочлена. Такi многочлени  ви-
значають двовимiрнi неабелевi пiдалгебри iз алгебри Лi W2(K). Будова двови-
мiрних (абелевих i неабелевих) пiдалгебр алгебри Лi W2(K) дуже важлива для 

кращого розумiння будови пiдалгебр W2(K). В дисертацiйнiй роботi дано опис 

слабко напiвпростих многочленiв iз вiдокремленими змiнними та встановлено    
їх основнi властивостi. При вивченнi таких многочленiв корисними виявилися 
рiзнi достатнi умови незвiдностi та замкненостi многочленiв вiд двох змiнних, якi 
отриманi методами алгебраїчної геометрiї, зокрема результати Д. Лоренцiнi 3.  
       У зв’язку з вивченням алгебр Лi диференцiювань полiв рацiональних функцiй 
у дисертацiйнiй роботi дослiджуються анулятори рацiональних функцiй у вiд-
повiдних алгебрах Лi диференцiювань. Анулятор пiдмножини S ⊆ K(x1,...,xn)        

в алгебрi Лi n(K), який позначається Ann n(K)(S) i є множиною всiх K-
диференцiювань поля K(x1,...,xn), якi анулюють множину S ⊆ K(x1,...,xn), тiсно 

пов’язаний з будовою пiдалгебр алгебри Лi n(K).З цiєї точки зору анулятори ви- 
вчались в роботах Є. Єни, А.П. Петравчука, С. Аяда, Г.  Фройденбурга  та  iнших.  
      Окрiм  централiзаторiв,  ануляторiв  та  слабко  напiвпростих  многочленiв у 

дисертацiйнiй роботi розглядаються комутативнi базиси алгебр Лi   
диференцiювань  (над  вiдповiдним  кiльцем  або  полем ).   Зауважимо,      що   
кожен   комутативний   базис  визначає  скiнченновимiрну абелеву пiдалгебру  в 
алгебрi Лi диференцiювань кiльця або  поля.  В роботi описано метод побудови 
деяких комутативних базисiв  в  алгебрi   Лi  диференцiювань полiв алгебраїчних  
функцiй вiд  двох  змiнних,  тобто  алге- браїчних  розширень  поля  K(x,y).      
Для таких полiв також  знайдено  закон   змiни 
______________________________ 

1 A.P. Petravchuk, O. G. Iena On  centralizers o f  e lem ent s in  th e L ie  a lgebra o f  t h e sp ecial Crem o n a gro up  sa (2 ,k )// 
Journal of Lie Theory. -  2006.  - 16, no. 3 .   P. 5 6 1 –567 .  

2 Steyn Y. W eakly n ilp otent an d weakly semisim ple p oly no mials on the plan e  //  Int.  Math. Research Notices  -  2000.   -   
Vol.  13.  -   P. 6 8 1 –698. 

2 D. Lorenzini, Reducibility of polynom ials in t wo variables // J. Algebra. – 1993 – 156. – 65 - 75  

 
дивергенцiї при переходi вiд одного базису трансцендентностi поля до iншого 
базису (у випадку кiльця многочленiв вiд двох змiнних i переходу до iнших ко-

aref_Stepukh_A42.html#fn1x0
aref_Stepukh_A43.html#fn2x0
aref_Stepukh_A44.html#fn3x0
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ординатних многочленiв дивергенцiя не змiнюється i цей iнварiант може бути ко-
рисним в подальших дослiдженнях). В деяких випадках такi питання розглядав 
А. Новiцкi i в дисертацiйнiй роботi використовуються його пiдходи до вивчення 
комутативних базисiв.  
    З усього вищезазначеного можна зробити висновок, що тематика дисертацiйної 

роботи є актуальною.  
Зв’язок дисертацiйної роботи з науковими програмами, планами, 

темами. Дисертацiйну роботу виконано в рамках держбюджетної дослiдницької 

теми 06БФ038 "Розробка алгебраїчних i геометричних методiв дослiдження з  ви-
користанням комбiнаторних та категорних пiдходiв що виконується на кафедрi 
алгебри та математичної логiки механiко-математичного факультету Київського 

нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (номер державної реєстрацiї 

0106U005862).  
Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є опис централiзаторiв 

елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi W2(K) та в алгебрах 
Лi диференцiювань полiв, дослiдження структури ануляторiв у Wn(K), детальне 

вивчення комутативних базисiв в алгебрах Лi диференцiювань кiлець i полiв та 

дослiдження слабко напiвпростих многочленiв iз вiдокремленими змiнними у 

кiльцi K[x,y], якi визначають двовимiрнi неабелевi пiдалгебри в алгебрi Лi W2(K).  
Об’єктом дослiдження є алгебра Лi Wn(K), зокрема окремо розглядається 

алгебра Лi диференцiювань кiльця многочленiв вiд двох змiнних, замкненi мно-
гочлени i рацiональнi функцiї вiд кiлькох змiнних.  
       Предмет дослiдження - централiзатори елементiв та максимальнi абелевi пiд- 
алгебри алгебри Лi W2(K), централiзатори елементiв та анулятори елементiв в 

алгебрi Лi Wn(K), слабко напiвпростi многочлени кiльця K[x,y] та комутативнi 
базиси в алгебрах Лi диференцiювань комутативних кiлець та полiв.   
       Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються у дослi-
дженнi є методи теoрiї алгебр Лi, методи комутативної алгебри, якi пов’язанi з 
розширеннями комутативних кiлець i полiв та методи лiнiйної алгебри.   

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї автором отримано 
новi теоретичнi результати, основними iз яких є такi:  

1. описано будову централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi W2(K) та залежно   

вiд степеня трансцендентностi поля констант диференцiювання D описано 

централiзатор D в алгебрi Лi DerK(R) диференцiювань поля R алгебраїчних 

функцiй вiд кiлькох змiнних;  

2. дано опис максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi W2(K) у випадку 

основного поля нульової характеристики;  

3. отримано критерiй слабкої напiвпростоти многочленiв  кiльця  K[x,y] iз від- 

окремленими  змiнними,  тобто  таких,  що  f(x,y) =  f1(x)f2(y),    встановлено                                            

 
 
 



4 

основнi властивостi таких многочленів;                                                                                      

4. вказано зв’язок мiж деякими класами комутативних базисiв алгебр Лi всiх 

K-диференцiювань поля алгебраїчних функцiй вiд n змiнних, вказано метод 

їх побудови;  
5. знайдено закон змiни дивергенцiї диференцiювання поля алгебраїчних 

функцiй вiд двох змiнних при переходi вiд одного базису трансцендентностi 
цього поля до iншого базису;  

6. дослiджено структуру ануляторiв множин рацiональних функцiй в алгебрi 

Лi Wn(K) та встановлено їх основнi властивостi. 
Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної 

роботи мають теоретичний характер. Її результати можуть бути використанi в 
теорiї алгебр Лi, комутативнiй алгебрi, теорiї трансцендентних розширень полiв 

рацiональних функцiй та сумiжних роздiлах математики.  
Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї, якi вино-

сяться на захист, отриманi автором особисто. Визначення напрямку дослiджень, 
постановка задач, iдеї вiдносно вибору методiв розв’язання належать науковому 

керiвнику. У всiх роботах, опублiкованих у спiвавторствi, внески авторiв є 
рiвними i нероздiльними.  

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи допо-

вiдалися  

 на Мiжнароднiй математичнiй конференцiї, присвяченiй 70-рiччю В. В. Ки-

риченка (Миколаїв, червень 2012 р.);  
 на Третiй мiжунiверситетськiй науковiй конференцiї молодих вчених з  мате-

матики та фiзики (Київ, квiтень 2013 р.);  
 на Дев’ятiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Львiв, липень 

2013 р.);  
 на Четвертiй школi-конференцiї з теорiї алгебр Лi, алгебраїчних груп та теорiї 

iнварiантiв (Москва, Росiя, сiчень-лютий 2014 р.);  
 на Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня на-

родження Л. А. Калужнiна (Київ, липень 2014 р.);  
 на Дев’ятiй лiтнiй школi: Алгебра, топологiя i аналiз (с. Поляниця,  Iвано-

Франкiвська область, липень 2014 р.);  

 на Мiжнароднiй школi-конференцiї "Перспективи в теорiї Лi"(Пiза, Iталiя,  
сiчень-лютий 2015 р.);  

 на Десятiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї присвяченiй 70-рiччю вiд 

дня народження Ю.А. Дрозда (Одеса, серпень 2015 р.);  

 на засiданнi Алгебраїчного семiнару Київського нацiонального унiверситету 

iменi Тараса Шевченка (Київ, грудень 2015 р.);  
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 12 наукових 
роботах. З них 5 — це статтi [1 - 5] у фахових виданнях та 7 — публiкацiї у мате-
рiалах та тезах конференцiй [6 - 12].  
         Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, 
п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг роботи 
– 108 сторiнок, з них список використаних джерел займає мiсце з 101 по 108 
сторiнку i мiстить 72 найменування.  

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ 

Дисертацiйна робота складається зi вступу та п’яти роздiлiв. На початку 
кожного роздiлу подається короткий змiст його пiдроздiлiв.   
       У вступi розкривається актуальнiсть теми дисертацiї, мета та завдання.  Обго- 

ворюється наукова новизна та практичне значення отриманих результатiв.  Вка-
зується особистий внесок здобувача у дослiдження, розкривається змiст роботи 

та наводиться список публiкацiй.  
       У першому роздiлi проводиться огляд лiтератури, повязаної з тематикою 

дослiджень, що проводилася здобувачем. Вказуються досягнення за темою ди-
сертацiї, якi вже були отриманi iншими авторами.  

      У другому роздiлi подано необхiднi означення та деякi допомiжнi результати, 
якi використовуються в подальшому викладi результатiв роботи.   
         Диференцiюванням (точнiше, K-диференцiюванням) асоцiативної K-алгебри 
R називається довiльне лiнiйне вiдображення δ : R → R, яке задовольняє   
правило Ляйбнiца δ(ab) = δ(a)b + aδ(b). Множина усiх диференцiювань алгебри R 

утворює векторний пiдпростiр в Hom K(R,R), що позначається Der(R). Множина 

диференцiювань Der(R) ⊆ Hom K(R,R) є замкненою вiдносно взяття комутатора 

i є, таким чином, алгеброю Лi. Якщо R= K[x1,…,xn]– 

кiльце многочленiв вiд n змiнних, то кожне диференцiювання кiльця R має вигляд  

 
         Кожне диференцiювання D кiльця многочленiв K[x1,…,xn] однозначно про-
довжується до диференцiювання поля рацiональних функцiй K(x1,…,xn) за 
правилом D(f∕g) = (D(f)g - fD(g))∕g2 для довiльних многочленiв f,g ∈        
K[x1,…,xn], g ⁄= 0.  Алгебра Лi всiх K-диференцiювань кiльця многочленiв 
K[x1,…,xn] позначається через Wn(K), алгебра Лi K-диференцiювань поля ра-

цiональних функцiй K(x1,…,xn) – через n(K).  

          Якщо L – алгебра Лi i x ∈ L – довiльний елемент iз L, то централiзатор 

елемента x в L–це множина CL(x) = {g ∈ L | [g,x] = 0}, це пiдалгебра алгебри      

Лi L.  
       Ненульове диференцiювання кiльця многочленiв D називається редукованим, 
якщо з рiвностi D = hD1,h ∈ K[x1,…,xn], D1 ∈ Wn(K) випливає, що h ∈ K*. 
Очевидно, що кожне диференцiювання D ∈ Wn(K) може бути записане у виглядi 
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D = hD0 де h ∈ K[x1,…,xn] i D0 редуковане. Кожен многочлен p ∈ K[x,y]     
визначає диференцiювання Dp ∈ W2(K) (воно називається якобiанним диферен-
цiюванням) за правилом: Dp(h) = detJ(p,h), де J(p,h) – матриця Якобi много- 
членiв p,h. Якщо p – незвiдний многочлен, то ми позначаємо через δp редуковане 
диференцiювання, яке вiдповiдає диференцiюванню Dp. Аналогiчно кожна не-
звiдна рацiональна функцiя p∕q ∈ K(x,y) визначає якобiанне диференцiювання   
Dp,q = qDp - pDq ∈ W2(K), редуковане до нього диференцiювання будемо по- 
значати через δp,q.  
       Нехай δ диференцiювання кiльця многочленiв вiд n змiнних K[x1,…,xn]. Мно-
гочлен f називається многочленом Дарбу (або власним вектором) для δ, якщо    
δ(f) = λf для деякого многочлена λ (не обов’язково λ ∈ K). Многочлен λ 
називається комножником диференцiювання δ (або узагальненим власним зна-
ченням), який вiдповiдає многочлену Дарбу f. Iншими словами, f є полiномi-
альною власною функцiєю для δ з (узагальненим) власним значенням λ.  

Вiдзначимо деякi властивостi многочленiв Дарбу.  
1) Якщо f i g є многочленами Дарбу деякого диференцiювання δ : 

K[x1,…,xn] → K[x1,…,xn], що вiдповiдають комножникам λ i μ вiдповiдно, то    
тодi fg є многочленом Дарбу диференцiювання δ, який вiдповiдає комножнику     

λ + μ;  
2) Нехай h – многочлен Дарбу диференцiювання δ ∈ Der(K[x1,…,xn]). Тодi 

довiльний дiльник многочлена h теж є многочленом Дарбу для δ.  
      В роботi А.Новiцкi i М.Нагати4 доведено, що для довiльного диференцiювання 
D кiльця многочленiв K[x,y] iснує многочлен f ∈ K[x,y], такий що Ker D = K[f]. 
Цей факт часто використовується при вивченнi диференцiювань кiльця много-
членiв вiд двох змiнних.  

Нехай K(x1,…,xn) – поле рацiональних функцiй над полем K. Нагадаємо, що 
полем алгебраїчних функцiй вiд n змiнних над полем K називається скiнченне 
алгебраїчне розширення R ⊇ K(x1,…,xn) поля K(x1,…,xn). Будова диферен-  
цiювань поля алгебраїчних функцiй схожа в багатьох випадках на будову дифе-
ренцiювань поля K(x1,…,xn) i це дозволяє використовувати розробленi методи 

дослiджень алгебри Лi n(K) для вивчення алгебри Лi диференцiювань полiв ал-
гебраїчних функцiй.  

Якщо S – деяка пiдмножина iз поля рацiональних функцiй R = K(x1,…,xn),  

то анулятор Ann(S) пiдмножини S в n(K) – це пiдмножина всiх диференцiювань 
поля R, якi анулюють всi елементи множини S. Очевидно, Ann(S) – пiдалгебра iз 

алгебри Лi n(K) i векторний пiдпростiр векторного простору n(K) над полем 

R.  
______________________________ 

4  No wick i  A.   Nagata  M.,   Rings   of   constants   for  k – derivations   in   k[x1, … ,xn]   //   J.  Math  Kyoto  Univ.  -   1988.       – 
Vo l .  2 8 , no. 1  -    P. 1 1 1 –11 8.  
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        Многочлен f∈K[x,y] називається слабко напiвпростим, якщо iснує многочлен 

g ∈ K[x,y] такий, що Df(g) = λg для ненульового λ ∈ K, многочлен g тут є  

власною функцiєю для f з власним числом λ. Останнє означає, що кожен слабко 

напiвпростий многочлен f iндукує якобiанне диференцiювання Df, яке може бути 

включене в двовимiрну неабелеву пiдалгебру Lf = ⟨Df⟩⋌⟨Dg⟩ алгебри Лi W2(K).  
У третьому роздiлi дослiджуються централiзатори елементiв i максимальнi 

абелевi пiдалгебри в алгебрах Лi диференцiювань. В пiдроздiлi 3.1 розглядаються 

централiзатори елементiв в алгебрi Лi W2(K) всiх диференцiювань кiльця много-
членiв вiд двох змiнних над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль. 
Структура централiзатора елемента D ∈ W2(K) в цiй алгебрi Лi суттєво за-  
лежить вiд будови ядра диференцiювання D в полi рацiональних функцiй (ди-
ференцiювання D природнiм чином продовжується з кiльця многочленiв на поле 

рацiональних функцiй), деякi результати про ядра таких диференцiювань були 

отриманi ранiше в роботах А.Петравчука, О.Єни i А. Регети. Встановлено основнi 
властивостi таких централiзаторiв i доведено основну теорему, яка їх описує:  
Теорема 3.1.6. Нехай D довiльний ненульовий елемент з W2(K). Тодi центра-
лiзатор C = CW2(D) є пiдалгеброю одного з наступних типiв:  

1) C = KD, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K.  
2) C = KD + KD1, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K та iснує диференцi-

ювання D1 таке, що [D,D1] = 0 i D,D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y).  
3) C = K[p]hδp, якщо Ker D в K(x,y) мiстить несталий многочлен, цей мно-

гочлен p може бути вибраний незвiдним, многочлен h є p-вiльним i δp є 
зведеним диференцiюванням для Dp.  

4) C = K[p,q]mhδp,q, якщо Ker D мiстить несталу рацiональну функцiю p∕q i     

не мiстить многочленiв, вiдмiнних вiд константи, Ker D = K( ) та δp,q є 

зведеним диференцiюванням для диференцiювання qDp - pDq.  

5) C = (K( )D+K( )D1)∩W2(K), де D,D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y)    

та [D1,D] = 0. Якщо D = P +Q ,D1 = P1 +Q1  та Δ = PQ1-P1Q,           
то dim KC ≤ m + s + 2, де число m таке ж як в пунктi 4 даної теореми i        
s = degp-qΔ. 

     Зауважимо, що централiзатори елементiв для рiзних типiв алгебр Лi вивчались 

багатьма авторами i для деяких алгебр їх будова достатньо добре вивчена. Далi 
розглядаються максимальнi абелевi пiдалгебри в алгебрi Лi W2(K). Всi типи таких 

пiдалгебр описанi в наступнiй теоремi.  

Теорема 3.1.8. Нехай L максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi W2(K). Тодi 

алгебра Лi L є однiєю iз наступних:  

1) Одновимiрна виглядуKD, де D∈W2(K) та KerD в K(x,y) спiвпадає з K.  
 

 

2) Двовимiрна вигляду KD+KD1, де D,D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y).  
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3) Скiнченно вимiрна вигляду K[p,q]mhδp,q, де h ∈ K[x,y], K[p,q]m є векторним 

простором всiх однорiдних по p,q многочленiв степеня m (дивись Теорему 

3.1.6).  

4) Нескiнченно вимiрна вигляду K[p]hδp, де h ∈ K[x,y], K[p] є векторним про-

стором многочленiв вiд p (дивись Теорему 3.1.6). 
        У пiдроздiлi 3.2 розглянуто властивостi централiзаторiв елементiв в алгебрах 
Лi диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд кiлькох змiнних при деяких 

обмеженнях на степiнь трансцендентностi поля констант диференцiювання.  

         Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, K(x1,.,xn) – поле 

рацiональних функцiй над K i R ⊇ K(x1,…,xn) — скiнченне алгебраїчне роз-

ширення поля K(x1,…,xn) (тобто поле алгебраїчних функцiй вiд n змiнних). За-

уважимо, що в випадку K = ℝ або K = ℂ з геометричної точки зору диференцi-

ювання можна розглядати як векторнi поля на вiдповiдних гладких многовидах. 
Вiдомо, що знання структури централiзаторiв елементiв алгебри Лi дає важливу 

iнформацiю про саму алгебру Лi.  
         В наступних лемах вказано ряд властивостей централiзаторiв елементiв в ал-

гебрах Лi диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд кiлькох змiнних. Для 

поля алгебраїчних функцiй R вiд n змiнних над полем K будемо позначати через 

W(R) алгебру Лi DerK(R) всіх K-диференціювань поля R.  
Лема 3.2.3 Нехай D ∈ DerK(R), D≠0 i F = Ker D - поле констант для D в R.     

Тоді централізатор C=C_DerK(R)(D) є векторним простором над F розмірності  

≤  n.  

Лема 3.2.5. Нехай D1,…,Dk – лiнiйно незалежнi над R елементи з W(R) =    

DerK(R). Тодi пiдполе констант S = ∩i=1
kKerDi для системи {D1,…,Dk} має  

степiнь трансцендентностi над K не вище нiж n - k.  

      Наступнi теореми, якi є основними результатами цього пiдроздiлу дають  хара-
ктеризацiю централiзаторiв елементiв при деяких обмеженнях на степiнь  транс-

цендентностi полiв констант.  

Теорема 3.2.9. Нехай D ∈ W(R) i F = KerD — поле констант для D. Якщо 

tr.degKF ≤ 2, то централiзатор C = CW(R)(D) є або алгеброй Лi над F роз-  

мiрностi dim FC ≤ n, або C мiстить iдеал I = {T ∈ C∣T(F) = 0}, який є      

алгеброю Лi над F розмiрностi rkRC - 1 за умови, що tr.degKF = 1 або rkRC - 2      

за умови, що tr.degKF = 2 такий, що:  

1) при умовi tr.degKF = 1 фактор-алгебра C∕I iзоморфна Der KK(x);  

2) при умовi tr.degKF = 2 фактор-алгебра C∕I iзоморфна або пiдалгебрi рангу   

1 з Der KF, або самiй алгебрi Der KF. 

Теорема 3.2.12. Нехай K – алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, R     

– розширення поля K, яке має степiнь трансцендентностi n над K, D ∈ W(R) 

таке K-диференцiювання поля R, що його поле констант F в R має степiнь 
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трансцендентностi n - 1 над K. Якщо для деякого елемента z ∈ R \ F  вико-

нується D(z) ∈ F, то централiзатор C = CW(R)(D) має ранг n над R i скла-  

дається з диференцiювань вигляду  

 
де D2 – довiльне диференцiювання поля F, продовжене до диференцiювання поля  

R вздовж елемента z, i при цьому r = D(z), а f0 ∈ F – довiльний елемент.  
   Четвертий розділ присвячено дослiдженню слабко напiвпростих многочленiв 
у кiльцi K[x,y]. Тут дано опис всiх слабко напiвпростих многочленiв f ∈ K[x,y] 
вигляду f(x,y) = f1(x)f2(y) (многочленiв з вiдокремленими змiнними) та їхнiх 

власних функцiй g(x,y) ∈ K[x,y] таких, що [f,g] = λg,λ ∈ K*. Насправдi, можна 

вважати, що λ = 1, оскiльки в iншому випадку ми можемо взяти λ-1f замiсть f. 
Тому далi розглядається лише випадок [f,g] = g. Встановлено основнi властивостi 
таких многочленiв з вiдокремленими змiнними, при цьому використовуються  ре-
зультати Ю. Стейна, зокрема, такий: нехай f,g ∈ K[x,y] – такi многочлени, що      
g незвiдний i [f,g] = hg для деякого h ∈ K[x,y]. Тодi iснує елемент c ∈ K такий. 
що g дiлить многочлен f - c. Використовуються також результати Ж. Олланьєра   
5, який дослiдив замкненi многочлени i замкненi рацiональнi функцiї вiд кiлькох 

змiнних.  
     При доведеннi основного результату цього роздiлу використовується наступна 

лема:  

Лема 4.1.1. Нехай многочлен g = g(x,y) задовольняє умову [f,g] = g, де              

f(x,y) = f1(x)f2(y) ∈ K[x,y]. Тодi єдиними незвiдними множниками многочлена  

g(x,y) є або многочлени вигляду δ(f(x,y) + c), де δ,c ∈ K* або β(x - c1),γ(y - c2),        

де β,γ ∈ K* та c1,c2 задовольняють умову f1(c1) = 0,f2(c2) = 0.  
Основним результатом даного роздiлу є наступний критерiй слабкої  напiв-

простоти многочлена з роздiленими змiнними:  

Теорема 4.1.5.  Многочлен f(x,y) = f1(x)f2(y) ∈ K[x,y] є слабко напiвпростим      

тодi i тiльки тодi, коли вiн не має кратних коренiв i принаймнi один з мно-

гочленiв f1(x),f2(y) є лiнiйним, i якщо, наприклад, f2(y) = ay + b, a, b ∈ K та    

α1,…,αn є коренями f1(x), тодi li =  ∈ ℤ, i = 1, …, n. Крiм того, якщо                 

g = g(x,y) є власною функцiєю для Df iз власним значенням 1, тодi  

 
______________________________ 

5  J.  M.  Ollagnier,  Algebraic  closure    of   a   rational  functions   //   Qualitative  theory  dynamical  systems.   -    2004.                   – 5 .  
- 2 8 5 –3 00.  

 

де F(t) ∈ K[t],k ∈ ℕ таке, що k ≥ li,i = 1,…,n.  

aref_Stepukh_A46.html#fn5x0
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     Як наслiдок, з основної теореми отримано наступне твердження, яке розширяє 

множину слабко напiвпростих многочленiв:  

Наслiдок 4.1.6.  Нехай f(x,y) – слабко напiвпростий многочлен i многочлен     

g(x,y) такий, що [f,g] = g. Якщо многочлени p,q задовольняють умову [p,q] =        

1, тодi f(p,q) є слабко напiвпростим i [f(p,q),g(p,q)] = g(p,q).  
Як вiдзначено у роботах Ю. Стейна, опис слабко напiвпростих многочленiв 

довiльного вигляду(а не тiльки з роздiленими змiнними)був би серйозним кроком 

вперед у розв’язаннi вiдомої проблеми якобiана при n = 2.  
В останньому, i i дослiджуються комутативнi базиси в алгебрах Лi 

диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд двох змiнних та анулятори 

множин рацiональних функцiй у алгебрi Лi n(K) диференцiювань поля ра-
цiональних функцiй вiд n змiнних. У першiй частинi описано метод побудови 
деяких комутативних базисiв у алгебрi Лi W2(K) всiх K-диференцiювань кiльця 

многочленiв K[x1,x2]. Один iз основних результатiв цього пiдроздiлу – наступна 

теорема:  

Теорема 5.1.3. Нехай  

 
диференцiювання поля R ⊇ K(x1,x2) алгебраїчних функцiй такi, що  

 
Рiвнiсть [D1,D2] = aD1 + bD2, для деяких a,b ∈ R виконується тодi i тiльки     

тодi, коли  

  
Наслiдок 5.1.4. Нехай елементи  

 
лiнiйно незалежнi над R. Диференцiювання D1 та D2 комутують тодi i тiльки 

тодi, коли div( D1) = 0,div( D2) = 0, де Δ = .  

       При вивченнi алгебри Лi 2(R) всiх K-диференцiювань поля R алгебраїчних 

функцiй вiд двох змiнних виникає питання про такi диференцiювання D1,D2 ∈   

2(R), що [D1,D2] = D2 (вони породжують в 2(R) двовимiрну над K неабелеву 

пiдалгебру). Така алгебра Лi може також бути охарактеризована в термiнах 

дивергенцiї:  

Наслiдок 5.1.5. Нехай диференцiювання D1,D2 ∈ 2(R) лiнiйно незалежнi над R. 

Рiвнiсть [D1,D2] = D2 виконується тодi i тiльки тодi, коли  
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зокрема, якщо Δ = 1 тодi divD2 = 0,divD1 = -1.  

Зауважимо, що проблема опису многочленiв f,g, якi задовольняють рiвнiсть 

detJ(f,g) = g, або, що те ж саме про структуру якобiанних диференцiювань, якi 
задовольняють вищезгадану умову, була вперше сформульована Ю.Стейном.   

У другiй частинi 5-го роздiлу розглянуто питання про те, як змiнюється  ди-

вергенцiя диференцiювання D при переходi вiд одного базису трансцендентностi 
до iншого. Вiдповiдь на це питання дає наступна теорема:  

Теорема 5.2.1. Нехай { , } – комутативний базис алгебри Лi 2(R) =   

DerKR, де R ⊇ K(x,y) – поле алгебраїчних функцiй. Якщо D = P  + Q  ∈          

2(R) виражається як D = R  + S  в базисi { , }, тодi  

 
де Δ = detJ(f,g) – якобiан многочленiв f,g.  

Як наслiдок, отримаємо наступний результат:  

Наслiдок 5.2.2. Якщо Δ = detJ(f,g) ∈ K*, то дивергенцiя диференцiювання              

D ∈ DerR не залежить вiд вибору комутативного базису { , }. Зокрема, 
дивергенцiя не залежить вiд вибору координатних многочленiв у кiльцi много-

членiв K[x,y].  
У пiдроздiлi 5.3 вивчаються анулятори множин рацiональних функцiй. По-

значимо через Ann  n(K)(S) анулятор множини S iз поля рацiональних функцiй     

в алгебрi Лi n(K), нагадаємо, що  

 
Деякi властивостi ануляторiв пiдмножин iз поля рацiональних функцiй 

наведенi в наступнiй лемi:  

Лема 5.3.1. Нехай S – пiдмножина iз поля K(x1,...,xn) i K(S) пiдполе по-      

роджене K та S в K(x1,...,xn). Якщо K(S) – алгебраїчне замикання K(S) в  

K(x1,...,xn), то справедливi наступнi твердження:  

1) Ann  n(K)(S) = Ann  n(K)(K(S)) = Ann  n(K)(K(S)).  

2) Ann  n(K)(S) є пiдалгеброю в n(K) i векторним простором над R роз-

мiрностi m = n - tr.degKK(S).  

3) Якщо m ≥ 1, то алгебра Лi Ann  n(K)(S) є простою. 
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Нехай S – непорожня пiдмножина iз K(x1,...,xn), яку без обмеження за-
гальностi можна вважати скiнченною i алгебраїчно незалежною над полем          

K, S = {y1,...,yk}. Доповнимо множину S до базиса трансцендентностi         

{x1,...,xn-k,y1,...,yk} поля K(x1,...,xn) над K (це можливо пiсля перену-                

мерацiї змiнних) i позначимо через JS,x i якобiанне диференцiювання пiдполя 

K(x1,...,xn-k,y1,...,yk), яке визначене за правилом:  

 
де J(x1,...,xi-1,h,xi+1,...,xn-k,y1,...,yk) – матриця Якобi многочленiв                               

x1,...,xi-1,h,xi+1,...,xn-k,y1,...,yk. Продовжимо цi диференцiювання на все поле 

K(x1,...,xn) i збережемо тi ж самi позначення для них. Позначимо  через  

 
Наступнi теореми є основними результатами пiдроздiлiв 5.3 та 5.4. В них 

отримано характеризацiю ануляторiв пiдмножин iз поля рацiональних функцiй    

в n(K) i ануляторiв рацiональних функцiй в алгебрi Лi Wn(K).  

Теорема 5.3.3. Нехай K поле, S – пiдмножина поля рацiональних функцiй 

K(x1,...,xn) i {y1,...,yk} – максимальна множина алгебраїчно незалежних над             

K елементiв з S. Тодi анулятор Ann  n(K)(S) є векторним простором над 

K(x1,...,xn) з базисом JS,x1,…,JS,xn-k. Множина N1 всiх елементiв з n(K),                    

якi вiдображають пiдполе K(S) в себе, є напiвпрямою сумою  

 

де M є пiдалгеброю в n(K) з базисом JS,y1,..., JS,yk.  

          Алгебра Лi Wn(K) мiститься в (K) i Wn(K) є вiльним K[x1,...,xn]–модулем. 

Ця алгебра Лi дiє природнiм чином на K(x1,...,xn) i якщо ϕ  ∈ K(x1,...,xn), то 

AnnWn(K)(ϕ) є пiдмодулем модуля Wn(K) над кiльцем K[x1,...,xn]. В наступнiй 

теоремi вказано породжуючi елементи AnnWn(K)(ϕ) для деяких рацiональних 

функцiй.  

Теорема 5,4,3. Нехай ϕ  = ∈ K(x1,...,xn) така рацiональна функцiя iз взає-

мопростими многочленами u та v, що iснують такi многочлени f1,...,fn, що      

f1  + ... + fn  = . Тодi AnnWn(K)(ϕ) є пiдмодулем рангу n - 1 над K[x1,...,xn]          
з породжуючими  

 
 

ВИСНОВКИ 
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У дисертацiї автором отримано новi теоретичнi результати, якi пов’язанi з 
описом централiзаторiв елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в ал-
гебрах Лi диференцiювань. Також отриманi новi результати пов’язанi з описом 

ануляторiв множин рацiональних функцiй в алгебрах Лi диференцiювань полiв, 
слабко напiвпростими многочленами та комутативними базисами в алгебрах Лi 

диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй.  
Основними науковими результатами є наступнi:  

 описано будову централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi W2(K) та залежно     

вiд степеня трансцендентностi поля констант диференцiювання D описано 

централiзатор D в алгебрi Лi DerK(R) диференцiювань поля R алгебраїчних 
функцiй вiд кiлькох змiнних;  

 дано опис максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi W2(K) у випадку 

основного поля нульової характеристики;  

 отримано критерiй слабкої напiвпростоти многочленiв кiльця K[x,y] iз від-

окремленими змiнними, тобто таких, що f(x,y) = f1(x)f2(y), встановлено 
основнi властивостi таких многочленiв;  

 вказано зв’язок мiж деякими класами комутативних базисiв алгебр Лi всіх   

K-диференцiювань поля алгебраїчних функцiй вiд n змiнних, вказано метод 

їх побудови;  

 знайдено закон змiни дивергенцiї диференцiювання поля алгебраїчних 

функцiй вiд двох змiнних при переходi вiд одного базису трансцендентностi 

до iншого базису трансцендентностi цього ж поля;  

 дослiджено структуру ануляторiв множин рацiональних функцiй в алгебрi   

Лi Wn(K) та наведено їх властивостi. 

        Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику, професору А.П. Пе-
травчуку за постановку розглянутих в дисертацiйнiй роботi питань, постiйну 

увагу i пiдтримку в роботi.  
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Степух В.В. Централiзатори елементiв i абелевi пiдалгебри в алгебрах Лi 
диференцiювань. — Рукопис.  

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних 

наук за спецiальнiстю 01.01.06 — алгебра i теорiя чисел. — Київський 
нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка МОН України, Київ, 2016.   

Дисертацiя присвячена вивченню централiзаторiв елементiв, абелевих пiд-
алгебр, ануляторiв та комутативних базисiв в алгебрах Лi диференцiювань полiв   
i кiлець многочленiв та слабко напiвпростих многочленiв, якi породжують дво-
вимiрнi неабелевi пiдалгебри в алгебрi Лi диференцiювань кiльця многочленiв вiд 
двох змiнних.  
          В дисертацiйнiй роботi описано будову централiзаторiв елементiв в алгебрi 
Лi диференцiювань кiльця многочленiв вiд двох змiнних над алгебраїчно за-
мкненим полем характеристики нуль, дано опис максимальних абелевих 
пiдалгебр в цiй алгебрi Лi; залежно вiд степеня трансцендентностi поля констант 

диференцiювання D описано централiзатор D в алгебрi Лi диференцiювань поля  

алгебраїчних функцiй вiд кiлькох змiнних, вказано зв’язок мiж деякими класами 

комутативних базисiв алгебр Лi диференцiювань таких полiв, вказано метод 

побудови комутативних базисiв. Отримано критерiй слабкої напiвпростоти 

многочленiв вiд двох змiнних з вiдокремленими змiнними, встановлено їх 
основнi властивостi, знайдено закон змiни дивергенцiї диференцiювання поля 
алгебраїчних функцiй вiд двох змiнних при переходi вiд одного базису 
трансцендентностi до iншого базису трансцендентностi цього ж поля. Дослiджено 
структуру ануляторiв множин рацiональних функцiй в алгебрi Лi диференцiювань 
поля рацiональних функцiй вiд кiлькох змiнних i в алгебрi Лi диференцiювань 
кiльця многочленiв вiд кiлькох змiнних.  

        Ключові слова: алгебра Лi, централiзатор елемента, диференцiювання, 
анулятор, комутативний базис, максимальна абелева пiдалгебра, слабко напiв-

простий многочлен.  
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        Степух В.В. Централизаторы элементов и абелевы подалгебры в алгебрах 

Ли дифференцирований. — Рукопись.  
       Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических 

наук по специальности 01.01.06 - алгебра и теория чисел. - Киевский нацио-
нальный университет имени Тараса Шевченко МОН Украины, Киев,  2016.  
       Диссертация посвящена изучению централизаторов элементов, абелевых по-
далгебр, аннуляторов и коммутативных базисов в алгебрах Ли дифференци-
рований полей и колец многочленов, слабо полупростых многочленов, поро- 
ждающих двумерные неабелевы подалгебры в алгебре Ли дифференцирований 
кольца многочленов от двух переменных.  
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В диссертационной работе описано строение централизаторов элементов в 

алгебре Ли дифференцирований кольца многочленов от двух переменных над 
алгебраически замкнутым полем характеристики ноль, дано описание макси-

мальных абелевых подалгебр в этой алгебре Ли; в зависимости от степени транс-
цендентности поля констант дифференцирования D описано  централизатор D в 

алгебре Ли дифференцирований поля алгебраических функций от нескольких пе-
ременных, отмечена связь между некоторыми классами коммутативних базисов 

алгебр Ли дифференцирований таких полей, указан метод  построения комму-
тативных базисов. Получен критерий слабой полупростоты  многочленов от двух 

переменных с разделенными переменными, указаны их основные свойства, уста-
новлен закон изменения дивергенции дифференцирования  поля алгебраических 

функций от двух переменных при переходе от одного  базиса трансцендентности 
к другому базису трансцендентности этого поля.  Исследована структура анну-

ляторов множеств рациональных функций в алгебре Ли дифференцирований  
поля рациональных функций от нескольких переменных и в алгебре Ли диффе-

ренцирований кольца многочленов от нескольких переменных.  

        Ключевые слова: алгебра Ли, централизатор элемента, дифференцирование, 
аннулятор, коммутативный базис, максимальная абелева подалгебра, слабо  полу-

простой многочлен.  
 

ABSTRACT 

       Stepukh V. V. Centralizers of elements and аbelian subalgebras in Lie algebras of 
derivations. — Manuscript.  
       The thesis for obtaining the Candidate’s degree of Physical and Mathematical 

Sciences on the speciality 01.01.06 — algebra and number theory.— Taras Shevchenko 
National University of Kyiv MES of Ukraine, Kyiv, 2016.  

      The dissertation is devoted to the investigation of centralizers of elements, maximal  

abelian subalgebras of Lie algebras of derivations, annihilators of sets of rational 

functions in Lie algebras of derivations, commutative bases of such Lie algebras and 
weakly semisimple polynomials.  

        In the first chapter we give a short review of the references related to the topics 
studied in the dissertation.  

        In the second chapter, some basic definitions and important facts are collected that 
are widely used in the subsequent chapters.  

       The third chapter is devoted to centralizers of elements in the Lie algebra of 
derivations of polynomial rings in two variables over an algebraically closed field of 

characteristic zero. To study such centralizers is useful to extend a given derivation     
to the field of rational functions in two variables and to investigate the subfield of 
constants of this derivation. A description of maximal abelian subalgebras in this Lie 

algebra is given. The structure of such a maximal abelian subalgebra depends on the 
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properties of the subfield of constants  for some derivations in the field of rational 
functions. For a derivation D of a field of algebraic functions in several variables the 
centralizer of D is described depending on transcendence degree of the field of 

constants for the derivation D. Some relations among some classes of commutative 
bases in Lie algebras of derivations of such fields are pointed out, an approach to 

constructing such commutative bases is  obtained.  
The fourth chapter deals with weakly semisimple polynomials in two variables. 

Ten years ago, Y. Stein posed a problem of describing all weakly semisimple 
polynomials (such a description would characterize all two dimensional nonabelian 

subalgebras of the Lie algebra of all derivations with zero divergence). Since weakly 
semisimple polynomials induce the Jacobian derivations which can be included in a 

two-dimensional nonabelian subalgebras in the Lie algebra of all derivations of the 
polynomial ring, these polynomials are useful in study some problems related to the 

jacobian conjecture. A description of weakly semisimple polynomials with separated 
variables is given and their properties are obtained.  

In the fifth chapter, annihilators of sets of rational functions in the Lie algebra of  

derivations of polynomial rings are studied. The structure of the annihilator for a set     
S of rational functions is described under some restrictions, some sets of generators     

of this annihilator are pointed out. A method of building some commutative bases in 
Lie algebra of derivations of a field of algebraic functions in two variables is pointed 

out. This approach uses some results of A. Nowicki about commutative bases in Lie 
algebras of derivations of polynomial rings. The law of changing of divergence when 

we change a transcendence basis of the field is found. In particular, the divergence does 
not depend on the choice of the coordinate polynomials in the polynomial ring.  

The results provided in PhD Thesis are important from the theoretical point for 
the development of differential algebra and Lie theory.  

Keywords: Lie algebra, centralizer of an element, derivation, annihilator, 
commutative basis, maximal abelian subalgebra, weakly semisimple polynomial.   

  


