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Abstract. This work is devoted to the study of new iterative algori-
thms for solving variational inequalities in uniformly convex Banach
spaces. The first algorithm is a modification of the forward-reflected-
backward algorithm, which uses the Alber generalized projection
instead of the metric one. The second algorithm is an adaptive versi-
on of the first one, where the monotone step size update rule is used,
which does not require knowledge of Lipschitz constants and linear
search procedure.
Keywords: variational inequality, monotone operator, Alber ge-
neralized projection, 2-uniformly convex Banach space, uniformly
smooth Banach space, algorithm, weak convergence, gap function.

Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню нових iтерацiйних
алгоритмiв для розв’язання варiацiйних нерiвностей в рiвномiр-
но опуклих банахових просторах. Перший алгоритм – модифiка-
цiя «forward-reflected-backward algorithm», що використовує уза-
гальнену проєкцiю Альбера замiсть метричної. Другий алгоритм
є адаптивним варiантом першого, де використовується правило
поновлення величини кроку, що не вимагає знання лiпшицевих
констант та лiнiйного пошуку.
Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, монотонний оператор,
узагальнена проєкцiя Альбера, 2-рiвномiрно опуклий банаховий
простiр, рiвномiрно гладкий банаховий простiр, алгоритм, слабка
збiжнiсть, функцiя зазору.
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Вступ
Варiацiйнi нерiвностi дають унiфiкований засiб формулювання багатьох

актуальних задач математичної фiзики, оптимального керування та дослi-
дження операцiй [1, 2]. Створення та дослiдження алгоритмiв розв’язання
варiацiйних нерiвностей та близьких задач є напрямом прикладного нелi-
нiйного аналiзу, що активно розвивається [3]. Зауважимо, що часто неглад-
кi задачi опуклої оптимiзацiї можуть ефективно розв’язуватися, якщо їх
переформулювати у виглядi сiдлових задач i застосувати алгоритми розв’я-
зання варiацiйних нерiвностей [4]. З появою генеруючих змагальних ней-
ронних мереж (generative adversarial network, GAN) та iнших моделей зма-
гального навчання стiйкий iнтерес до алгоритмiв розв’язання варiацiйних
нерiвностей виник i в середовищi спецiалiстiв в галузi машинного навчан-
ня [5].

В данiй роботi, що продовжує цикл статей [6–8], запропоновано та дослi-
джено новi iтерацiйнi алгоритми для розв’язання варiацiйних нерiвностей
в рiвномiрно опуклих банахових просторах. Перший алгоритм — модифi-
кацiя методу «forward-reflected-backward algorithm» [9], що використовує
узагальнену проєкцiю Альбера замiсть метричної. Другий алгоритм є ада-
птивним варiантом першого, де використовується правило поновлення ве-
личини кроку, що не вимагає знання лiпшицевих констант та лiнiйного
пошуку.

Для варiацiйних нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами,
що дiють в 2-рiвномiрно опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому про-
сторi, доведено теореми про слабку збiжнiсть методiв. Також для першого
алгоритму доведено оцiнку ефективностi в термiнах функцiї зазору.

Допомiжнi вiдомостi
Спочатку нагадаємо декiлька понять та фактiв геометрiї банахових про-

сторiв та нелiнiйного аналiзу, що необхiднi для формулювання та доведення
результатiв [10–14].

Нехай E — дiйсний банаховий простiр з нормою ‖·‖, E∗ – спряжений
до E простiр, 〈x∗, x〉 — значення функцiоналу x∗ ∈ E∗ на елементi x ∈ E.
Норму в E∗ будемо позначати ‖·‖∗.

Нехай SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1}. Банаховий простiр E називають строго
опуклим, якщо для всiх x, y ∈ SE та x 6= y маємо

∥∥x+y
2

∥∥ < 1. Модуль
опуклостi простору E визначається таким чином

δE (ε) = inf
{

1−
∥∥x+y

2

∥∥ : x, y ∈ SE , ‖x− y‖ = ε
}
∀ε ∈ (0, 2] .

Банаховий простiр E називають рiвномiрно опуклим, якщо δE (ε) > 0 для
всiх ε ∈ (0, 2]. Банаховий простiр E називають 2-рiвномiрно опуклим, якщо
iснує таке c > 0, що δE (ε) ≥ cε2 для всiх ε ∈ (0, 2]. Очевидно, що 2-
рiвномiрно опуклий простiр є рiвномiрно опуклим. Вiдомо, що рiвномiрно
опуклий банаховий простiр рефлексивний [12].

Банаховий простiр E називають гладким, якщо границя

lim
t→0

‖x+ ty‖ − ‖x‖
t

(1)
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iснує для всiх x, y ∈ SE . Банаховий простiр E називають рiвномiрно глад-
ким, якщо границя (1) iснує рiвномiрно по x, y ∈ SE .

Вiдомо, що гiльбертовi простори та простори Lp (1 < p ≤ 2) є 2-рiвномiрно
опуклими та рiвномiрно гладкими (простори Lp рiвномiрно гладкi для
p ∈ (1,∞)) [12].

Багатозначний оператор J : E → 2E
∗ , що дiє за правилом

Jx =
{
x∗ ∈ E∗ : 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2∗

}
,

називають нормалiзованим дуальным вiдображенням [12]. Вiдомо, що [12]:
якщо простiр E гладкий, то вiдображення J однозначне; якщо простiр E
строго опуклий, то вiдображення J iн’єктивне та строго монотонне; якщо
простiр E рефлексивний, то вiдображення J сюр’єктивне; якщо простiр E
рiвномiрно гладкий, то вiдображення J рiвномiрно неперервне на обмеже-
них пiдмножинах E.

Нехай E — гладкий банаховий простiр. Розглянемо введений Я. Альбе-
ром [10,11] функцiонал

φ (x, y) = ‖x‖2 − 2 〈Jy, x〉+ ‖y‖2 ∀x, y ∈ E.

З означення φ випливає корисна 3-точкова тотожнiсть:

φ (x, y)− φ (x, z)− φ (z, y) = 2 〈Jz − Jy, x− z〉 ∀x, y, z ∈ E.

Якщо простiр E строго опуклий, то для x, y ∈ E маємо

φ (x, y) = 0⇔ x = y.

Лема 1 (Aoyama K., Kohsaka F. [13]). Нехай E — 2-рiвномiрно опуклий та
гладкий банаховий простiр. Тодi для деякого µ ≥ 1 виконується нерiвнiсть

φ (x, y) ≥ µ−1 ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ E. (2)

Для банахових просторiв `p, Lp та Wm
p (1 < p ≤ 2) маємо µ = 1

p−1 [14].
Для гiльбертового простору нерiвнiсть (2) перетворюється на тотожнiсть
з µ = 1.

Нехай K — непорожня замкнена та опукла пiдмножина рефлексивного,
строго опуклого та гладкого простору E. Вiдомо [10, 11], що для кожного
x ∈ E iснує єдиний елемент z ∈ K такий, що

φ (z, x) = inf
y∈K

φ (y, x) .

Цей елемент z позначають ΠKx, а вiдповiдний оператор ΠK : E → K на-
зивають узагальненою проєкцiєю E на K (узагальненою проєкцiєю Альбе-
ра) [10,11]. Зауважимо, що якщо E гiльбертовий простiр, то ΠK спiвпадає
з метричною проєкцiєю на множину K.

Лема 2 (Alber Y. I. [11]). Нехай K – замкнена та опукла пiдмножина
рефлексивного, строго опуклого та гладкого простору E, x ∈ E, z ∈ K.
Тодi

z = ΠKx ⇔ 〈Jz − Jx, y − z〉 ≥ 0 ∀y ∈ K.
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Нерiвнiсть леми 2 рiвносильна такiй [11]:

φ (y,ΠKx) + φ (ΠKx, x) ≤ φ (y, x) ∀y ∈ K.
Основним елементом розглянутих нижче алгоритмiв є обчислення за да-

ними точками x ∈ E та x∗ ∈ E∗ нової точки
x+ = ΠKJ

−1 (Jx− x∗) .
З леми 2 та 3-точкової тотожностi випливає фундаментальна для аналiзу
алгоритмiв нерiвнiсть

φ
(
y, x+

)
≤ φ (y, x)− φ

(
x+, x

)
+ 2

〈
x∗, y − x+

〉
∀y ∈ K.

Постановка задачi
Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : 〈Ax, y − x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C (3)

де C — непорожня пiдмножина 2-рiвномiрно опуклого та рiвномiрно глад-
кого банахового простору E, A — оператор, що дiє з E в E∗. Множину
розв’язкiв (3) позначимо S.

Припустимо, що виконанi такi умови: множина C ⊆ E — опукла та за-
мкнена; оператор A : E → E∗ — монотонний та лiпшицевий на C (з кон-
стантою L > 0); множина S не порожня.

Варiацiйну нерiвнiсть (3) можна сформулювати як задачу пошуку неру-
хомої точки [11]:

x = ΠCJ
−1 (Jx− λAx) , (4)

де λ > 0. Формулювання (4) корисне, оскiльки дає очевидну алгоритмiчну
iдею. Схема

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λAxn) (5)

вивчалась для обернено сильно монотонних операторiв A : E → E∗. Але
для лiпшицевих монотонних операторiв схема (5) в загальному випадку не
збiгається.

Однiєю з основних теоретичних задач є оцiнка числа iтерацiй алгоритму,
що необхiдне для отримання наближеного розв’язку заданої якостi. Якiсть
наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi (3) будемо оцiнювати
за допогою невiд’ємної функцiї зазору

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 . (6)

Очевидно, що для коректностi означення функцiї зазору (6) необхiдна обме-
женiсть допустимої множини C.

Лема 3. Нехай оператор A — монотонний. Якщо x ∈ C — розв’язок (3),
то

gap (x) = 0.

Навпаки, якщо для x ∈ C маємо

gap (x) = 0,

то x — розв’язок (3).
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Алгоритм операторної екстраполяцiї

Для розв’язання варiацiйної нерiвностi (3) пропонуємо наступний алго-
ритм операторної екстраполяцiї.

Алгоритм 1.
0. Обираємо x0 = x1 ∈ E, λn > 0. Покладаємо n = 1.
1. Обчислити

mn = λn−1 (Axn −Axn−1) ,

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn −mn) .

2. Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n + 1 та
перейти до 1.

Алгоритм 1 є модификацiєю «forward-reflected-backward algorithm» [9]
для задач в банахових просторах, що використовує узагальнену проєкцiю
Альбера [11] замiсть метричної.

Збiжнiсть «forward-reflected-backward algorithm» в гiльбертовому просто-
рi доведена в [9].

Правило зупинки обґрунтовується тотожнiстю (4), що рiвносильна варi-
ацiйнiй нерiвностi (3). Дiйсно, при виконаннi

xn+1 = xn = xn−1

маємо
xn = ΠCJ

−1 (Jxn − λnAxn) ,

звiдки yn ∈ S.
У випадку обмеженостi допустимої множини C доведемо, що алгоритму

1 необхiдно зробити O
(
LD
ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) ≤ ε,

де ε > 0, D = supa,b∈C φ (a, b) < +∞.

Теорема 1. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом 1.
Припустимо, що λn ∈

(
0, 1

2µL

]
. Тодi для послiдовностi чезарiвських сере-

днiх zN+1 =
∑N

n=1 λnxn+1∑N
n=1 λn

має мiсце нерiвнiсть

gap (zN+1) ≤
1

2
∑N

n=1 λn
sup
y∈C

φ (y, x1) .

Наслiдок 1. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом 1 с
λn = 1

2µL . Тодi для послiдовностi середнiх zN+1 = 1
N

∑N
n=1 xn+1 має мiсце

оцiнка

gap (zN+1) ≤
Lµ

N
sup
y∈C

φ (y, x1) .
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Перейдемо до питання слабкої збiжностi алгоритму 1. В якостi функцiї
Ляпунова оберемо

Vn = φ (z, xn) + 2 〈mn, xn − z〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1) ,

де z ∈ S.
Має мiсце

Лема 4. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 1, виконує-
ться нерiвнiсть

φ (z, xn+1) + 2λn 〈Axn −Axn+1, xn+1 − z〉+ µλnLφ (xn+1, xn) ≤
≤ φ (z, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1)−

− (1− µλn−1L− µλnL)φ (xn+1, xn) ,

де z ∈ S.
Теорема 2. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина 2-
рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, A :
E → E∗ — монотонний та лiпшицевий на множинi C оператор, S 6= ∅.
Припустимо, що нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно слаб-
ко неперервне та послiдовнiсть (λn) така, що 0 < infn λn ≤ supn λn <

1
2µL .

Тодi послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 1, слабко збiгаються
до деякої точки z ∈ S.

У випадку C = E варiацiйна нерiвнiсть (3) набуває вигляду операторно-
го рiвняння

знайти x ∈ E : Ax = 0 (7)
Для (7) алгоритм 1 дає такий iтерацiйний процес

Jxn+1 = Jxn − λnAxn − λn−1 (Axn −Axn−1) , (8)

який збiжний лише за умови монотонностi оператора A.
Метод

Jxn+1 = Jxn − λnAxn
у цьому випадку може слабко збiгатись лише в ергодичному розумiннi. А
за об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень процес
(8) має переваги над екстаградiєнтним методом Jx

n+
1
2

= Jxn − λnAxn,
Jxn+1 = Jxn − λnAx

n+
1
2
,

та неявним методом, що використовує резольвенту

xn+1 = (J + λnA)−1 Jxn.

Схему (8) можна подати у виглядi двоетапного процесу

Jxn = Jyn − λn−1Axn−1,
Jyn+1 = Jyn − λn−1Axn.

Тобто, за вiдсутностi обмежень (C = E) алгоритм 1 спiвпадає з алгори-
тмом екстраполяцiї з минулого [7].
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Адаптивний алгоритм операторної екстраполяцiї
Параметри λn алгоритму 1 задавалась виходячи з умови

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1
2µL .

Тобто, використовувалась iнформацiя про константи лiпшицевостi опера-
тора A.

Вiдштовхуючись вiд алгоритму 1 та робiт [6, 7] у статтi [8] побудудова-
но алгоритм з адаптивним вибором величини λn, що не вимагає знання
лiпшицевих констант та процедур типу лiнiйного пошуку.

У даному повiдомленнi наведемо результат про збiжнiсть даного алго-
ритму, отриманий за допомогою ляпуновського аналiзу.

Припустимо, що вiдома лише константа µ ≥ 1 з леми 1.

Алгоритм 2.

0. Обираємо x0 = x1 ∈ E, τ ∈
(

0, 1
2µ

)
та число λ1 = λ0 > 0. Поклада-

ємо n = 1.
1. Обчислити

mn = λn−1 (Axn −Axn−1) ,
xn+1 = ΠCJ

−1 (Jxn − λnAxn −mn) .

2. Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше перейти до 3.
3. Обчислити

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖∗

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.
Покласти n := n+ 1 та перейти до 1.

Послiдовнiсть (λn), що задається на третьому етапi iтерацiйного кроку
в алгоритмi 2, незростаюча та обмежена знизу числом min

{
λ1,

τ
L

}
. Отже,

iснує lim
n→∞

λn > 0.
В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Wn = φ (z, xn) + 2 〈mn, xn − z〉+ τµ
λn−1
λn

Lφ (xn, xn−1) ,

де z ∈ S.

Лема 5. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 2, виконує-
ться нерiвнiсть

Wn+1 ≤Wn −
(

1− τµλn−1
λn
− τµ λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) .

Теорема 3. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина 2-
рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, A :
E → E∗ — монотонний та лiпшицевий оператор, S 6= ∅. Припустимо,
що нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно слабко неперервне.
Тодi послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 2, слабко збiгається
до деякої точки z ∈ S.
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Для операторного рiвняння (7) алгоритм 2 дає такий iтерацiйний процес
Jxn+1 = Jxn − λnAxn − λn−1 (Axn −Axn−1) ,

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖∗

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.
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