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Abstract. A model of viral biinfection has been modified to predi-
ct the development of the disease process, taking into account di-
ffusion perturbations, concentrated influences, as well as the logi-
stic dynamics of antigen and antibody populations. The solution
of the original model singularly perturbed problem with a delay
is presented in the form of numerically asymptotic approximati-
ons of solutions to the corresponding sequence of problems without
delay. The results of computer experiments are presented, which
demonstrate a decrease in the rate of model growth of the anti-
genic population, taking into account the diffusion «scattering» of
the active factors of the process. Also illustrated is the exacerbati-
on of the nature of the course of a previously stabilized chronic
disease due to the redistribution of the resources of the immune
system to overcome infection with another viral infection. It was
noted that such exacerbation significantly increases under conditions
of low model levels of logistical limitation of the volume of antibody
synthesis. It is emphasized that an excessive increase in the model
concentration of chronic disease antigens due to a too low level of
logistical limitation of the antibody population leads to a significant
predictive damage to the target organ and a corresponding decrease
in the overall power of the immune response. Taking into account
such an effect is important when predicting the development of the
disease in practical decision-making situations regarding the formati-
on of the most effective treatment programs, including the use of
various concentrated effects of immunotherapy.
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systems with delay, asymptotic methods, singularly perturbed prob-
lems, concentrated influences, logistics dynamics.

Анотацiя. Модифiковано модель вiрусної бiiнфекцiї для прогно-
зування розвитку процесу захворювання з урахуванням дифу-
зiйних збурень, зосереджених впливiв, а також логiстичної дина-
мiки популяцiй антигенiв i антитiл. Розв’язок вихiдної модель-
ної сингулярно збуреної задачi iз запiзненнями представлено у
виглядi чисельно-асимптотичних наближень розв’язкiв вiдповiд-
ної послiдовностi задач без запiзнення. Представленi результати
комп’ютерних експериментiв, якi демонструють зниження темпiв
модельного зростання популяцiї антигенiв при урахуваннi дифу-
зiйного «розсiювання» дiючих факторiв процесу. Також проiлю-
стровано загострення характеру протiкання ранiше стабiлiзова-
ного хронiчного захворювання внаслiдок перерозподiлу ресурсiв
iмунної системи на подолання зараження iншою вiрусною iнфе-
кцiєю. Зазначено, що таке загострення вiдчутно посилюється в
умовах низьких модельних рiвнiв логiстичної обмеженостi обся-
гу синтезування антитiл. Пiдкреслено, що надмiрне пiдвищення
модельної концентрацiї антигенiв хронiчного захворювання вна-
слiдок надто низького рiвня логiстичної обмеженостi популяцiї
антитiл призводить до значного прогнозного ураження органумi-
шенi та вiдповiдного зниження загальної потужностi iмунної вiд-
повiдi. Урахування такого ефекту є важливим при прогнозуваннi
розвитку хвороби в практичних ситуацiях прийняття рiшень що-
до формування найбiльш ефективних програм лiкування, в тому
числi, з використанням рiзного роду зосереджених впливiв iму-
нотерапiї.
Ключовi слова: модель iнфекцiйного захворювання, модель
бiiнфекцiї, динамiчнi системи iз запiзненням, асимптотичнi ме-
тоди, сингулярно збуренi задачi, зосередженi впливи, логiстична
динамiка.

Вступ

Побудованi за єдиною методологiєю базова модель iнфекцiйного захво-
рювання, моделi противiрусної та протибактерiальної iмунної вiдповiдi [1]
забезпечили можливiсть ефективного дослiдження загальних закономiрно-
стей реагування iмунної системи на виявленi в органiзмi вiруснi елементи,
обґрунтувати умови та особливостi протiкання захворювання в рiзних фор-
мах, зокрема, субклiнiчнiй, гострiй, хронiчнiй та летальнiй.

При цьому вiдносна простота такого пiдходу щодо моделювання досить
складних iмунологiчних процесiв зумовила появу широкого спектру моди-
фiкацiй цих моделей, що забезпечують їх адаптацiю до умов протiкання
рiзних типiв захворювань.
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Авторами в [2] представлено пiдхiд щодо модифiкацiї базових моделей
вiрусної iнфекцiї, якi дають можливiсть прогнозувати динамiку захворю-
вання з урахуванням дифузiйних збурень. Тут також пiдкреслено важли-
вiсть урахування ефекту дифузiйного «розсiювання», який не лише визна-
чає модельний механiзм розповсюдження, наприклад, вiрусних елементiв
у середовищi органiзму, але й спричиняє зниження концентрацiй антигенiв
в епiцентрi зараження, що зумовлює вiдповiдне зниження гостроти протi-
кання захворювання.

У роботi [3,4] базову модель вiрусної iнфекцiї модифiковано для дослi-
дження рiзного роду зосереджених впливiв, що описують, наприклад, вве-
дення в органiзм донорських антитiл на протiкання вiрусної iнфекцiї в умо-
вах дифузiйних збурень. В [5,6] базова модель узагальнена для урахування
ще й конвекцiї та температурної реакцiї органiзму.

Дослiдження питань iснування та єдиностi узагальнених розв’язкiв подi-
бних моделей iз зосередженими впливами, а також питання їх керованостi
вивчались у роботах [7–9].

В медичнiй практицi нерiдко виникають ситуацiї, коли пiд час подола-
ння однiєї iнфекцiйної хвороби органiзм заражається iншою, наприклад,
вiрусною iнфекцiєю. В такому випадку iмунна система змушена перероз-
подiлити обмеженi ресурси органiзму на подолання вже двох iнфекцiйних
захворювань. В результатi реакцiя iмунної системи на початкове захво-
рювання ослабне, що може призвести i до рiзкого загострення вiдповiдної
хвороби. Для прогнозування динамiки захворювання в таких умовах в [1]
запропоновано пiдхiд до побудови моделi iнфекцiйного процесу з двома i
бiльше видами антигенiв.

Метою даної роботи є модифiкацiя моделi бiiнфекцiї для урахування
дифузiйних збурень, рiзного роду зосереджених впливiв та логiстичної ди-
намiки популяцiй антигенiв та антитiл.

1. Модифiкована модель бiiнфекцiї з урахуванням дифузiйних
збурень, зосереджених впливiв та логiстичної динамiки

Динамiку модельних компонент процесу бiiнфекцiї з урахуванням дифу-
зiйних збурень, зосереджених впливiв та логiстичної динамiка популяцiй
антигенiв i антитiл в областi

G = {(x, t) : −∞ < x < +∞; 0 < t < +∞}

опишемо такою сингулярно-збуреною системою нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь iз запiзненнями:

∂V1
∂t

= ωV1+β1V1
(

1− V1
V ∗
1

)
− γ1F1V1+εDV1

∂2V1
∂x2

,

∂C1

dt
= ξ(m1,m2)

V1F1

V1F1 + V2F2
α1V1(x, t− τ1)F1(x, t− τ1)− µC1(C1−

− C∗
1 ) + ε2DC1

∂2C1

∂x2
,
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∂F1

dt
= ωF1 + ρ1C1

(
1− C1

C∗∗

)
− (µf

1
+ η1γ1V1)F1 + εDF1

∂2F1

∂x2
,

∂m1

dt
= σ1V1 − µm1

m1 + ε2Dm1

∂2m1

∂x2
,

∂V2
∂t

= ωV2+β2V2
(

1− V2
V ∗
2

)
− γ2F2V2 + εDV2

∂2V2
∂x2

, (1)

∂C2

dt
= ξ(m1,m2)

V2F2

V1F1 + V2F2
α2V2(x, t− τ2)F2(x, t− τ2)− µC2(C2−

− C∗
2 ) + ε2DC2

∂2C2

∂x2
,

∂F2

dt
= ωF2 + ρ2C2

(
1− C2

C∗∗

)
− (µf

2
+ η2γ2V2)F2 + εDF2

∂2F2

∂x2
,

∂m2

dt
= σ2V2 − µm2

m2 + ε2Dm2

∂2m2

∂x2
за умов

C1(x, 0) = C0
1 (x), m1(x, 0) = m0

1(x), C2(x, 0) = C0
2 (x),

m2(x, 0) = m0
2(x), V1(x, t̃) = V 0

1 (x, t̃), F1(x, t̃) = F 0
1 (x, t̃), (2)

V2(x, t̃) = V 0
2 (x, t̃), F2(x, t̃) = F 0

2 (x, t̃), −τ ≤ t̃ ≤ 0,

де τ = max{τ1, τ2}; V1 = V1(t, x), V2 = V2(t, x), F1 = F1(t, x), F2 = F2(t, x),
C1 = C1(t, x), C2 = C2(t, x), m1 = m1(t, x), m2 = m2(t, x) — концентрацiї
рiзних типiв антигенiв (хвороботворних вiрусiв, бактерiй i т.п.), вiдповiд-
них їм iмунних агентiв (антитiл, рецепторiв клiтин i т.п.), iмунологiчних
клiтин, якi виробляють iмунних агентiв вiдповiдних типiв, значення вiдно-
сної характеристики ураження органу–мiшенi антигенами 1-го та 2-го типiв
(0 ≤ m1,m2 ≤ 1) в момент часу t в точцi x; β1, β2 — темпи розмноження
антигенiв 1-го та 2-го типiв; γ1, γ2 — коефiцiєнти, що враховують результа-
ти взаємодiї антигенiв у з вiдповiдними їм антитiлами; τ1, τ2 — запiзнення
в часi (необхiдний час для формування каскаду плазматичних клiтин, якi
стимулюються FV -комплексами специфiчних до вiдповiдних типiв антиге-
нiв); µC1 , µC2 — величини, оберненi тривалостi життя плазматичних клiтин
вiдповiдно 1-го та 2-го типiв; α1, α2 — коефiцiєнти стимулювання iмунної
системи V F -комплексiв специфiчних до антигенiв вiдповiдних типiв; C∗

1 ,
C∗
2 – рiвень концентрацiї iмунологiчних клiтин вiдповiдних типiв у здоро-

вому органiзмi; µf
1
, µf

2
— величини, оберненi тривалостi iснування антитiл

1-го та 2-го типiв; η1, η2 — витрати антитiл на нейтралiзацiю одного анти-
гену вiдповiдного типу; σ1, σ2 — темпи ураження клiтин органу–мiшенi
антигенами вiдповiдного типу; µm1

, µm2
— швидкiсть вiдновлення органу–

мiшенi пiсля його ураження вiрусними елементами 1-го та 2-го типi; ρ1, ρ2
— швидкостi виробництва антитiл однiєю плазматичною клiтиною вiдпо-
вiдної специфiчностi; C∗∗, V ∗

1 , V ∗
2 — значення максимальних концентрацiй

iмунологiчних клiтин та антигенiв вiдповiдної специфiчностi; εDV1 , εDV2 ,
εDF1 , εDF2 , ε2DC1 , ε2DC2 , ε2Dm1

, ε2Dm2
— коефiцiєнти дифузiйного роз-

сiювання вiдповiдно антигенiв, антитiл, плазматичних клiтин 1-го та 2-го
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типiв та уражених вiдповiдними антигенами клiтин органу мiшенi, ε — ма-
лий параметр, який визначає малий у порiвняннi з iншими вплив на процес
дифузiйних компонент.

Функцiю ξ(m1,m2), що визначає загальний рiвень ураження життєво
важливих органiв антигенами 1-го i 2-го типiв, як i в [1], представимо у
виглядi: ξ(m1,m2) = ξ1(m1) · ξ2(m2), де ξ1(m1), ξ2(m2) — незростаючi непе-
рервнi функцiї, що характеризують зниження ефективностi функцiонува-
ння органу–мiшенi при його ураженнi вiрусними елементами вiдповiдних
типiв, ξ1(0) = ξ2(0)=1, ξ1(1) = ξ2(1) = 0, 0 ≤ ξ1, ξ2 ≤ 1. Функцiї ωVk , ωFk

,
k = 1, 2 призначенi для опису рiзкого зосередженого зростання концентра-
цiй антигенiв та антитiл. Як i в [3,4] представимо їх у виглядi близьких
до точково-iмпульсних функцiй джерела з максимальними значеннями у
моменти часу tVk (s), tFk (s) та в точках xVk (s), xFk (s):

ωVk =
nVk∑
s=1

AVk (s)e
−(αVk (s)

(t−tVk (s)
)2+βVk (s)

(x−xVk (s)
)2)
,

ωFk
=

nFk∑
s=1

AFk (s)e
−(αFk (s)

(t−tFk (s)
)2+βFk (s)

(x−xFk (s)
)2)
,

(3)

де AVk (s), αVk (s), βVk (s), AFk (s), αFk (s), βFk (s) — параметри, якi характери-
зують iнтенсивнiсть, «тривалiсть» i протяжнiсть зосереджених впливiв.

Величини pk(V1,V2) = FkVk/(F1V1 + F2V2) , k = 1, 2 забезпечують ураху-
вання рiзних ймовiрностей стимулювання B-лiмфоцитiв V F -комплексами
1-го та 2-го типiв [1] в умовах обмеженостi їх максимально можливої кiль-
костi та спричиненої цим конкуренцiї за вiдповiдний ресурс.

Для урахування обмеженостi виробництва органiзмом клонiв iмунологi-
чних клiтин синтезування ними антитiл 1-го i 2-го типiв у пропонованiй
моделi описано логiстичною динамiкою.

Аналогiчно в моделi враховано також i обмеженiсть росту популяцiй ан-
тигенiв рiзних типiв.

2. Покрокове чисельно-асимптотичне наближення розв’язку

Для спрощення викладок далi будемо вважати, що

τ1 = τ2 = τ.

Аналогiчно до [2,6] вихiдну задачу (1)-(2) iз запiзненням зводимо до по-
слiдовностi задач без запiзнення на кожного промiжку rτ ≤ t ≤ (r + 1)τ ,
r = 0, 1, ... iз забезпеченням необхiдного рiвня гладкостi розв’язкiв при
t = τ , t = 2τ , ... шляхом накладання додаткових умов їх узгодженостi.

Наближення розв’язку кожної з отриманих в результатi сингулярно збу-
реної задачi при rτ ≤ t ≤ (r+1)τ , r = 0, 1, ... знайдемо чисельно-асимптотич-
ним методом у виглядi асимптотичних рядiв:

Vk (r)(x, t) =

n∑
i=0

εiVk (r,i)(x, t) +RVkn (x, t, ε),
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Ck (r)(x, t) =
n∑
i=0

εiCk (r,i)(x, t) +RCk
n (x, t, ε),

Fk (r)(x, t) =

n∑
i=0

εiFk (r,i)(x, t) +RFk
n (x, t, ε),

mk (r)(x, t) =
n∑
i=0

εimk (r,i)(x, t) +Rmk
n (x, t, ε)

як збурення розв’язку вiдповiдної виродженої задачi [2,6], де RVkn , RCk
n ,

RFk
n , Rmk

n — залишковi члени; Vk (r,i), Ck (r,i), Fk (r,i), mk (r,i) (i = 0, 1, ... , n)
— шуканi функцiї (члени асимптотики); k = 1, 2.

Аналогiчно до [2,6], для знаходження вказаних членiв асимптотики отри-
маємо, наприклад, при ξ(r)(m1 (r),m2 (r))=1 такi задачi:

∂V1 (r,0)

∂t
= ωV1 (r)+β1V1 (r,0)

(
1−

V1 (r,0)

V ∗
1

)
− γ1V1 (r,0)F1 (r,0),

∂C1 (r,0)

∂t
= p1 (r,0)α1 ·Ψ1 (r) − µC1(C1 (r,0) − C∗

1 ),

∂F1 (r,0)

∂t
= ωF1 (r) + ρ1C1 (r,0)

(
1−

C1 (r,0)

C∗∗

)
−
(
µf

1
+ η1γ1V1 (r,0)

)
F1 (r,0),

∂m1 (r,0)

∂t
= σ1V1 (r,0) − µm1

m1 (r,0),

∂V2 (r,0)

∂t
= ωV2 (r) + β2V2 (r,0)

(
1−

V2 (r,0)

V ∗
2

)
− γ2V2 (r,0)F2 (r,0),

∂C2 (r,0)

∂t
= p2 (r,0)α2 ·Ψ2 (r) − µC2(C2 (r,0) − C∗

2 ),

∂F2 (r,0)

∂t
= ωF2 (r) + ρ2C2 (r,0)

(
1−

C2 (r,0)

C∗∗

)
−
(
µf

2
+ η2γ2V2 (r,0)

)
F2 (r,0),

∂m2 (r,0)

∂t
= σ2V2 (r,0) − µm2

m2 (r,0), (4)

V1 (r,0)(x, rτ) = V1 (r−1)(x, rτ), V2 (r,0)(x, rτ) = V2 (r−1)(x, rτ),
C1 (r,0)(x, rτ) = C1 (r−1)(x, rτ), C2 (r,0)(x, rτ) = C2 (r−1)(x, rτ),
F1 (r,0)(x, rτ) = F1 (r−1)(x, rτ), F2 (r,0)(x, rτ) = F2 (r−1)(x, rτ),
m1 (r,0)(x, rτ) = m1 (r−1)(x, rτ), m2 (r,0)(x, rτ) = m2 (r−1)(x, rτ),

rτ ≤ t ≤ (r + 1)τ ;

........................................................................................

∂V1 (r,i)

∂t
= β1

(
1−

2V1 (r,0)

V ∗
1

)
V1 (r,i) − γ1

(
a1 (r,0)F1 (r,i) + b1 (r,0)V1 (r,i)

)
+

+ ΦV1 (r,i),

∂C1 (r,i)

∂t
= p1 (r,i)α1 ·Ψ1 (r) − µC1C1 (r,i) + ΦC1 (r,i),
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∂F1 (r,i)

∂t
= ρ1

(
1−

2C1 (r,0)

C∗∗

)
C1 (r,i) − µf 1

F1 (r,i) − η1γ1
(
a1 (r,0)F1 (r,i) +

+ b1 (r,0)V1 (r,i)
)

+ ΦF1 (r,i),

∂m1 (r,i)

∂t
= σ1V1 (r,i) − µm1m1 (r,i) + Φm1 (r,i),

∂V2 (r,i)

∂t
= β2

(
1−

2V2 (r,0)

V ∗
2

)
V2 (r,i) − γ2

(
a2 (r,0)F2 (r,i) + b2 (r,0)V2 (r,i)

)
+

+ ΦV2 (r,i),

∂C2 (r,i)

∂t
= p2 (r,i)α2 ·Ψ2 (r) − µC2C2 (r,i) + ΦC2 (r,i),

∂F2(r,i)

∂t
= ρ2

(
1−

2C2(r,0)

C∗∗

)
C2(r,i) − µf 2

F2(r,i) − η2γ2
(
a2(r,0)F2(r,i)+

+ b2(r,0)V2(r,i)
)

+ ΦF2 (r,i), (5)

∂m2 (r,i)

∂t
= σ2V2 (r,i) − µm2m2 (r,i) + Φm2 (r,i),

V1 (r,i)(x, rτ) = 0, V2 (r,i)(x, rτ) = 0, C1 (r,i)(x, rτ) = 0,

C2 (r,i)(x, rτ) = 0, F1 (r,i)(x, rτ) = 0, F2 (r,i)(x, rτ) = 0,

m1 (r,i)(x, rτ) = 0, m2 (r,i)(x, rτ) = 0, rτ ≤ t ≤ (r + 1)τ, i = 1, 2, ..., n,

де

a1 (r,0) = V1 (r,0), b1 (r,0) = F1 (r,0), a2 (r,0) = V2 (r,0), b2 (r,0) = F2 (r,0),

ΦV1 (r,1) = DV1

∂2V1 (r,0)

∂x2
, ΦC1 (r,1) = 0, ΦF1 (r,1) = DF1

∂2F1 (r,0)

∂x2
,

Φm1 (r,1) = 0, ΦV2 (r,1) = DV2

∂2V2 (r,0)

∂x2
, ΦC2 (r,1) = 0,

ΦF2 (r,1) = DF2

∂2F2 (r,0)

∂x2
, Φm2 (r,1) = 0,

ΦC1 (r,i) = DC1

∂2C1 (r,i−2)

∂x2
, Φm1 (r,i) = Dm1

∂2m1 (r,i−2)

∂x2
,

ΦV1 (r,i) = DV1

∂2V1 (r,i−1)

∂x2
− β1

i−1∑
l=1

V1 (r,l)V1 (r,i−l)

V ∗
1

− γ1
i−1∑
j=1

V1 (r,j)F1 (r,i−j),

ΦC2 (r,i) = DC2

∂2C2 (r,i−2)

∂x2
,

ΦF1 (r,i) = DF1

∂2F1 (r,i−1)

∂x2
− ρ1

i−1∑
l=1

C1 (r,l)C1 (r,i−l)

C∗∗ − η1γ1
i−1∑
l=1

V1 (r,l)F1 (r,i−l),

Φm2 (r,i) = Dm2

∂2m2 (r,i−2)

∂x2
,
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ΦV2 (r,i) = DV2

∂2V2 (r,i−1)

∂x2
− β2

i−1∑
l=1

V2 (r,l)V2 (r,i−l)

V ∗
2

− γ2
i−1∑
l=1

V2 (r,l)F2 (r,i−l),

ΦF2 (r,i) = DF2

∂2F2 (r,i−1)

∂x2
− ρ2

i−1∑
l=1

C2 (r,l)C2 (r,i−l)

C∗∗ − η2γ2
i−1∑
l=1

V2 (r,l)F2 (r,i−l),

p1 (r,0) =
F1 (r,0)V1 (r,0)

F1 (r,0)V1 (r,0) + F2 (r,0)V2 (r,0)
, p2 (r,0) =

F2 (r,0)V2 (r,0)

F1 (r,0)V1 (r,0) + F2 (r,0)V2 (r,0)
,

p1 (r,1) =

1∑
j=0

F1 (r,1−j)V1 (r,j) − p1 (r,0) ·
1∑
l=0

(
F1 (r,1−l)V1 (r,l) + F2 (r,1−l)V2 (r,l)

)
F1 (r,0)V1 (r,0) + F2 (r,0)V2 (r,0)

,

p1 (r,i) =

i∑
j=0

F1 (r,i−j)V1 (r,j) −
i∑

j=1
p1 (r,i−j) ·

j∑
l=0

(
F1 (r,j−l)V1 (r,l) + F2 (r,j−l)V2 (r,l)

)
F1 (r,0)V1 (r,0) + F2 (r,0)V2 (r,0)

,

p2 (r,1) =

1∑
j=0

F2 (r,1−j)V2 (r,j) − p2 (r,0) ·
1∑
l=0

(
F1 (r,1−l)V1 (r,l) + F2 (r,1−l)V2 (r,l)

)
F1 (r,0)V1 (r,0) + F2 (r,0)V2 (r,0)

,

p2 (r,i) =

=

i∑
j=0

F2 (r,i−j)V2 (r,j) −
i∑

j=1
p2 (r,i−j) ·

j∑
l=0

(
F1 (r,j−l)V1 (r,l) + F2 (r,j−l)V2 (r,l)

)
F1 (r,0)V1 (r,0) + F2 (r,0)V2 (r,0)

.

У випадку ξ(r)(m1 (r),m2 (r)) < 1 при знаходженнi розв’язкiв задач типу
(4)-(5) потрiбно врахувати вiдповiдне асимптотичне представлення функцiї
ξ(r). На кожному часовому промiжку розв’язок вiдповiдної задачi знаходи-
мо чисельними методами (наприклад, методами Рунге-Кута), використо-
вуючи вiдомi данi вже знайдених розв’язкiв задач на попереднiх промiж-
ках. Оцiнювання залишкових членiв RVkn , RCk

n , RFk
n , Rmk

n та визначення
просторово-часових промiжкiв збiжностi при прогнозуваннi реальних про-
цесiв виконується аналогiчно до [2,6].

3. Результати числових експериментiв
Вiруснi елементи хронiчного захворювання можуть досить тривалий час

у стацiонарному станi залишатись у певнiй кiлькостi в органiзмi не завда-
ючи йому значних ушкоджень. За певних сприятливих умов концентрацiя
таких вiрусiв може зрости, загостривши тим самим протiкання вiдповiдно-
го захворювання.

Однiєю з таких умов є ослаблення iмунної вiдповiдi на вiдповiднi анти-
гени внаслiдок реагування на iнше гостре вiрусне захворювання. У зв’язку
з цим комп’ютернi експерименти були зосередженi на дослiдження особли-
востей прогнозного розвитку хронiчного захворювання в умовах бiiнфекцiї
з урахуванням дифузiйних збурень та логiстичної динамiки.
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Вплив дифузiйного «перерозподiлу» дiючих факторiв на розвиток за-
хворювання у хронiчнiй формi в умовах бiiнфекцiї проiлюстровано на рис.
1. Тут представленi результати прогнозування розвитку деякого хронiчно-
го захворювання в умовах зараження органiзму новою iнфекцiєю в момент
часу tV2 = 100. Як i очiкувалось, урахування дифузiйного перерозподiлу
призводить до зниження темпiв зростання популяцiї антигенiв початкового
хронiчного захворювання, а отже i загальної «гостроти» його протiкання.
При появi джерела нової iнфекцiї ресурси iмунної системи перерозподiляю-
ться, що призводить до ослаблення iмунної вiдповiдi на антигени хронiчної
хвороби та досить швидкого зростання їх кiлькостi. В результатi протiка-
ння хронiчної хвороби загострюється.

Зауважимо, що таке прогнозне загострення вiдчутно посилюється при
бiльш низьких рiвнях логiстичної обмеженостi обсягу синтезування анти-
тiл iмунологiчними клiтинами вiдповiдної специфiчностi. Цей ефект про-
iлюстровано на рис. 2. Зазначимо, що при надто низьких значеннях логi-
стичного обмеження C∗∗ має мiсце значне модельне загострення хронiчно-
го захворювання, при якому ураження органу–мiшенi вже призводить до
зниження загальної потужностi iмунної реакцiї.

Отже, урахування такого ефекту є важливим при прогнозуваннi роз-
витку захворювань в практичних ситуацiях. Просторово-часовi динамiки
концентрацiї антигенiв хронiчного захворювання при вiдсутностi та наяв-
ностi джерела (у момент часу tV2 = 100) iншої вiрусної iнфекцiї в гострiй
формi представлено вiдповiдно на рис. 3, а) та 3, б).

Рис. 1. Динамiка антигенiв хронiчного захворювання в епiцентрi
зараження в умовах бiiнфекцiї при рiзнiй iнтенсивностi дифузiйного

«перерозподiлу»

Рис. 2. Динамiка антигенiв хронiчного захворювання в епiцентрi
зараження при рiзних рiвнях обмеження C∗∗ логiстичної динамiки

iмунологiчних клiтин
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Рис. 3. Просторово-часова динамiка антигенiв хронiчного захворювання
при а) вiдсутностi; б) наявностi джерела iншої вiрусної iнфекцiї

Висновки
В роботi модифiковано модель вiрусної бiiнфекцiї для прогнозування

розвитку процесу захворювання з урахуванням дифузiйних збурень, зосе-
реджених впливiв та логiстичної динамiки популяцiй антигенiв i антитiл.
Розв’язок вихiдної модельної сингулярно збуреної задачi iз запiзненнями
представлено у виглядi чисельно-асимптотичних наближень розв’язкiв вiд-
повiдної послiдовностi задач без запiзнення.

Представленi у роботi результати комп’ютерних експериментiв iлюстру-
ють, зокрема, очiкуване зниження темпiв прогнозного зростання популя-
цiї антигенiв при урахуваннi дифузiйного «розсiювання» дiючих факторiв
процесу.

Також продемонстровано загострення початкового вже стабiлiзованого з
часом хронiчного захворювання внаслiдок перерозподiлу ресурсiв iмунної
системи на подолання зараження органiзму iншою вiрусною iнфекцiєю.

Зазначено, що таке прогнозне загострення вiдчутно посилюється при
низьких рiвнях логiстичної обмеженостi обсягу синтезування антитiл iму-
нологiчними клiтинами.

Пiдкреслено, що надмiрне пiдвищення модельної концентрацiї антигенiв
хронiчного захворювання при надто низьких значеннях C∗∗ здатне спри-
чинити значне ураження органу–мiшенi, яке в результатi призведе до зни-
ження загальної потужностi iмунної реакцiї.

Отже, урахування такого ефекту є важливим при прогнозуваннi розви-
тку захворювань в практичних ситуацiях прийняття рiшень щодо форму-
вання найбiльш ефективних програм лiкування, в тому числi, з використа-
нням рiзного роду зосереджених впливiв iмунотерапiї.

Перспективним є розвиток пропонованого пiдходу для прогнозування
розвитку бiiнфекцiй з урахуванням дифузiйних збурень, конвекцiї, темпе-
ратурної реакцiї органiзму та рiзного роду зосереджених впливiв в умовах
фармакотерапiї та фiзiотерапiї на основi бiльш загальних моделей проти-
вiрусної i протибактерiальної iмунної вiдповiдi.
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