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Âñòóï

Íåõàé (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . .− íåçàëåæíi êîïi¨ âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ, η) ç
äîäàòíèìè ÿê çàâãîäíî çàëåæíèìè êîîðäèíàòàìè. Âèïàäêîâà ïîñëiäîâ-
íiñòü (Sk)k∈N0

, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

S0 := 0, Sk := ξ1 + . . .+ ξk, k ∈ N, (1)

íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì, ùî ñòàðòó¹ â íóëi. Ïîêëàäåìî

Tk := Sk−1 + ηk = ξ1 + . . .+ ξk−1 + ηk, k ∈ N. (2)

Áóäåìî íàçèâàòè âèïàäêîâó ïîñëiäîâíiñòü (Tk)k∈N çáóðåíèì âèïàäêîâèì

áëóêàííÿì. Ïîêëàäåìî N(t) :=
∑
i≥1

1{Ti≤t} i V (t) := EN(t) ïðè t ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî ïîïóëÿöiþ iíäèâiäóóìiâ, ùî åâîëþöiîíó¹ òàê. Â ìîìåíò
÷àñó 0 ïîïóëÿöiÿ çàðîäæó¹òüñÿ îäíèì iíäèâiäóóìîì � ïî÷àòêîâèì ïðåä-
êîì (ïî÷àòêîâèé ïðåäîê ¹ ¹äèíîþ ïðåäñòàâíèöåþ íóëüîâîãî ïîêîëiííÿ).
Â ìîìåíòè ÷àñó T1, T2, . . . âîíà íàðîäæó¹ ïîòîìñòâî, ùî óòâîðþ¹ ïåðøå
ïîêîëiííÿ ïîïóëÿöi¨. Êîæåí iíäèâiäóóì ïåðøîãî ïîêîëiííÿ, íåçàëåæíî
âiä iíøèõ, òàêîæ íàðîäæó¹ ïîòîìñòâî. Äiòè iíäèâiäóóìà, íàðîäæåíîãî ó
ìîìåíò ÷àñó Ti, íàðîäæóþòüñÿ ó ìîìåíòè ÷àñó Ti + T

(i)
k , k ∈ N, äå ïî-

ñëiäîâíiñòü (T
(i)
k )k∈N íå çàëåæèòü âiä Ti òà ìà¹ òîé ñàìèé ðîçïîäië, ùî i

(Tk)k∈N. Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíîñòi (T (1)
k )k∈N, (T

(2)
k )k∈N, . . . ¹ íåçàëåæíèìè.

Ïîäàëüøà åâîëþöiÿ àíàëîãi÷íà: çñóâ ìîìåíòiâ íàðîäæåííÿ iíäèâiäóóìiâ
(k+1)-ãî ïîêîëiííÿ âiäíîñíî ìîìåíòiâ íàðîäæåííÿ ¨õ ìàòåðiâ, ÿêi çíàõî-
äÿòüñÿ â k-ìó ïîêîëiííi, çàäàþòüñÿ êîïi¹þ (Tk)k∈N, ïðè ÷îìó äëÿ ðiçíèõ
ìàòåðiâ öi êîïi¨ íåçàëåæíi. Òàêîæ öi êîïi¨ ¹ íåçàëåæíèìè ó ðiçíèõ ïîêî-
ëiííÿõ.

Äëÿ t ≥ 0 òà k ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç Nk(t) ÷èñëî iíäèâiäóóìiâ k -ãî
ïîêîëiííÿ, ÿêi íàðîäæåíi äî ìîìåíòà ÷àñó t âêëþ÷íî. Çîêðåìà, N1(t) =
N(t) äëÿ t ≥ 0. Ïîêëàäåìî Vk(t) = ENk(t), t ≥ 0.
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Ôiêñîâàíi ðiâíi (ïîêîëiííÿ) k(2, 7, 102, 1000, . . .) áóäåìî íàçèâàòè ïî-

÷àòêîâèìè. Ðiâíi k = k(t), ùî çàëåæàòü âiä t òà çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiä-
íîøåííÿ limt→∞ k(t) = ∞ òà k(t) = o(t) ïðè t → ∞, áóäåìî íàçèâàòè
ïðîìiæíèìè. Ðiâíi k = k(t), ùî ìàþòü ïîðÿäîê t, áóäåìî íàçèâàòè ïi-

çíiìè. Ìåòîþ äàíî¨ äèïëîìíî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòèêè ïåð-
øîãî ïîðÿäêó äëÿ Vk äëÿ ïðîìiæíèõ ðiâíiâ k = k(t), ùî çàäîâîëüíÿþòü
limt→∞ k(t) =∞ òà k(t) = o(t1/2) ïðè t→∞. Îòðèìàíi â ðîáîòi ðåçóëüòà-
òè ¹ àíàëîãàìè åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ äëÿ çáóðåíèõ âèïàäêî-
âèõ áëóêàíü. Ìè íå òîðêà¹ìîñÿ ïî÷àòêîâèõ òà ïiçíiõ ðiâíiâ. Äîñëiäæåííÿ
ïî÷àòêîâèõ ðiâíiâ ¹ áiëüø ïðîñòèì, à àíàëiç ïiçíiõ ðiâíiâ ïîòðåáó¹ iäåé
òà ìåòîäiâ, àáñîëþòíî âiäìiííèõ âiä òèõ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äàíié
äèïëîìíié ðîáîòi.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèïëîìíî¨ ðîáîòè. Òåîðåìè 1
òà 2 ¹ àíàëîãàìè åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ äëÿ Vk ó äåÿêèõ
ïðîìiæíèõ ðiâíÿõ k. Ó çãàäàíèõ òåîðåìàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè Eξ2 <
∞ òà Eξ2 =∞ âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî Eξ2 < ∞ òà Eη < ∞. Òîäi äëÿ äîâiëü-

íî¨ ôóíêöi¨ k = k(t), ùî íàáóâà¹ íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü òà çàäîâîëüíÿ¹

limt→∞ k(t) =∞ òà k(t) = o(t1/2) ïðè t→∞,

Vk(t) ∼
tk

µkk!
, t→∞, (3)

äå µ := Eξ <∞.

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî Eξr < ∞ òà E(η ∧ t) = O(t2−r) ïðè

t → ∞ äëÿ äåÿêîãî r ∈ (1, 2). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ k = k(t),
ùî íàáóâà¹ íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü òà çàäîâîëüíÿ¹ limt→∞ k(t) = ∞ òà

k(t) = o(t(r−1)/2) ïðè t→∞, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3).

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (3) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
êîæíîãî ôiêñîâàíîãî k. Òîìó ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî âîíî ïðîäîâæó¹ âè-
êîíóâàòèñÿ i äëÿ äåÿêèõ k = k(t), ùî ïîâiëüíî ðîçáiãàþòüñÿ íà ∞ ïðè
t → ∞. Ôàêòè÷íî òåîðåìè 1 òà 2 çàáåçïå÷óþòü êiëüêiñíó îöiíêó äëÿ
ôðàçè "ïîâiëüíî ðîçáiãàþòüñÿ".

Öiêàâèì íàñëiäêîì òåîðåì 1 òà 2 ¹ òå, ùî íàáið ðiâíiâ k, äëÿ ÿêèõ
àñèìïòîòèêà (3) ¹ ñïðàâåäëèâîþ, çâóæó¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi âiä ðîçïîäiëiâ
ξ ç áiëüø ëåãêèìè õâîñòàìè äî ðîçïîäiëiâ ξ ç áiëüø âàæêèìè õâîñòàìè.
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Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âñòàíîâèìî äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè, íåîáõiäíi äëÿ äî-
âåäåíü òåîðåì 1 òà 2.

Ñïî÷àòêó ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ t ≥ 0 âèïàäêîâà âåëè÷èíà N(t) ¹
ìàéæå íàïåâíî (ì.í.) ñêií÷åííîþ, òà ùî V (t) = EN(t) <∞.

Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òàêèõ ðiâíîñòåé òà íåðiâíîñòåé, ùî âè-
êîíóþòüñÿ ì.í.

N(t) =
∑
i≥1

1{Ti≤t} =
∑
i≥1

1{Si−1+ηi≤t} ≤
∑
i≥1

1{Si−1≤t} =: N ∗(t) <∞.

Òóò ïåðøà íåðiâíiñòü çàáåçïå÷ó¹òüñÿ äîäàòíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηi.
Âíàñëiäîê àëüòåðíàòèâíîãî çîáðàæåííÿ

N ∗(t) = inf{k ∈ N : Sk > t}, t ≥ 0

âèïàäêîâèé ïðîöåñ (N ∗(t))t≥0 íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì ïåðøîãî ïðîõîäæå-

ííÿ ðiâíÿ. Ïðè öüîìó ì.í. ñêií÷åííiñòü âåëè÷èí N ∗(t) ¹ äîáðå âiäîìîþ
[1].

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ñêií÷åííîñòi V (t) äëÿ êîæíîãî t ≥ 0. Âîíà
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàê. Çàïèøåìî V (t) çà îçíà÷åííÿì, ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðå-
ìîþ Ôóáiíi òà òèì, ùî iíäèêàòîðè ïîäié ¹ íåâiä'¹ìíèìè:

V (t) = EN(t) = E
∑
i≥1

1{Ti≤t} =
∑
i≥1

P{Ti ≤ t}.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå z > 0. Çàñòîñó¹ìî åêñïîíåíöiéíó ôóíêöiþ äî ëiâî¨
òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi ïiä çíàêîì îñòàííüî¨ éìîâiðíîñòi. Â ñèëó òî-
ãî, ùî ôóíêöiÿ z 7→ e−z íåïåðåðâíà òà ìîíîòîííî ñïàäà¹, çíàê íåðiâíîñòi
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çìiíèòüñÿ íà ïðîòèëåæíèé. Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî íåðiâíiñòü Ìàðêîâà:

∑
i≥1

P{Ti ≤ t} =
∑
i≥1

P{e−zTi ≥ e−zt} ≤ ezt
∑
i≥1

Ee−zTi = ezt
∑
i≥1

E
i−1∏
k=1

e−zξke−zηi

= ezt
∑
i≥1

i−1∏
k=1

Ee−zξkEe−zηi = ezt
∑
i≥1

(Ee−zξ)i−1Ee−zη =
eztEe−zη

1− Ee−zξ
<∞.

Äðóãà ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξk òà ηi
äëÿ k ≤ i − 1. Îòðèìàíèé âèðàç áóäå ñêií÷åííèì âíàñëiäîê òîãî, ùî
Ee−zξ < 1. Öå ãàðàíòó¹òüñÿ äîäàòíiñòþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.

Íàãàäà¹ìî, ùî (Sk)k∈N0
¹ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì, ùî ñòàðòó¹ â íóëi òà

ìà¹ äîäàòíi êðîêè. Ôóíêöiÿ U , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê U(t) :=
∑
k≥0

P{Sk ≤

t} äëÿ t ∈ R, íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiäíîâëåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G
ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η, òîáòî G(t) := P{η ≤ t} äëÿ
t ∈ R. Çàçíà÷èìî, ùî G(t) = 0 äëÿ t < 0 âíàñëiäîê äîäàòíîñòi η.

Ó ëåìàõ 3 òà 5 ìè îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ ôóíêöié Vk, ùî äîçâîëÿþòü
çðó÷íå àíàëiòè÷íå òðàêòóâàííÿ.

Ëåìà 3. Äëÿ t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü V (t) =
∫
[0, t] U(t− y)dG(y).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñÿ îçíà÷åííÿì V , îòðèìó¹ìî

V (t) = EN(t) = E
∑
k≥1

1{Tk≤t} =
∑
k≥1

P{Tk ≤ t} =
∑
k≥1

P{Sk−1 + ηk ≤ t}.

Ó ïåðøié ðiâíîñòi íèæ÷å âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi â
iíòåãðàëüíié ôîðìi, â äðóãié � òåîðåìó Ôóáiíi i îçíà÷åííÿ ôóíêöié U
òà G:∑

k≥1

P{Sk−1 + ηk ≤ t} =
∑
k≥1

∫
[0,∞)

P{Sk−1 + ηk ≤ t|ηk = y}dP{ηk ≤ y}

=

∫
[0, t]

∑
k≥1

P{Sk−1 ≤ t− y}dP{ηk ≤ y} =
∫
[0, t]

U(t− y)dG(y).

Ïåðåä ôîðìóëþâàííÿì íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó íàâåäåìî îçíà÷åííÿ çãîð-
òêè ôóíêöié, ùî áóäå êîðèñíå íàì ó ìàéáóòíüîìó.
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Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé W : [0,∞)→ [0,∞) - íåïåðåðâíà ñïðàâà íåñïàäíà
ôóíêöiÿ. Òîäi n - êðàòíîþ çãîðòêîþ ôóíêöi¨ W íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ,
ùî âèçíà÷åíà òàê:

W ∗(n)(x) :=

{∫
[0,x]W

∗(n−1)(x− y)dW (y), n ≥ 2

W (x), n = 1.

Ëåìà 5. Äëÿ k ∈ N òà t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Vk(t) = V ∗(k)(t).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ áóäå áàçóâàòèñÿ íà ïðåäñòàâëåííi

Nk(t) =
∑
r≥1

N
(r)
k−1(t− Tr)1{Tr<t}, k ≥ 2, t ≥ 0, (4)

äåN (r)
k−1(t) � öå ÷èñëî iíäèâiäóóìiâ (k−1)-ãî ïîêîëiííÿ ç ìîìåíòàìè íàðî-

äæåííÿ ó âiäðiçêó [Tr, Tr+t]. Çàçíà÷èìî, ùî âèïàäêîâi ïðîöåñè (N
(1)
k−1)t≥0,

(N
(2)
k−1)t≥0, . . . ¹ íåçàëåæíèìè êîïiÿìè ïðîöåñó (Nk−1)t≥0, ùî íå çàëåæàòü

âiä (Tr)r∈N.
Cêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ïðè k = 1 ðiâíiñòü

V1 = V ∗(1) âèêîíó¹òüñÿ çà îçíà÷åííÿì çãîðòêè. Ïðèïóñòèìî, ùî Vk =
V ∗(k) äëÿ k = n, n ∈ N òà ïîêàæåìî, ùî öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
k = n+ 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è (4) òà òåîðåìó Ôóáiíi, îòðèìó¹ìî

Vn+1(t) = ENn+1(t) = E
∑
r≥1

N (r)
n (t− Tr)1{Tr<t} =

∑
r≥1

EN (r)
n (t− Tr)1{Tr<t}.

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ ïîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ó iíòåãðàëüíié
ôîðìi òà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî∑

r≥1
EN (r)

n (t− Tr)1{Tr<t}

=
∑
r≥1

∫
[0,∞)

E[N (r)
n (t− Tr)1{Tr<t}|Tr = y]dP{Tr ≤ y}

=
∑
r≥1

∫
[0, t]

EN (r)
n (t− y)dP{Tr ≤ y} =

∫
[0, t]

ENn(t− y)d
∑
r≥1

P{Tr ≤ y}

=

∫
[0, t]

V ∗(n)(t− y)dV (y) = V ∗(n+1)(t).
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Ëåìè 6 òà 7 äàþòü êîðèñíi ðiâíîñòi, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàííi ó ìàéáó-
òíüîìó.

Ëåìà 6. Äëÿ t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∫ t
0 G(x)dx =

∫
[0, t](t−x)dG(x).

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ôóíêöiþ G(x) ó âèãëÿäi E1{η≤x}. Äàëi, âèêîðèñòî-
âóþ÷è òå, ùî η ≤ x ≤ t, çìiíèìî ìåæi iíòåãðóâàííÿ i ñêîðèñòà¹ìîñü
òåîðåìîþ Ôóáiíi:∫ t

0

E1{η≤x}dx = (E
∫ t

η

dx)1{η≤t} = E(t− η)1{η≤t} =
∫
[0, t]

(t− x)dG(x).

Â îñòàííié ðiâíîñòi ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çàïèñàíî ó âèãëÿäi iíòåãðàëà
Ëåáåãà-Ñòiëò'¹ñà.

Ëåìà 7. Äëÿ m ∈ N òà t ≥ 0∫
[0, t]

(t− z)mdV (z)− tm+1

(m+ 1)µ
= m

∫ t

0

(∫
[0, s]

(s− z)m−1dV (z)− sm

mµ

)
ds.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi∫
[0, t]

(t− z)mdV (z) = m

∫ t

0

(∫
[0, s]

(s− z)m−1dV (z)
)
ds, t ≥ 0.

Ïåðåòâîðèìî ïðàâó ÷àñòèíó

m

∫ t

0

(∫
[0, s]

(s− z)m−1dV (z)
)
ds =

∫ t

0

(∫
[0, s]

m(s− z)m−1dV (z)
)
ds =

∫ t

0

(∫
[0,s]

((s− z)m)′sdV (z)
)
ds.

Ïîêëàäåìî f(s) := sm äëÿ s ≥ 0. Äàëi âíóòðiøíié iíòåãðàë çàïèøåìî ÿê
çãîðòêó ïîõiäíî¨ f ′ i ôóíêöi¨ V òà ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ äëÿ ïîõiäíî¨
çãîðòêè: ∫ t

0

(∫
[0, s]

((s− z)m)′sdV (z)
)
ds =

∫ t

0

(f ′ ∗ V )(s)ds =

∫ t

0

(f ∗ V )′(s)ds = (f ∗ V )(t) =

∫
[0, t]

(t− z)mdV (z).
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Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi ìè âñòàíîâèìî îäèí ðåçóëüòàò äëÿ âàæëèâîãî
îêðåìîãî âèïàäêó, ùî áóäå êîðèñíèì äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ íàøèõ ïîäàëüøèõ
ðåçóëüòàòiâ.

Òâåðäæåííÿ 8. Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ N ξi òà
ηi íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç îäíèì i òèì æå ïîêàçíèêîâèì ðîç-

ïîäiëîì, òîáòî P{ξi > x} = P{ηi > x} = e−λx äëÿ x ≥ 0 òà äåÿêîãî

λ > 0. Òîäi

Vk(t) =
(λt)k

k!
, k ∈ N, t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N Tk ìà¹ òîé ñàìèé ðîçïîäië,
ùî i Sk. Äiéñíî, äëÿ k ∈ N òà t ≥ 0

P{Sk−1 + ηk ≤ t} =
∫
[0, t]

P{ηk ≤ t− x}dP{Sk−1 ≤ x}

=

∫
[0, t]

P{ξk ≤ t− x}dP{Sk−1 ≤ x} = P{Sk−1 + ξk ≤ t} = P{Sk ≤ t}.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî V (t) =
∑
k≥1

P{Sk ≤ t} = λt (äèâ. [1]), òà åëåìåí-

òàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìó¹ìî òå, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè:

Vk(t) =

∫
[0, t]

λk−1(t− y)k−1

(k − 1)!
d(λy) =

λk

(k − 1)!

∫
[0, t]

(t− y)k−1dy =
(λt)k

k!
.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåÿêi äîïîìiæíi ëåìè òà
òâåðäæåííÿ. Íàâåäåìî ¨õ òà ¨õíi äîâåäåííÿ ó öüîìó ðîçäiëi.

Ëåìà 9. Íåõàé S∗0 � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ðîçïîäiëîì P{S∗0 ≤ x} =
1
µ

∫ x
0 P{ξ > y}dy, äå µ = Eξ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî r > 1

E(S∗0)r−1 <∞⇐⇒ Eξr <∞.
Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî f(x) := 1

µP{ξ > x} ¹ ùiëüíiñòþ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè S∗0 . Çà îçíà÷åííÿì ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè-
÷èíè ç àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì òà òåîðåìîþ Ôóáiíi

E(S∗0)r−1 =
∫ ∞
0

xr−1f(x)dx =
1

µ

∫ ∞
0

xr−1P{ξ > x}dx =

1

µ

∫ ∞
0

xr−1E1{ξ>x}dx =
1

µ
E
∫ ξ

0

xr−1dx =
Eξr

µr
.
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Ëåìà 10. Íåõàé r > 0, òà θ ¹ äîäàòíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç Eθr <
∞. Òîäi

lim
x→∞

xrP{θ > x} = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñü ó òîìó, ùî óìîâà Eθr <∞ ãàðàíòó¹
lim
x→∞

Eθr1{θ>x} = 0. Äiéñíî, ÿêùî ïðèáðàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, òî

ãðàíèöÿ áóäå äîðiâíþâàòè íóëþ ìàéæå íàïåâíî

θr1{θ>x} → θr1{θ=∞} = 0, x→∞ ì.í.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ó îñòàííüîìó ãðàíè÷íîìó ñïiââiäíîøåííi ìîæíà ïå-
ðåéòè äî ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü. Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî
ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Ïîòðiáíî çíàéòè iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó, ùî íå çà-
ëåæèòü âiä x. Âiçüìåìî ó ÿêîñòi ìàæîðàíòè θr. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî
x âèêîíó¹òüñÿ

θr1{θ>x} ≤ θr ì.í.

Îòæå,
lim
x→∞

Eθr1{θ>x} = 0.

Çâiäñè îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü, ùî i äîâîäèòü ëåìó

0 ≤ xrP{θ > x} ≤ Eθr1{θ>x} → 0 , x→∞.

Òåïåð, êîðèñòóþ÷èñü ëåìàìè 9 òà 10, äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 11.

Òâåðäæåííÿ 11. Íåõàé Eξr <∞ äëÿ äåÿêîãî r ∈ (1, 2). Òîäi

U(t)− t

µ
= o(t2−r), t→∞, (5)

äå µ = Eξ.
Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñÿ ïðåäñòàâëåííÿì

t

µ
= EU(t− S∗0)1{S∗0≤t}, (6)

äîâåäåííÿ ÿêîãî ìîæíà çíàéòè ó [1], îòðèìó¹ìî

U(t)− t

µ
= U(t)− E(U(t− S∗0))1{S∗0≤t} =

U(t)P{S∗0 > t}+ E(U(t)− U(t− S∗0))1{S∗0≤t} ≤
≤ U(t)P{S∗0 > t}+ EU(S∗0)1{S∗0≤t}. (7)
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Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ñóáàäèòèâíîñòi ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ U .
Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî äðóãèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi. Çà

åëåìåíòàðíîþ òåîðåìîþ âiäíîâëåííÿ (äèâ. [1])

∀ε > 0 ∃t0 > 0 :
(1
µ
− ε
)
x ≤ U(x) ≤

(1
µ
+ ε
)
x, ∀x ≥ t0. (8)

Òîìó äëÿ t ≥ t0

EU(S∗0)1{S∗0≤t} =
∫
[0, t]

U(x)dP{S∗0 ≤ x} =∫
[0, t0]

U(x)dP{S∗0 ≤ x}+
∫
(t0, t]

U(x)dP{S∗0 ≤ x} ≤

≤ const +
(1
µ
+ ε
)∫

[0, t]

xdP{S∗0 ≤ x} =

const + ES∗01{S∗0≤t}
(1
µ
+ ε
)
. (9)

Àíàëîãi÷íî äëÿ t ≥ t0

U(t)P{S∗0 > t} ≤
(1
µ
+ ε
)
tP{S∗0 > t}. (10)

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (10) i (9) çàïèøåìî îöiíêó ïðàâî¨ ÷à-
ñòèíè ôîðìóëè (7): äëÿ t ≥ t0

U(t)− t

µ
≤ const +

(1
µ
+ ε
)
(ES∗01{S∗0≤t} + tP{S∗0 > t}) =

= const +
(1
µ
+ ε
)
E(S∗0 ∧ t),

äå S∗0 ∧ t = min{S∗0 , t}.
Òåïåð çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî E(S∗0 ∧ t) = o(t2−r) ïðè t → ∞. Ðî-

çiá'¹ìî iíòåãðàë íà äâi ÷àñòèíè i çàñòîñó¹ìî ëåìó 10:

E(S∗0 ∧ t) =
∫ t

0

P{S∗0 > y}dy =

∫ t0

0

P{S∗0 > y}dy +
∫ t

t0

P{S∗0 > y}dy ≤

const + ε

∫ t

t0

y1−rdy = const +
ε

2− r
t2−r.
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Îòæå,

lim
t→∞

∫ t
0 P{S

∗
0 > y}dy
t2−r

≤ ε

2− r
.

Îñòàòî÷íî

lim
t→∞

tr−2
∫ t

0

P{S∗0 > y}dy = 0.

Îñêiëüêè
U(t)− t

µ
≥ 0, ∀t ≥ 0

(äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæíà çíàéòè â [1]), òî ñïiââiäíîøåííÿ (5) äî-
âåäåíî.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè íàâåäåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, à òàêîæ âñiõ ëåì òà
òâåðäæåíü, ùî áóäóòü âèêîðèñòàíi ó íüîìó.

Ðîçïî÷íåìî ç ëåì 12 òà 13. Íà íèõ áóäå áàçóâàòèñÿ òâåðäæåííÿ, ùî
âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü â äîâåäåííi òåîðåìè 1.

Ëåìà 12. Íåõàé ξ òà η � äîäàòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ñêií÷åííèìè

äðóãèì òà ïåðøèì ìîìåíòàìè âiäïîâiäíî, òîáòî Eξ2 <∞ i Eη <∞.

Òîäi äëÿ äåÿêîãî c > 0 òà µ = Eη âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣V (t)− t

µ

∣∣∣ ≤ c.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî V (t)− t
µ ≤ c. Ç òîãî, ùî V (t) ≤ U(t)

i äëÿ U(t) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ëîðäåíà (äèâ. [1]), ìà¹ìî

V (t)− t

µ
≤ U(t)− t

µ
≤ Eξ2

µ2
.

Äëÿ îòðèìàííÿ ïðîòèëåæíî¨ íåðiâíîñòi ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 6 i òèì, ùî
iíòåãðàë ó ïåðøié ðiâíîñòi íèæ÷å íåâiä'¹ìíèé,

V (t)− t

µ
=

∫
[0, t]

(
U(t− x)− (t− x)

µ

)
dG(x) +

1

µ

∫ t

0

G(x)dx− t

µ
≥

≥ 1

µ

(∫ t

0

G(x)dx−
∫ t

0

dx
)
= −1

µ

∫ t

0

(1−G(x))dx ≥

− 1

µ

∫
[0,∞)

(1−G(x))dx = −1

µ

∫
[0,∞)

E1{η>x}dx =

− 1

µ
E
∫ η

0

dx = −Eη
µ
.

Îòæå, ∣∣∣V (t)− t

µ

∣∣∣ ≤ max
(Eξ2
µ2

,
Eη
µ

)
= c.
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Ëåìà 13. Äëÿ m ∈ N i c > 0∣∣∣ ∫
[0, t]

(t− z)mdV (z)− tm+1

(m+ 1)µ

∣∣∣ ≤ ctm.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ïðè
m = 1 ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 6 äëÿ ïåðåòâîðåííÿ iíòåãðàëó ó áiëüø çðó-
÷íèé âèãëÿä i ëåìîþ 12 äëÿ îòðèìàííÿ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi:∣∣∣ ∫

[0, t]

(t− z)dV (z)− t2

2µ

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ t

0

V (z)dz − t2

2µ

∣∣∣ =∣∣∣ ∫ t

0

(
V (z)− z

µ

)
dz
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ t

0

cdz
∣∣∣ = ct.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = n, äå n ∈ N, òîáòî∣∣∣ ∫
[0,t]

(t− z)ndV (z)− tn+1

(n+ 1)µ

∣∣∣ ≤ ctn,

òà ïîêàæåìî, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = n+ 1. Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ
7 äëÿ ïåðåòâîðåííÿ iíòåãðàëó i ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ìà¹ìî∣∣∣ ∫

[0, t]

(t− z)n+1dV (z)− tn+2

(n+ 2)µ

∣∣∣ =
(n+ 1)

∣∣∣ ∫ t

0

(∫
[0,s]

(s− z)ndV (z)− sn+1

(n+ 1)µ

)
ds
∣∣∣ ≤

≤ (n+ 1)

∫ t

0

csnds = ctn+1.

Ëåìà 13 äîâåäåíà.

Òâåðäæåííÿ 14. Íåõàé j ∈ N, Vj = ENj òà µ = Eη. Òîäi äëÿ äåÿêîãî

c > 0 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü∣∣∣Vj(t)− tj

j!µj

∣∣∣ ≤ j−1∑
i=0

C i
j

cj−iti

i!µi
, t ≥ 0. (11)



16

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ïðè j = 1
íåðiâíiñòü (11) ìà¹ âèãëÿä |V (t)− t

µ| ≤ c äëÿ t ≥ 0 i, îòæå, âèêîíó¹òüñÿ
çãiäíî ç ëåìîþ 12. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ j = n, n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ∣∣∣Vn(t)− tn

n!µn

∣∣∣ ≤ n−1∑
i=0

C i
n

cn−iti

i!µi
, t ≥ 0.

Ïîêàæåìî, ùî òàêà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i ïiñëÿ çàìiíè n íà n + 1.
Äëÿ öüîãî âiäíiìåìî i äîäàìî

∫
[0, t]

(t−y)n
n!µn dV (y) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ

òðèêóòíèêà∣∣∣Vn+1(t)−
tn+1

(n+ 1)!µn+1

∣∣∣ ≤ ∫
[0, t]

∣∣∣Vn(t− y)− (t− y)n

n!µn

∣∣∣dV (y)+∣∣∣ ∫
[0, t]

(t− y)n

n!µn
dV (y)− tn+1

(n+ 1)!µn+1

∣∣∣,
Ñêîðèñòàâøèñÿ ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó i ëåìîþ 13
äëÿ äðóãîãî, îòðèìó¹ìî òàêó îöiíêó çâåðõó äëÿ îñòàííüîãî âèðàçó∫

[0, t]

n−1∑
i=0

C i
n

cn−i(t− y)i

i!µi
dV (y) +

ctn

n!µn
=

n−1∑
i=0

C i
n

cn−i

i!µi

∫
[0, t]

(t− y)idV (y) +
ctn

n!µn
.

Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 13 i ïåðåãðóïóâàâøè äîäàíêè â ñóìàõ, îòðè-
ìà¹ìî òå, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè

n−1∑
i=0

C i
n

cn−i

i!µi

( ti+1

(i+ 1)µ
+ cti

)
+

ctn

n!µn
=

n−1∑
i=0

C i
n

cn−iti+1

(i+ 1)!µi+1
+

n−1∑
i=0

C i
n

cn+1−iti

i!µi
+

ctn

n!µn
=

cn+1 +
( n−1∑

i=1

C i
n

cn+1−iti

i!µi
+

n−2∑
i=0

C i
n

cn−iti+1

(i+ 1)!µi+1

)
+
nctn

n!µn
+

ctn

n!µn
=

n∑
i=0

C i
n+1

cn+1−iti

i!µi
.
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Òåïåð, ìàþ÷è ëåìè 12, 13 òà òâåðäæåííÿ 14, ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî
äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Çàðàç çà óìîâ òåîðåìè 1 ìè âñòàíîâèìî ñïiââiäíî-
øåííÿ

Vj(t) =
tj

j!µj
+O

( jtj−1

(j − 1)!µj−1

)
òà

jtj−1

(j − 1)!µj−1
= o
( tj

j!µj

)
ïðè t→∞, íàñëiäêîì ÿêèõ áóäå øóêàíå ñïiââiäíîøåííÿ

Vj(t) ∼
tj

j!µj
, t→∞.

Íà öüîìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 áóäå çàâåðøåíå.
Ïî÷íåìî ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 15. Íåõàé ôóíêöiÿ j = j(t) íàáóâà¹ íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü
òà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ limt→∞ j(t) = ∞ òà j(t) = o(t1/2) ïðè
t→∞. Òîäi

Vj(t) =
tj

j!µj
+O

( jtj−1

(j − 1)!µj−1

)
, t→∞.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî
t > 0 i j ∈ N, ùî çàäîâîëüíÿþòü j ≤

(
t

2cµ

)1/2
,

j−1∑
i=0

C i
j

(j − 1)!cj−i−1µj−i−1

i!tj−i−1
≤ 2j (12)

Äëÿ îöiíêè âèðàçó â ëiâié ÷àñòèíi (12) ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ äëÿ
áiíîìiàëüíîãî êîåôöi¹íòà C i

j ≤
j!
i! ≤ jj−i. Çàïèøåìî

j−1∑
i=0

C i
j

(j − 1)!cj−i−1µj−i−1

i!tj−i−1
=

1

j

j−1∑
i=0

C i
j

j!

i!

(cµ
t

)j−i−1
≤ 1

j

j−1∑
i=0

(j!)2

(i!)2

(cµ
t

)j−i−1
≤ 1

j

j−1∑
i=0

(jj−i)2
(cµ
t

)j−i−1
=

j

j−1∑
i=0

(cµj2
t

)j−i−1
.
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Âèêîðèñòàííÿ íåðiâíîñòi j ≤ ( t
2cµ)

1/2 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

j

j−1∑
i=0

(cµj2
t

)j−i−1
≤ j

∞∑
i=0

2−i = 2j.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 16. Íåõàé ôóíêöiÿ j = j(t) íàáóâà¹ íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü
òà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ limt→∞ j(t) = ∞ òà j(t) = o(t1/2) ïðè
t→∞. Òîäi

jtj−1

(j − 1)!µj−1
= o
( tj

j!µj

)
, t→∞.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âiäíîøåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè äî âèðàçó ïiä çíà-
êîì o(·) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→∞:

jtj−1j!µj

(j − 1)!µj−1tj
∼ j2µ

t
∼ (o(t1/2))2µ

t
→ 0.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîâåäåìî òåîðåìó 2, à òàêîæ âñi äîïîìiæíi òâåðäæå-
ííÿ, íåîáõiäíi äëÿ öüîãî.

Ïî÷íåìî ç óçàãàëüíåííÿ òâåðäæåííÿ 11 äëÿ çáóðåíèõ âèïàäêîâèõ áëó-
êàíü.

Òâåðäæåííÿ 17. Íåõàé r ∈ (1, 2), à ξ òà η � âèïàäêîâi âåëè÷èíè, äëÿ

ÿêèõ Eξr <∞ òà E(η ∧ t) = O(t2−r) ïðè t→∞. Òîäi

V (t)− t

µ
= O(t2−r) ïðè t→∞.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî t ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi: Èñïðàâëåíà
îøèáêà, ñì. çàêîììåíòèðîâàííûé òåêñò!

t =

∫ t

0

(t− y)dG(y) +
∫ t

0

(1−G(y))dy. (13)

Ñïðàâäi,∫ t

0

(t− y)dG(y) +
∫ t

0

(1−G(y))dy = E(t− η)1{η≤t} + E(η ∧ t) =

tP{η ≤ t} − Eη1{η≤t} + Eη1{η≤t} + tP{η > t} =
t(P{η ≤ t}+ P{η > t}) = t.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå, çàïèøåìî

V (t)− t

µ
=

∫
[0, t]

U(t− y)dG(y)− t

µ
=∫

[0, t]

(
U(t− y)− t− y

µ

)
dG(y)− 1

µ
E(η ∧ t).

Îòæå,∣∣∣V (t)− t

µ

∣∣∣ ≤ ∫
[0, t]

∣∣∣(U(t− y)− t− y
µ

)∣∣∣dG(y) + 1

µ
E(η ∧ t). (14)
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Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî∫
[0, t]

∣∣∣(U(t− y)− t− y
µ

)∣∣∣dG(y) = O(t2−r).

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 11 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ t0 >
0 òàêå, ùî

|U(t)− t

µ
| ≤ εt2−r

äëÿ âñiõ t ≥ t0. Ðîçiá'¹ìî òåïåð iíòåãðàë íà äâi ÷àñòèíè i ñêîðèñòà¹ìîñÿ
îñòàííüîþ íåðiâíiñòþ äëÿ îöiíêè ïåðøî¨ ÷àñòèíè: äëÿ t ≥ t0∫

[0, t]

∣∣∣U(t− y)− (t− y)
µ

∣∣∣dG(y) =∫
[0, t−t0]

∣∣∣U(t− y)− (t− y)
µ

∣∣∣dG(y) + ∫
(t−t0, t]

∣∣∣U(t− y)− t− y
µ

∣∣∣dG(y) ≤
≤ ε

∫
[0, t−t0)

(t− y)2−rdG(y) +
(
U(t0) +

t0
µ

)
≤ εt2−r +

(
U(t0) +

t0
µ

)
.

Îñòàòî÷íî∣∣∣V (t)− t

µ

∣∣∣ ≤ ∫
[0, t]

∣∣∣(U(t− y)− (t− y)
µ

)∣∣∣dG(y) + 1

µ
E(η ∧ t) =

o(t2−r) +O(t2−r) = O(t2−r), t→∞.

Ïîêëàäåìî α = 2− r òà çàçíà÷èìî, ùî α ∈ (0, 1). Ïðè öüîìó çãiäíî ç
òâåðäæåííÿì (17)

−c(t+ 1)α ≤ V (t)− t

µ
≤ c(t+ 1)α, t ≥ 0 (15)

äëÿ äåÿêîãî c > 0. Çíàéäåìî àíàëîã íåðiâíîñòi (15) äëÿ Vj, j ∈ N.

Òâåðäæåííÿ 18. Íåõàé j ∈ N, Vj = ENj òà µ = Eξ < ∞. Òîäi äëÿ

òèõ ñàìèõ α ∈ (0, 1) òà c > 0, ùî i ó íåðiâíîñòi (15)∣∣∣Vj(t)− tj

j!µj

∣∣∣ ≤ j−1∑
i=0

C i
j

cj−i(t+ 1)α(j−i)+i

i!µi
, t ≥ 0.
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Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Ïðè j = 1 òâåðäæåííÿ 18 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íåðiâíiñòü (15). Ïðèïóñòèìî,
ùî òâåðäæåííÿ 18 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ j = n, n ∈ N, òîáòî∣∣∣Vn(t)− tn

n!µn

∣∣∣ ≤ n−1∑
i=0

C i
n

cn−i(t+ 1)α(n−i)+i

i!µi
.

Ïîêàæåìî, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ i ïiñëÿ çà-
ìiíè n íà n+ 1.

Âiäíiìåìî i äîäàìî
∫
[0, t]

(t−y)n
n!µn dV (y) i çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêà çàïè-

øåìî∣∣∣Vn+1(t)−
tn+1

(n+ 1)!µn+1

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫
[0, t]

(
Vn(t− y)−

(t− y)n

n!µn

)
dV (y)

∣∣∣+∣∣∣ ∫
[0,t]

(t− y)n

n!µj
dV (y)− tn+1

(n+ 1)!µn+1

∣∣∣.
Ïîçíà÷èìî ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi ÷åðåç An(t), à äðó-
ãèé � ÷åðåç Bn(t). Ñïî÷àòêó çàïèøåìî îöiíêó äëÿ An(t). Ñêîðèñòà¹ìîñü
ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, òåîðåìîþ Ôóáiíi òà ëåìîþ 13 ó äðóãié íåðiâíîñòi:

An(t) =
∣∣∣ ∫

[0, t]

(
Vn(t− y)−

(t− y)n

n!µn

)
dV (y)

∣∣∣ ≤∫
[0, t]

∣∣∣ n−1∑
i=0

C i
n

cn−i(t− y + 1)α(n−i)+i

i!µi

∣∣∣dV (y)

=
n−1∑
i=0

C i
n

cn−i(t+ 1)α(n−i)

i!µi

∫
[0, t]

(t− y)idV (y) ≤

n−1∑
i=0

C i
n

cn−i(t+ 1)α(n−i)

i!µi

( ti+1

(i+ 1)µ
+c(t+1)αti

)
≤

n−1∑
i=0

C i
n

cn−i(t+ 1)α(n−i)+i+1

(i+ 1)!µi+1
+

n−1∑
i=0

C i
n

cn+1−i(t+ 1)α(n+1−i)+i

i!µi
.

Òåïåð çàïèøåìî îöiíêó äëÿ Bn(t). Âèêîðèñòà¹ìî êîìóòàòèâíiñòü çãîðòêè
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ó òðåòié ðiâíîñòi i ëåìó 15 ó ïåðåäîñòàííié íåðiâíîñòi:

Bn(t) =

∫
[0, t]

∣∣∣(t− y)n
n!µn

dV (y)− tn+1

(n+ 1)!µn+1

∣∣∣ =
1

n!µn

∣∣∣( ∫
[0, t]

(t− y)ndV (y)− 1

µ

∫
[0, t]

(t− y)ndy
)∣∣∣ =

1

n!µn

∣∣∣( ∫
[0, t]

V (t− y)d(yn)− 1

µ

∫
[0, t]

(t− y)d(yn)
)∣∣∣ ≤

1

n!µn

∫
[0, t]

∣∣∣V (t− y)− t− y
µ

∣∣∣d(yn) ≤ 1

n!µn

∫
[0, t]

(c(t− y + 1)α)d(yn)

≤ 1

n!µn
(c(t+ 1)αtn) =

c(t+ 1)α+n

n!µn
.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî çàìiñòü An(t) i Bn(t) ¨õ îöiíêè∣∣∣Vn+1(t)−
tn+1

(n+ 1)!µn+1

∣∣∣ ≤ An(t) +Bn(t) =

n−1∑
i=0

C i
n

cn−i(t+ 1)α(n−i)+i+1

(i+ 1)!µi+1
+

n−1∑
i=0

C i
n

cn+1−i(t+ 1)α(n+1−i)+i

i!µi
+
c(t+ 1)α+n

n!µn
=

n∑
i=0

C i
n+1

cn+1−i(t+ 1)α(n+1−i)+i

i!µi
.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Çàðàç çà óìîâ
òåîðåìè 2 ìè âñòàíîâèìî ñïiââiäíîøåííÿ

Vj =
tj

j!µj
+O

(j(t+ 1)α+j−1

(j − 1)!µj−1

)
i

j(t+ 1)α+j−1

(j − 1)!µj−1
= o
( tj

j!µj

)
ïðè t→∞, íàñëiäêîì ÿêèõ áóäå øóêàíå ñïiââiäíîøåííÿ

Vj(t) ∼
tj

j!µj
, t→∞.

Íà öüîìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 áóäå çàâåðøåíå.



23

Òâåðäæåííÿ 19. Íåõàé α ∈ (0, 1), à ôóíêöiÿ j = j(t) íàáóâà¹ íàòó-

ðàëüíèõ çíà÷åíü òà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ limt→∞ j(t) = ∞ òà

j(t) = o(t
1−α
2 ) ïðè t→∞. Òîäi

Vj(t) =
tj

j!µj
+O

(j(t+ 1)α+j−1

(j − 1)!µj−1

)
, t→∞.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïî÷íåìî ç îöiíêè, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî
t > 0 i j ∈ N, j ≤ ( t

1−α

2cµ )
1/2:

1

j2

j−1∑
i=0

C i
j

cj−i−1j!(t+ 1)α(j−i)i−α−j+1µj−i−1

i!
≤ 2. (16)

Îöiíèìî çâåðõó ëiâó ÷àñòèíó. Ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî C i
j ≤

j!
i! ≤ jj−i òà

íåðiâíiñòþ äëÿ j:

1

j2

j−1∑
i=0

C i
j

cj−i−1j!(t+ 1)α(j−i)i−α−j+1µj−i−1

i!
≤

1

j2

j−1∑
i=0

(j2)j−i(cµ)j−i−1(t+ 1)α(j−i)i−α−j+1 =

=

j−1∑
i=0

(j2cµ)j−i−1(t+ 1)α(j−i)i−α−j+1 ≤
j−1∑
i=0

(1
2

)j−i−1
.

Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðå-
ñi¨ i äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ N îòðèìà¹ìî:

j−1∑
i=0

(1
2

)j−i−1
≤ 2
(
1−

(1
2

)j)
≤ 2.

Òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ

Vj =
tj

j!µj
+O

(j(t+ 1)α+j−1

(j − 1)!µj−1

)
, t→∞

âèïëèâà¹ ç (16) òà òâåðäæåííÿ 18.

Òâåðäæåííÿ 20. Íåõàé α ∈ (0, 1), à ôóíêöiÿ j = j(t) íàáóâà¹ íàòó-

ðàëüíèõ çíà÷åíü òà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ limt→∞ j(t) = ∞ òà

j(t) = o(t
1−α
2 ) ïðè t→∞. Òîäi

j(t+ 1)α+j−1

(j − 1)!µj−1
= o
( tj

j!µj

)
, t→∞.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âiäíîøåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè äî âèðàçó ïiä çíà-
êîì o(·) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→∞:

j(t+ 1)α+j−1

(j − 1)!µj−1j!µj
(j − 1)!µj−1tj ∼ o(t1−α)(t+ 1)α+j−1

tj
∼

o(t−j+1−α)(t+ 1)α+j−1 → 0.
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Âèñíîâêè

Â äèïëîìíié ðîáîòi ñôîðìóëþâàíî i äîâåäåíî íèçêó ëåì, òâåðäæåíü òà
òåîðåì ïîâ'ÿçàíèõ ç àíàëîãàìè åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè âiäíîâëåííÿ äëÿ
çáóðåíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü. Çîêðåìà, äåòàëüíî äîâåäåíî òåîðåìè 1 òà
2 äëÿ âèïàäêiâ Eξ2 <∞ i Eξ2 =∞ âiäïîâiäíî.
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