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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà àñèìïòîòè÷íîìó iíòåãðóâàííþ ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ

çâîðîòó..

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè,

âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ îñíîâíî¨ ÷àñòèíè, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæå-

ðåë òà äîäàòêó.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, âêàçàíî çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêî-

âèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè, âñòàíîâëåíî ìåòó i çàâäàííÿ, îá'¹êò, ïðå-

äìåò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, íàâåäåíî íàóêîâó íîâèçíó òà ïðàêòè÷íå çíà÷å-

ííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îõàðàêòåðèçîâàíî îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à,

íàâåäåíî ñïèñîê êîíôåðåíöié òà íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ, íà ÿêèõ äèñåðòàöiéíà

ðîáîòà ïðîéøëà àïðîáàöiþ, òà êîðîòêèé çìiñò ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òå-

ìàòèêîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè òà ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ iíøèìè àâòîðàìè.

Òàêîæ öåé ðîçäië ìiñòèòü ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç iç äåÿêèìè ðîáîòàìè, ùî ìi-

ñòÿòü ïîäiáíi ðåçóëüòàòè.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó ðiâíî-

ìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó äëÿ ñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó

çà ðiçíèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè îñíîâíî¨ ìàòðèöi.

Îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè äëÿ çàáåçïå÷åííÿ iñíóâàííÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèì-

ïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Îêðåìî ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè îñíîâíî¨ ìàòðèöi ìàþòü ðiçíi

çíàêè. Òàêîæ äîñëiäæåíî âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ìàþòü îäíàêîâi
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çíàêè.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó ðiâíî-

ìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó äëÿ íåñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâî-

ðîòó çà ðiçíèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè îñíîâíî¨ ìàòðèöi.

Òàêîæ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi íàâåäåíi ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iñòî-

òíî îñîáëèâèõ ôóíêöié äî äîñëiäæåííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç êîíêðåòíî çàäàíèìè êîåôiöi¹íòàìè îñíîâíî¨ ìàòðèöi

òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñèòåìè.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

� ðîçðîáëåíî ìåòîä ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó, ÿêó îòðèìà-

íî ç âiäïîâiäíîãî ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî

ïîðÿäêó òèïó Ëióâiëëÿ;

� äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿíóòî

âèïàäîê äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìà-

òðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi, îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà,

âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó;

� ðîçðîáëåíî àëãîðèòì, ÿêèé âêëþ÷à¹ âiñiì åòàïiâ iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ñèí-

ãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó;

� ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìà-

òðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi, îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà,

âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� íàâåäåíî ïðèêëàäè ïîáóäîâè àñèìòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó çà

óìîâ, êîëè çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äî-

ïîâíþþòü òåîðiþ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ

çâîðîòó òà ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøîìó äëÿ ðîçðîáêè íîâèõ

ìåòîäiâ àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó, ÿêi äîçâîëÿòü äîñëiäæóâàòè áiëüø ñêëàäíi

êëàñè ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü. Îäåðæàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè

òàêîæ ìîæóòü ìàòè ïðèêëàäíå çíà÷åííÿ, çîêðåìà, ïðè ìîäåëþâàííÿ ïîòîêiâ

ðiäèíè, âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê õâèëü òà iíøèõ ïàðàìåòðiâ ãiäðîäèíàìi-
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Abstract

Zelenska I. O. Asymptotic integration of systems of singularly perturbed di-

�erential equations with a turning point. � Qualifying scienti�c work on the rights

of manuscript.

Doctor of Philosophy thesis for the degree of Doctor of Philosophy in the �eld of

knowledge 11 `Mathematics and Statistics', speciality 111 `Mathematics.' � Taras

Shevchenko National University of Kyiv. � Taras Shevchenko National University

of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2025.

Doctor of Philosophy thesis is devoted to the asymptotic integration of a system

of singularly perturbed di�erential equations with a di�erential turning point.

Doctor of Philosophy thesis consists of abstracts in Ukrainian and English, an

introduction, three chapters of the main part, conclusions, a list of references and

an appendix.

The introduction substantiates the relevance of the topic, indicates the

connection of the work with scienti�c programmes, plans, topics, sets out the

purpose and objectives, object, subject and methods of the study, presents the

scienti�c novelty and practical signi�cance of the results obtained, describes the

personal contribution of the applicant, provides a list of conferences and scienti�c

seminars where the dissertation was tested, and a brief summary of the work.

The �rst chapter of the dissertation provides a review of the literature on the

subject of the thesis and the results obtained by other authors. This section also

contains a comparative analysis with some papers that contain similar results.

In the second chapter of the dissertation, we study the question of constructing

a uniform asymptotic solution for a stable di�erential turning point under various

conditions on the coe�cients of the underlying matrix.

Necessary conditions for ensuring the existence of a uniform asymptotic solution

of a system of singularly perturbed di�erential equations are obtained.

In the third chapter of the dissertation, the question of constructing a uni-

form asymptotic solution for an unstable di�erential turning point under di�erent

conditions on the coe�cients of the main matrix is investigated.

Doctor of Philosophy thesis also provides examples of the application of the

method of essentially special functions to the study of systems of singularly
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perturbed di�erential equations with speci�cally de�ned coe�cients of the main

matrix and the right-hand side of the system.

The following new scienti�c results have been obtained in this dissertation:

- A method for constructing a uniform asymptotic solution to a system of

singularly perturbed di�erential equations with a turning point obtained from

the corresponding third-order singularly perturbed di�erential equation of the

Liouville type was developed;

- for a system of singularly perturbed di�erential equations, the case of a di-

�erential turning point for di�erent values of the matrix coe�cients is considered,

namely, when the coe�cients are both positive, both negative and both, respecti-

vely, of di�erent signs;

- the necessary conditions for regularisation of the system of singularly

perturbed di�erential equations with a di�erential turning point are obtained;

- an algorithm is developed that includes eight stages of integration of systems

of singularly perturbed di�erential equations with a turning point;

- the asymptotics of solutions for di�erent values of the matrix coe�cients are

constructed, namely, when the coe�cients are both positive, both negative and

both, respectively, of di�erent signs;

- examples of construction of the asymptotics of solutions of the system of

singularly perturbed di�erential equations with a di�erential turning point are

given under the conditions when the values of the matrix coe�cients are of

alternate signs.

Doctor of Philosophy thesis is of theoretical importance. The results of the

work complement the theory of singularly perturbed di�erential equations with

a turning point and can be used in the future to develop new methods of

asymptotic analysis that will allow us to study more complex classes of systems

of singularly perturbed equations. The results obtained in this work can also be

of practical importance, in particular, in modelling �uid �ows, determining wave

characteristics and other parameters of hydrodynamic systems.

Keywords: di�erential equation, asymptotic behavior, perturbation, singularly

perturbed di�erential equations, singularly perturbed system of di�erential equati-

ons, asymptotic solution, essentially singular functions, space of resonance-

free solutions, uniform asymptotics, small parameter, ε, singular perturbations,
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asymptotics, turning point, di�erential turning point, Airy functions, functions

Airy�Langer, Liouville equation.
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Oδ (x0) � δ-îêië òî÷êè x0, òîáòî, ìíîæèíà òî÷îê x ∈ (x0 − δ;x0 + δ)

O∗
δ (x0) � ïðîêîëîòèé δ-îêië òî÷êè x0, òîáòî, ìíîæèíà òî÷îê
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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà àñèìïòîòè÷íîìó iíòåãðóâàííþ ñèñòåìè ñèí-

ãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâî-

ðîòó.

Îáãðóíòóâàííÿ âèáîðó òåìè äîñëiäæåííÿ.

Â ïðèêëàäíié ñôåði âèíèêàþòü çàäà÷i ç ïîðóøåííÿì ñòàáiëüíîñòi ñïåêòðó.

Îäíèì ç ðiçíîâèäiâ òàêîãî âèäó ïîðóøåíü ñòàáiëüíîñòi ¹ çàäà÷i ç òî÷êàìè çâî-

ðîòó. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç òî÷êàìè çâîðîòó ¹ ïîòóæíèì i åôåêòèâíèì

ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì äëÿ âèâ÷åííÿ øèðîêîãî êëàñó ïðîáëåì, ùî âèíè-

êàòü â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè, ìåõàíiöi, ôiçèöi, ãåîôiçèöi, iíôîðìàòè-

öi òà iíøèõ ëàíêàõ ïðèðîäíè÷èõ íàóê. Ãðóíòîâíi äîñëiäæåííÿ òà ðîçóìiííÿ

îñîáëèâîñòåé ïðèðîäè òàêèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, äàþòü íàì ìîæëèâiñòü

âèâ÷àòè øèðîêèé êëàñ ÿâèù, ÿêi âèíèêàòü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, ðàäiîåëå-

êòðîíiöi òà iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè òà òåõíîëîãiÿõ. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî òàêîãî

âèäó ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ïîêè ùî, íå ìîæëèâî ðîçãëÿäàòè ç òî÷êè çîðó çà-

ãàëüíèõ òåîðåòè÷íèõ çàñàä. Êîæíà çàäà÷à ïîòðåáó¹ iíäèâiäóàëüíîãî ïiäõîäó

ç ìåòîþ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó, âêëþ÷àþ÷è îñîáëèâó

òî÷êó.

Íà äàíèé ÷àñ ãðóíòîâíî âèâ÷åíå ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ òà äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-

íÿííÿ òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ ç àëãåáðà¨÷íîþ òî÷êîþ çâîðîòó, òî

ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç àëãåáðà¨÷íîþ òî÷êîþ

çâîðîòó.

Âàæëèâèìè âíåñêàìè â ïîáóäîâó òåîði¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü

ç òî÷êàìè çâîðîòó áóëè ðîáîòè Æ. Ëióâiëëÿ[76], Ð. Ëàíãåðà[60, 70],

Â. Âàçîâà[28], À. À. Äîðîäíiöèí [30], Ñ. Î. Ëîìîâà[77], À. Ì. Ñàìîéëåíêà[96],

Ì. Î. Ïåðåñòþêà[6], Â. Ì. Áîáî÷êî [7�12] òà ¨õ ó÷íiâ. 3 Àíàëiç ñó÷àñíèõ äî-

ñëiäæåíü [33, 41, 82, 97, 98] âêàçó¹ íà òå, ùî ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè ó

ïîáóäîâi ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷ ç äèôåðåíöiàëüíîþ
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òî÷êîþ çâîðîòó äëÿ ðiâíÿíü òèïó Ëióâiëëÿ íàðàçi íå îòðèìàíi.

Â ðîáîòi âèêëàäåíî áàçîâi ïîëîæåííÿ òåîði¨ àñèìïòîòè÷íèõ çáóðåíü, ìå-

òîäè ïîáóäîâè àñèìïîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó, çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ

Ëióâiëëÿ�Ãðiíà, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ Ëîìîâà òà ôîðìàëiçì ìåòîäó ôóíäàìåí-

òàëüíèõ ôóíêöié. Îïèñàíî âëàñòèâîñòi òî÷îê çâîðîòó òà íàâåäåíî ¨õ êëàñèôi-

êàöiþ. Îêðåìó óâàãó ïðèäiëåíî çàñòîñóâàííþ òåîði¨ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü Åéði

äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü.

Òàêîæ â ðîáîòi ïðåäñòàâëåíî ïîâíå äîñëiäæåííÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè

ðîçâ'ÿçêiâ ìåòîäîì iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêó îòðèìàíî ç ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ

òðåòüîãî ïîðÿäêó òèïó Ëóiâiëëÿ. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi óìîâè ðåãóëÿðèçà-

öi¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðî-

òó. Äëÿ âèïàäêó ñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó, êîëè êîåôiöi¹í-

òè ìàòðèöi ã(x) > 0 òà b(x) < 0, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä iñòîòíî îñîáëèâèõ

ôóíêöié, ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, ôîðìàëüíi ÷à-

ñòèííi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, îöiíåíî çàëèøêîâi ÷ëåíè àñèìïòîòè-

êè ðîçâ'ÿçêiâ òà îòðèìàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ðiâíÿíü ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ îäíîði-

äíî¨ òà íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåì. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì, ÿêèé âêëþ÷à¹ âiñiì åòàïiâ

àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó.

Íà ïðèêëàäi ÿâíî çàäàíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ã(x) > 0 òà b(x) < 0, âè-

êîðèñòîâóþ÷è ðîçðîáëåíèé àëãîðèòì ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äëÿ

êîíêðåòíîãî âèïàäêó ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó òèïó

Ëóiâiëëÿ ç ÿâíî çàäàíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà ïåðøîãî

ïîðÿäêó. Äëÿ âèïàäêó ñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè äëÿ âèïàäêó, êî-

ëè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) > 0 òà b(x) > 0, ïîåòàïíî ïîâòîðþþ÷è êðîêè

àëãîðèòìó, ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, ôîðìàëüíi

÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, îöiíåíî çàëèøêîâi ÷ëåíè àñèìòîòè-

êè ðîçâ'ÿçêó òà îòðèìàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ðiâíÿíü ÿê ñóïåðïîçèöiþ ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ îäíîðiäíî¨ òà

íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåì.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi ðîáîòè ïðîäîâæåíî äîñëiäæåííÿ íåñòàáiëüíî¨ äèôåðåí-

öiàëüíî¨ òî÷êè äëÿ âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) < 0 òà b(x) > 0,
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ñëiäóþ÷è êðîêàìè àëãîðèòìó, ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè, ôîðìàëüíi ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, îöiíåíî çàëè-

øêîâi ÷ëåíè àñèìòîòèêè ðîçâ'ÿçêó òà îòðèìàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü ÿê ñóïåðïîçèöiþ ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïî-

âiäíèõ îäíîðiäíî¨ òà íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåì. Íàâåäåíî ïðèêëàä ïîáóäîâè àñèì-

òîòèêè ðîçâ'ÿçêó äëÿ êîíêðåòíîãî âèïàäêó ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ

òðåòüîãî ïîðÿäêó òèïó Ëóiâiëëÿ ç ÿâíî çàäàíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ó âèãëÿäi

ìíîãî÷ëåíà ïåðøîãî ïîðÿäêó òà ÿâíî çàäàíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ã(x) < 0

òà b(x) > 0.

Òàêîæ ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, ôîðìàëüíi

÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, îöiíåíî çàëèøêîâi ÷ëåíè àñèìòîòè-

êè ðîçâ'ÿçêó òà îòðèìàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ðiâíÿíü ÿê ñóïåðïîçèöiþ ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ îäíîðiäíî¨ òà

íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåì äëÿ âèïàäêó íåñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè äëÿ

âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) < 0 òà b(x) < 0.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ âèêîíàíå âiäïîâiäíî äî iíäèâiäóàëüíîãî ïëàíó

àñïiðàíòêè êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Êè¨âñüêîãî

íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, çàòâåðäæåíîãî â÷åíîþ

ðàäîþ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî óíiâåðñèòåòó i â ðàìêàõ äåðæàâíî¨ áþäæåòíî¨

äîñëiäíèöüêî¨ íàóêîâî¨ òåìè 21ÁÍÍ-06 ¾Âèêîíàííÿ çàâäàíü ïåðñïåêòèâíîãî

ïëàíó ðîçâèòêó íàóêîâîãî íàïðÿìó "Ìàòåìàòè÷íi íàóêè i ïðèðîäíè÷i íàó-

êè"¿ Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0121U112941) òà ÍÄÐ � 24ÁÔ038-01 "Àñèìïòîòè÷íà

ïîâåäiíêà, ñòiéêiñòü òà êåðîâàíiñòü ó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ

ñèñòåìàõ iç äåòåðìiíîâàíèìè òà âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè"(Äåðæàâíèé ðå¹-

ñòðàöiéíèé íîìåð: 0124U001412).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ âiäïîâiäíî äî ïðåäìåòà òà îá'¹êòà

äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà ìåòîäiâ òà àëîðèòìiâ àñèìïòîòè-

÷íîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
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ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìåòîäè àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ, àëãî-

ðèòìè ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äàíî¨ ðîáîòè ¹:

� ïðîâåñòè àíàëiç iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ ñèíãó-

ëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

� ðîçðîáèòè ìåòîä ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó, ÿêó îòðèìà-

íî ç âiäïîâiäíîãî ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî

ïîðÿäêó òèïó Ëióâiëëÿ;

� äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîáóäóâàòè

àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó äëÿ ði-

çíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi,

îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà, âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� îòðèìàòè íåîáõiäíi óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó;

� ðîçðîáèòè àëãîðèòì àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó;

� ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìà-

òðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi, îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà,

âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� íàâåcòè ïðèêëàäè ïîáóäîâè àñèìòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó çà

óìîâ, êîëè çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíîãî ó äèñåð-

òàöiéíié ðîáîòi, âèêîðèñòàíî: ìåòîäè òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü, ìåòîäè

àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíèõ ðiâíÿíü [15�20], ìåòîä

ðåãóëÿðèçàöi¨ [77], ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíèõ ôóíêöié [6].

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âñi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ¹ íîâèìè òà ìàòåìàòè÷íî îá ðóíòîâàíèìè. Îñíîâíi ç

íèõ òàêi:

� ðîçðîáëåíî ìåòîä ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè
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ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó, ÿêó îòðèìà-

íî ç âiäïîâiäíîãî ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî

ïîðÿäêó òèïó Ëióâiëëÿ;

� äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿíóòî

âèïàäîê äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìà-

òðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi, îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà,

âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó;

� ðîçðîáëåíî àëãîðèòì, ÿêèé âêëþ÷à¹ âiñiì åòàïiâ iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ñèí-

ãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó;

� ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìà-

òðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi, îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà,

âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� íàâåäåíî ïðèêëàäè ïîáóäîâè àñèìòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó çà

óìîâ, êîëè çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ.

Òåîðåòè÷íå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåð-

òàöiéíà ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè

ìîæóòü ìàòè ïðèêëàäíå çíà÷åííÿ, çîêðåìà, ïðè ìîäåëþâàííi ïîòîêiâ ðiäèíè,

äîñëiäæåíííi õàðàêòåðó ïîâåäiíêè âiäïîâiäíèõ ãiäðîäèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âèíîñÿ-

òüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Âèçíà÷åííÿ îñíîâíîãî ïëàíó

äîñëiäæåííÿ, ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà çàãàëüíå êåðiâíèöòâî ðîáîòîþ íàëåæèòü

íàóêîâîìó êåðiâíèêó Â. Â. Ñîá÷óêó. Çà ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöi¨ çäîáóâà÷åì

áóëî îïóáëiêîâàíî ó 17 íàóêîâèõ ïðàöü, ç ÿêèõ ÷îòèðè ðîáîòè ó ôàõîâèõ

âèäàííÿõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì Â. Â. Ñîá÷óêîì [1 � 4] òà

13 òåç ó ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [5 � 17]. Ó ñòàòòÿõ [1], [3] òà [4],

íàïèñàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç Â.Â. Ñîá÷óêîì, íàóêîâîìó êåðiâíèêó íàëåæèòü

ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ. Ó ñòàòòi [2] Ñîá÷óêó Â.Â.

íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îáãîâîðåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ, Ëàïò¹âó

Î.À. íàëåæèòü îçíàéîìëåííÿ àâòîðà ç äåÿêèìè äîïîìiæíèìè ðåçóëüòàòàìè

òåîði¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà îáãîâîðåííÿ ðåçóëü-
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òàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëi-

äæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà òàêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà

íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ ðiçíîãî ðiâíÿ:

1. International Workshop QUALITDE � 2021, December 18 � 20, 2021, Tbilisi,

Georgia.

2. XI Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Iíôîð-

ìàöiéíi òåõíîëîãi¨. Îñâiòà¿, ÷åðâåíü 3-5, 2022, Ëóöüê, Óêðà¨íà.

3. The international online conference �Current trends in abstract and applied

analysis�, May 12-15, 2022, Ivano-Frankivsk, Ukraine.

4. III Ìiæíàðîäíî¨ íàóê.-ïðàêò. iíòåðíåò-êîíô., 30 âåðåñíÿ, 2022, Çàïîðiæ-

æÿ, Óêðà¨íà.

5. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨, 18-20 ñi÷íÿ, 2023, Êè¨â,

Óêðà¨íà.

6. ÕII Ìiæíàðîäíà íàóêîâî�ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ "Ìàòåìàòèêà. Iíôîð-

ìàöiéíi òåõíîëîãi¨. Îñâiòà 2�4 ÷åðâíÿ, 2023, Ëóöüê�Ñâiòÿçü, Óêðà¨íà.

7. Ìàòåðiàëè ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî¨ êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíî¨ 55-ði÷÷þ ôà-

êóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè, 28-30 âåðåñíÿ, 2023, ×åðíiâöi, Óêðà¨íà.

8. International Workshop QUALITDE � 2023, December 17 � 19, 2023, Tbilisi,

Georgia.

9. XXII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìîëîäèõ

â÷åíèõ ¾Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà - 2024¿, 11 êâiòíÿ, 2024, Êè¨â, Óêðà¨íà.

10. XIII Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Ií-

ôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨. Îñâiòà¿, 31 òðàâíÿ �2 ÷åðâíÿ, 2024, Ëóöüê�Ñâiòÿçü,

Óêðà¨íà.

11. V Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà 145 ði÷÷þ Ãàíñà Ãàíà, 23-27

âåðåñíÿ, 2024, ×åðíiâöi, Óêðà¨íà.

12. Íàóêîâèé ñåìiíàð ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî

óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ïðîôåñîð, äîêòîð

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Ì. Ñòàíæèöüêèé òà ïðîôåñîð, äîêòîð ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Â. Êàïóñòÿí. Çà ó÷àñòi ïðîôåñîðiâ, äîêòîðiâ ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê � Ì. Ô. Ãîðîäíüîãî, I. Î. Ïàðàñþêà òà Î. Â. Ìàðòèíþê.

(Êè¨â, Óêðà¨íà, 05 ëþòîãî 2025 ð.)

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi ó
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ñiìíàäöÿòè íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç ÿêèõ òðè ñòàòòi [1 � 4] òà òðèíàäöÿòü òåç

ó ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [5 � 18]. Ñòàòòþ [1] îïóáëiêîâàíî ó

âèäàííi, ùî âíåñåíî äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà¨íè êàòåãîði¨

"Á". Ñòàòòþ [2] îïóáëiêîâàíî ó ìiæíàðîäíîìó æóðíàëi, ÿêèé iíäåêñó¹òüñÿ

ó íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus òà Web of Science òà âõîäèòü äî êâàðòèëÿ Q3

âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal and Country Rank. Ñòàòòþ [3]

íàäðóêîâàíî ó íàóêîâîìó ôàõîâîìó âèäàííi Óêðà¨íè êàòåãîði¨ "Á" . Ñòàòòþ

[4] íàäðóêîâàíî ó íàóêîâîìó ôàõîâîìó âèäàííi Óêðà¨íè êàòåãîði¨ "Á" , ùî

iíäåêñó¹òüñÿ ó íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus.

Îáñÿã i ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié

óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè, âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà

ïiäðîçäiëè, âèñíîâêó, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêó, ÿêèé ìiñòèòü

ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ

ðåçóëüòàòiâ. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 201 ñòîðiíêà. Îáñÿã îñíîâíîãî

òåêñòó äèñåðòàöi¨ 187 ñòîðiíîê. Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè çàéìà¹ 10

ñòîðiíîê i íàëi÷ó¹ 116 íàéìåíóâàíü. Äîäàòêè çàéìàþòü 4 ñòîðiíêè i ìiñòÿòü

ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ

äèñåðòàöi¨.

Çìiñò ðîáîòè. Ó âñòóïi âèçíà÷åíî ìåòó, îá'¹êò, ïðåäìåò, çàâäàííÿ òà ìå-

òîäè äîñëiäæåííÿ, íàâåäåíî íàóêîâó íîâèçíó òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðè-

ìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îõàðàêòåðèçîâàíî îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, íàâåäåíî

ñïèñîê êîíôåðåíöié òà íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ, íà ÿêèõ äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðî-

éøëà àïðîáàöiþ, òà êîðîòêèé çìiñò ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìàòèêîþ äèñåðòà-

öiéíî¨ ðîáîòè òà ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ iíøèìè àâòîðàìè. Òàêîæ öåé ðîçäië

ìiñòèòü ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç iç äåÿêèìè ðîáîòàìè, ùî ìiñòÿòü ïîäiáíi ðåçóëü-

òàòè, õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäiâ äîñëiäæåíü, âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëüíèõ

ðiâíÿíü.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ìåòîäè àñèì-

ïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ ñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó çà ðiçíèõ óìîâ íà êîåôi-

öi¹íòè îñíîâíî¨ ìàòðèöi.

Äîñëiäæåíî ñèñòåìó
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εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x),

äå A(x, ε) ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

à A0(x) i A1 ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

−b(x) −a(x) 0

 , A1 =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

a(x), b(x), H(x) ∈ C∞[0, l]

Îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè îñíîâíî¨ ìàòðèöi ìàþòü ðiçíi çíàêè,

òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Äëÿ äàíîãî âèïàäêó ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiä-

ïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çi ñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü çi ñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; çðîáëåíî îöiíêó îòðè-

ìàíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó; íàâåäåíî ïðèêëàä äëÿ ÿâíîãî âèïàäêó ã(x),

b(x).

Ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äëÿ óìîâ, êîëè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi

ìàþòü îäíàêîâi çíàêè äëÿ îäíîðiäíî¨ òà íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0.

Äëÿ äàíîãî âèïàäêó ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiä-

ïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çi ñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü çi ñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; çðîáëåíî îöiíêó îòðè-
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ìàíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó ðiâ-

íîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó äëÿ íåñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâî-

ðîòó çà ðiçíèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè îñíîâíî¨ ìàòðèöi.

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Äëÿ äàíîãî âèïàäêó ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiä-

ïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

íåñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç íåñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; çðîáëåíî îöiíêó îòðè-

ìàíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó; íàâåäåíî ïðèêëàä äëÿ ÿâíîãî âèïàäêó ã(x),

b(x).

Òàêîæ áóëî ïðîàíàëiçîâàíî âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ìàþòü

îäíàêîâi çíàêè.

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Äëÿ äàíîãî âèïàäêó ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiä-

ïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

íåñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; àñèìïòîòèêó ôîðìàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç íåñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó; çðîáëåíî îöiíêó îòðè-

ìàíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó.

Ó âèñíîâêàõ ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ïîäÿêà. Àâòîð äèñåðòàöi¨ âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó

êåðiâíèêó � äîêòîðó òåõíi÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Ñîá÷óêó Âàëåíòèíó Âî-

ëîäèìèðîâè÷ó � çà ïîñòàíîâêó ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨ çàäà÷, ïîñòiéíó

ïiäòðèìêó, óâàãó òà äîïîìîãó â ðîáîòi.
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Ðîçäië 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÍÈÕ ÄÆÅÐÅË ÇÀ ÒÅÌÎÞ

ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îãëÿäó âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ òåìàòèêè

äèñåðòàöi¨, êîðîòêié õàðàêòåðèñòèöi ïiäõîäiâ äî àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàí-

íÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó, íàâå-

äåíî êëàñèôiêàöiþ òî÷îê çâîðîòó, âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü

òà iíøi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi íåîáõiäíi â ïîäàëüøié ðîáîòi.

1.1 Àñèìïòîòè÷íà òåîðiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ðiâíÿíü ó ñêàëÿðíié ôîðìi

Â ïðèêëàäíié ñôåði âèíèêàþòü çàäà÷i ç ïîðóøåííÿì ñòàáiëüíîñòi ñïåêòðó.

Îäíèì ç ðiçíîâèäiâ òàêîãî âèäó ïîðóøåíü ñòàáiëüíîñòi ¹ çàäà÷i ç òî÷êàìè

çâîðîòó. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç òî÷êàìè çâîðîòó ¹ ïîòóæíèì i åôåêòèâ-

íèì ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì äëÿ âèâ÷åííÿ øèðîêîãî êëàñó ïðîáëåì, ùî âè-

íèêàòü â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè, ìåõàíiöi, ôiçèöi, ãåîôiçèöi, iíôîðìàòè-

öi òà iíøèõ ëàíêàõ ïðèðîäíè÷èõ íàóê. Ãðóíòîâíi äîñëiäæåííÿ òà ðîçóìiííÿ

îñîáëèâîñòåé ïðèðîäè òàêèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, äàþòü íàì ìîæëèâiñòü

âèâ÷àòè øèðîêèé êëàñ ÿâèù, ÿêi âèíèêàòü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, ðàäiîåëå-

êòðîíiöi òà iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè òà òåõíîëîãiÿõ. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî òàêîãî

âèäó ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ïîêè ùî, íå ìîæëèâî ðîçãëÿäàòè ç òî÷êè çîðó çà-

ãàëüíèõ òåîðåòè÷íèõ çàñàä. Êîæíà çàäà÷à ïîòðåáó¹ iíäèâiäóàëüíîãî ïiäõîäó

ç ìåòîþ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó, âêëþ÷àþ÷è îñîáëèâó

òî÷êó.

Âèâ÷åííþ òà äîñëiäæåííþ ïèòàííÿ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷

ç òî÷êîþ çâîðîòó ïðèñâÿ÷åíèé øèðîêèé ñïåêòð íàóêîâèõ ðîáiò. Îñíîâè öüîãî
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íàïðÿìêó äîñëiäæåíü áóëè çàêëàäåíi â ðîáîòàõ [38, 76]. Íåäîëiêè îäåðæàíèõ

ðåçóëüòàòiâ ó [76] äàëè ïî÷àòîê äëÿ ðîçâèòêó öiëî¨ òåîði¨. Òàê, îäíî÷àñíå

âèâ÷åííÿ ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

y′′(x, λ) + [λ2 · r(x) + p(x)]y(x, λ) = h(x), (1.1)

äåêiëüêîìà íàóêîâöÿìè ñòàëî íàñëiäêîì âiäêðèòòÿ íîâîãî ìåòîäó, ÿêèé çãî-

äîì îäåðæàâ íàçâó ìåòîäó WBKJ (Wentzel,Brillouin,Kramers,Je�reys) àáî ìå-

òîäó çøèâàííÿ. WBKJ ìåòîä íå âiäíîñèòüñÿ äî àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ [47],

ÿêi äîçâîëÿòü ïîáóäóâàòè ðiâíîìiðíó àñèìïòîòèêó ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ, òîá-

òî ðiâíÿííÿ (1.1), àëå âií ¹ îäíèì iç îñíîâíèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñôîðìóëþ¹ìî êîðîòêî îñî-

áëèâîñòi òåõíiêè çøèâàííÿ.

� Â ðiâíÿííi (1.1) ïîêëàäåìî

r(x) = xr̃(x),

äëÿ âñiõ x ç âiäðiçêà [−a, a].

� Äëÿ r(x) > 0 ðîçâ'ÿçîê áóäå ìàòè âèãëÿä

y+(x, λ) ∼= [r(x)]−
1
4 · [C1cosλφ1(x) + C2sinλφ1(x)].

� Äëÿ r(x) < 0 ðîçâ'ÿçîê çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

y−(x, λ) ∼= [r(x)]−
1
4 · [C3expλφ2(x) + C4expλφ2(x)].

Öi íàáëèæåííÿ íàçèâàþòü çîâíiøíiìè íàáëèæåííÿìè äî ðîçâ'ÿçêó.

Ç ïîáóäîâàíèõ íàáëèæåíü áà÷èìî, ùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x = 0 õà-

ðàêòåð ðîçâ'ÿçêó çìiíþ¹òüñÿ ç åêñïîíåíöiàëüíîãî íà êîëèâíèé, àáî íàâ-

ïàêè. Òîìó íóëi ôóíêöi¨ r(x) íàçèâàþòü òî÷êàìè çâîðîòó ðiâíÿííÿ

(1.1).

� Êîëè àðãóìåíò ïðÿìó¹ äî íóëÿ (äî òî÷êè çâîðîòó) îäåðæàíi ðîçâ'ÿçêè ¹

íåïðèäàòíèìè, òîìó çãiäíî ìåòîäó íåîáõiäíî ââåñòè çàìiíó

t = x · λν, ν > 0.
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Òîäi ðiâíÿííÿ (1.1) ïðèéìå âèãëÿä

d2y(t, λ)

dt2
+ {λ2−3νtr̃(tλ−ν) + λ−2νp(tλ−ν)} · y(t, λ) = h(x).

ßêùî λ→ ∞, òî ãîëîâíà ÷àñòèíà îäåðæàíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

ω(t) = 0, ν <
2

3
, ω′′(t) = 0, ν >

2

3
,

d2W (t)

dt2
+ tr̃(0)W (t) = 0, ν =

2

3
.

Àíàëiçóþ÷è îòðèìàíi òðè ðiâíÿííÿ ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ðîçâ'ÿçêè

ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü íå ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çøèâàííÿ çîâíiøíiõ íà-

áëèæåíü. Â òðåòüîìó ðiâíÿííi âèêîíà¹ìî çàìiíó

z = −t 3

√
r̃(0).

Òîäi òðåò¹ ðiâíÿííÿ ïåðåéäå ó ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

TW (z) ≡ W ′′(z)− zW (z) = 0,

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

W (z) = γ1Ai(z) + γ2Bi(z).

Ai(z), Bi(z)� äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ

ôóíêöiÿìè Åéði. Ôóíêöiÿ W (z) ¹ íóëüîâèì íàáëèæåííÿì äî ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿííÿ (1.1) â îêîëi òî÷êè çâîðîòó. Îäåðæàíå íàáëèæåííÿ ¹ âíóòðiøíiì

íàáëèæåííÿì äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.1).

� Íàñòóïíèì åòàïîì öi¹¨ òåõíiêè ¹ ïðîöåñ çøèâàííÿ âíóòðiøíiõ i çîâíiøíiõ

íàáëèæåíü. Äëÿ öüîãî êîæåí âèä íàáëèæåíü âèðàæàþòü ÷åðåç çìiííó t.

W (−t 3

√
r̃(0)) ∼= t−

1
4π−

1
2 [r̃(0)]−

1
12 ·
[
γ1sin

(2
3

√
r̃(0)t

3
2 +

π

4

)
+

+γ1cos
(2
3

√
r̃(0)t

3
2 +

π

4

)]
.
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y+(x, λ) ∼= [r(x)]−
1
4

[
a1cos

(
λ

∫ x

0

√
r(x)dx+

π

4

)
+

+b1sin
(
λ

∫ x

0

√
r(x)dx+

π

4

)]
,

y−(x, λ) ∼= [r(x)]−
1
4

[
a1exp

(
−λ
∫ x

0

√
−r(x)dx

)
+

+b1exp
(
λ

∫ x

0

√
−r(x)dx

)]
,

äå

a1 =
[r̃(0)]

1
6

λ
1
6

√
π
γ2, b1 =

[r̃(0)]
1
6

λ
1
6

√
π
γ1.

Îòæå, íóëüîâå íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.1) áóëî îäåðæàíî ó âè-

ãëÿäi ñóìè äâîõ çîâíiøíiõ íàáëèæåíü i îäíîãî âíóòðiøíüîãî íàáëèæåííÿ.

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òàêîãî ïiäõîäó äëÿ îäåðæàííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

âiäáóâàâñÿ ó äâîõ íàïðÿìêàõ:

� ½êîìïëåêñíèé ìåòîä� Öâààíà;

� òåõíiêà ½ðiâíîìiðíèõ íàáëèæåíü� Ëàíãåðà.

½Êîìïëåêñíèé ìåòîä� ïåðåäáà÷à¹ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i ç òî÷êîþ çâîðîòó ó

äâîõ îáëàñòÿõ (îäíà ç ÿêèõ ¹ êîìïëåêñíîþ, ùî çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi âiä òî-

÷êè çâîðîòó), i ïî¹äíóþòüñÿ òðà¹êòîði¹þ, âçäîâæ ÿêî¨ ÂÊÁ ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü

[3]. Öåé ìåòîä áóâ âèíàéäåíèé Öâààíîì ó 1929 ðîöi. Â ðîáîòi [116] âií çàïðîïî-

íóâàâ iäåþ âèõîäó â êîìïëåêñíó îáëàñòü ç ìåòîþ îäåðæàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

ç òî÷êîþ çâîðîòó. Òàêèì ÷èíîì Öâààíó âäàëîñÿ îäåðæàòè ïðîäîâæåííÿ äëÿ

íàáëèæåíü, óíèêàþ÷è òî÷êè çâîðîòó âöiëîìó, çîñåðåäèâøè óâàãó íà õàðàêòå-

ði êîåôiöi¹íòiâ â îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêàõ. Öåé ìåòîä âäàëî áóâ çàñòîñîâàíèé

äî ðÿäó çàäà÷ Êåìïåëîì [49, 50]. Furry W. H. â ðîáîòi [32] äëÿ îäåðæàííÿ

ôîðìóë çâ'ÿçêó òàêîæ âèêîðèñòàâ öåé ìåòîä, àëå ïðè äîâåäåííi âðàõóâàâ òîé

ôàêò, ùî ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìàþòü áóòè îäíîçíà÷íèìè,

÷èì ñïðîñòèâ âèñíîâêè. Éîãî iäå¨ áóëè ïiäõîïëåíi J. Heading [39] i îá'¹äíàíi â

çàãàëüíó òåîðiþ, ÿêà çàñòîñîâóâàëàñü äî êëàñó çàäà÷ ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ

òî÷îê çâîðîòó áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó äëÿ ðiçíîãî òèïó ðiâíÿíü áiëüø çàãàëüíèõ

íiæ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà. Óìîâè çàñòîñóâàííÿ ½êîìïëåêñíîãî ìåòîäó� áóëè

ðåòåëüíî ïðîàíàëiçîâàíi â ïóáëiêàöiÿõ Fr�oman [35, 36].

27



Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ½êîìïëåêñíèé ìåòîä� ¹ äóæå âäàëèì iíñòðóìåíòîì

äëÿ îäåðæàííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ôîðìóëàìè i òåõíi÷íî äîñèòü ïðîñòèì, àëå äëÿ

ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ íååôåêòèâíèì. Òðóäíîùi ïðè âèêîðèñòàííi ìåòîäà

Öâààíà âèíèêàþòü â òèõ çàäà÷àõ, ÿêi ìiñòÿòü äåêiëüêà òî÷îê çâîðîòó, îñêiëü-

êè ìàòåìàòè÷íi âèêëàäêè ¹ äîñèòü ãðîìiçäêèìè.

Â îñíîâi äðóãîãî íàïðÿìêó ëåæèòü òåõíiêà ½ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ�, äëÿ

ÿêî¨ õàðàêòåðíå çîáðàæåííÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ ÷åðåç

ðîçâ'ÿçîê ïðîñòiøîãî (áëèçüêîãî) ðiâíÿííÿ, ÿêå çáåðãià¹ ãîëîâíi âëàñòèâîñòi

ïåðøîãî.

Òåîðåòè÷íi îñíîâè äëÿ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-

íÿíü òèïó (1.1), òîáòî ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi âêëþ÷àþòü i òî÷êó çâîðîòó, áóëè çà-

êëàäåíi â ðîáîòàõ [2, 66, 67, 73, 81, 91, 111]. Ïðîòå ñëiä çàóâàæèòè, ùî âñi öi

äîñëiäæåííÿ çàñòîñîâóâàëèñü ëèøå äî îäíîðiäíèõ çàäà÷.

Áàçîâîþ ïëàòôîðìîþ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ ¹

òåîðiÿ Ëàíãåðà-ÌàêÊåëâåÿ (äëÿ êëàñó ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó) i Ëàíãåðà-

Áðåãà (äëÿ êëàñó ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó) [80].

Ðóäîëüô Ëàíãåð âèíàéøîâ ìåòîä ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè

ðîçâ'ÿçêó äëÿ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïðîñòîþ òî÷êîþ çâîðîòó. Iäåÿ Ëàí-

ãåðà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá ïðåäñòàâèòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ, äîñëiäæó¹òüñÿ ÷å-

ðåç ðîçâ'ÿçêè ñïîðiäíåíîãî ½related� àáî ïîðiâíÿëüíîãî ½comparison� ðiâíÿííÿ.

Âîíà áóëà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [60] i âèêîðèñòàíà ðÿäîì àâòîðiâ òàêèõ ÿê

Ô. Îëâåð, Ò. ×åðði òà iíøèìè ìàòåìàòèêàìè [95, 115]. Çãiäíî ìåòîäó Ëàíãåðà

ðiâíîìiðíà àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó äëÿ ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðåäñòàâëÿ-

¹òüñÿ ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêó ñïîðiäíåíîãî ðiâíÿííÿ i éîãî ïîõiäíî¨.

Àëå íà âiäìiíó âiä ìåòîäó Ëióâiëëÿ-Ãðiíà i WBKJ ìåòîäiâ âií âèáèðà¹ ôóí-

êöiþ φ(x) ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

φ(x)[φ′(x)]2 = r(x), φ(0) = 0,

i â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹

φn(x) =


−
(
−3

2

∫ x
0

√
−r(x)dx

) 2
3

, êîëè x ≤ 0;(
3
2

∫ x
0

√
r(x)dx

) 2
3

, êîëè x ≥ 0.

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ äîçâîëèëè ðîçøèðèòè ìåòîä ïîðiâíÿëüíèõ ðiâíÿíü,
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ðîçðîáëåíèé äëÿ êëàñó ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, íà êëàñ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïî-

ðÿäêó. Â ðîáîòàõ [2, 66, 67] áóëà âèêîðèñòàíà iäåÿ Ð. Ëàíãåðà, ÿêà ïîëÿãà¹

ó ñïðîùåííi äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíèõ ïåðåòâî-

ðåíü, ÿêi äiþòü â îáìåæåíié îáëàñòi, ùî ìiñòèòü òî÷êó çâîðîòó. Ïåðåòâîðåííÿ

âèêîíóþòüñÿ äî òèõ ïið, ïîêè ïîñòàâëåíà çàäà÷à íå áóäå çâåäåíà äî äåÿêîãî

ñïåöiàëüíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç âiäîìîþ àñèìïòîòèêîþ. Ïðè ÷î-

ìó ìà¹ âèêîíóâàòèñü íàñòóïíà óìîâà: àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè öèõ äâîõ çàäà÷

ìàþòü áóòè àñèìïòîòè÷íî ðiâíi. Îòæå, òàêà ìåòîäèêà ðåçóëüòàòèâíà â òîìó

âèïàäêó, ÿêùî òàêå ñïðîùåíå ½åòàëîííå� ðiâíÿííÿ iñíó¹.

Ìåòîä ½åòàëîííèõ� ðiâíÿíü òà éîãî ìîäèôiêàöi¨ âèÿâèëèñü äóæå åôåêòèâ-

íèìè äëÿ àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó áàãàòüîõ çàäà÷ [7, 8, 21�24]. Âií ïîëÿãà¹

ó òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê äàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âèðàæàþòü çà äî-

ïîìîãîþ âæå äîñëiäæåíîãî ðiâíÿííÿ àáî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨

äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i.

Äëÿ ïðîñòèõ òî÷îê çâîðîòó åòàëîííèì ¹ ðiâíÿííÿ Åéði [95, 99]. Âîíî äî-

çâîëÿ¹ îïèñàòè ïîâåäiíêó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé ðiâíîìiðíî íàáëè-

æåíèé äî âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, â îêîëi òî÷êè çâîðîòó.

Iñíó¹ äâi ôîðìè ðiâíÿííÿ Åéði, ÿêèìè êîðèñòóþòüñÿ â ñó÷àñíîìó àñèìïòî-

òè÷íîìó àíàëiçi ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷ ç àëãåáðà¨÷íîþ òî÷êîþ çâîðîòó [6].

Ïåðøà ç íèõ � öå ðiâíÿííÿ Åéði âèãëÿäó

TU(t) ≡ U ′′(t) + tU(t) = 0.

Éîãî âëàñòèâîñòi âïåðøå áóëè âèâ÷åíi À.À. Äîðîäíiöèíèì â ðîáîòi [30]. Òàêîþ

ôîðìîþ çàïèñó êîðèñòóâàëèñü À.À. Äîðîäíiöèí, Ñ.Î. Ëîìîâ, Â.Ì. Áîáî÷êî,

Â.Î. Áîëiëèé.

Ó ñâî¨é ìîíîãðàôi¨ Ñ.Î. Ëîìîâ[77] âïåðøå äîñëiäèâ íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ

ç òî÷êàìè çâîðîòó. Âií çàñòîñóâàâ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ äëÿ ïîáóäîâè ðiâíî-

ìiðíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äî çàäà÷ ç íåñòàáiëüíèì ñïåêòðîì. Äëÿ

ïîáóäîâè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó áóëî âèêîðèñòàíî ç÷èñëåííó êiëüêiñòü iñòî-

òíî îñîáëèâèõ ôóíêöié ψk(t) òà ¨õ ïîõiäíèõ, äå

ψ−1(t) ≡ ψ(t),

ψk(t) ≡
∫ t

∞
K(t, τ)ψk−1(τ)dτ,
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äå K(t, τ) ≡ W2(t)W1(τ) − W1(t)W2(τ), Wk(t), k = 1, 2�äâà ëiíiéíî íåçàëå-

æíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Åéði-Äîðîäíiöèíà. Ïðè öüîìó ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ç

êîæíèì iòåðàöiéíèì êðîêîì ìiñòÿòü âñå íîâi i íîâi IÎÔ ψk(t), ïðè öüîìó ¨õ

ñòðóêòóðà óñêëàäí¹òüñÿ ç êîæíî iòåðàöi¹þ. Öåé ôàêò ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ

íåäîëiêiâ ìåòîäó, çàïðîïîíîâàíîãî Ñ.Î. Ëîìîâèì [77].

Ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíèõ ôóíêöié, çàïðîïîíîâàíèé Â.Î. Áîáî÷êî ó ìîíî-

ãðàôi¨ [6], äîçâîëèâ ïîáóäóâàòè ðiâíîìiðíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ

ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ ç òî÷êàìè çâîðîòó ðiçíîãî òèïó. Ïðè öüîìó äëÿ ïîáóäîâè

÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó áóëî âèêîðèñòàíî ëèøå îäíó IÎÔ ψ(t) òà ¨¨ ïîõiäíó.

Òàêîæ ðîçãëÿíóòî âèïàäêè ðiçíèõ òî÷îê çâîðîòó: ñòàáiëüíî¨, íåñòàáiëüíî¨,

âíóòðiøíüî¨, ñèëüíî¨, êðàòíî¨ òà êîìïëåêñíî¨.

Iíøîþ ôîðìîþ çàïèñó êîðèñòóâàëèñü Ð. Ëàíãåð, Â. Âàçîâ, Â.Ô. Ôåäîðþê

[6]

TW (t) ≡ U ′′(t)− tU(t) = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

W (t) = γ1Ai(t) + γ2Bi(t),

äå Ai(t),Bi(t)�äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ

ôóíêöiÿìè Åéði.

Ó ìîíîãðàôi¨ [100] äëÿ âèïàäêó êðàòíî¨ i äðîáîâî¨ òî÷êè çâîðîòó çàïðîïî-

íîâàíî ìîäåëüíå ðiâíÿííÿ âèäó

U ′′(t) + tm−2U(t) = 0,

äå m > 0. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ, êîëè m ¹

ïàðíèì àáî íåïàðíèì ÷èñëîì.

Äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî ïðè âèâ÷åííi ñêàëÿðíèõ çàäà÷ ç äèôåðåíöiàëü-

íîþ òî÷êîþ çâîðîòó êðàùå çàñòîñîâóâàòè äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Åéði-

Äîðîäíiöèíà [7, 8]

T̃ ≡ ∂3

∂t3
± t

∂

∂t
≡ T

∂

∂t
.

Íàñòóïíèì âàæëèâèì êðîêîì äëÿ ðîçâèòêó çàäà÷ ç òî÷êàìè çâîðîòó ñòà-

ëè ôiçè÷íi çàäà÷i, â ÿêèõ ìàëèé ïàðàìåòð ε âiäïîâiäà¹ ìàëié â'ÿçêîñòi àáî
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âèñîêié øâèäêîñòi. Íà ïðàêòèöi òàêîãî ðîäó çàäà÷i äàþòü ìîæëèâiñòü ñïðî-

ãíîçóâàòè â ÿêèé ñàìå ìîìåíò ìàëi çáóðåííÿ ¹ ïðè÷èíîþ ïåðåõîäó ïîòîêó âiä

ëàìiíàðíîãî äî òóðáóëåíòíîãî. Íàéáiëüø âiäîìèì òèïîì òàêèõ ðiâíÿíü ¹ ðiâ-

íÿííÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà, ÿêå ÿâëÿ¹ ñîáîþ íàéïðîñòiøó ôiçè÷íî ïðèéíÿòíó

ìîäåëü ó äîñëiäæåííÿõ, ùî ìàþòü âðàõóâàòè äîäàòêîâi âïëèâè (òðèâèìið-

íiñòü, êðèâèçíà ñòií, íåëiíiéíiñòü, íåñòàöiîíàðíiñòü, òåìïåðàòóðà, ìàãíiòíå

òà åëåêòðè÷íå ïîëå, ñòèñëèâiñòü òîùî)[37]:

1

αR

(
ϕ′(4)− 2α2ϕ(2) + α4ϕ

)
= i
(
[w(x)− c][ϕ(2) − α2ϕ]− w2(x)ϕ

)
,

äå w(x)-çàäàíà ôóíêöiÿ, α,R-äiéñíi ïàðàìåòðè, c-êîìïëåêñíèé ïàðàìåòð.

Ðiâíÿííÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà - öå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 4-

ãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi çàëåæàòü âiä ïðîôiëþ øâèäêî-

ñòi îñíîâíîãî ïîòîêó. Éîãî ñïåêòðàëüíèé àíàëiç ùå íå çàâåðøåíèé, íàâiòü

äëÿ ïðîñòèõ ïðîôiëiâ øâèäêîñòi. Ó çâ'ÿçêó ç öèì áóëî ðîçðîáëåíî âåëèêó

êiëüêiñòü àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ [40, 72, 74, 108, 109]. Òåîðåòè÷íi îñíîâè çà-

êëàäåíi â ðîáîòàõ Ãåéçåíáåðãà, Òóëëìåíà i Ëiíà. Íåçâàæàþ÷è íà íåäîëiêè ó

äîñëiäæåííÿõ, ¨ì âäàëîñÿ äîñëiäèòè âñi îñíîâíi àñïåêòè öüîãî ïèòàííÿ, ùî

ó ìàéáóòíüîìó ñòàëî ïiäãðóíòòÿì äëÿ ïîáóäîâè ïîâíèõ ðiâíîìiðíèõ íàáëè-

æåííü. Òàê, äëÿ ðiâíÿííÿ âèäó

ε2U (4) + xψ(x, ε)U ′′ + b(x, ε)U = 0,

Ãåéçåíáåðã [40] îäåðæàâ ÷îòèðè ôóíêöi¨, ÿêi ìîæíà áóëî ââàæàòè íàáëèæå-

íèìè ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ïðè ìàëèõ ε

Ûj(x, ε) = x−
5
4exp

{
(−1)j−1 i

ε

∫ x

0
(tψ(t, 0))

1
2dt
}
, j = 1, 2

Ûj = Ûj0(x) + Ûj1(x)ε. j = 3, 4.

Äå ôóíêöi¨ Ûj0, Ûj1 � öå âíóòðiøíi ðîçâ'ÿçêè. Ôóíêöi¨ Uj0, j = 3, 4 � äâà

íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ

xψ(x, 0)U ′′
0 + b(x, 0)U0 = 0.

Àëå öi ÷îòèðè ðîçâ'ÿçêè íå óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ â
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ïîâíîìó êîìïëåêñíîìó îêîëi òî÷êè x = 0. Òîìó Ãåéçåíáåðã ââiâ íîâó çìiííó

τ = ε−
2
3x i îäåðæàâ íîâå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

d4U

dτ 4
+ τψ(τε

2
3 , ε)

d2

dτ 2
+ ε

2

3
b(τε

2
3 , ε)U = 0.

Äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ, éîìó âäàëîñÿ îäåðæàòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó

ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ ãîëîìîðôíèìè ïî ε
1
3 â òî÷öi ε = 0 â îáìåæåíié îáëàñòi

τ -ïðîñòîðó.

Òåîðiÿ Ãåéçåíáåðãà áóëà êðèòè÷íî ðîçãëÿíóòà, äåùî çìiíåíà i äîäàòêîâî

îïðàöüîâàíà àìåðèêàíñüêèì ìàòåìàòèêîì i ìåõàíiêîì êèòàéñüêîãî ïîõîäæå-

ííÿ Ëiíü Öçÿ-Öçÿî [72].

Àëüòåðíàòèâíèé íàïðÿì áóâ âèêîðèñòàíèé Òóëëìåíîì [108, 109].

Çàñòîñóâàííÿ âèùå âêàçàíèõ ìåòîäiâ äî ðiâíÿííÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà, äî-

çâîëÿ¹ îäåðæàòè ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi ðÿäiâ çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà

ε = (α · Re)−1. Öi ðÿäè íåïåðåðâíi äëÿ ε > 0 i äèñêðåòíi äëÿ ε = 0, ùî ¹

ïðè÷èíîþ âèíèêíåííÿ òàêîãî ìàòåìàòè÷íîãî ôåíîìåíà ÿê ëiíi¨ Ñòîêñà, ÿêi

ç'ÿâëÿþòüñÿ ç òî÷îê çâîðîòó [74, 75].

Ðåòåëüíèé àíàëiç òî÷îê çâîðîòó äëÿ òàêîãî òèïó ðiâíÿíü áóâ ðîçïî÷àòèé

Â. Âàçîâèì. Äîñëiäæåííÿì ðiâíÿííÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà ç äåêiëüêîìà òî-

÷êàìè çâîðîòó çàéìàâñÿ Â. Ðåéä. Ç ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íî¨ àñèìïòî-

òè÷íî¨ òåîði¨, ðîçðîáëåíî¨ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òåîðiÿ ðiâíÿíü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ïðåäñòàâëåíà ðîáîòàìè [69, 70, 73, 87,

88, 91, 111]. Àêòóàëüíîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ íà òîé ÷àñ áóëà ïðîáëåìà ïîáóäî-

âè àñèìïòîòè÷íèõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ ó âóçüêîìó îêîëi òî÷êè çâîðîòó,

âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ñïîðiäíåíèõ ðiâíÿíü, òåõíiêó óçãîäæåííÿ àñèìïòîòè-

÷íèõ ðîçâèíåíü àáî áàãàòîìàñøòàáíèé ìåòîä.

Òåîðiÿ Ð. Ëàíãåðà äëÿ çàäà÷ ãiäðîäèíàìi÷íî¨ ñòiéêîñòi áóäó¹òüñÿ íà éî-

ãî ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ, ïðèñâÿ÷åíèõ ðiâíÿííÿì òðåòüîãî ïîðÿäêó. Òàê, äëÿ

ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó [69, 70]

d4w

dz4
+ λ2

{
P (z, λ)

d2w

dz2
+Q(z, λ)

dw

dz
+R(z, λ)w

}
= 0, (1.2)

áóëî ïiäiáðàíå ñïîðiäíåíå ðiâíÿííÿ âèäó

V
′′′
+ λ2(zv′ + αv) = 0,

32



äå α�öå ïàðàìåòð, ÿêèé çàëåæèòü âiä λ i ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðÿä

α = Σ∞
0 λ

−nα(n).

Íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ ìåòîäó Ëàíãåðà ¹ òîé

ôàêò, ùî ïåðåòâîðåíå ðiâíÿííÿ ñòà¹ ôîðìàëüíî ïðîñòiøèì, àëå âîíî çáåðiãà¹

âñi iñòîòíi îñîáëèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, õàðàêòåðíèõ äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Àñèìïòîòè÷íà òåîðiÿ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó i ÷àñòêîâî òðåòüîãî

ïîâ'ÿçàíà ç òàê çâàíîþ àëãåáðà¨÷íîþ òî÷êîþ çâîðîòó. Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü

âèùèõ ïîðÿäêiâ âèìàãàþòü âèâ÷åííÿ áiëüø ñêëàäíèõ çàäà÷, ÿêi ìiñòÿòü äè-

ôåðåíöiàëüíó òî÷êó çâîðîòó [6].

Â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ ôóíäàìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâî-

ðîòó ñóòò¹âî ðîçøèðèëè íàóêîâi çíàííÿ â öié îáëàñòi. Òàê, Â.Î. Áîëiëèé ðà-

çîì ç Â.Ì. Áîáî÷êî â ðÿäi ðîáiò [21�24] ðîçãëÿíóëè êëàñ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ òî÷êà çâîðîòó x = 0 ¹ ïñåâäîäèôåðåíöi-

àëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó.

Ìåòîäîì ôóíäàìåíòàëüíèõ ôóíêöié äîñëiäæåíî ðiçíi âèïàäêè òî÷îê çâî-

ðîòó [6], ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ i äàíî îöiíêè çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ

àñèìïòîòèê.

Â ðîáîòàõ [7, 8] äîñëiäæóþòüñÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿ-

ííÿ, äëÿ ÿêèõ âèðîäæåíi ðiâíÿííÿ ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè i òî÷êà çâîðîòó ¹

ìíîæíèêîì áiëÿ ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ ó âèðîäæåíîìó ðiâíÿííi

Lε(x, ε) ≡ ε3y′′′(x, ε) + xã(x)y′(x, ε) + b(x)y(x, ε) = h(x),

εy′′(x, ε) + xã(x)y′(x, ε) + b(x)y(x, ε) = h(x),

à òàêîæ ðiâíÿííÿ òèïó Îððà-Çîììåðôåëüäà

εy(4)(x, ε) + xã(x)y′′(x, ε) + b(x)y′(x, ε) + c(x)y(x, ε) = h(x).

Äàíî îçíà÷åííÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó. Àâòîð, çàóâàæó¹, ùî ñòðó-

êòóðà ðîçâ'ÿçêiâ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä çíàêiâ êîåôiöiåíòiâ ã(x) òà b(x). Òîìó

âií íàãîëîøó¹ íà òîìó, ùî ñëiä ðîçðiçíÿòè ÷îòèðè âèïàäêè â çàëåæíîñòi âiä

çíàêiâ öèõ ôóíêöié [8]. Â. Áîáî÷êî óçàãàëüíþ¹ ðîçðîáëåíèé íèì ìåòîä äëÿ
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ðiâíÿíü ç àëãåáðà¨÷íîþ òî÷êîþ çâîðîòó, çàïðîïîíîâàíèé íèì ó [10? �12] íà

ðiâíÿííÿ ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó áóëè îòðèìàíi íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi ïðè

k = 1, 2

Yk(x, t, ε) = Uk(t)
[
Σp

s=0ε
sVsk(x) +O(εp+1)

]
+ U ′

k(t)
[
Σp

s=0ε
sQsk(x) +O(εp+1)

]
,

Y3(x, t, ε) = Ψ(t)
[
Σp

s=0ε
sfs(x) +O(εp+1)

]
+Ψ′(t)

[
Σp

s=0ε
sgs(x) +O(εp+1)

]
,

Y4(x, ε) = Σp
s=0ε

sfs(x) +O(εp+1),

äå Uk(t), Ψ(t)�iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, îïèñàíi â [6]. À òàêîæ ïîäàíî îöiíêè

äëÿ çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ âèäó

∥ξk(p+1)(x, t, ε)∥ ≤ Ap+1ε
− 1

4 , p ≥ 1, ∥ξ3(p+1)(x, t, ε)∥ ≤ Ap+1, p ≥ 0,

∥ξk1(x, t, ε)∥ ≤ A1, p = 1, 3, ∥ξ4(p+1)(x, t, ε)∥ ≤ Ap+1, p ≥ 0,

äå Ap+1 i A1 � ñòàëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä x.

Ó ìîíîãðàôi¨ [44] äîñëiäæåíî âiðòóàëüíi òî÷êè çâîðîòó. Íàãîëîøó¹òüñÿ, ùî

ñó÷àñíèé àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè WBKJ-ðîçâ'ÿçêè äëÿ

ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ çà äîïîìîãîþ ½íîâèõ� êðèâèõ Ñòîêñà, ÿêi âèõîäÿòü

iç âiðòóàëüíèõ òî÷îê çâîðîòó. Ïîâåðõí¹âå äîñëiäæåííÿ çâè÷àéíèõ WBKJ-

ðîçâ'ÿçêiâ íå äà¹ çìîãè âèÿâèòè òàêîãî âèäó òî÷êè çâîðîòó, òîìó Ò. Àîêi,

Ò. Êàâài òà Þ. Àêåi çàñòîñóâàëè ìiêðîëîêàëüíèé àíàëiç äî ïåðåòâîðåííÿ Áî-

ðåëÿ äëÿ ðiâíÿííÿ âèäó

Pψ =
( dm
dxm

+ q1(x)η
dm−1

dxm−1
+ . . .+ qm(x)η

m
)
ψ = 0,

äå qj(x)�ïîëiíîìè, η�äîäàòí¹ âåëèêå ÷èñëî.
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1.2 Ìåòîäè ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó

Â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âàæëèâå ìiñöå çàéìàþòü ñèñòåìè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì áiëÿ ïîõiäíèõ, ÿêi ùå íàçèâàþòü

ñèñòåìàìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÑÑÇÄÐ). Äîñëi-

äæåííþ òàêèõ ñèñòåì ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü íàóêîâèõ ïóáëiêàöié, ðîç-

ðîáëåíi ðiçíîìàíiòíi ìåòîäè ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ñèñòåì. Àñèìïòîòè÷íó

òåîðiþ ñèñòåì ïåðøîãî ïîðÿäêó âèäó:

εσ−→y ′ = A(z, ε)−→y , (1.3)

äå A(z, ε)�ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n× n, ÿêà ìà¹ àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ

A(z, ε) ≈ A0(z) + εA1(z) + · · · ,

ÿê çàçíà÷åíî â ðîáîòi [43], ìîæíà ïîäiëèòè íà òðè êëàñè:

− êëàñè÷íà òåîðiÿ ñèñòåì áåç òî÷îê çâîðîòó;

− òåîðiÿ ñèñòåì, ÿêi ïiäëÿãàþòü ïîíèæåííþ ïîðÿäêà àáî áëî÷íié äiàãîíà-

ëiçàöi¨;

− òåîðiÿ ñèñòåì ç òî÷êàìè çâîðîòó, ÿêi íå ìîæíà ñïðîñòèòè.

Ðîçâèòîê àñèìïòîòè÷íî¨ òåîði¨ äëÿ çàäà÷, ñïåêòð âèðîäæåíîãî îïåðàòîðà

ÿêèõ ìà¹ ïðîñòó ñòðóêòóðó ðîçïî÷àâñÿ ç ðîáiò Øëüîçiíãåðà [105], Áiðêãîôà

[5]. Â öèõ ðîáîòàõ áóëî ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íî-

ãî ðiâíÿííÿ çàëèøàëèñü ïðîñòèìè íà âñüîìó âiäðiçêó, ÿêèé ïðîáiãà¹ çìiííà.

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ i óçàãàëüíåííÿ ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ âiäîáðàæåíi

â ðîáîòàõ ß.Ä. Òàìàðêiíà. Çîêðåìà, â ðîáîòi [106] âií ÷àñòêîâî ðîçãëÿíóâ

âèïàäîê êðàòíèõ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ i ïîáóäóâàâ àñèìïòî-

òè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Íåäîëiêîì òåîði¨

Øëüîçiíãåðà-Áiðêãîôôà-Òàìàðêiíà áóâ òîé ôàêò, ùî ¨õ äîñëiäæåííÿ áóëè

çîñåðåäæåíi íà îäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ [31].
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Äîñëiäæåííÿ çàäà÷, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî

ìiñòÿòü ìàëi ïàðàìåòðè áiëÿ ïîõiäíèõ ç'ÿâèëèñü â ðîáîòàõ À.Ì. Òèõîíîâà [26]

äëÿ ñèñòåì âèäó:
µdz

dt = F (z, y, t),
dy
dt = f(z, y, t), 0 ≤ t ≤ 0.

(1.4)

z òà y�âåêòîð-ôóíêöi¨ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi.

Çàäà÷i íà ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî íàáëèæåííÿ äëÿ z(t, µ), ÿêå á áóëî

ïðèäàòíå íà âñüîìó âiäðiçêó [0, T ], à òàêîæ çàäà÷à íà ïîáóäîâó íàáëèæåííÿ

áiëüø âèñîêî¨ òî÷íîñòi äëÿ ñèñòåìè (1.4) áóëè óñïiøíî ðîçâ'ÿçàíi ó÷åíèöåþ

À.Ì. Òèõîíîâà - À.Á. Âàñèëü¹âîþ [107]. Íåþ áóâ ðîçðîáëåíèé åôåêòèâíèé

àëãîðèòì ïîáóäîâè ðiâíîìiðíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ (1.4), à òàêîæ

äëÿ ñèñòåì âèäó
µdz

dt = −a(t)z + b(t)y + g(t),
dy
dt = c(t)z + d(t)y + h(t),

(1.5)

äå t ∈ [0, T ], a(t), b(t), c(t), d(t)�àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòîä ïîãðàíôóêöié, ðîçðîáëåíèé À.Á. Âàñèëü¹âîé òà ¨¨

ó÷íÿìè, íàïðèêëàä, Â.Ô. Áóòóçîâèì âäàëî çàñòîñîâó¹òüñÿ íå òiëüêè äëÿ çà-

äà÷ òèïó (1.5), àëå é äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, äèôåðåíöiàëüíî-

ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ [26]. Ïðîäîâæåííÿì äîñëi-

äæåíü â öüîìó íàïðÿìêó ñòàëà ðîáîòà [27], â ÿêié àâòîðè îïèñóþòü ìåòîäèêó

äîñëiäæåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíèõ ðiâíÿíü, à ïîòiì óçàãàëüíþþòü

îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íà n-ìiðíèé âèïàäîê. Äëÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ðiâíÿíü â ÷à-

ñòèííèõ ïîõiäíèõ ðîçðîáëåíî ìåòîä Âiøèêà-Ëþñòåðíèêà, ÿêèé áóëî îïèñàíî â

ðîáîòi [27]. Ìåòîäè Âiøèêà-Ëþñòåðíèêà i Âàñèëü¹âîé äîçâîëÿþòü àñèìïòîòè-

÷íî ðîçâ'ÿçóâàòè êðàéîâi çàäà÷i, â ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè åêñïîíåíöéiàëüíî ñïàäàþòü

ó íàïðÿìêó âiä ãðàíèöi [77].

Çàóâàæèìî, ùî àñèìïòîòè÷íå ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çà-

äà÷ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêîþ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ¨ì âiä-

ïîâiäà¹. Ðîçâèòîê àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ â òåîði¨ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü âiäáóâàâñÿ âiä âèïàäêó ïðîñòîãî ñïåêòðà õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿí-

íÿ äî áiëüø ñêëàäíèõ çàäà÷ ç êðàòíèìè i çíàêîçìiííèìèì êîðåíÿìè.

Àñèìïòîòè÷íà òåîðiÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ç òî÷êàìè

çâîðîòó ¹ óçàãàëüíåííÿì äîñëiäæåíü ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü â ñêàëÿðíié ôîðìi. Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ìåòîäè, îïèñàíi â ðîáîòàõ
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[6, 77, 100, 102, 112].

Ãîëîâíà iäåÿ äîñëiäæåíü Â.Âàçîâà çâîäèòüñÿ äî iäå¨ Ð. Ëàíãåðà i óçàãàëü-

íþ¹òüñÿ íà ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [113]. Ó

ñâî¨é ðîáîòi [110] âií çàóâàæó¹, ùî çàäà÷i ïîâ'ÿçàíi iç ñèñòåìàìè ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìàòü íàéïðîñòiøó ôîðìó, ïðèäàòíi

äëÿ íàéïðîñòiøèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ. Òîìó â öié ðîáîòi

âií íàìàãà¹òüñÿ ñïðîñòèòè, à íå îäåðæàòè ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè âèãëÿäó

ε
dy

dz
= A(z, ε)y. (1.6)

Òóò A(z, ε)�ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n× n iä äâîõ çìiííèõ z i ε, ÿêi âèçíà÷àòüñÿ

íåðiâíîñòÿìè âèãëÿäó

|z| ≤ z0, |ε| ≤ ε0, |argε| ≤ θ,

i ÿêà ìà¹ àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ

A(z, ε) ∼ Σ∞
0 Ar(z)ε

r, ε→ 0

ç ãîëîìîðôíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Çàñòîâóþ÷è òåîðåìó Ñèáóéÿ, i ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

y = T (z, ε)y∗,

ÿêå ïåðåâîäèòü ñèñòåìó (1.6) ó ñèñòåìó

ε
dy∗

dz
= A∗(z, ε)y∗,

ïðè ÷îìó ìàòðèöi A∗
j(z, ε) ìà¹ àèìïòîòè÷íi ðîçêëàäàííÿ ïî ε ç ãîëîìîðôíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè ðiâíîìiðíî çáiæíèìè â îáëàñòi, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíî-

ñòÿìè. Âàçîâ äîâîäèòü, ùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (1.6) çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî

âèïàäêó, êîëè A(0, 0) ¹ íiëüïîòåíòíîþ Æîðäàíîâî ìàòðèöåþ ó ñïðîùåíié

ôîðìi

ε
du

dz
= [B(z) + εm+1B̃m(z, ε)]u,

äå m �äîâiëüíå öiëå, B̃m(z, ε) îáìåæåíà â çàäàíié îáëàñòi, B(z)�ñïðîùåíà
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ìàòðèöÿ 
0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . .

0 0 0 . . . 0 1

an(z)z 1 0 . . . a2(z)z 0

 ,

äå a(z) ãîëîìîðôíi ó |z| ≤ z1.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé îòðèìàâ Â. Âàçîâ ó ñâî¨õ äîñëiäæåííÿõ ìîæíà

ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ó ñèñòåìi âèäó

εy′(x, ε)− A(x)y(x, ε) = h(x, ε),

äå ε → 0, xϵ[0, l], A(x) = (aij(x))
2
i,j=1�âiäîìà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïî-

ðÿäêó, h(x) = colomn(h1(x), h2(x))�çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, y(x) =

colomn(y1(x, ε), y2(x, ε)). Ìàòðèöþ A(x) âiäîìèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìîæíà

çâåñòè äî ìàòðèöi âèãëÿäó (
0 1

x 0

)
.

Â òàêîìó âèïàäêó ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñïðîùåíîþ ìàòðèöåþ. Àëå ó [111] ãî-

ëîâíîþ iäå¹þ òàêèõ ïåðåòâîðåíü ¹ òå, ùî ½íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà

ââàæàòè trA(x, 0) ≡ 0�. ßê çàçíà÷à¹òüñÿ, ó [9] òàêi ïåðåòâîðåííÿ i óìîâíî-

ñòi äîïóñòèìi ëèøå äëÿ äîñëiäæåííÿ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè. ßêùî ìîâà éäå ïðî

íåîäíîðiäíó ñèñòåìó, òî ¹ ñåíñ íàêëàäàòè áiëüø ñêëàäíi óìîâè

trA(x, 0) ≡ a11(x) + a22(x) ≡ 0,

detA(0, 0) = 0, detA′(0, 0) ̸= 0.

Âàãîìèé âíåñîê ó äîñëiäæåííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó íàëåæèòü Ì.I. Øêiëþ [102, 103] òà éîãî ó÷íÿì.

Â ðîáîòi [104] áóëî âñòàíîâëåíî äîñòàòíþ óìîâó äëÿ ïîáóäîâè ôîðìàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè âèãëÿäó

ε
1
r
dx

dt
= A(t, ε) · x, (1.7)
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ïðè óìîâi, ùî âîíà ìiñòèòü òî÷êó çâîðîòó. Ïðè ÷îìó A(t, ε)�ìàòðèöÿ ðîçìið-

íîñòi n× n, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ðîçêëàäàííÿ âèãëÿäó

A(t, ε) =
∞∑
i=0

εiAi(t),

äå A(t, ε)�øóêàíèé n�âèìiðíèé âåêòîð; rϵ N, tϵ [0, L]. Íàñëiäêè äîñëiäæåíü,

ïðîâåäåíèõ ó [104] áóëî ñôîðìóëüîâàíî ó âèãëÿäi òåîðåìè:

Òåîðåìà. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

∀i = 0,∞, Ai(t)ϵC
∞[0, L], L <∞,

ñèñòåìà (1.7) ìà¹ íà [0, L] òî÷êó çâîðîòó; iñíó¹ òàêå ÷èñëî K > 0, ùî êîðåíi

ðiâíÿííÿ

det∥A0(t) + εA1(t) + . . .+ εkAk(t)− λE∥ = 0,

∀ t [0, L] òà ε ϵ (0, L] ïðîñòi. Òîäi iñíó¹ ôîðìàëüíèé âåêòîð ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
(1.7) âèãëÿäó

φ(t, ε, h) = U(t, ε, h)Ψ(t, ε, h),

äå U�n×n�ìàòðèöÿ; Ψ�n-âèìiðíèé âåêòîð, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

h
dψ(t, ε, h)

dt
= Λ(t, ε, h)Ψ(t, ε, h);

òóò Λ�äiàãîíàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, ùî ðàçîì ç U(t, ε, h) çîáðàæó¹òüñÿ ðÿäîì

çà ñòåïåíÿìè h:

U(t, ε, h) = Σ∞
s=0h

sUs(t, ε), Λ(t, ε, h) = Σ∞
s=0h

sΛs(t, ε), h = ε
1
r .

Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä áóëî ðîçâèíóòî Ã.Â. Çàâiçiîíîì ó [114] i îäåðæàíî

îöiíêó

∥X −Xm∥ ≤ constεm+1−n+1
n ,

äå X�òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.7), Xm�m-íàáëèæåííÿ [31].

Ïðè öüîìó âèìàãàëîñü âèêîíàííÿ óìîâè

ReΛm < 0.
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Iíøèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ âêàçàíî¨ ïðîáëåìè çàïðîïîíîâàíî Â.Ï. ßêîâ-

öåì i ðîçâèíåíî ó ðîáîòàõ Þ.I. Êàðïåíêà [48]. Ñïåöèôiêà öüîãî ìåòîäó ïî-

ëÿãà¹ ó òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ðîçáèòòÿ îäèíèöi.

Ïðè äîâåäåííi àñèìïòîòè÷íîãî õàðàêòåðó íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà:

ReΛ0 < 0.

Â îáîõ âèïàäêàõ àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ âèðàæåíà â åëåìåíòàðíèõ

ôóíêöiÿõ.

Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ ïðè äîñëiäæåííÿ çà-

äà÷ íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè çðîáèëà âñåñâiòíüîâiäîìà Êè¨âñüêà ìàòåìàòè÷íà øêî-

ëà Êðèëîâà-Áîãîëþáîâà-Ìèòðîïîëüñüêîãî-Ñàìîéëåíêà [83�86]. Þ.Î. Ìèòðî-

ïîëüñüêèé ðàçîì iç À.Ì. Ñàìîéëåíêî ðîçðîáèëè àêñiîìàòè÷íó òåîðiþ ìåòîäó

óñåðåäíåííÿ. Öiêàâèì ¹ ïiäõiä À.Ì. Ñàìîéëåíêî òà I.Ã. Êëþ÷íèê, ÿêi ó ðÿäi

ðîáiò [52�55, 96] çàïðîïîíóâàëè àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïðîñòîþ i êðàòíîþ òî÷êîþ çâîðîòó. Äëÿ òàêî-

ãî âèäó ñèñòåì áóëè îòðèìàíi óìîâè i äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó øëÿõîì

çâåäåííÿ ñèñòåìè äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ìà-

òðèöåþ ïåðåòâîðåííÿ.

y′ = A(x)y + A1(x)y1. (1.8)

εy′ = (B(x)y + εB1)(x)y1 + εB2(x)y,

äå yϵRp, y1ϵR2, ìàòðèöi A(x), A1(x), B(x), B1(x), B2(x) ãîëîìîðôíi ïðè

|x| ≤ x0.

B(x)�ìàòðèöÿ âèãëÿäó (
0 1

x 0

)
.

Çàóâàæèìî, ùî ïèòàííÿ êðàòíî¨ òî÷êè çâîðîòó ðàíiøå ðîçãëÿäàëîñü òàêèìè

àâòîðàìè ÿê Ð. Ëàíãåð, Ô. Îëâåð, Â. Áîáî÷êî [6]. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ(
y

y1

)
= Φ(x, ε)

(
U

V

)
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ñèñòåìà (1.8) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè âèãëÿäó

U ′ = C1(ε)V, εv′ = B(x)C + εD1(ε)U,

äå Φ(x, ε)�áëî÷íà ìàòðèöÿ âèãëÿäó(
U(x, ε) V1(x, ε)

U1(x, ε) V (x, ε)

)
,

ÿêà ìiñòèòü íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi ìàòðèöi C1(ε), D1(ε) ïðè 0 ≤ ε ≤ ε0.

Äëÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèäó

ε2W ′′(x, ε)− A(x)W (x, ε) = h(x),

Ì.Î. Ïåðåñòþê, Â.Ì. Áîáî÷êî çàïðîïîíóâàëè åôåêòèâíèé ìåòîä ïîáóäîâè

ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ïðè íàÿâíîñòi òî÷îê çâîðîòó [6]. Àëå,

îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íå áóëî óçàãàëüíåíî íà ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó

εW ′(x, ε)− A(x)W (x, ε) = h(x),

Îòæå, ¹ ñåíñ óçàãàëüíèòè îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íà âèïàäîê ñèñòåì ñèíãó-

ëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü ÿê ïàðíi òàê i íåïàðíi

ïîõiäíi.

1.3 Êëàñè÷íi ïiäõîäè äî àñèìïòîòè÷íèõ ìåòî-

äiâ

1.3.1 Ïåðåòâîðåííÿ Ëióâiëëÿ�Ãðiíà

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ

Lεy(x, λ) = y′′(x, λ) + [λ2r(x) + q(x)]y(x, λ) = 0, (1.9)

êîëè l → +∞, x ∈ I = [0, l], äå r(x), q(x) ∈ C∞[I].

Çàìiñòü íåçàëåæíî¨ òà çàëåæíî¨ çìiííèõ x i y ââåäåìî âiäïîâiäíî íîâi íå-
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çàëåæíó òà çàëåæíó çìiííi z i V çãiäíî ç ôîðìóëàìè

z = φ(x), V (z, l) = Ψ(x) · y(x, l), (1.10)

äå ôóíêöi¨ φ(x) òà Ψ(x) ïiäëÿãàþòü âèçíà÷åííþ. Ïåðåòâîðåííÿ (1.10) íàçè-

âàþòü ïåðåòâîðåííÿì Ëióâiëëÿ�Ãðiíà .

Ç âðàõóâàííÿì ïåðåòâîðåííÿ (1.10) ðiâíÿííÿ (1.23) ïåðåéäå â ðiâíÿííÿ

V ′′(z, l) +
1

[φ′(x)]2

(
φ′′(x)− 2φ′(x)Ψ′(x)

Ψ(x)

)
V ′(z, l)+

+
1

[φ′(x)]2

[
l2r(x) + q(x)−Ψ(x)

(
Ψ′(x)

Ψ2(x)

)′]
V (z, l) = 0. (1.11)

Äëÿ òîãî, ùîá ó ðiâíÿííi (1.11) ïîçáóòèñü ïåðøî¨ ïîõiäíî¨, òðåáà, ùîá âè-

êîíóâàëàñü ðiâíiñòü

φ′′(x)− 2φ′(x)Ψ ′(x)

Ψ(x)
= 0. (1.12)

Íåõàé r(x) > 0. Òîäi äëÿ îäåðæàííÿ íàéïðîñòiøîãî ìîäåëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ (1.11), ìîæíà âçÿòè [φ′(x)]2 = ±r(x). Îñêiëüêè ç
óìîâè r(x) > 0 âèïëèâà¹, ùî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ áóäóòü óÿâ-

íèìè, òî äëÿ îòðèìàííÿ ìîäåëüíèõ ôóíêöié ñèíóñ i êîñèíóñ ïîòðiáíî âçÿòè

çíàê +, òîáòî âçÿòè ðiâíÿííÿ [φ′(x)]2 = r(x). Ç öi¹¨ óìîâè i (1.12) âèçíà÷èìî

ôóíêöi¨

φ(x) =

∫ √
r(x)dx, Ψ(x) = [r(x)]1/4. (1.13)

Ïåðåòâîðåííÿ (1.13) i ¹ ïåðåòâîðåííÿ Ëióâiëëÿ�Ãðiíà ó âèïàäêó, êîëè

r(x) > 0 äëÿ âñiõ x ∈ [−l; l].
Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëióâiëëÿ�Ãðiíà (1.13) ðiâíÿííÿ

(1.11) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

V ′′(z) + λ2V (z) = δV (z), (1.14)

äå

δ = − 1

[φ′(x)]2

[
q(x)−Ψ(x)

(
Ψ′(x)

Ψ2(x)

)′]
≡ r′′(x)

4r2(x)
− 5r′2(x)

16 r3(x)
− q(x)

r(x)
.
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Îñêiëüêè δ ìàëå â ïîðiâíÿííi ç âåëèêèì ïàðàìåòðîì λ→ +∞, òî ó ïåðøî-

ìó íàáëèæåííi ôóíêöiþ V (z) ìîæíà âçÿòè ÿê ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

(1.14).

Îòæå, ÿêùî r(x) > 0, òî ìà¹ìî íóëüîâå íàáëèæåííÿ

y(x, λ) ∼=
1

4
√
r(x)

{
C1 cos[λ

∫ √
r(x)dx] + C2 sin[λ

∫ √
r(x)dx]

}
≡

≡ C1Y1(x, λ) + C2 Y2(x, λ). (1.15)

Êîëè r(x) < 0, òî ìà¹ìî äâà äiéñíi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, à

îòæå, ðåãóëÿðèçóþ÷ó ôóíêöiþ âèáèðà¹ìî ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ [φ′(x)]2 =

−r(x) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ f(0) = 0. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà îòðèìàòè

íóëüîâå íàáëèæåííÿ

y(x, λ) ∼=
1

4
√
−r(x)

{
C3 exp[λ

∫ √
−r(x)dx]+

+C4 exp[−λ
∫ √

−r(x)dx]
}

≡ C3Y3(x, l) + C4Y4(x, λ). (1.16)

Iäåÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëióâiëëÿ�Ãðiíà ïîëÿãàëà â òîìó, ùîá îòðèìàòè íåîäíî-

ðiäíå ðiâíÿííÿ (1.14), ÿêå ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) âiäîìà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå

ïiçíiøå ïî÷àëè íàçèâàòè ìîäåëüíèì ðiâíÿííÿì;

2) ïðàâîþ ÷àñòèíîþ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çíåõòóâàòè â íóëüîâî-

ìó íàáëèæåííi.

Ôîðìàëüíi ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (1.23) áóäóþòüñÿ

ó âèãëÿäi ðÿäiâ

Yk(x, l) = exp{λφk(x)}Z(x, l) ≡ exp{λφk(x)}
+∞∑
n=0

λnzkn(x), (1.17)

äå ôóíêöi¨ fk(x), k = 1, 2, i Z(x, l) ïiäëÿãàþòü âèçíà÷åííþ.

Ïiäñòàâèìî (1.17) ó ðiâíÿííÿ (1.23). Ìà¹ìî

exp{λfk(x)} ·
{
λ2
[
[φ′

k(x)]
2 + r(x)

]
Z(x, l) + λ

[
2φ′

k(x)Z
′(x, λ)+
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+φ′′
k(x)Z(x, λ)

]
+ Z ′′(x, λ) + q(x)Z(x, λ)

}
≡ 0. (1.18)

Ïåðåòâîðåííÿ Ëióâiëëÿ�Ãðiíà íàâîäèòü íà äóìêó, ùî íóëüîâå íàáëèæåí-

íÿ ó ðîçâ'ÿçêó (1.17) ïîâèííî ñïiâïàäàòè ç ðåçóëüòàòàìè öüîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Íåîáõiäíî, ùîá ó ðiâíîñòi (1.18) ìíîæíèê áiëÿ íàéáiëüøîãî ñòåïåíÿ ïåðåòâî-

ðèâñÿ â òîòîæíèé íóëü. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü äîâiëüíiñòþ ôóíêöi¨ f(x),

òîáòî âèáåðåìî ¨¨ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

[φ′(x)]2 = −r(x). (1.19)

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. Íåõàé r(x) < 0. Òîäi ðîçâ'ÿçêàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

(1.19) áóäóòü òàêi äâi ôóíêöi¨:

φ1,2(x) = ±
∫ √

−r(x)dx.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ zkn(x) îäåðæèìî òàêó ðåêóðåíòíó ñåðiþ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

ddzk0(x) ≡ 2φ′
k(x)zk0(x) + φ′′

k(x)zk0(x) = 0,

ddzkn(x) = q(x)zk(n−1)(x)− z′′k(n−1)(x), n ≥ 1.

(1.20)

Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1.20) ó ðiâíiñòü (1.17).

Îòðèìàíî íàñòóïíi äâà ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.23):

yk(x, λ) ∼= exp
{
(−1)kλ

∫ √
−r(x)dx

} +∞∑
r=0

{
Ckr

4
√
−r(x)

+

+
1

2

∫ [
q(x)zk(n−1)(x)− z′′k(n−1)(x)

1
4
√
−r(x)

]
dx

}
. (1.21)

Áà÷èìî, ùî íóëüîâå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (1.21) ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèì

íóëüîâèì íàáëèæåííÿì [90] .

Âèïàäîê 2. Íåõàé r(x) > 0. Òîäi, çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì âèïàäêîì,

âèçíà÷èìî ¹äèíó ðåãóëÿðèçóþ÷ó ôóíêöi¨ φ(x) =
∫ √

−r(x)dx ≡ i
∫ √

r(x)dx
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i îäåðæèìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.23) âèãëÿäó

y(x, λ) ∼= cos
{
l

∫ √
r(x)dx

} +∞∑
n=0

{
C1n

4
√
r(x)

+

∫ [
q(x)z1(n−1)(x)−

−z′′1(r−1)(x)
1

4
√
r(x)

]
dx

}
+ sin

{
l

∫ √
r(x)dx

} +∞∑
n=0

{
C2n

4
√
r(x)

+

+

∫ [
q(x) z2(n−1)(x)− z′′2(r−1)(x)

1
4
√
r(x)

]
dx

}
. (1.22)

Çíîâó, ÿê i â ïåðøîìó âèïàäêó, áà÷èìî, ùî íóëüîâå íàáëèæåííÿ çàãàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó (1.22) ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèì íóëüîâèì íàáëèæåííÿì [90].

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ îäåðæàííÿ ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (1.21) i (1.22) áóëî

âèêîðèñòàíî ìåòîäèêó Øëåçiíãåðà�Áiðêãîôôà�Íîàéîíà [5, 94, 105].

Ìåòîä Äîðîäíiöèíà

Ìåòîä, îïèñàíèé ó [30], ó äåÿêié ìiði içîëüîâàíèé âiä iíøèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè

ðiâíîìiðíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

Ley(x, l) = y′′(x, l) + [l2r(x) + q(x)]y(x, l) = 0, (1.23)

äå λ→ +∞, à

r(x), q(x) ∈ C∞[−l; l], r(x) = xr̃(x), r̃(x) > 0, x ∈ I = [−l; l]. (1.24)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.23) çà óìîâ (1.24) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

y =
2∑

k=1

Ak(x)Uk[l
pf(x)] ≡

2∑
k=1

Ak(x)Uk(s) ≡
2∑

k=1

Yk(x, l), (1.25)

äå Uk[λ
pf(x)] ≡ Uk(s), k = 1, 2 � äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

T U(s) = U ′′(s) + sU(s) = 0, (1.26)
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ÿêi âiäïîâiäíî çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâèì óìîâàì

U1(0) = U ′
2(0) = 1, U ′

1(0) = U2(0) = 0. (1.27)

Ðiâíÿííÿ (1.26) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Åéði�Äîðîäíiöèíà, à ðîçâ'ÿçêè çà-

äà÷i (1.26)�(1.27) � ôóíêöiÿìè Åéði�Äîðîäíiöèíà [30].

Ïiäñòàâèìî Yk(x, λ) ó ðiâíÿííÿ (1.23). Îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

LεYk(x, λ) ≡ Ak(x)
{
λ2p[φ′(x)]2U

′′

k (s) + λ2r(x)Uk(s)]
}
+

+λpU ′
k(s) · [2A′

k(x)φ
′(x) + Ak(x)φ(x)]+ (1.28)

+U(s) · [A′′
k(x) + q(x)Ak(x)] ≡ 0.

Âèêîíà¹ìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

λ2p [f ′(x)]2U ′′
k (s) + λ2r(x)Uk[λ

pf(x)] ≡

≡ λ2p[f ′(x)]2
{
U ′′
k (s) +

λ2(1−p)r(x)

λ2p [φ′(x)]2
Uk(s)

}
. (1.29)

Äëÿ òîãî ùîá âèðàç (1.29) òîòîæíî äîðiâíþâàâ íóëþ, ôóíêöiþ φ(x) ïî-

òðiáíî âèáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá ó ôiãóðíèõ äóæêàõ âèðàçó (1.29) ìè ìàëè

îïåðàòîð Åéði�Äîðîäíiöèíà. Äëÿ îäåðæàííÿ áàæàíîãî ïîòðiáíî ââåñòè ïî-

çíà÷åííÿ
λ2(1−p)r(x)

[φ′(x)]2
≡ s ≡ λpφ(x).

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi çíàéäåìî ïîêàçíèê p = 2/3, à ôóíêöiþ φ(x) âèçíà÷èìî ÿê

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

[φ′(x)]2 · φ(x) = r(x), f(0) = 0. (1.30)

Ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ¹ ôóíêöiÿ

φ(x) =

{
3

2

x∫
0

√
r(x)dx

}2/3

. (1.31)

46



Ç âèçíà÷åííÿì ïîêàçíèêà p = 2/3 òà ôóíêöi¨ f(x) ó âèãëÿäi (1.31), ìè

ïîçáóëèñü ó òîòîæíîñòi (1.28) íàéáiëüøîãî äîäàíêà. Äàëi â öié òîòîæíîñòi

ïîçáóäåìîñü äîäàíêiâ ç ïåðøîþ ïîõiäíîþ. Ç öi¹þ ìåòîþ ñêîðèñòà¹ìîñü äî-

âiëüíiñòþ ôóíêöié Ak(x), òîáòî âèáåðåìî ¨õ ÿê ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü

2φ′(x)A′
k(x) + Ak(x)φ(x), k = 1, 2. (1.32)

Ç âðàõóâàííÿì (1.31) ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (1.32) ¹ ôóíêöi¨

Ak(x) =
Ck√
φ′(x)

, k = 1, 2, (1.33)

äå Ck � äîâiëüíi ñòàëi.

Âèñíîâîê 1. Ñêîðèñòàâøèñü äîâiëüíiñòþ ôóíêöié φ(x) i Ak(x), ÿêi ìi-

ñòÿòüñÿ ó ôîðìóëi (1.25), ìè â òîòîæíîñòi (1.28) çìîãëè ïîçáóòèñü äîäàí-

êiâ ç ìíîæíèêàìè λ2 i λ2/3. Îñêiëüêè ó ôîðìóëi (1.25) áiëüøå íåìà¹ äî-

âiëüíèõ ôóíêöié, òî â ðiâíîñòi (1.28) ìè íå çìîæåìî ïîçáóòèñü äîäàíêó

U(s) · [A′′
k(x)+q(x)Ak(x)]. Öÿ îáñòàâèíà i ¹ îäíèì ç íåäîëiêiâ çàïðîïîíîâàíîãî

ìåòîäó.

Íå ìàþ÷è áiëüøå äîâiëüíîñòi â ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.23), Äîðî-

äíiöèí ïiøîâ òàêèì øëÿõîì.

Íåõàé ôóíêöiÿ q(x) òàêà, ùî ìâèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

q(x) ≡ q0(x) ≡
−A′′

k(x)

Ak(x)
.

Òîäi â òîòîæíîñòi (1.28) çíèùàòüñÿ âñi äîäàíêè, à îòæå, ôóíêöiÿ (1.25) áóäå

òî÷íèì çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì øóêàíîãî ðiâíÿííÿ (1.23).

Îñêiëüêè öå äóæå ÷àñòèííèé âèïàäîê, òî äëÿ ïîáóäîâè íàñòóïíèõ íàáëè-

æåíü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.23), Äîðîäíiöèí âèêîðèñòàâ òó ñàìó iäåþ, ùî i

Ëàíãåð, ÿêó âií ðåàëiçóâàâ òàêèì ÷èíîì.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (1.23) ó âèãëÿäi

L0y(x, λ) ≡ y′′x+ [λ2r(x) + q0(x)]y(x, λ) = −f(x)y(x, λ), (1.34)

äå f(x) ≡ q(x)− q0(x).

Äëÿ öüîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âiäîìà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà
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ðîçâ'ÿçêiâ ((1.25), (1.31), (1.33)). Äî ïåâíîãî ÷àñó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðà-

âà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (1.34) � âiäîìà ôóíêöiÿ. Òîäi ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ

øóêà¹ìî ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, òîáòî âiçüìåìî

L0y0(x, λ) = 0, L0yn+1(x, λ) = −f(x) yn(x, λ).

Äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.34) áóäó¹ìî ó âèãëÿäi

Zk(x, λ) =
1√
f ′(x)

· Uk[λ
2/3f(x)] + uk(x, λ) ≡

≡ Yk(x, λ) + uk(x, λ). (1.35)

Áóäåìî âèìàãàòè, ùîá uk(0, λ) = u′k(0, λ) = 0, k = 1, 2.

Ïiäñòàâèìî (1.35) ó ðiâíÿííÿ (1.34). Âðàõóâàâøè âiäîìó ôóíäàìåíòàëü-

íó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.34), äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ äîäàíêiâ

uk(x, l) îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

L0uk(x, λ) = −f(x) · [Yk(x, λ) + uk(x, λ)], k = 1, 2. (1.36)

Çâåäåìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (1.36) äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåðà.

Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî òàêi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ:

u1(x, λ)− λ−2/3

x∫
0

K(x, ξ, l)u1(ξ, λ)dξ =

= λ−2/3

x∫
0

K(x, ξ, λ)Y1(ξ, λ)dξ, (1.37)

u2(x, λ)− l−2/3

x∫
0

K(x, ξ, λ)u2(ξ, λ) dξ =

= l−2/3

x∫
0

K(x, ξ, λ)Y2(ξ, λ)dξ. (1.38)

Òóò

K(x, ξ, λ) ≡
[
Y1(x, λ)Y2(ξ, λ)− Y2(x, λ)Y1(ξ, λ)

]
· f(ξ).
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Ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü áóäóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (1.37), (1.38) ó âèãëÿäi òàêèõ çáiæíèõ ðÿäiâ:

uk(x, λ) =
+∞∑
n=0

Vkn(x, λ), k = 1, 2, (1.39)

äå

Vk0(x, λ) ≡ l−2/3

x∫
0

K(x, ξ)Yk(ξ)dξ, k = 1, 2, (1.40)

Vk(n+1)(x, l) = λ−2/3

x∫
0

K(x, ξ)Vkn(ξ)dξ, k = 1, 2. (1.41)

Äàëi äàìî îöiíêó ïîïðàâîê uk(x, l). Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè, êîëè x > 0

i x < 0.

Íåõàé x > 0. Ïîòðiáíî îöiíèòè iíòåãðàëè, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ôîðìóëàõ (1.39)�

(1.41). Çà äîïîìîãîþ ïåâíèõ, íåî÷åâèäíèõ, ïåðåòâîðåíü, àâòîð îäåðæó¹ íàñòó-

ïíi îöiíêè:
x∫

0

Y 2
1 (ξ)f(ξ)dξ = γk · λ−1/3

x∫
0

f(ξ)dξ√
r(ξ)

+

+λ−2/3 f(x)

[f ′(x)]2
V11[λ

2/3f(x)] + o(λ−2/3), (1.42)

x∫
0

Y 2
2 (ξ)f(ξ)dξ = γk · λ−1/3

x∫
0

f(ξ)dξ√
r(ξ)

+

+λ−2/3

{
f(x)

[f ′(x)]2
V22[l

2/3f(x)]− f(0)

[f ′(0)]2

}
+ o(l−2/3), (1.43)

x∫
0

Y1(ξ)Y2(ξ)f(ξ)dξ =
1

2
√
3
l−1/3

x∫
0

f(ξ)dξ√
r(ξ)

+

+λ−2/3 f(x)

[f ′(x)]2
V12[l

2/3f(x)] + o(λ−2/3), (1.44)

äå

γ1 =
Γ2
(
2
3

)
3
√
3

2π
, γ2 =

Γ2
(
1
3

)
2π 3

√
3
,
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à

V11(s) =

∫ s

0

[
U 2
1 (s)− γ1s

−1/2
]
ds; V22(s) = 1 +

∫ s

0

[
U 2
2 (s)− γ1s

−1/2
]
ds;

V12(s) =

∫ s

0

[
U1(s)U2(s)−

1

2
√
3s

]
ds. (1.45)

Âðàõóâàâøè îöiíêè (1.39)�(1.41) òà (1.42)�(1.45), îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ôîð-

ìóëè:

V10(x, l) = λ−1

[
1

2
√
3
Y1(x)− γ1Y2(x)

] x∫
0

f(ξ)dξ√
r(ξ)

+

+l−4/3

[
Y1(x)V12(λ

−2/3)− Y2(x)V11(l
−2/3)

]
f(x)

[f ′(x)]2
+ o(λ−4/3Y (x)),

V20(x, l) = λ−1

[
−1

2
√
3
Y2(x) + γ2 Y1(x)

] x∫
0

f(ξ)dξ√
r(ξ)

+

+λ−4/3

{[
Y1(x)V22(λ

−2/3)− Y2(x)V12(λ
−2/3)

]
f(x)

[f ′(x)]2
−

−Y1(x)
f(0)

[f ′(0)]2

}
+ o(l−4/3Y (x)),

äå Y (x) =
√
Y 2
1 (x) + Y 2

2 (x).

Íàäàëi â [30] áóëè íàâåäåíi òàêi îöiíêè:

Vkn(x, λ) = O
(
λ

−(6+2n)
3

)
, k = 1, 2; n ∈ N. (1.46)

Îñêiëüêè íóëüîâi íàáëèæåííÿ Vk0(x) îá÷èñëåíi ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí ïî-

ðÿäêó o
(
λ−4/3Y (x)

)
, à íàñòóïíi íàáëèæåííÿ ìàþòü ïîðÿäîê íå ìåíüøåO(λ−2)

(äèâ.(1.46)), òî ìîæåìî çàïèñàòè â êiíöåâîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíó àñèìïòîòè-

êó ÔÑÐ ðiâíÿííÿ (1.23). Ìà¹ìî

Z1(x) =
U1(λ

2/3f(x))√
f ′(x)

+
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+
λ−1√
f ′(x)

·
{

1

2
√
3
U1(l

2/3φ(x))− γ1U2(l
2/3f(x))

} x∫
0

f(ξ)dξ√
r(ξ)

+

+
λ−4/3fx)√
f ′5(x)

{
U1 ≪ V12 ≪ − (1.47)

−U2 ≪ V11 ≪
}
+ o[λ−4/3U ],

Z2(x) =
U2(λ

2/3f(x))√
f ′(x)

+

+
λ−1√
f ′(x)

·
{

−1

2
√
3
U1(λ

2/3φ(x)) + γ2U1(λ
2/3f(x))

} x∫
0

f(ξ)dξ√
r(ξ)

+

+
λ−4/3f(x)√

f ′5(x)

{
U1 ≪ V22 ≪ − (1.48)

−U2 ≪ V12 ≪ − f(0)

f ′2(0)

}
+ o[l−4/3U ].

Ïðè íåîáõiäíîñòi ìîæíà çàïèñàòè i âiäïîâiäíi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ

ïîõiäíèõ âiä öèõ ôóíêöié. Çàóâàæèìî òiëüêè, ùî öi ôîðìóëè íå ïðîñòiøi âiä

âiäïîâiäíèõ ôîðìóë (1.47) i (1.48).

Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ ôîðìóë áóëî ñêëàäåíî äîâiäíèê [99], â ÿêîìó íàâåäå-

íî òàáëèöi ÷èñëîâèõ çíà÷åíü ôóíêöié Åéði�Äîðîäíiöèíà i ðîçãëÿíóòî òàêèé

ïðèêëàä.

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ y′′(x, λ) + λ2x(1 + x2)y(x, λ) = 0 äëÿ çíà÷åíü

ïàðàìåòðà l = 20, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè y(0) = 0, y′(0) = 1.

Çãiäíî ç ôîðìóëàìè, íàâåäåíèìè â [30], áóëî ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê

y(x, 20) =
0, 13572√
φ′(x)

U2[20
2/3φ(x), 1].

Ç âèêîðèñòàííÿì îòðèìàíî¨ ôîðìóëè, çíàéäåíi çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çà-

äà÷i äëÿ 0 < x < 0, 502.

Âèñíîâîê 2. Àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè (1.47) i (1.48) âèêîíóþòüñÿ òiëüêè

ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêó o[λ−4/3Uλ2/3φ(x)], ïðè÷îìó âîíè ¹ äîñèòü

ãðîìiçäêèìè. Íåäîëiêîì öüîãî ìåòîäó ¹ ùå òîé ôàêò, ùî êîåôiöi¹íòè Vk(x, λ)
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çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà λ i íà ïðàêòèöi ¨õ âèçíà÷àþòü ç ïåâíîþ òî÷íiñòþ

âiäíîñíî ïàðàìåòðà λ.

Íàäàëi öåé ìåòîä íå îòðèìàâ ðîçâèíåííÿ i óçàãàëüíåííÿ. Ïðîòå, öÿ

ïðàöÿ[30] çàñëóãîâó¹ íà óâàãó ÷åðåç òå, ùî:

1) ó íié áóëè ââåäåíi, îïèñàíi òà âèâ÷åíi âëàñòèâîñòi íîâèõ ìîäèôiêàöié

ôóíêöié Åéði;

2) õî÷à ç ïåâíîþ òî÷íiñòþ, íà öåé ÷àñ òiëüêè ó öié ïðàöi [30] ïîáóäîâà-

íà ðiâíîìiðíà àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ ç êðàòíîþ òî÷êîþ

çâîðîòó.

Ïîáóäîâàíi ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.23) äàþòü ïîãàíi íàáëèæåí-

íÿ â òîìó âèïàäêó, êîëè êî¹ôiöi¹íò r(x) ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Iíøèìè ñëîâàìè,

öi ðîçâ'ÿçêè íå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè â òåîði¨ òà íà ïðàêòèöi â îêîëi íóëiâ

ôóíêöi¨ r(x).

1.3.2 Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ (ìåòîä Ëîìîâà)

Ôóíäàìåíòîì ìåòîäó ïîáóäîâè ðiâíîìiðíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèí-

ãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó, çàïðîïîíîâàíîãî â ìîíîãðàôi¨

[6], ¹ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨, ðîçðîáëåíèé Ñ.Î. Ëîìîâèì äëÿ äîñèòü øèðîêîãî

êëàñó çàäà÷ iç ñòàáiëüíèì ñïåêòðîì âèðîäæåíîãî îïåðàòîðà [77].

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó [77]

Lεy(x, ε) ≡ ε6y′′(x, ε) + [xk(x) + ε3 p(x)]y(x, ε) = h(x),

y(0, ε) = y0, y′(0) = y1,

(1.49)

êîëè ε → +0, k(x), p(x), h(x) ∈ C∞[0, a]. Çàäà÷ó áóäåìî äîñëiäæóâàòè ó âè-

ïàäêó, êîëè k(x) > 0 i h(0) ̸= 0. Â ñâî¨õ äîñëiäæåííÿõ Ñ.Î. Ëîìîâ âïåðøå

çâåðíóâ óâàãó íà òå, ùî ó âèïàäêó, êîëè h(0) ̸= 0, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.49)

íåîáìåæåíî çðîñòà¹, êîëè ε → +0. Ïðîòå, ÿêùî íà ïî÷àòêîâi óìîâè íàêëà-

ñòè ïåâíi îáìåæåííÿ, òî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i âæå áóäå îáìåæåíèì âiäíîñíî

ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0.

Îñêiëüêè òî÷êà ε = 0 ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.49), òî âîíà â

ðîçâ'ÿçêîâi çàäà÷i (1.49) ïîðîäæó¹ äåÿêi IÎÔ. Äëÿ ¨õ âèäiëåííÿ, îïèñàííÿ i

çáåðåæåííÿ ÿê ¹äèíèõ öiëèõ, ïîðÿä iç íåçàëåæíîþ çìiííîþ x ∈ I = [0, a], ââå-

äåìî ó ðîçãëÿä íîâó çìiííó t çãiäíî iç ôîðìóëîþ t = ε−2φ(x), äå ðåãóëÿðèçóþ-
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÷à ôóíêöiÿ φ(x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ [φ′(x)]2·φ(x) = r(x) ç ïî÷àòêîâîþ óìî-

âîþ φ(0) = 0, òîáòî âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ φ(x) =

(
3
2

x∫
0

√
r(x)dx

)2/3

.

ßê áà÷èìî, ðåãóëÿðèçóþ÷à ôóíêöiÿ φ(x) ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèìè ðåãóëÿðè-

çóþ÷èìè ôóíêöiÿìè ìåòîäiâ Ëàíãåðà i Äîðîäíiöèíà.

Òîäi çàìiñòü íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ y(x, ε) áóäåìî âèâ÷àòè òàê çâàíó ðîçøèðå-

íó ôóíêöiþ ỹ(x, t, ε) ïðè÷îìó ðîçøèðåííÿ ïðîâîäèìî òàêèì ÷èíîì, ùîá

âèêîíóâàëàñü òîòîæíiñòü

ỹ(x, t, ε) |t=ε−1φ(x)≡ y(x, ε), (1.50)

ÿêó, çãiäíî ç ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöi¨, íàçèâàþòü íåîáõiäíîþ óìîâîþ öüîãî ìå-

òîäà.

Ñêîðèñòàâøèñü òîòîæíiñòþ (1.50), çíàéäåìî ïîâíi ïîõiäíi ïî x ïåðøîãî òà

äðóãîãî ïîðÿäêiâ âiä ðîçøèðåíî¨ ôóíêöi¨ ỹ(x, t, ε) i ïiäñòàâèìî ¨õ çíà÷åííÿ â

çàäà÷ó (1.49). Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçøèðåíî¨ ôóíêöi¨ ỹ(x, t, ε) îòðèìà¹ìî

íàñòóïíó ðîçøèðåíó çàäà÷ó:

L̃ε ỹ(x, t, ε) = h(x), ỹ(0, t(0), ε) = y0,
dỹ(0, t(0), ε)

dx
= y1, (1.51)

äå

L̃ε ≡ ε6
∂2

∂x2
+ ε4d

∂

∂t
+ ε2[φ′(x)]2

∂2

∂t2
+ xk(x) + ε3p(x), (1.52)

à

d ≡ 2φ′(x)
∂

∂x
+ φ′′(x).

Ó ðîçøèðåíîìó îïåðàòîði (1.52) âèäiëèìî îïåðàòîð Eéði�Äîðîäíiöèíà òà-

êèì ÷èíîì:

ε2[φ′(x)]2
∂2

∂t2
+ xk(x) ≡ ε2[φ′(x)]2

[
∂2

∂t2
+

xk(x)

ε2[φ′(x)]2

]
≡ ε2[φ′(x)]2T .

Ç óðàõóâàííÿì öi¹¨ òîòîæíîñòi, ðîçøèðåíèé îïåðàòîð Lε çàïèøåòüñÿ ó âè-

ãëÿäi

L̃ε ≡ ε2[φ′(x)]2T+ φ3p(x) + ε4d
∂

∂t
+ ε6

∂2

∂x2
. (1.53)
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Ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ (1.51) áóäó¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäó

Z̃(x, t, ε) =
+∞∑
r=0

εr
2∑

k=0

[
Vkr(x)Uk(t) + εQkr(x)U

′
k(t)
]
, (1.54)

äå Uk(t) � ôóíêöi¨ Eéði�Äîðîäíiöèíà ([30] ).

Ïiäñòàâèìî ðÿä (1.54) ó ðîçøèðåíå ðiâíÿííÿ (1.51). Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ

êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (1.54) ç âðàõóâàííÿì (1.53) i âëàñòèâîñòåé ôóíêöié Eéði�

Äîðîäíiöèíà, îäåðæèìî íàñòóïíó ðåêóðåíòíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü: {
dVkr(x) + p(x)Qkr(x) = 0, k = 1, 2

DQkr(x)− p(x)Vkr(x) = 0, r = 0, 1, 2,
(1.55)

{
dVkr(x) + p(x)Qkr(x) = −Q′′

kr(x), k = 1, 2,

DQkr(x)− p(x)Vkr(x) = V ′′
kr(x), r ≥ 3,

(1.56)

äå

D ≡ φ(x)d ≡ 2φ(x)φ′(x)
∂

∂x
+ [φ′(x)]2 + φ(x)φ′′(x). (1.57)

Îñêiëüêè êîåôiöi¹íò áiëÿ ïîõiäíî¨ â äèôåðåíöiàëüíîìó îïåðàòîði (1.57)

îáåðòà¹òüñÿ â íóëü ó òî÷öi x = 0, òî ðåêóðåíòíi ñèñòåìè (1.55) i (1.56) ïîòðiáíî

ðîçâ'ÿçóâàòè çà óìîâ | Qkr(0) |<∞, r ≥ 0. Ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê

êîæíî¨ ðåêóðåíòíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1.55) i (1.56), ïðè÷îìó

ôóíêöi¨ Vkr(x) ìiñòÿòü äîâiëüíi ñòàëi V 0
kr.

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè â ðÿä (1.54), îäåðæèìî ôîðìàëüíèé ðÿä

ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ (1.51).

Îäåðæàíèé ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ

(1.51) çíà÷íîþ ìiðîþ ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèìè ðåçóëüòàòàìè, ÿêi áóäå îïè-

ñàíî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi. Îäíàê àâòîð ìîíîãðàôi¨ [77] íå çìiã ïðàâèëüíî i

ïîâíiñòþ îïèñàòè IÎÔ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíîãî ðîçøèðåíîãî

ðiâíÿííÿ (1.51). Òîìó ïîáóäîâà ÷àñòèííîãî ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîði-

äíîãî ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ (1.51) ìà¹ íåäîñêîíàëèé i ñêëàäíèé âèãëÿä. Öåé

íåäîëiê ïiçíiøå áóâ óñóíóòèé îäíèì iç àâòîðiâ ìîíîãðàôi¨ [6], ïðî ùî, ÿê âæå

çãàäóâàëîñü, áóäå éòè ìîâà â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Íå çâàæàþ÷è íà ñêàçàíå, ïîáóäîâàíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
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(1.49) ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì íà âñüîìó âiäðiçêó [0, a], ùî ¹ äóæå öiííèì

ó òåîðii¨ ñèíãóëÿðíî çáóðïåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó.

Êðiì òîãî, çãàäàíi ðåçóëüòàòè ñòàëè áàçîþ äëÿ ïîäàëüøèõ óçàãàëüíåíü i ðîç-

ðîáêè ìåòîäó ïîáóäîâè ðiâíîìiðíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ çàäà÷ ç òî÷êàìè çâîðîòó ÿê äëÿ ñêàëÿðíèõ, òàê i äëÿ âåêòîðíèõ

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [13�21].

Òóò ìè ñõåìàòè÷íî îïèøåìî àëãîðèòì ïîáóäîâè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó

íåîäíîðiäíîãî ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ (1.51), çàïðîïîíîâàíîãî â [77]. Öåé

ðîçâ'ÿçîê áóäó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó

g̃(x, t, ε) =
+∞∑
r=0

εrgr(x, t). (1.58)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (1.58) îòðèìà¹ìî òàêó ðåêóðåíòíó ñè-

ñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

[φ′(x)]2Tg−2(x, t) = h(x), (1.59)

[φ′(x)]2Tg−1(x, t) = −p(x) g−2(x, t), (1.60)

[φ′(x)]2Tg0(x, t) = −p(x)g−1(x, t)− d
∂g−2(x, t

∂t
), (1.61)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Íåõàé Wk(t), k = 1, 2, � äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Åéði�

Äîðîäíiöèíà.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Ψ(t) ≡
t∫

∞

K (t, τ) dτ , (1.62)

äå

K (t, τ) ≡ W2 (t) W1 (τ)−W1 (t) W2 (τ) .

Òîäi ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.59) ìîæíî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

g−2(x, t) = [φ′(x)]−2h(x)Ψ(t), (1.63)

äå Ψ(t) � iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ.
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Ç âðàõóâàííÿì îòðèìàíîãî ðîçâ'ÿçêó (1.63) îá÷èñëèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâ-

íÿííÿ (1.60). Ìà¹ìî

−p(x) g−2(x, t) ≡ −p(x)[φ′(x)]−2h(x)Ψ(t) ≡ H−1(x)Ψ(t).

Òîäi ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.60) áóäå ôóíêöiÿ

g−1(x, t) = [φ′(x)]−2H−1(x)Ψ−1(t),

äå

Ψ−1(t) ≡
t∫

∞

K (t, τ)Ψ(τ)dτ . (1.64)

Çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì, îá÷èñëèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (1.61) i çíî-

âó çíàéäåìî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ. Ìà¹ìî

g0(x, t) = H00(x)

t∫
∞

K (t, τ) Ψ−1(τ) dτ +H01(x)

t∫
∞

K (t, τ)Ψ′(τ) dτ , (1.65)

äå H0k(x) � âiäîìi, äîñèòü ãëàäêi ôóíêöi¨.

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè iòåðàöiéíi ðiâíÿííÿ, áà÷èìî, ùî õî÷à ìè

i îòðèìàëè ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè iòåðàöiéíèõ ðiâíÿíü, ïðîòå ç êîæíèì iòåðàöié-

íèì êðîêîì ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ìiñòÿòü âñå íîâi i íîâi IÎÔ Ψk(t), ïðè÷îìó ¨õ

ñòðóêòóðà íàäàëi ñòà¹ ñêëàäíiøîþ âiä ïîïåðåäíiõ (1.62) i (1.64). Öå i ¹ îäíèì

ç îñíîâíèõ íåäîëiêiâ ìåòîäó ïîáóäîâè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ÑÇÄÐ ç òî÷êîþ

çâîðîòó, çàïðîïîíîâàíîãî Ñ.Î. Ëîìîâèì [77].

ßê âæå çãàäóâàëîñü, Ñ.Î. Ëîìîâ âïåðøå çâåðíóâ óâàãó íà òå, ùî äëÿ

îäåðæàííÿ ðiâíîìiðíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

(1.49) çà ìàëèì ïàðàìåòðîì, íåîáõiäíå ñïåöiàëüíå çàäàííÿ ÷àñòèíè ïî÷àòêî-

âèõ óìîâ.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê ðîçøèðåíî¨ çàäà÷i (1.51), ùî âiäïîâiäà¹ ÑÇÇ (1.49),

Ñ.Î. Ëîìîâ îòðèìàâ ó òàêîìó âèãëÿäi:

ỹ (x, t, ε) ≡
+∞∑
r=−2

εryr (x, t) ≡ Z̃ (x, t, ε) + g̃ (x, t, ε) ,
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äå

yr (x, t) ≡
2∑

k=1

[Vrk (x)Wk (t) + εQrk (x)W
′
k (t)] +

+gr (x, t) ≡ Zr (x, t) + gr (x, t) .

Òóò Z̃ (x, t, ε) � çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ

(1.51); à g̃ (x, t, ε) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðîçøèðåíîãî ðiâíÿ-

ííÿ (1.51). ×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó:

g̃ (x, t, ε) ≡ ε−2f−2 (x)Ψ (t) + ε−1f−1 (x)Ψ−1 (t)+

+g0 (x, t) + εg1 (x, t) + · · · ,
(1.66)

äå ôóíêöiÿ g0(x, t) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (1.65), à íàñòóïíi äîäàíêè ðÿäó (1.66)

ìàëè ùå áiëüø ñêëàäíèé âèãëÿä i êîæíèé ç íèõ òåæ ñêëàäàâñÿ ç äåêiëüêîõ äî-

äàíêiâ, ïðè÷îìó ðiçíîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi. Äëÿ îïèñàííÿ ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó

áóëî âèêîðèñòàíî ç÷èñëåííó êiëüêiñòü IÎÔ Ψr (t) , òà ¨õ ïîõiäíèõ, äå

Ψ−1 (t) ≡ Ψ(t) , Ψr (t) ≡
t∫

∞

K (t, τ)Ψr−1 (τ) dτ.

Çãàäàíi ðåçóëüòàòè i áóëè îñíîâíèìè â Ñ.Î. Ëîìîâà ïî âèâ÷åííþ ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó.

1.3.3 Ôîðìàëiçì ìåòîäó ôóíäàìåíòàëüíèõ ôóíêöié

Àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè ðiâíîìiðíó

àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó, çàïðîïîíîâàíî ó ìîíîãðàôi¨ [6] äëÿ

ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ ç ðiçíèìè òèïàìè òî÷îê çâîðîòó. Ó ðîáîòàõ [7, 8, 12, 22�

24] öèì ìåòîäîì ïðîiíòåãðîâàíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâííÿííÿ ç ìàëèì ïàðàìå-

òðîì âèùèõ ïîðÿäêiâ. Ðiâíîìiðíó àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòå-

ìè äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç àëãåáðà¨÷íîþ òî÷êîþ çâîðîòó ïîáóäîâàíî

â ðîáîòi [9]. Ìåòîä iñòîòíî îîáëèâèõ ôóíêöié ñêëàäà¹òüñÿ ç äåêiëüêîõ åòàïiâ.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ïóíêòè öüîãî ìåòîäó äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
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íÿíü.

I åòàï. Ðîçøèðåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i.

Â ñèíãóëÿðíî çáóðåíié ñèñòåìi

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x), (1.67)

ç òî÷êîþ çâîðîòó ïîðÿä iç íåçàëåæíîþ çìiííîþ x ââîäèòüñÿ íîâà âåêòîð-

çìiííà t = ε−p ·φ(x). Òîäi çàìiñòü øóêàíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ Y (x, ε) âèâ÷à¹òüñÿ

íîâà ½ðîçøèðåíà âåêòîð-ôóíêöiÿ� Ỹ (x, t, ε). Ïðè ÷îìó ðîçøèðåííÿ ïðîâîäè-

òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ÿê â ìåòîäi ðåãóëÿðèçàöi¨ [77]

Ỹ (x, t, ε)|t=ε−p·φ(x) ≡ Y (x, ε).

p i φ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî âèïàäêó. Âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä

âiä çàäà÷i ç îäíi¹þ çìiííîþ, äî çàäà÷i ç äâîìà çìiííèìè t i x.

II åòàï. Ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ ââîäèòüñÿ

êîíêðåòíèé ïðîñòið ôóíêöié, öåé ïðîñòið íàçèâàþòü ïðîñòîðîì áåçðåçîíàí-

ñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ êîæíî¨ êîíêðåòíî¨ çàäà÷i öåé ïðîñòið ìà¹ ñâîþ ñïåöè-

ôiêó.

III åòàï. Ðåãóëÿðèçàöiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i. Ðîçøèðåíà çàäà÷à âè-

â÷à¹òüñÿ ó ïðîñòîði áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ, äî

ÿêîãî ìàëèé ïàðàìåòð ε > 0 âõîäèòü ðåãóëÿðíî.

IV åòàï. Ôîðìàëiçì ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Îñêiëüêè ðîçøèðåíà çàäà-

÷à ¹ ðåãóëÿðíî çáóðåíîþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà â ïðîñòîði áåçðåçîíàí-

ñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹ (x, t, µ) =
∞∑

r=−2

µrY (x), (1.68)

äå µ = 3
√
ε�ìàëèé ïàðàìåòð.

Ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó ðîçïî÷èíà¹ìî ç âiä'¹ìíèõ ñòåïåíiâ ìàëîãî

ïàðàìåòðà ç ìåòîþ îäåðæàííÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè áóäå

ìàòè ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó â òî÷öi çâîðîòó. Òîìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó âîíà

íå íàëåæàòèìå ìíîæèíi çíà÷åíü ãîëîâíîãî ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà L̃ε. Ïiä-

ñòàâèâøè ðÿä (1.68) â ñèñòåìó (1.67), äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðÿäó,
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îòðèìà¹ìî äåÿêó ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîâèìè ïî÷àòêîâèìè ÷è

êðàéîâèìè óìîâàìè.

V åòàï. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè.

Îòðèìàíi â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ðåêóðåíòíi ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ ðÿäó (1.68) ¹ ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç òî÷êîâèìè êðàéîâè-

ìè óìîâàìè. Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ àñèìïòîòè÷íî êîðåêòíîþ ó

ÏÁÐ Dk. Íà öüîìó åòàïi ðîçðîáëÿ¹òüñÿ òåîðiÿ iñíóâàííÿ iòåðàöiéíîãî ðiâíÿ-

ííÿ âèäó

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

äå Φ(x)�ìàòðèöÿ ðîçøèðåíî¨ òà ðåãóëÿðèçîâàíî¨ ñèñòåìè (1.67), Zkr(x)�

âåêòîð-ñòîâïåöü ñêëàäåíèé ç àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié θ1(x, ε). I áóäóþòüñÿ ïåðøi

÷ëåíè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ äîñëóäæóâàíî¨ çàäà÷i.

VI åòàï. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòå-

ìè. Íà öüîìó åòàïi áóäó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ

ðåêóðåíòíîãî ðiâíÿííÿ

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

äå Φ(x)�ìàòðèöÿ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè (1.67), Zkr(x)�âåêòîð-ñòîâïåöü ñêëàäå-

íèé ç àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié θ2(x, ε).

VII åòàï. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïiñëÿ òî-

ãî ÿê çíàéäåíi âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó (1.68), íåîáõiäíî âèêîíàòè îöiíêó çàëè-

øêîâîãî ÷ëåíà ðîçâ'ÿçêó äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè äëÿ çàäà÷ ç òî÷êàìè

çâîðîòó íå iñíó¹ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðàòîðà L̃ε, òî âiäîìi ìåòîäè îöi-

íþâàííÿ çàñòîñóâàòè íå ìîæíà. Òîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié çàïðîïîíîâàíèé â [6].

1.4 Òèïè òî÷îê çâîðîòó

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

LεU(x, ε) ≡ ε3U ′′(x, ε) +
[
r(x) + ε3 q(x)

]
U(x, ε) = h(x),

U (0, ε) = A (ε) = ε−1α + Ŵ0,
dU(0,ε)

dx = B (ε) = ε−2β + ε−1Ŵ1,

(1.69)
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êîëè ε→ +0, x ∈ I = [0, l]. Òóò A(ε), B(ε) � âiäîìi âåëè÷èíè, ÿêi íå çàëåæàòü

âiä çìiííî¨ x.

Çàäà÷ó (1.69) âèâ÷à¹ìî ïðè âèêîíàííi òàêèõ óìîâ:

r(x), q(x), h(x) ∈ C∞ [I] , r(x) = xr̃(x), r̃(x) > 0, x ∈ I. (1.70)

Cêîðèñòà¹ìîñü òàêîþ ãiïîòåçîþ Ëàíãåðà: íàéïðîñòiøèì äèôåðåíöiàëüíèì

ðiâíÿííÿì 2-ãî ïîðÿäêó, ùî çáåðiãà¹ âñi îñîáëèâîñòi îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

(1.69), ¹ ðiâíÿííÿ Åéði, ÿêå ìà¹ äâi çàãàëüíîïðèéíÿòi ìîäèôiêàöi¨. Çà óìîâ

(1.70) ñêîðèñòà¹ìîñü ìîäèôiêàöi¹þ âèãëÿäó

TW (t) ≡ ∂ 2W (t)

∂t2
+ tW (t) = 0, (1.71)

òîáòî, ðiâíÿííÿì Åéði�Äîðîäíiöèíà.

Ìîäåëüíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.71) ìà¹ îáèäâà îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè,

êîëè t ≥ 0. Òîìó òî÷êó çâîðîòó x = 0 áóäåìî íàçèâàòè ñòàáiëüíîþ òî÷êîþ

çâîðîòó.

ßêùî çàäà÷ó (1.69) âèâ÷àòè çà òàêèõ óìîâ:

r (x) , q (x) , h (x) ∈ C∞ [I] , r (x) = xr̃ (x) , r̃ (x) < 0, (1.72)

êîëè x ∈ I = [−l, 0], òî ìîäåëüíèé îïåðàòîð, ÿêèé áóäå âèêîðèñòàíî äëÿ

ïîáóäîâè àèñìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó áóäå ìàòè âèãëÿä

TW (t) ≡ ∂2W (t)

∂t2
− tW (t) = 0, (1.73)

òîáòî, ðiâíÿííÿì Åéði�Ëàíãåðà.

Îñêiëüêè äëÿ r̃ (x) < 0 îäèí ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî

ðiâíÿííÿ (1.69) íåîáìåæåíî çðîñòà¹, êîëè ε → +0, òî òî÷êó çâîðîòó x=0 ó

öüîìó âèïàäêó áóäåìî íàçèâàòè íåñòàáiëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó .
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1.5 Iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, ÿêi âèíèêàþòü ó

ðîçâ'ÿçêàõ

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Lεy (x, ε) ≡
n∑

k=0

εkam+k (x) y
(m+k) (x, ε) +

m−1∑
j=0

aj (x) y
(j) (x, ε) = 0. (1.74)

Òóò ai(x) ∈ C∞[0, l], i = 0,m+ n � âiäîìi ôóíêöi¨, à ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Òî÷êà ε = 0 ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ðiâíÿííÿ (1.74), à òîìó äëÿ öüîãî ðiâíÿ-

ííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ êëàñè÷íà òåîðåìà ïðî àíàëiòè÷íó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó

âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ó ðîçâ'ÿçêîâi ðiâíÿííÿ (1.74) öÿ òî÷êà ïîðîäæó¹ äå-

ÿêi îñîáëèâîñòi, ÿêi áóäåìî íàçèâàòè iñòîòíî îñîáëèâèìè ôóíêöiÿìè

(IÎÔ), òîáòî ôóíêöiÿìè, ÿêi íå ¹ àíàëiòè÷íèìè âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà

ε > 0.

Àíàëîãi÷íå ÿâèùå ñïîñòåðiãà¹ìî, ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ

x2y′′ (x) + xy′ (x) +
(
x2 − ν2

)
y (x) = 0

â îêîëi òî÷êè x = 0.

Âiäîìî, ùî äâà ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ ìîæíà ïîäàòè ó âè-

ãëÿäi

y1 (x) = xνz1 (x) , y2 (x) = x−νz2 (x) ,

äå zi (x) , i = 1, 2 � àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè x = 0.

Îäèí iç ìíîæíèêiâ x±ν ç âiä'¹ìíèì ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ ¹ îñîáëèâîþ ôóí-

êöi¹þ äëÿ ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ â îêîëi òî÷êè x = 0.

Òàêèì ÷èíîì, îñíîâíà òðóäíiñòü ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.74)

áóäå ïîëÿãàòè ó âèäiëåííi, îïèñàííi òà çáåðåæåííi ÿê ¹äèíèõ öiëèõ âñiõ iñòî-

òíî îñîáëèâèõ ôóíêöié, ùî ïîðîäæóþòüñÿ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ε = 0 â øóêà-

íîìó ðîçâ'ÿçêó.

Çâåäåìî ñèíãóëÿðíî çáóðåíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.74) äî ñèñòåìè

ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Äëÿ ïðîñòîòè ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè

m = 0. Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

εW ′(x, ε)− A (x)W (x, ε) = H (x) ,
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äå W (x, ε) � íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ, à H(x) � âiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ. Ìà-

òðèöÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

A(x) =


0 1 0 ...

0 0 1 ...

. . . ...

−a0 (x) −a1 (x) −a2 (x) ...

0

0

.

−an−1 (x)

 .

Îòîòîæíèìî ìàòðèöþ A(x) ç îïåðàòîðîì A ó n�âèìiðíîìó âåêòîðíîìó

ïðîñòîði [42]. Îïåðàòîðîì A ¹ âèðîäæåíèì îïåðàòîðîì äëÿ çáóðåíîãî îïåðà-

òîðà ε d
dx −A(x). Âèçíà÷èìî ñïåêòð âèðîäæåíîãî îïåðàòîðà A, òîáòî çíàéäå-

ìî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ det(A(x) − λE) = 0. Ìíîæèíó éîãî

êîðåíiâ λ (x) = {λi (x)} íàçèâàþòü ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.

ßêùî m > 0, òî ðiâíÿííÿ (1.74) çâîäèòüñÿ äî òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

εV ′(x, ε)− A0 (x)V (x, ε) + A1 (x)Z(x, ε) = H1 (x) ,

Z ′(x, ε) + B0 (x)V (x, ε) + B1 (x)Z(x, ε) = H2 (x) .

Äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè îäíèì iç îñíîâíèõ îïåðàòîðiâ áóäå îïåðàòîð

Ã0 (x) =


0 1 · 0

0 0 · 0

· · · ·
−am (x) −am+1 (x) · −am+n−1 (x)


Äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî iíôîðìàöiÿ ïðî êiëüêiñòü i ñòðóêòóðó iñòî-

òíî îñîáëèâèõ ôóíêöié äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i çàêëàäåíà ó âëàñòèâîñòÿõ

êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ íà äîñëiäæóâàíîìó ïðîìiæêó íåçàëå-

æíî¨ çìiííî¨. ßêùî äâà àáî êiëüêà êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ çëè-

ïàþòüñÿ â äåÿêèõ òî÷êàõ (òî÷êàõ çâîðîòó), òî óìîâè òåîðåìè Øëåçiíãåðà�

Áiðêãîôôà íå âèêîíóþòüñÿ. Äëÿ òàêîãî ðîäó çàäà÷ îïèñàòè IÎÔ i ïîáóäóâàòè

ÀÐ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ çíà÷íî âàæ÷å. Îñêiëüêè âèðîäæåíå ðiâíÿííÿ äëÿ

ðiâíÿííi Ëióâiëëÿ ¹ àëãåáðà¨÷íèì, òî òî÷êó çâîðîòó ó öüîìó ðiâíÿííi áóäåìî

íàçèâàòè àëãåáðà¨÷íîþ òî÷êîþ çâîðîòó .

Ó òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü, ïîðÿä ç ðiâíÿííÿì Ëióâiëëÿ, âàæëèâå ìiñöå

çàéìà¹ ðiâíÿííÿ Îððà�Çîììåðôåëüäà. Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó öå ðiâíÿ-
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ííÿ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

Lεy(x, ε) ≡ ε3y(4)(x, ε) + xã(x)y′′(x, ε) + b(x)y(x, ε) = h(x). (1.75)

Âèðîäæåíå ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ (1.75) ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì.

Îñêiëüêè òî÷êà çâîðîòó ó öüîìó ðiâíÿííi çíàõîäèòüñÿ áiëÿ ïîõiäíî¨, òî ¨¨

áóäåìî íàçèâàòè äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó .

Ïðîáëåìà ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Îððà�

Çîììåðôåëüäà íàëi÷ó¹ áiëüøå ïiâñòîëiòòÿ [112]. Ïåâíi ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè

ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Îððà�Çîììåðôåëüäà, îñîáëèâî ìåòîäîì çøèâàííÿ, âæå

îòðèìàíî [81, 92, 93]. Õî÷à íà öþ ïðîáëåìó çâåðíóòà óâàãà áàãàòüîõ äîñëiäíè-

êiâ [20, 66, 81, 92, 93, 110, 112] òà ií., îäíàê ïðîáëåìà ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨

àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Îððà�Çîììåðôåëüäà, ÿêà áóëà á ïðèäàòíà

i â òî÷öi çâîðîòó, ïîâíiñòþ íå ðîçâ'ÿçàíà äî òåïåð.

1.6 Ðiâíÿííÿ Åéði òà éîãî ðîçâ'ÿçêè

Âiäîìî, ùî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè íå iíòåãðóþòüñÿ â êâàäðàòóðàõ. Òîìó ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü âèðàæà-

þòü ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè íàéïðîñòiøèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (òàê çâàíi "ìîäåëüíi ðiâíÿííÿ").

Ïðè äîñëiäæåííi ðiâíÿíü ç ïðîñòîþ òî÷êîþ çâîðîòó, îäíèì ç íàéáiëüø

âäàëèõ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

U ′′ (t)± tU(t) = 0,

ÿêi íàçèâàþòü ðiâíÿííÿìè Åéði, à ¨õ ðîçâ'ÿçêè � ôóíêöiÿìè Åéði.

Iñòîðè÷íî òàê ñêëàëîñÿ, ùî ðiâíÿííÿ Åéði òà éîãî ÔÑÐ ìà¹ äâi ôîðìè.

Âèïàäîê 1. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ Åéði âèãëÿäó

T U(t) ≡ U ′′ (t) + tU(t) = 0. (1.76)

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ â îêîëi òî÷êè t = 0 øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäó

U (t) =
∞∑
n=0

ant
n. (1.77)
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Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ôîðìàëüíî äâà ðàçè öåé ðÿä i ïiäñòàâèìî âiäïîâiäíi

ðÿäè â ðiâíÿííÿ (1.76).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè àñèìïòîòè÷íîãî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ

äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó [99], ìîæíà îäåðæàòè òàêi àñèìïòîòè÷íi ðiâ-

íîñòi, êîëè t→ +∞ [30]:

U1(t) ∼= A t−1/4

{
cos α

[
1−O

(
t−3
)]

+
5

48
t−3/2 sinα

[
1−O

(
t−3
)]}

,

U2 (t) ∼= B t−1/4

{
sin β

[
1−O

(
t−3
)]

− 5

48
t−3/2 cos β

[
1−O

(
t−3
)]}

. (1.78)

U ′
1 (t)

∼= A t1/4
{
sinα

[
1−O

(
t−3
)]

+
7

48
t−3/2 cosα

[
1−O

(
t−3
)]}

,

U ′
2 (t)

∼= Bt1/4
{
cos β

[
1−O

(
t−3
)]

− 7

48
t−3/2 sin β

[
1−O

(
t−3
)]}

.

Òóò

A =
6
√
3 Γ
(
2
3

)
√
π

; B =
Γ
(
1
3

)
6
√
3
√
π
; α =

2

3
t3/2 − π

12
; β =

2

3
t3/2 +

π

12
. (1.79)

Àñèìïîòè÷íi ðiâíîñòi (1.78) i (1.79) ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äàëi. Öi¹þ

ôîðìîþ çàïèñó ôóíêöié Åéði êîðèñòóâàëèñü À.À. Äîðîäíiöèí, Ñ.Î. Ëîìîâ,

Â.Ì. Áîáî÷êî [6, 30, 77].

Ðiâíÿííÿ (1.76) òà éîãî âëàñòèâîñòi âïåðøå áóëè äîñêîíàëî âèâ÷åíi

À.À. Äîðîäíiöèíèì [30]. Òîìó öi ôóíêöi¨, ÿê âæå áóëî ñêàçàíî, áóäåìî íà-

çèâàòè ôóíêöiÿìè Åéði � Äîðîäíiöèíà .

Îñêiëüêè ãðàôiêè ôóíêöié Åéði � Äîðîäíiöèíà òà ¨õ ïîõiäíèõ ðiäêî çó-

ñòði÷àþòüñÿ â íàóêîâié ëiòåðàòóði, òî äîöiëüíî íàâåñòè âiäïîâiäíi ãðàôiêè

(Ðèñ.1.1, Ðèñ. 1.2). Ìà¹ìî íàñòóïíi çîáðàæåííÿ:
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4U(t)
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U1(t) ___

U2(t) -----

Ðèñ.1.1. Ãðàôiêè ôóíêöié Åéði�Äîðîäíiöèíà.

-3
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-1

1

2

3

4U(t)

-2 2 4 6

U1’(t) ____

U2’(t) -----

Ðèñ.1.2. Ãðàôiêè ïîõiäíèõ âiä ôóíêöié Åéði�Äîðîäíiöèíà.

Âèïàäîê 2. Iíøîþ ôîðìîþ çàïèñó ðiâíÿííÿ Åéði ¹ ðiâíÿííÿ

T U ≡ U ′′ (t)− tU (t) = 0. (1.80)

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ â îêîëi òî÷êè t = 0 òåæ áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

ðÿäó

W (t) =
∞∑
n=0

(−1)nant
n. (1.81)

Ïiäñòàâèìî öåé ðÿä ó ðiâíÿííÿ (1.80) i çíîâó çðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè áiëÿ

îäíàêîâèõ ñòåïåíiâ çìiííî¨ t.
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ

Ai (t) =
1

π

∞∫
0

cos

(
s3

3
+ st

)
ds (1.82)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.80).

Iíòåãðàë (1.82), ÿêèé íàçèâàþòü iíòåãðàëîì Åéði , âïåðøå ââiâ ó ðîçãëÿä

Åéði [29] ó 1838 ð. ïðè äîñëiäæåííÿõ, çâ'ÿçàíèõ ç îïòèêîþ.

Ñêîðèñòàâøèñü âiäîìîþ ôîðìóëîþ äèôåðåíöiþâàííÿ ïiä çíàêîì iíòåãðà-

ëà, ìà¹ìî

Ai′ (t) = −1

π

∞∫
0

s sin

(
s3

3
+ s t

)
ds.

Òîäi

Ai′(0) =
1

π

∞∫
0

s sin
s3

3
ds =

1

31/3Γ
(
1
3

) ≡ 6
√
3Γ
(
2
3

)
2π

. (1.83)

Îòîòîæíèìî îäèí iç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.80) ç ôóíêöi¹þ (1.82).

Äðóãèé ðîçâ'ÿçîê W2(t) ≡ Bi(t) âèáåðåìî òàêèì ÷èíîì, ùîá:

1) W2 (t) áóëà ëiíiéíî íåçàëåæíîþ äî ôóíêöi¨ W1 (t) ≡ Ai (t) ;

2) ôóíêöiÿ Bi (t) ïðè âåëèêèõ âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨ t ïîâèííà ìàòè

òó ñàìó àìïëiòóäó, ùî ôóíêöiÿ Ai(t), à ¨õ ôàçè ïîâèííi âiäðiçíÿòèñü íà π ·2−1.

Òàêîþ ¹ ôóíêöiÿ

Bi (t) =
1

π

∞∫
0

{
exp

[
−s3

3
+ ts

]
+ sin

[
s3

3
+ ts

]}
ds, (1.84)

ÿêà òåæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.80). Òóò

Hi(t) ≡ π−1

∞∫
0

exp

[
−s3

3
+ ts

]
ds

� ôóíêöiÿ Ñêîðåðà .
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Äëÿ ôóíêöi¨ (1.84) ìà¹ìî

Bi (0) = 3−1/6 Γ−1
(
2
3

)
=

√
3Ai (0) ,

Bi′ (0) = 6
√
3 Γ−1

(
1
3

)
= −

√
3Ai ′ (0) .

(1.85)

Ôóíêöiþ (1.84) ìîæíà ùå çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Bi(t) =
√
3
[
a0 f̃(t) + a1 φ̃(t)

]
, (1.86)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

WÂð [Ai (t) ,Bi (t)] = π−1. (1.87)

Çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì, ðiâíÿííÿ (1.80) i ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê öüî-

ãî ðiâíÿííÿ, áóäåìî âiäïîâiäíî íàçèâàòè ðiâíÿííÿì i ôóíêöiÿìè Åéði�

Ëàíãåðà .

Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó, òîáòî, êîëè t → +∞, ìàþòü ìiñöå òàêi

àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi:

Ai (t) =
e−ξ

2
√
π 4
√
t

∞∑
k=0

(−1)k ck ξ
−k, Bi (t) =

eξ
√
π 4
√
t

∞∑
k=0

ck ξ
−k, (1.88)

òà

Ai (−t) =
1

√
π 4
√
t

{
sin γ ·

∞∑
k=0

(−1)k c2k ξ
−2k −

− cos γ ·
∞∑
k=0

(−1)k c2k+1 ξ
−2k−1

}
, (1.89)

Bi (−t) =
1

√
π 4
√
t

{
cos γ ·

∞∑
k=0

(−1)k c2k ξ
−2k +

+ sin γ ·
∞∑
k=0

(−1)k c2k+1 ξ
−2k−1

}
, (1.90)

äå

c0 = 1, ξ =
2

3
t3/2; ck =

(2k + 1) (2k + 3) . . . (6k − 1)

216k · k!
; γ =

2

3
t3/4 +

π

4
.
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Äëÿ íàî÷íîñòi íàâåäåìî ãðàôiêè ôóíêöié Åéði-Ëàíãåðà (Ðèñ. 1.3).
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t

Ðèñ.1.3. Ãðàôiêè ôóíêöié Åéði�Ëàíãåðà.

Àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ ïîõiäíèõ âiä ôóíêöié Åéði�Ëàíãåðà ïîäàíî ó

äîâiäíèêó [99]. Ïðîòå, îñêiëüêè íàäàëi áóäå âèêîðèñòàíî ïîõiäíi âiä ôóíêöié

Åéði�Ëàíãåðà äëÿ äîäàòíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Çàïèøåìî öi ðiâíîñòi

Ai′(t) =
−t1/4 e−ξ

2
√
π

∞∑
k=0

(−1)k dk ξ
−k, Bi ′(t) =

t1/4 eξ√
π

∞∑
k=0

dk ξ
−k, (1.91)

äå d0 = 1; dk = −6k+1
6k−1 , k ∈ N .

Ãðàôiêè ïîõiäíèõ âiä ôóíêöié Åéði�Ëàíãåðà ìàþòü òàêèé âèãëÿä:
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t

Ðèñ. 1.4. Ãðàôiêè ïîõiäíèõ âiä ôóíêöié Åéði�Ëàíãåðà.
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Ó íàóêîâèõ äîñëiäæåííÿõ âèêîðèñòîâóþòü ôóíêöi¨ Åéði îáîõ òèïiâ, ðîç-

ãëÿíóòèõ âèùå â ïåðøîìó òà äðóãîìó âèïàäêàõ. Òîìó ¹ ñåíñ çíàéòè ôîðìóëè

çâ'ÿçêó ìiæ öèìè ôóíêöiÿìè.

Îòæå, íåõàé Uk(x), k = 1, 2 � äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

U ′′ (x) + xU (x) = 0, (1.92)

ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíèì ïî÷àòêîâèì óìîâàì.

Âðàõóâàâøè ðiâíîñòi (1.85), ôîðìóëè çâ'ÿçêó ìiæ ôóíêöiÿìè Åéði�Ëàíãåðà

i Åéði�Äîðîäíiöèíà ùå ìîæíà çàïèñàòè â òàêèõ ôîðìàõ:

Ai (−t) = [Ai (0)U1 (t)− Ai′ (0 )U2 (t)] ,

Bi (−t) =
√
3 [Ai (0)U1 (t)− Ai′ (0)U2 (t)] .

(1.93)

Ç (1.93) ëåãêî îäåðæàòè îáåðíåíi ñïiââiäíîøåííÿ

U1 (t) ≡ 1
23

2/3Γ
(
2
3

) [
Ai (−t) + Bi(−t)√

3

]
,

U2 (t) ≡ 1
23

1/3Γ
(
1
3

) [
Ai (−t)− Bi(−t)√

3

]
.

(1.94)

1.7 Íåâëàñíi iíòåãðàëè âiä ôóíêöié Åéði

Äëÿ ïîáóäîâè ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó

íàì áóäóòü íåîáõiäíi iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, ÿêi ¹ ÷àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè

òàêèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü:

U ′′ (t) + t U(t) = 1, (1.95)

U ′′ (t)− t U (t) = π−1. (1.96)

Âèïàäîê 1. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.95)

äëÿ âñiõ t ∈ [0;∞] áóäå ôóíêöiÿ

Ψ(t) =

t∫
+∞

K(t, τ)dτ. (1.97)
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Òóò

K (t, τ) ≡ U2 (t) · U1 (τ)− U1 (t) · U2 (τ) ,

äå Uk (t) , k = 1, 2 � ôóíêöi¨ Åéði�Äîðîäíiöèíà.

Äëÿ áiëüøî¨ íàî÷íîñòi çîáðàçèìî ãðàôiê IÎÔ Ψ(t) (Ðèñ.1.5). Ìà¹ìî

-1


-2


1


2


2
 4
 6


t

Ψ(t)

Ðèñ. 1.5. Ãðàôiê ôóíêöi¨ Ψ(t).

Ñïðàâåäëèâà òàêà àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü:

Ψ(t) =
Γ
(
1
3

)
· Γ
(
2
3

)
π

t−1
[
1 +O(t−3/2)

]
. (1.98)

Ñêîðèñòàâøèñü âiäîìîþ ôîðìóëîþ Γ (z) Γ (1− z) = π · cosec πz, ìà¹ìî

Γ

(
1

3

)
· Γ
(
2

3

)
= π · cosec π

3
=

2π√
3
. (1.99)

Ïiäñòàâèâøè (1.99) ó (1.98), îòðèìà¹ìî òàêó àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü, êîëè

t→ +∞:

Ψ(t) = t−1
[
1 +O(t−3/2)

]
. (1.100)

Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò (1.100) ñïiâïàäà¹ ç îöiíêîþ, íàâåäåíîþ â ìîíîãðàôi¨

[77].

Iñòîòíî îñîáëèâó ôóíêöiþ Ψ(t) âïåðøå áóëî âèêîðèñòàíî Ñ.Î. Ëîìîâèì

äëÿ ïîáóäîâè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i ç òî÷êîþ çâîðîòó.

Ïðîòå äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i ç òî÷êîþ

çâîðîòó îäíi¹¨ IÎÔ (1.100) çàìàëî. Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî äëÿ

ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî ïðèäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i ç òî÷êîþ çâî-

ðîòó ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè i ôóíêöiþ, ÿêà ¹ ïîõiäíîþ âiä ôóíêöi¨ Ψ(t), òîáòî

ôóíêöiþ

Ψ′ (t) ≡ U ′
2 (t)

t∫
∞

U1 (τ) dτ − U ′
1 (t)

t∫
∞

U2 (τ) dτ . (1.101)

70



Ãðàôiê ôóíêöi¨ (1.101) íàâåäåíî íà Ðèñ.1.6.
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Ðèñ. 1.6. Ãðàôiê ôóíêöi¨ Ψ′(t).

Âèïàäîê 2. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (1.96). Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiþ, àíà-

ëîãi÷íó äî ôóíêöi¨ (1.97), òîáòî, ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.96), êîëè

t ∈ (−∞, 0], ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

Hi(t) = Bi (t)

t∫
−∞

Ai (τ) dτ − Ai (t)

t∫
−∞

Bi (τ) dτ , (1.102)

ÿêó íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Ñêîðåðà [95].

Äîñëiäèìî ôóíêöiþ Hi(t), êîëè t→ −∞.

Â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè

Hi(−t) = Bi (−t)

t∫
+∞

Ai (τ) dτ − Ai (−t)

t∫
+∞

Bi (τ) dτ ≡

≡
√
3Ai (0) U1 (t)

−t∫
−∞

[
Ai (τ)− Bi (τ)√

3

]
d τ+ (1.103)

+
√
3Ai ′(0)U2(t)

−t∫
−∞

[
Ai (τ) +

Bi(τ)√
3

]
dτ = π−1Ψ(t).

Ñïðàâåäëèâiñòü öi¹¨ ðiâíîñòi ìîæíà ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî, òîáòî ìà¹

ìiñöå
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Hi(t) = −π−1 t−1
[
1 + O

(
t−3/2

)]
, t → −∞. (1.104)

Âèïàäîê 3. Äîñëiäèìî ôóíêöiþ

ν(t) = Bi(t)

t∫
+∞

Ai(τ)dτ − Ai(t)

t∫
0

Bi(τ) dτ, (1.105)

êîëè t ∈ [0; +∞).

Öÿ ôóíêöiÿ áóäå íàìè âèêîðèñòàíà íèæ÷å ïðè äîñëiäæåííi ñèñòåìè ç íå-

ñòàáiëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ òàêå iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ:

ν (t) = −π−1

∞∫
0

sin

(
s3

3
+ st

)
ds. (1.106)

Ïðîiíòåãðó¹ìî öåé iíòåãðàë çà ÷àñòèíàìè, êîëè t→ +∞. Îäåðæèìî

ν (t) = −π−1 lim
t→∞

t∫
sin

(
s3

3
+ st

)
ds =

= −π−1

{
t−1 − lim

t→∞

t∫ (
s

s+ t
+ st

)
cos

(
s3

3
+ st

)
d

(
s3

3
+ st

)}
.

ßêùî ùå îäèí ðàç ïðîiíòåãðóâàòè ÷àñòèíàìè, òî îòðèìà¹ìî

ν (t) = −π−1

t−1 + 2

∞∫
5s2 − t

(s2 + t)4
sin

(
s3

3
+ st

)
ds

 . (1.107)
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Ðèñ. 1.7. Ãðàôiê ôóíêöi¨ ν(t).
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Ãðàôiê ôóíêöi¨ ν(t) íàâåäåíî íà Ðèñ. 1.7.

Íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.107) ¹ âåëè-

÷èíà ïîðÿäêó O
(
t−4
)
, êîëè t→ +∞. Òîäi äëÿ t→ +∞ ìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó

ðiâíiñòü

ν(t) = −π t−1 [1 +O(t−3)]. (1.108)

Îñêiëüêè ν (t) = lim
ε→+0

ν̃ (t), òî

ν ′ (t) = −π−1

∞∫
0

s cos

(
1

3
s3 + st

)
ds.

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî êîëè t → +∞, òî ìà¹ ìiñöå

àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

ν ′ (t) =
1

πt2
[
1 +O

(
t−5
)]
. (1.109)

Ãðàôiêîì ôóíêöi¨ ν ′(t)) (Ðèñ.1.8) áóäå çîáðàæåíà êðèâà:
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Ðèñ. 1.8. Ãðàôiê ôóíêöi¨ ν ′(t)).

1.8 Âèñíîâêè äî ðîçiëó I

Öåé ðîçäië ¹ äîïîìiæíèì i íå ìiñòèòü íîâèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó íüîìó ïðîâåäå-

íî îãëÿä ëiòåðàòóðè, ÿêèé ñâiä÷èòü, ùî íà äàíèé ÷àñ ïîáóäîâà çàãàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî çáóðåèíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó âèïàäêó

íåñòàáiëüíîñòi ñïåêòðà çàëèøà¹òüñÿ ìàëîäîñëiäæåíèì ïèòàííÿì.
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Äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âàæëèâî ìàòè iíñòðóìåíòàðié áåçïîñåðåäíüî¨ ïîáóäîâè

âiäïîâiäíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç ìàëèì

ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøié ïîõiäíié i òî÷êîþ çâîðîòó.

Íàâåäåíî ìåòîäè àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ, à ñàìå ìåòîä Äîðîäíiöèí-

êà, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ Ëîìîâà. Íàâåäåíî âëàñòèâîñòi òà ãðàôiêè ôóíêöié

Åéði, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíèõ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü òà êëàñèôiêàöiÿ òî-

÷îê çâîðîòó.
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Ðîçäië 2

ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ

ÑÈÑÒÅÌÈ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÇÁÓÐÅÍÈÕ

ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÇI ÑÒÀÁIËÜÍÎÞ

ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÎÞ ÒÎ×ÊÎÞ ÇÂÎÐÎÒÓ

ÌÅÒÎÄÎÌ IÑÒÎÒÍÎ ÎÑÎÁËÈÂÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Òåîðiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êàìè çâîðîòó áåðå

ñâié ïî÷àòîê ç äîñëiäæåíü Ð. Ëàíãåðà. Íà ñüîãîäíi îòðèìàíî îñíîâíi ðåçóëü-

òàòè ùîäî ïîáóäîâè ðiâíîìiðíèõ àñèìïòîòèê äëÿ ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ òà ñèñòåì

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ëióâiëëÿ ç òî÷êîþ çâî-

ðîòó. Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ áiëüøîñòi öèõ ðîáiò ç öüîãî íàïðÿìêó áóëî òå, ùî

âèðîäæåíi ðiâíÿííÿ áóëè àëãåáðà¨÷íèìè, òîáòî òî÷êà çâîðîòó áóëà àëãåáðà¨-

÷íîþ.

Îäíàê òåîðiÿ i ïðàêòèêà âèìàãàþòü äîñëiäæåíü ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ âèðîäæåíi ðiâíÿííÿ ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè,

i òî÷êà çâîðîòó çíàõîäèòüñÿ ó âèãëÿäi ìíîæíèêà ïðè ñòàðøié ïîõiäíié âèðî-

äæåíîãî ðiâíÿííÿ [7].

Êëàñè÷íèìè ïðèêëàäàìè òàêèõ ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿ âèäó

ε3y′′′(x, ε) + xã(x)y′(x, ε) + b(x)y(x, ε) = h(x),

εy′′(x, ε) + xã(x)y′(x, ε) + b(x)y(x, ε) = h(x),

òà ðiâíÿííÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà

εy(4)(x, ε) + xã(x)y′′(x, ε) + b(x)y′(x, ε) + c(x)y(x, ε) = h(x).
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Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ïîáóäîâó ðiâíîìiðíîãî àñèìïòî-

òè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çi ñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó ó ïðîñòîði áåçðåçîíàíñíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ.

2.1 Ñòàáiëüíà äèôåðåíöiàëüíà òî÷êà çâîðîòó ç

êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi ã(x) > 0 i b(x) < 0

2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïðèðîäíié iíòåðåñ âèêëèêà¹ ðîçâèòîê ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ äëÿ ñêàëÿðíèõ

ðiâíÿíü íà âèïàäîê âåêòîðíèõ ðiâíÿíü. Ðîçâèâàþ÷è iäå¨ ïðåäñòàâëåíi â ðî-

áîòàõ [9, 10], ìè áóäóâàòèìåìî ðiâíîìiðíó àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ

çâîðîòó ïåðøîãî ðîäó, ÿêà âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ âèäó

ε3y′′′(x, ε) + xã(x)y′(x, ε) + b(x)y(x, ε) = h(x), (2.1)

äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, ã(x), b(x), h(x) ∈ C∞[0; l].

Ïðè ε = 0 ç ðiâíÿííÿ (2.1) îäåðæèìî âèðîäæåíå ðiâíÿííÿ:

L0ω(x) ≡ xã(x)ω′(x) + b(x)ω(x) = h(x). (2.2)

Â (2.2) òî÷êà çâîðîòó x = 0 ¹ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó.

Âèêîíà¹ìî íèçêó ïåðåòâîðåíü, ÿêi äîçâîëÿòü âèêîíàòè ïåðåõiä ðiâíÿííÿ

(2.1) äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çîêðåìà,

ïåðåéäåìî âiä ñêàëÿðíî¨ ôîðìè ðiâíÿííÿ äî âåêòîðíî¨

y = y1,

y′ = y′1 = y2,

εy′′ = εy′′1 = εy′2 = y3,

ε(εy′′′) = ε(εy′′′1 ) = ε(εy′′2) = ε(y′3).

Òîäi
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
y′1 = y2,

εy′2 = y3,

εy′3 = −a(x)y2 − b(x)y1 + h(x),
εy′1 = εy2,

εy′2 = y3,

εy′3 = −a(x)y2 − b(x)y1 + h(x).

(2.3)

Ñèñòåìó (2.3) ìîæíà çàïèñàòè ó âåêòîðíié ôîðìi:

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x), (2.4)

äå A(x, ε) ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

à A0(x) i A1 ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

−b(x) −a(x) 0

 , A1 =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

ïðè ε → 0, x ∈ [0, l], Y (x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) - øóêàíà

âåêòîð-ôóíêöiÿ, (x) = colomn(0, 0, h(x)) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

ßê áóëî çàçíà÷åíî â ïåðøîìó ðîçäiëi, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáó-

ðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé â òåðìiíàõ åëå-

ìåíòàðíèõ ôóíêöié. Òîìó ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ñèñòåì çðó÷íî âèêî-

ðèñòîâóâàòè òàê çâàíi "ìîäåëüíi ðiâíÿííÿ". Ïðè äîñëiäæåííi ðiâíÿíü ç ïðî-

ñòîþ òî÷êîþ çâîðîòó îäíèì ç íàéáiëüø âäàëèõ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿ

âèãëÿäó

Ü(t)± tU(t) = 0, (2.5)

ÿêå íàçèâàþòü ðiâíÿííÿìè Åéði. Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ Åéði îïèñó¹ êîëèâà-

ííÿ äëÿ t < 0 i íåêîëèâíi ïðîöåñè äëÿ t > 0. Òîìó éîãî çðó÷íî âèêîðèñòîâó-

âàòè ÿê "ìîäåëü"äëÿ ÿâèù ç ïåðåõîäîì (ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò) âiä êîëèâíèõ

ïðîöåñiâ äî ïðîöåñiâ iíøèõ òèïiâ, ÿêi ¹ õàðàêòåðíèìè äëÿ çàäà÷ ç òî÷êàìè

çâîðîòó, i éîãî ðîçâ'ÿçêè çäàòíi îïèñàòè òi îñîáëèâîñòi, ÿêi âëàñòèâi çàäà÷àì
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òàêîãî òèïó. Çâè÷àéíî, ðiâíÿííÿ Åéði ìà¹ äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè,

ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ U1(t) = Ai(t) i U2(t) = Bi(t) i ¹ âiäîìèìè ôóíêöiÿìè Åéði,

ÿêi ðåòåëüíî âèâ÷àëèñü, à ¨õ âëàñòèâîñòi îïèñàíi ó íàóêîâié ëiòåðàòóði [99].

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Åéði òàêîæ ìîæóòü áóòè îïèñàíi â òåðìiíàõ ôóíêöié Áåñ-

ñåëÿ ïîðÿäêó 1
3 .

Äîñëiäèìî çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãó-

ëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè (2.4) äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Òîáòî ç ìàòðèöåþ âèãëÿäó ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

b(x) −a(x) 0

 , A1 =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

Òîáòî âèêîíàííÿ óìîâ Ñ 1 òà Ñ 3 äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè àñèìïòîòèêó

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) â îêîëi òàê çâàíî¨ ñòàáiëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó [10].

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4). Âîíî ìà¹ âèãëÿä:

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

0 −λ 1

b(x) −a(x) −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − xã(x)λ = 0.

Êîðåíÿìè äàíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹

λ1 = 0, λ2,3 = ±i
√
xã(x).

Äàëi äîñëiäèìî âèïàäîê êîëè êîðiíü λ1 òîòîæíî ðiâåí íóëåâi, à êîðåíi λ2 i

λ3 çëèïàþòüñÿ â òî÷öi çâîðîòó. Îñêiëüêè êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

óÿâíi, öå âêàçó¹ íà ñòàáiëüíiñòü òî÷êè çâîðîòó x = 0 [9]. Äàíó çàäà÷ó áóäåìî

âèâ÷àòè âèõîäÿ÷è iç ãiïîòåçè, ùî ïiñëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ,

ðîçøèðåíèé îïåðàòîð ïîâèíåí ìiñòèòü ìîäåëüíèé îïåðàòîð Åéði-Äîðîäíiöiíà

[6].
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2.1.2 Ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Òî÷êà ε = 0 ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ äëÿ ðiâíÿííÿ (2.4), à òîìó äëÿ öüîãî ðiâíÿ-

ííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ êëàñè÷íà òåîðåìà ïðî àíàëiòè÷íó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó

âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ó ðîçâ'ÿçêîâi öÿ òî÷êà ïîðîäæó¹ äåÿêi îñîáëèâîñòi,

ÿêi íàçèâàþòü iñòîòíî îñîáëèâèìè ôóíêöiÿìè (IÎÔ), òîáòî ôóíêöiÿìè, ÿêi

íå ¹ àíàëiòè÷íèìè âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 [6]. Îñíîâíà òðóäíiñòü

ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêó ïîëÿãà¹ ó âèäiëåííi, îïèñàííi òà çáåðåæåííi ÿê

¹äèíèõ öiëèõ âñiõ iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié, ùî ïîðîäæóþòüñÿ îñîáëèâîþ

òî÷êîþ ε = 0 â øóêàíîìó ðîçâ'ÿçêó.

Äëÿ âèäiëåííÿ âñiõ iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié òà çáåðåæåííÿ ¨õ ÿê ¹äèíèõ

öiëèõ â ñèñòåìi (2.4), ââåäåìî ðåãóëÿðèçóþ÷ó çìiííó

t = ε−p · φ(x), (2.6)

äå ïîêàçíèê p i ðåãóëÿðèçóþ÷à ôóíêöiÿ φ(x) âëàñíå é i ìàþòü áóòè âèçíà÷åíi.

Çãiäíî ìåòîäó iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié, íåîáõiäíîþ óìîâîþ ðîçøèðåííÿ

çàäà÷i ¹ ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ

Ỹk(x, t, ε)|t=ε−p·φ(x) ≡ Yk(x, ε).

Çíàéäåìî ÷àñòèííó ïîõiäíó äëÿ ôóíêöi¨ Ỹk(x, t, ε)

∂2

∂x · ∂t

[
Ỹk(x, t, ε)

]
|t=ε−p·φ(x) = ε−p · φ′(x)

∂Ỹk(x, t, ε)

∂t
+
∂Ỹk(x, t, ε)

∂x

Ïiäñòàâèìî îäåðæàíó ÷àñòèííó ïîõiäíó äëÿ ðîçøèðåíî¨ ôóíêöi¨ â ðiâíÿííÿ

(2.4). Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçøèðåííî¨ ôóíêöi¨ Ỹk(x, t, ε) îäåðæèìî ðîçøè-

ðåíå âåêòîðíå ðiâíÿííÿ

L̃εỸk(x, t, ε) ≡ ε1−pφ′∂Ỹk(x, t, ε)

∂t
+ ε

∂Ỹk(x, t, ε)

∂x
− A(x, ε)Ỹk(x, t, ε) = H(x).

(2.7)

Âèïèøåìî îêðåìî ðîçøèðåíèé îïåðàòîð L̃ε(Y )

L̃ε(Y ) = ε1−p · φ(x) ∂
∂t

+ ε
∂

∂x
− A(x, ε) = H(x).
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Çãiäíî ìåòîäà iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié íåîáõiäíî âèäiëèòè ìíîæèíè

ôóíêöié (ïiäïðîñòîðè), â ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ, ìiñòèòü

âñi iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨ i ñàìà çàäà÷à áóäå ðåãóëÿðíî çàëåæàòè âiä ìàëîãî

ïàðàìåòðà ε.

Ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Âèäiëèìî òàêó ìíîæèíó ôóíêöié, â ÿêié ðîçøèðåíà çàäà÷à (2.7) áóäå ðåãó-

ëÿðíî çáóðåíîþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

(ïiäïðîñòîðè) ôóíêöié

D1k = α1k(x, ε)U1(t) + εγβ1k(x, ε)U
′
1(t),

D2k = α2k(x, ε)U2(t) + εγβ2k(x, ε)U
′
2(t),

D3k = fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t),

D4k = ωk(x, ε),

(2.8)

äå Ui(t), (i = 1, 2) � ôóíêöi¨ Åéði [6].

Ïiäïðîñòîðè D1k òà D2k ìiñòÿòü ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿð-

íî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ñòðóêòóði ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ iñòîòíî

îñîáëèâi ôóíêöi¨ Ui(t). Ïiäïðîñòið D3k ìiñòèòü ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ñòðóêòóði ÿêèõ ìi-

ñòèòüñÿ iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ ψ(t) òà ¨¨ ïîõiäíà [6]. Ïiäïðîñòið D4k ìi-

ñòèòü ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ òà íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîðåíþ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿí-

íÿ λ1 = 0 i íå ìiñòèòü iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié.

Òîäi ç ïiäïðîñòîðiâ (2.8), ñêëàäåìî ÿê ïðÿìó ñóìó íîâèé ïðîñòið

Dk =
[ 2∑
i=1

{Dik} ⊕D3k ⊕D4k

]
.

Åëåìåíò Ỹk(x, t, ε) ïðîñòîðó Dk ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó:

Ỹk(x, t, ε) =
2∑

i=1

Dik(x, t, ε) + fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t) + ωk(x, ε), (2.9)
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äå

2∑
k=1

Dik(x, t, ε) =

 εs1αk1(x, ε)

εs2αk2(x, ε)

εs3αk3(x, ε)

Ui(t) + εγ

 εq1βk1(x, ε)

εq2βk2(x, ε)

εq3βk3(x, ε)

U ′
i(t),

äå αik(x, ε), βik(x, ε), fk(x, ε), gk(x, ε), ωk(x, ε), k = 1, 3 � øóêàíi àíàëiòè÷íi

ôóíêöi¨, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà ε > 0, ùî íåcêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi

íà ïðîìiæêó x ∈ [0; l].

Äàëi äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè ðåãóëÿðèçóþ÷ó çìiííó çãiäíî ç (2.6), íåîá-

õiäíî âèçíà÷èòè ïîêàçíèê p i ôóíêöiþ φ(x). Äëÿ öüîãî ïîäi¹ìî ðîçøèðåíèì

îïåðàòîðîì L̃ε íà âåêòîð ôóíêöiþ Dk(x, t, ε). Ïiäñòàâèìî ðåçóëüòàò â îäíîði-

äíå ðîçøèðåíå ðiâíÿííÿ (2.7), òîáòî ïðè H(x) = 0. Îòðèìà¹ìî

L̃ε(αik(x, ε)Uik(t) + εγβik(x, ε)U
′
i(t)) = ε1−pαik(x, ε)φ

′(x)U ′
i(t)+

+εα′
ik(x, ε)Ui(t)− A(x, ε)αik(x, ε)Ui(t) + ε1−p+γφ′(x)βik(x, ε)U

′′
i (t)+

+ε1+γβ′
ik(x, ε)U

′
i(t)− εγA(x, ε)βik(x, ε)U

′
i(t) = 0.

Äëÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü òà ïåðåòâîðåíü ç êîìïîíåíòîþ U ′′(t) âèêîðèñòà-

¹ìî ìîäåëüíèé îïåðàòîð Åéði-Äîðîäíiöèíà

U ′′(t) + tU(t) = 0,

U ′′(t) = −tU(t), t = ε−p · φ′(x).

Òîäi ðåçóëüòàò äi¨ ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà ìàòèìå âèãëÿä

L̃ε(αik(x, ε)Uik(t) + εγβik(x, ε)U
′
i(t)) = ε1−pαik(x, ε)φ

′(x)U ′
i(t)−

−ε1+γ−2pβik(x, ε)φ
′(x)φ(x)Ui(t)− A(x, ε)αik(x, ε)Ui(t)−

−εγA(x, ε)βik(x, ε)U ′
i(t) + εα′

ik(x, ε)Ui(t) + ε1+γβ′
ik(x, ε)U

′
i(t) = 0.

Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ áóëî òîòîæíiñòþ, íåîáõiäíî, ùîá

êîåôiöi¹íòè ïðè iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöiÿõ òà ¨õ ïîõiäíèõ ïåðåòâîðèëèñü

â íóëü. Âiäòàê âèïèøåìî êîåôiöi¹íòè ïðè iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöiÿõ òà ¨õ

ïîõiäíèõ:
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U ′
i(t) : ε

1−pαik(x, ε)φ
′(x)− εγ[A0(x) + εA1]βik(x, ε) = −ε1+γβ′

ik(x, ε), (2.10)

Ui(t) : −ε1+γ−2pβk(x, ε)φ(x)φ
′(x)− [A0(x)+εA1]αik(x, ε) = −εα′

ik(x, ε) (2.11)

äå i = 1, 2.

Âèìàãàòèìåìî, ùîá îäåðæàíi ñèñòåìè (2.10) i (2.11) áóëè ðåãóëÿðíî çáóðå-

íèìè âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Äëÿ öüîãî ïîêàçíèêè ñòåïåíiâ ìàëîãî

ïàðàìåòðà â êîæíîìó ðiâíÿííi ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè. Ïiñëÿ ÷îãî ìîæíà

áóäå ïðîâåñòè ñêîðî÷åííÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà. Òîìó çàïèøåìî îäíîðiäíi ðiâ-

íÿííÿ (2.10) i (2.11), ïîêè ùî ç óðàõóâàííÿì òiëüêè îñíîâíî¨ ìàòðèöi A0(x),

ó âèãëÿäi ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.



ε1−p+s1αk1(x, ε)φ
′(x) = 0,

ε1−p+s2αk2(x, ε)φ
′(x)− εγ+s3βk3(x, ε) = 0,

ε1−p+s3αk3(x, ε)φ
′(x)− b(x)εγ+s1βk1(x, ε) + a(x)εγ+s2βk2(x, ε) = 0,

ε1+γ−2p+q1βk1(x, ε)φ(x)φ
′(x) = 0,

ε1+γ−2p+q2βk2(x, ε)φ(x)φ
′(x) + εs3αk3(x, ε) = 0,

ε1+γ−2p+q3βk3(x, ε)φ(x)φ
′(x) + b(x)εs1αk1(x, ε)− a(x)εs2αk2(x, ε) = 0.

(2.12)

Ôóíêöi¨ αik(x, ε), βik(x, ε), k = 1; 3 ìàþòü áóòè àíàëiòè÷íèìè âåêòîð-

ôóíêöiÿìè âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Âèìàãàòèìåìî, ùîá ïîêàçíèêè

ñòåïåíiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà â êîæíîìó ðiâíÿííi ïîâèííi áóòè îäíàêîâèìè, òîá-

òî ìà¹ ïðîéòè ñêîðî÷åííÿ ìàëîãî ïàðàìåòðó çà öèìè ñòåïåíÿìè. Îäåðæèìî

íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâíÿíü:

1− p+ s1 = 0,

1− p+ s2 = γ + q3,

1− p+ s3 = γ + q1 = γ + q2,

1 + γ − 2p+ q1 = 0,

1 + γ − 2p+ q2 = s3,

1 + γ − 2p+ q3 = s1 = s2.

(2.13)

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (2.13) îòðèìà¹ìî
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p =
2

3
, γ =

1

3
, q1 = q2 = s3 = 0, s1 = s2 = q3 = −1

3
. (2.14)

Òàêèì ñïîñîáîì ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ

Ëåìà 2.1. Ùîá ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè (2.7) ó

âèãëÿäi ðÿäiâ çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà íåîáõiäíî, ùîá p = 2
3, γ = 1

3.

Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ âiäïîâiäíîãî ðÿäó îòðèìà¹ìî ðåãóëÿðíî

çáóðåíi ñèñòåìè ðiâíÿíü âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0.

Âåêòîðíi ðiâíÿííÿ (2.10) i (2.11) çàïèøåìî ó âèãëÿäi ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ

ðiâíÿíü âèãëÿäó:

φ′(x)αi1(x, ε) = µ3[βi2(x, ε)− β′
i1(x, ε)],

φ′(x)αi2(x, ε)− βi3(x, ε) = −µ3β′
i2(x, ε),

φ′(x)αi3(x, ε)− b(x)βi1(x, ε) + a(x)βi2(x, ε) = −µ3β′
i3(x, ε),

φ(x)φ′(x)βi1(x, ε) = µ3[α′
i1(x, ε)− αi2(x, ε)],

φ(x)φ′(x)βi2(x, ε) + αi3(x, ε) = µ3α′
i2(x, ε),

φ(x)φ′(x)βi3(x, ε) + b(x)αi1(x, ε)− a(x)αi2(x, ε) = µ3α′
i3(x, ε).

(2.15)

Òóò i = 1; 2, µ = ε
1
3 . Â ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ, âðàõîâóâàòèìî, ùî ε = µ3.

Òàêèì ñïîñîáîì, îäåðæàíà ñèñòåìà (2.15) ¹ ðåãóëÿðèçîâàíîþ. Öå îçíà÷à¹,

ùî â õîäi ïåðåòâîðåíü áóëî ïðàâèëüíî âèäiëåíî, îïèñàíî òà çáåðåæåíî ÿê

¹äèíó öiëiñíiñòü óñi iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ðîçâ'ÿçêàõ ñè-

ñòåìè (2.4).

2.1.3 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè

Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî îñîáëèâiñòþ ðîçøèðåíî¨ çàäà÷i (2.15) ¹ òå, ùî âîíà

ðåãóëÿðíî çáóðåíà âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà µ > 0 ó ïðîñòîði áåçðåçîíàí-

ñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (2.8). Òîäi âñi êîìïîíåíòè âåêòîð-ôóíêöié αik(x, ε) i βik(x, ε)

áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäiâ

αik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrαikr(x), βik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrβikr(x). (2.16)
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Ïiäñòàâèìî ðÿäè (2.16) ó ñèñòåìó (2.15) äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöié

αikr(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)),

βikr(x) = colomn(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)).

Ïiäñòàâèâøè ðÿäè (2.16) ó ðîçøèðåíó çàäà÷ó (2.7) i çðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè

áiëÿ îäíàêîâèõ ñòåïåíiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà µ > 0, äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ

ðÿäiâ îòðèìà¹ìî ðåêóðåðíòíó ñèñòåìó çàäà÷:

Φ(x) · Zkr(x) = 0, r = 0, 2, Φ(x)Zkr(x) = F · Zk(r−3)(x), r ≥ 3,

(2.17)

çà óìîâè, ùî Zkr(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x), βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)),

à

Φ(x) =



φ′(x) 0 0 0 0 0

0 φ′(x) 0 0 0 −1

0 0 φ′(x) b(x) a(x) 0

0 0 0 φ(x)φ′(x) 0 0

0 0 1 0 φ(x)φ′(x) 0

−b(x) −a(x) 0 0 0 φ(x)φ′(x)


, (2.18)

F · Zk(r−3)(x) = colomn
(
zi1(r−3), zi2(r−3), zi3(r−3), zi4(r−3), zi5(r−3), zi6(r−3)

)
,

äå

zi1(r−3) = (βi2(r−3)(x)− βi1(r−3)(x)),

zi2(r−3) = −βi2(r−3)(x),

zi3(r−3) = −βi3(r−3)(x),

zi4(r−3) = (αi1(r−3)(x)− αi2(r−3)(x)),

zi5(r−3) = αi2(r−3)(x),

zi6(r−3) = αi3(r−3)(x).
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Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè (2.18)

detΦ(x) = φ′2[φ(x)φ′
2(x)]

2 · [φ(x)φ′2(x)− a(x)]2 = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ðåãóëÿðèçóþ÷à ôóíêöiÿ φ(x) ïîêè íå âèçíà÷åíà. Òîìó âèçíà-

÷èìî ¨¨ ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i:

φ(x)φ′2(x) = a(x) ≡ xã(x), φ(0) = 0. (2.19)

Ðîçâ'ÿçàâøè (2.19) îòðèìó¹ìî

φ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
xã(x)dx

) 2
3

.

Çàïèøåìî ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü (2.17) ïðè r = 0

φ′(x)αi10(x, ε) = 0,

φ′(x)αi20(x, ε)− βi30(x, ε) = 0,

φ′(x)αi30(x, ε)− b(x)βi10(x, ε) + a(x)βi20(x, ε) = 0,

φ(x)φ′(x)βi10(x, ε) = µ3[α′
i10(x, ε)− αi20(x, ε)],

φ(x)φ′(x)βi20(x, ε) + αi30(x, ε) = 0,

φ(x)φ′(x)βi30(x, ε) + b(x)αi10(x, ε)− a(x)αi20(x, ε) = 0.

Îñêiëüêè detΦ(x) ≡ 0, òî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.17),

òîáòî Φ(x) · Zkr = 0, r = 0, 2 âèãëÿäó:

Zkr(x) = colomn

(
0,

1

φ′(x)
βi2r(x),−φφ′(x)βi3r(x), 0, βi2r(x), βi3r(x)

)
, (2.20)

äå βikr(x), i = 1; 2, k = 1; 3, r = 0; 2 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî

ãëàäêi ôóíêöi¨ ïðè x ∈ [0; l].

Òàêèì ñïîñîáîì, îòðèìàâøè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Φ(x) · Zkr = 0, r = 0; 2, ïå-

ðåéäåìî äî ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì (2.17) Φ(x)·Zkr(x) = F ·Zk(r−3)(x),

r ≥ 3. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî öi ñèñòåìè ïðè r = 3. Ç óðàõóâàííÿì ðîçâ'ÿçêó
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(2.20), îòðèìà¹ìî ñèñòåìè
φ′(x)αk13(x) = βk20(x)− β′

k10(x) ≡ βk20(x),

φ′(x)αk23(x)− βk33(x) = −β′
k20(x),

φ′(x)αk33(x)− b(x)βk13(x) + a(x)βk23(x) = −β′
k30(x),

(2.21)

òà 
φ(x)φ′(x)βk13(x) = −α′

k10(x) + αk20(x) ≡ αk20(x) ≡ [φ′(x)]−1βk30(x),

φ(x)φ′(x)βk23(x) + αk33(x) = α′
k20(x) ≡ d

dx([φ
′(x)]−1βk30(x)),

φ(x)φ′(x)βk33(x) + b(x)αk13(x)− a(x)αk23(x) = α′
k30(x),

(2.22)

äå α′
k30(x) ≡ d

dx [−φ(x)φ
′(x)βk20(x)]

Ç ïåðøèõ ðiâíÿíü ñèñòåì (2.21) òà (2.22) âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

αk13(x) = [φ′(x)]−1βk20(x),

βk13(x) = [φ ′(x)]−2[φ(x)]−1βk30(x).

Òîäi ñèñòåìè (2.21) i (2.22) íàáåðóòü âèãëÿäó{
φ′(x)αk23(x)− βk33(x) = −β′

k20(x),

φ′(x)αk33(x) + a(x)βk23(x) = −β′
k30(x) + b(x)βk13(x),

òà{
φ(x)φ′(x)βk23(x) + αk33(x) = α′

k20(x) ≡ d
dx([φ

′(x)]−1βk30(x)),

φ(x)φ′(x)βk33(x)− a(x)αk23(x) =
d
dx [−φ(x)φ

′(x)βk20(x)]− b(x)αk13(x).

Çàïèøåìî öi ñèñòåìè òàêèì ñïîñîáîì:{
φ′(x)αk23(x)− βk33(x) = −β′

k20(x),

−a(x)αk23(x) + φ(x)φ′(x)βk33(x) = [−φ(x)φ′(x)βk20(x)]
′ − b(x)βk20(x)

φ′(x) ,

(2.23)

òà {
φ′(x)αk33(x) + a(x)βk23(x) = −β′

k30(x) + b(x) βk30(x)
φ(x)φ′2(x) ,

αk33(x) + φ(x)φ′(x)βk23(x) = [βk30(x)
φ′(x) ]

′.
(2.24)

Çàïèøåìî ðàíãè ìàòðèöü ñèñòåì (2.23) i (2.24). Îòðèìà¹ìî:
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(
φ′(x) −1

−a(x) φ(x)φ′(x)

−β′
k20(x)

(−φ(x)φ′(x)βk20(x))
′ + −b(x)

φ′(x) βk20

)
, (2.25)

òà (
φ′(x) −a(x)
1 −φ(x)φ′(x)

−β′
k30(x) + b(x) βk30(x)

φ(x)φ′2(x)

(βk30(x)
φ′(x) )

′

)
. (2.26)

Äîñëiäèìî áiëüø äåòàëüíî ïðàâi ÷àñòèíè (2.23) òà (2.24). Çàóâàæèìî, ùî

äàíi ñèñòåìè ìàþòü áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, êîëè äëÿ ñèñòåìè (2.23) âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà

−2a(x)β′
i20(x) +

[
−b(x)− φ′(x)(φ(x)φ′(x))′

]
βi20(x) = 0, (2.27)

à äëÿ ñèñòåìè (2.24), âiäïîâiäíî, óìîâà

−2β′
i30(x) +

[φ′′(x

φ′(x
) +

b(x)

a(x)

]
βi30(x) = 0. (2.28)

Ç (2.27) îäåðæèìî

−2a(x)β′
i20(x) + [φ′3(x) + φ(x)φ′(x)φ′′(x) + b(x)]βi20(x) = 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b2(x) =
φ′3(x) + φ(x)φ′(x)φ′′(x) + b(x)

2ã(x)
.

Òîäi (2.27) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

β′
i20(x) +

b2(x)

x
βk20(x) = 0. (2.29)

Ðîçâ'ÿæåìî (2.29).

βi20(x) =

∫ x

0

b2(x)

x
βk20(x).
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Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà

b2(x)

xã(x)
=
b2(0)

xã(0)
+ x · b

′
2(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′
2(0)

ã′′(0)
+ . . . .

Òîäi ∫
b2(x)

xã(x)
=

∫
b2(0)

xã(0)
+

∫
R̃2(x),

äå

R̃2(x) = x · b
′
2(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′(0)

ã′′(0)
+ . . . ,

çâiäêè ∫
b2(x)

xã(x)
= ln |x|

b2(0)
ã(0) +

∫
R̃2(x).

Òîäi

βi20(x) = β0
i20 · exp

∫
b2(x)

x
. (2.30)

Ç (2.28) îäåðæèìî

β′
i30(x)−

1

2

[
φ(x)φ′(x)φ′′(x)− b(x)

xã(x)

]
βi30(x) = 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b3(x) =
φ(x)φ′(x)φ′′(x)− b(x)

2ã(x)
.

Òîäi

β′
i30(x)−

b3(x)

xã(x)
βi30(x) = 0. (2.31)

βi30(x) =

∫ x

0

b3(x)

xã(x)
βi30(x) = 0.

ßê i äëÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ βi20(x) ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä

Ìàêëîðåíà Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà

b3(x)

xã(x)
=
b3(0)

xã(0)
+ x · b

′
3(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′
3(0)

ã′′(0)
+ . . . .
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Òîäi ∫
b3(x)

xã(x)
=

∫
b3(0)

xã(0)
+

∫
R̃3(x),

äå

R̃3(x) = x · b
′
3(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′(0)

ã′′(0)
+ . . . ,

çâiäêè ∫
b3(x)

xã(x)
= ln |x|

b3(0)
ã(0) +

∫
R̃3(x).

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê äëÿ (2.31) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

βi30(x) = β0
i30 · exp{

∫
b3(x)

x
}, (2.32)

Òåïåð ç óìîâ (2.29) òà (2.31) îäíîçíà÷íî âèçíà÷èìî êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó

(2.17) ïðè r = 0, 2, à ñàìå

βks0(x) = β0
is0 · β̃is0(x),

äå k = 1; 2, s = 2; 3, β0
ks0(x) � äîâiëüíi ñòàëi, β̃is0(x) � ÷àñòèííi, äîñòàòíüî

ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíèõ ñèñòåì (2.23) òà (2.24) ïðè x ∈ [0; l]. Ïðè òàêî-

ìó âèçíà÷åííi âåêòîð-ôóíêöié Zk0(x) iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì

(2.23) òà (2.24) âèãëÿäó

Zi3(x) = colomn
(
zi13, zi23, zi33, zi43, zi53, zi63

)
,

zi13 = (φ′(x))−1βi20(x),

zi23 =
−β′

i20(x) + βi33(x)

φ′(x)
,

z33 =
−β′

i30(x)− a(x)βi23(x) + b(x)(φ(x))−1(φ′(x))−2βi30
φ′(x)

,

zi43 = (φ(x))−1(φ′(x))−2βi20(x),

zi53 = βi21(x),

zi63 = βi31(x).

Íåîáõiäíî âiäìiòèòè, ùî βi21(x) òà βi31(x), ÿê i â (2.20), äî ïåâíîãî ÷àñó
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äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨ äëÿ âñiõ x ∈ [0; l].

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (2.23) òà

(2.24) ïðè r > 3, çíàéäåìî âñi íåîáõiäíi ÷ëåíè ðÿäó äëÿ îáîõ ñèñòåì ç òî÷íiñòþ

äî äâîõ äîâiëüíèõ ñòàëèõ βi2q(x) òà βi3q(x), äå r = 0; q.

Âèñíîâîê 1. Òàêèì ÷èíîì, ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè àëãå-

áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (2.21) òà (2.22), îäåðæèìî äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè

îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) âèãëÿäó

Dik(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr[αik(x)Ui(t)+ε
1
3βik(x, ε)U

′
i(t)], i = 1; 2, k = 1; 3. (2.33)

äå

αik(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)),

βik(x) = colomn(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)).

Òóò αik(x) òà βik(x) âèçíà÷åíi âåêòîð-ôóíêöi¨, i = 1; 2, k = 1; 3.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàìiíè t = ε−
2
3 ·φ(x) îäåðæèìî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.4) ó

âèãëÿäi

Dik(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αik(x)Ui(ε
− 2

3φ(x))+ε
1
3βik(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))], (2.34)

i = 1; 2, k = 1; 3

Òîäi, ïîñòóïîâî ðîçâ'ÿçóþ÷è (2.4), îòðèìà¹ìî äâà ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

Dik(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))].

(2.35)

Òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.4) ïîáó-

äó¹ìî ó âèãëÿäi:

ω(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrωr(x) ≡ colomn

( ∞∑
r=0

εrω1r(x),
∞∑
r=0

εrω2r(x),
∞∑
r=0

εrω3r(x)

)
.

(2.36)

Ïiäñòàâèâøè (2.36) â (2.4), îäåðæèìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâ-
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íÿíü:

A0(x)ω0(x) = 0, Ar(x)ωr(x) = −A1(x)ω(r−1)(x)− ω′
(r−1)(x), r ≥ 1.

(2.37)

Äîñëiäèìî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ A0(x)ω0(x) = 0. Â

ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ω03(x) ≡ 0 i ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü{
ω′
01(x)− ω02(x) = 0,

xã(x)ω02 − b(x)ω01(x) = 0.

Ç öi¹¨ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ñêàëÿðíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

xã(x)ω′
01(x)− b(x)ω01(x) = 0. (2.38)

Ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (2.38) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ω01(x) = ω0
01 · exp

{
−
∫ −b(x)

xã(x)
dx

}
, (2.39)

äå ω0
01 � äîâiëüíà ñòàëà.

Çàçíà÷èìî, ùî äî öüîãî ÷àñó ìè íå âèìàãàëè âèêîíàííÿ óìîâè, ÿêó ìè íà-

êëàëè íà êîåôiöi¹íò b(x). Ç óðàõóâàííÿì (??), òîáòî êîëè b(x) < 0, â (2.39)

îäåðæèìî b(0)
ã(0) = ρ < 0 [9]. Âiäòàê ðîçâ'ÿçîê (2.39) ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ ôóí-

êöi¹þ íà âiäðiçêó [0;l].

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçîê (2.39), çìîæåìî îá÷èñëèòè

ω02(x) = ω′
01(x) = −ω0

01 ·
b(x)

xã(x)
exp

{
−
∫ −b(x)

xã(x)
dx

}
.

Òàêèì ñïîñîáîì ïîáóäîâàíî íóëüîâå íàáëèæåííÿ äëÿ ñèñòåìè (2.4)

ω0(x) = colomn(ω01(x), ω02(x), ω03(x)) =

= colomn

(
ω0
01 · exp

{
−
∫ −b(x)

xã(x)
dx

}
, ω0

01 ·
−b(x)
xã(x)

exp

{
−
∫ −b(x)

xã(x)
dx

}
, 0

)
,

(2.40)

äå ω0
01 � äîâiëüíà ñòàëà.

Âèñíîâîê 2. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4),

ÿêèé ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
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Ỹhom.(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[[
2∑

i=1

[
αikr(x)Ui(t) + ε

1
3βikr(x)U

′
i(t)
]]

+ ωkr(x)

]
. (2.41)

Çàóâàæèìî, ùî â äàíîìó âèïàäêó x = 0 ¹ òàê çâàíîþ ñòàáiëüíîþ òî-

÷êîþ çâîðîòó [6], îñêiëüêè ìîäåëüíå ðiâíÿííÿ U ′′(t) + tU(t) = 0 ìà¹ îáèäâà

îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè, êîëè t ≥ 0.

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Ỹhom.(x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó

Ỹ hom.(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[[
2∑

i=1

[
αikr(x)Ui(t) + ε

1
3βikr(x)U

′
i(t)
]]

+ ωkr(x)

]
,

äå αikr(x), βikr(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç (2.17), à ωkr(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ç (2.37).

Äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) íåîáõiäíî çíàéòè ùå

÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.

2.1.4 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåî-

äíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü

Âèâ÷èìî äiþ ðîçøèðåííîãî îïåðàòîðà L̃ε íà åëåìåíòè ïðîñòîðó áåçðåçîíàí-

ñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ D3k i D4k, à ñàìå

fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t) + ω̄k(x, ε).

Ðåçóëüòàò çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ψ′(t) : φ′(x)f(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]g(x, ε) = −µ3g′(x, ε), (2.42)

ψ(t) : φ(x)φ′(x)gk(x, ε) + [A0(x) + µ3A1]fk(x, ε) = µ3f ′(x, ε), (2.43)
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µ3ω̄′(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]ω̄(x, ε) + µ2φ′(x)gk(x, ε) = h(x). (2.44)

Âèâ÷èâøè ðiâíÿííÿ (2.42) òà (2.43), áà÷èìî, ùî âîíè ìàþòü òàêó æ ñòðó-

êòóðîþ ÿê i (2.10) òà (2.11). Àëå ñêîðèñòàòèñü ïðÿìèì ðåçóëüòàòîì (2.34) ìè

íå ìîæåìî, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó íå îòðèìà¹ìî î÷iêóâàíèõ ðåçóëüòàòiâ

äëÿ ñèñòåìè(2.44). Äëÿ îòðèìàííÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ñèñòåìè (2.44)

íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè ðîçâ'ÿçêè (2.42) òà (2.43), ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêó-

âàííÿ ÿê ó (2.10) òà (2.11). Äîñëiäèìî ñèñòåìè (2.42) òà (2.43) i ïîáóäó¹ìî ¨õ

ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi ðÿäiâ:

fk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrfkr(x), gk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrgkr(x). (2.45)

Çàóâàæèìî, ùî íàÿâíiñòü âiä'¹ìíèõ ñòåïåíiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà â ðÿäi (2.45)

âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (2.4), à âiäïîâiäíî é ðîçøèðåíî¨

ñèñòåìè (2.7), ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå íàëåæàòü ìíîæèíi çíà÷åíü îïåðàòî-

ðà L0 (L0 ¹ ãîëîâíèì îïåðàòîðîì ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà Lε) [6]. Îñêiëüêè

â ïîäàëüøîìó ìè õî÷åìî áóäóâàòè ðiâíîìiðíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñè-

ñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4), òî íàì íåîáõiäíî

áóäå, ùîá ñèñòåìè iòåðàöiéíèõ ðiâíÿíü (2.46), ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì ïðî-

ñòîðó D3k i D4k îáîâ'ÿêîâî ìàëè íóëü ïåðøîãî ïîðÿäêó â òî÷öi x = 0. Äëÿ

òîãî, ùîá çãàäàíà óìîâà ìàëà ìiñöå i äëÿ ïåðøîãî íåîäíîðiäíîãî iòåðàöiéíîãî

ðiâíÿííÿ, ðÿä (2.45) ïîâèíåí ìiñòèòè âiä'¹ìíèé ñòåïiíü ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöié

fkr(x) = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x)),

gkr(x) = colomn(g1r(x), g2r(x), g3r(x))

îäåðæèìî òàêi ñèñòåìè ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü:

Φ(x)·Zpart.
0 (x) = 0, r = −2;−1; 0, Φ(x)·Zpart.

r (x) = −Zpart.
r−3 (x), r ≥ 1.

(2.46)

Â îäåðæàíèõ ðåêóðñiÿõ (2.46) Φ(x)� ìàòðèöÿ, à

Zpart.
r (x) = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x), g1r(x), g2r(x), g3r(x))

93



íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Îñêiëüêè detΦ(x) = 0, òî ïðîâîäÿ÷è àãàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ÿê ó âèïàäêó ç

äîñëiäæåííÿì (2.17) îäåðæèìî ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.46) âèãëÿäó

Zpart.

0 (x) = colomn

(
0,

1

φ′(x)
g30(x),−

a(x)

φ′(x)
g20(x), 0, g20(x), g30(x)

)
, (2.47)

äå gk0, k = 2; 3 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨ x ∈ [0; l].

Òîäi ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðîçøèðåíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.7) âèçíà÷à-

¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäiâ

Ỹ part.(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr
[
fkr(x)ψ(t) + ε

1
3gkr(x)ψ

′(t)
]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

Ïîâåðíóâøèñü äî çàìiíè t = ε−
2
3 · φ(x), îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.7)

ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹ part.(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[
fkr(x)ψ(ε

2
3 · φ(x)) + ε

1
3gkr(x)

dψ(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

(2.48)

Âiäòàê, ñïiââiäíîøåííÿì (2.48) ïðåäñòàâëåíî ÷àñòèííèé ôîðìàëüíèé

ðîçâ'ÿçê äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4).

Òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.4) áó-

äó¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäó

ω(x, ε) =
∞∑
r=0

εrωr(x) = colomn

( ∞∑
r=0

εrω1r(x),
∞∑
r=0

εrω2r(x),
∞∑
r=0

εrω3r(x)

)
.

(2.49)

Ïiäñòàâèâøè (2.49) ó ðiâíÿííÿ (2.4), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ðåêóðåíòíó ñè-

ñòåìó âåêòîðíèõ ðiâíÿíü:

A0(x) · ω0(x) = 0, Ar(x) · ωr(x) = −A1(x)ω(r−1)(x)− ω′
(r−1)(x), r ≥ 1.

(2.50)

Äîñëiäèìî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ A0(x) · ω0(x) = 0. Çà-
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ïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó â ñêàëÿðíié ôîðìi
−φ′(x)g1(−2)(x) = 0,

−ω̄30(x) = −φ′(x)g2(−2)(x),

b(x)ω̄10(x) + a(x)ω̄20(x) = h(x)− φ′(x)g3(−2)(x).

(2.51)

Ïðè óìîâi, ùî ω̄10 = 0 îá÷èñëèìî

ω̄20(x) =
h(x)− φ′(x) · g3(−2)(x)

a(x)
, ω̄30(x) = φ′(x) · g2(−2)(x).

Äîñëiäèìî ñèñòåìó (2.50) ïðè r = 1, 2. Äëÿ iñíóâàííÿ äîñòàòíüî ãëàäêîãî

ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè íà âñüîìó âiäðiçêó, âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó çâîðîòó x = 0,

ïðèïóñòèìî, ùî g0(−1) = g00 = 0. Òîäi ñèñòåìà (2.50) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi


ω̄3r(x) = φ′(x) · g2(r−2)(x),

b(x)ω̄1r(x) + a(x)ω̄2r(x) = −φ′(x) · g3(r−2)(x),

0 = −φ′(x) · g1(r−2)(x).

(2.52)

Äîñëiäèâøè (2.52) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ íå¨ iñíóþòü äîñòàòíüî ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè

ω̄1r(x) = 0, ω̄2r(x) =
−φ′(x) · g3(r−2)(x)

a(x)
, ω̄3r(x) = φ′(x) · g2(r−2)(x).

Ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåíííÿ (2.50) ïðè r ≥ 3 îäåðæèìî ñèñòåìó
ω̄3r(x) = φ′(x) · g2(r−2)(x) + ω̄′

2(r−3)(x),

b(x)ω̄1r(x) + a(x)ω̄2r(x) = −φ′(x) · g3(r−2) − ω̄′
3(r−3)(x),

0 = −φ′(x) · g1(r−2) + ω̄(x)2(r−3) − ω̄′
1(r−3).

(2.53)

Òî÷êà çâîðîòó x = 0 ¹ òàê çâàíîþ ðåãóëÿðíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ, àáî

îñîáëèâîþ òî÷êîþ ïåðøîãî ðîäó [112]. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè x → 0 æîäåí

ðîçâ'ÿçîê íå çðîñòà¹ øâèäêå, íiæ äåÿêèé âiä'¹ìíèé ñòåïiíü x. Òîìó ¹ ìîæëè-

âiñòü âèçíà÷èòè äîñòàòíüî ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.4) íà âñüîìó âiäðiçêó

[0; l]. Ïðîäîâæóþ÷è iòåðàöiéíèé ïðîöåñ, îòðèìà¹ìî ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ñèñòå-
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ìè (2.53) ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹ part.(x, t, ε) =
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ψ(t) + µgkr(x)ψ
′(t)] +

∞∑
r=0

µrω̄kr(x). (2.54)

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê Ỹ part.(x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäà

Ỹ part.(x, t, ε) =
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ψ(t) + µgkr(x)ψ
′(t)] +

∞∑
r=0

µrω̄kr(x),

äå fkr(x) i gkr(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç (2.46), à ω̄kr(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ç (2.50).

Âèñíîâîê 3. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.4), ÿêèé ìî-

æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

Ỹk(x, t, ε) = Ỹhom(x, t, ε) + Ỹ part.(x, t, ε), (2.55)

äå Ỹhom.(x, t, ε) � ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4), à Ỹ part.(x, t, ε)

÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, âiäïîâiäíî, íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, òîáòî

Ỹk(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[[
2∑

k=1

[
αkr(x)Ui(t) + ε

1
3βkr(x)U

′
i(t)
]]

+ ωkr(x)

]
+ (2.56)

+
∞∑

r=−2

µr
[
fkr(x)ψ(t) + ε

1
3gkr(x)ψ

′(t)
]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

Ïîâåðíóâøèñü â (2.56) äî çàìiíè t = ε−
2
3 · φ(x), çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(2.4) ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹk(x, ε
− 2

3 · φ(x), ε) = (2.57)

=
∞∑
r=0

εr

[[
2∑

k=1

[
αkr(x)Ui(ε

− 2
3 · φ(x)) + ε

1
3βkr(x)

dUi(ε
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]]
+ ωkr(x)

]
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+
∞∑

r=−2

εr

[
fkr(x)ψ(ε

2
3 · φ(x)) + ε

1
3gkr(x)

dψ(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

2.1.5 Îöiíêà çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ àñèìïîòèêè ðîçâ'ÿçêó

Ïîáóäóâàâøè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.7) ó âèãëÿäi (2.166), íåîáõi-

äíî çàçíà÷èòè, ùî äîñëiäæåííÿ áóëî á íåïîâíèì, ÿêùî íå ïðîâåäåíà îöiíêà

çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ. Äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäíèõ îöiíîê ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

îöiíèìî çàëèøêîâi ÷ëåíè ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ (2.16), (2.36), (2.45) äëÿ âåêòîð-

íîãî ðiâíÿííÿ (2.7) ó âèãëÿäi:

αk(x, ε) ≡ αkq(x, ε) + εq+1ξkα(q+1)(x, ε), (2.58)

βk(x, ε) ≡ βkq(x, ε) + εq+1ξkβ(q+1)(x, ε),

äå αkq(x, ε) i βkq(x, ε) � ÷àñòèííi q-ñóìè ðÿäiâ (2.16), à ε1+qξkα(q+1)(x, ε) òà

ε1+qξkβ(q+1)(x, ε) � çàëèøêîâi ÷ëåíè âiäïîâiäíèõ ðÿäiâ.

Ïiäñòàâèìî ðÿäè (2.58) ó âåêòîðíi ðiâíÿííÿ (2.10) òà (2.11) i âðàõó¹ìî,

ùî êîåôiöi¹íòè αkq(x) òà βkq(x) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì (2.23) òà (2.24), òîá-

òî êîæíà ç öèõ ôóíêöié r = 0; q − 1, âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî äâîõ äî-

âiëüíèõ ñêàëÿðíèõ ìíîæíèêiâ β0
ikr, ÿêi óòâîðþþòü äîâiëüíèé âåêòîð β0

ikr =

colomn(β0
1kr, β

0
2kr). Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (2.23) òà (2.24) ïðè r = q çàëåæàòü âiä

äâîõ äîâiëüíèõ äîñòàòíüî ãëàäêèõ ôóíêöié βikr(x), i = 1, 2.

Ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó àëãåðà¨÷íèõ

ðiâíÿíü

{
εξ′α(q+1)(x, ε)φ

′(x)− A(x, ε)ξβ(q+1)(x, ε) + εξβ(q+1)(x, ε) + β′
kq(x) = 0,

εξ′β(q+1)(x, ε)φ
′(x)− A(x, ε)ξα(q+1)(x, ε) + εξα(q+1)(x, ε) + α′

kq(x) = 0.

(2.59)

Ñèñòåìà (2.59) ìà¹ òàêó æ ñòðóêòóðó ÿê i ñèñòåìà (2.10) òà (2.11). Ç ìåòîþ

âèçíà÷åííÿ êîîðäèíàò íåâiäîìèõ ôóíêöié

ξα(q+1)(x, ε) = (ξ1α(q+1)(x, ε); ξ2α(q+1)(x, ε); ξ3α(q+1)(x, ε)),

ξβ(q+1)(x, ε) = (ξ1β(q+1)(x, ε); ξ2β(q+1)(x, ε); ξ3β(q+1)(x, ε)).

Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü, ñèñòåìó (2.59) çàïèøåìî ó âèãëÿäi äâîõ ñèñòåì
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
εξ′2β(q+1)(x, ε) + ξ2α(q+1)(x, ε)φ

′(x) + ξ3β(q+1)(x, ε) = −β′
2q(x),

εξ′3α(q+1)(x, ε) + a(x)ξ2α(q+1)(x, ε) + ξ3β(q+1)(x, ε)φ(x)φ
′(x) =

= −α′
3q(x)− b(x)ξ1α(q+1)(x, ε).

(2.60)

òà
εξ′2α(q+1)(x, ε)φ

′(x)− ξ2β(q+1)(x, ε)φ(x)φ
′(x) + ξ3α(q+1)(x, ε) = −α′

2q(x),

εξ′3β(q+1)(x, ε) + a(x)ξ2β(q+1)(x, ε) + ξ3α(q+1)(x, ε)φ
′(x) =

= −β′
3q(x)− b(x)ξ1β(q+1)(x, ε).

(2.61)

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (2.23) òà (2.24) ïîáóäîâàíi íàìè ó âèãëÿäi

ðÿäiâ (2.16) âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ñèñòåìè (2.60) òà (2.61) íåìà¹ íå-

îáõiäíîñòi ðîçâ'ÿçóâàòè, äîñòàòíüî îöiíèòè ðîçâ'ÿçêè öèõ ñèñòåì. Íà ïåðøèé

ïîãëÿä çäà¹òüñÿ, ùî ñèñòåìè (2.60) òà (2.61) íå ìåíø ñêëàäíi, íiæ âèõiäíà ñè-

ñòåìà (2.4), îäíàê ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi ðiâíÿííÿ äëÿ öèõ

ñèñòåì ìàþòü âèãëÿä

λ[λ− φ′(x)(φ(x)φ′(x) + 1)] = 0,

òîáòî

λ1(x) ≡ 0,

λ2(x) = φ′(x)[φ(x)φ′(x) + 1].

Ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.60) íå ìiñòÿòü òî÷êè çâîðîòó. Öå îçíà÷à¹, ùî âîíè ìà-

þòü ñòàáiëüíèé ñïåêòð, òîìó äî íèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè êëàñè÷íó òåîðiþ ñè-

ñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Âëàñíå ñèñòåìè (2.60) òà

(2.61) ¹ ðåãóëÿðíî çáóðåíèìè âiäíîñíî ε > 0 ó ïðîñòîði (2.8). Òîäi ðîçâ'ÿçêè

öèõ ñèñòåì áóäóòü ïîáóäîâàíi çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Òàêèì ÷èíîì,

ìîæåìî çàñòîñóâàòè êëàñè÷íó òåîðiþ äëÿ îöiíêè öèõ ñèñòåì [6]. Òîäi äëÿ

ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ (2.16) îäåðæèìî îöiíêè

∥ξαk(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξβk(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1), q > 0,
(2.62)
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äå ñòàëà Kq+1 íå çàëåæèòü âiä x ∈ [0; l] i ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Àíàëîãi÷íó

ïðîöåäóðó ïðîâåäåìî äëÿ ðÿäiâ (2.36), (2.45), â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî îöiíêè

∥ξf(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξg(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξω(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1).

(2.63)

Òóò q > 0.

Iç âðàõóâàííÿì îäåðæàíèõ îöiíîê (2.62) i (2.63), àñèìïòîòèêó çàãàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðÿäó:

Yk(x, t, ε) =
2∑

i=1

{[
q∑

r=0

εrαikr(x) +O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · φ(x))+ (2.64)

+ε
1
3

[
q∑

r=0

εrβikr(x) +O(εq+1)

]
dUi(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+

+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1)+

+

[
+∞∑
r=0

εrfkr(x) +O(εq+1)

]
ψ(ε−

2
3 · φ(x))+

ε
1
3

[
+∞∑
r=0

εrgkr(x) +O(εq+1)

]
dψ(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+
+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1).

Ñôîðìóëþ¹ìî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1.3. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìåòîäîì iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó Ỹk(x, t, ε) ó

âèãëÿäi ðÿäà

Ỹk(x, t, ε) =
2∑

i=1

{[
q∑

r=0

εrαikr(x) +O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · φ(x))+

+ε
1
3

[
q∑

r=0

εrβikr(x) +O(εq+1)

]
dUi(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+
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+

[
+∞∑
r=0

εrfr(x) +O(εq+1)

]
ψ(ε−

2
3 · φ(x))+

+ε
1
3

[
+∞∑
r=0

εrgr(x) +O(εq+1)

]
dψ(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+
+∞∑
r=0

εrωr(x) +O(εq+1),

äå φ(x) =
(
3
2

∫ x
0

√
xã(x)dx

) 2
3

.

2.1.6 Àëãîðèòì ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòå-

ìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ìåòîä iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié ìîæíà îïèñàòè

çà äîïîìîãîþ ïîêðîêîâîãî àëãîðèòìó ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåðíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4). Äà-

íèé àëãîðèòì ¹ ïî ñóòi ìîòèôiêàöi¹þ ìåòîäó ôóíäàìåíòàëüíèõ ôóíêöié îïè-

ñàíîãî â [6].

1 êðîê. Ðîçøèðåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i. Â ñèíãóëÿðíî çáóðåíié

ñèñòåìi ç òî÷êîþ çâîðîòó ïîðÿä iç íåçàëåæíîþ çìiííîþ x ââîäèòüñÿ íîâà

âåêòîð-çìiííà t = ε−p · φ(x). Òîäi çàìiñòü øóêàíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ Y (x, ε) âè-

â÷à¹òüñÿ íîâà ½ðîçøèðåíà âåêòîð-ôóíêöiÿ� Ỹ (x, t, ε). Ïðè ÷îìó ðîçøèðåííÿ

ïðîâîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ÿê â ìåòîäi ðåãóëÿðèçàöi¨

Ỹ (x, t, ε)|t=ε−p·φ(x) ≡ Y (x, ε).

p i φ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî âèïàäêó. Âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä

âiä çàäà÷i ç îäíi¹ çìiííîþ, äî çàäà÷i ç äâîìà çìiííèìè t i x.

2 êðîê. Ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ ââîäèòüñÿ

êîíêðåòíèé ïðîñòið ôóíêöié - ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêèé äëÿ

êîæíî¨ êîêðåòíî¨ çàäà÷i ìà¹ ñâîþ ñïåöèôiêó.

2∑
i=1

Dik(x, t, ε)
⊕

fk(x, ε)ψ(t)
⊕

εγgk(x, ε)ψ
′(t)
⊕

ωk(x, ε), k = 1, 3

.

3 êðîê. Ðåãóëÿðèçàöiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i.

Äëÿ òîãî, ùîá ãàðàíòóâàòè, ùî â õîäi ïåðåòâîðåíü áóëî ïðàâèëüíî âè-
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äiëåíî, îïèñàíî òà âèçíà÷åíî âñi iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â

ðîçâ'ÿçêàõ ñèñòåìè (2.4), ïîòðiáíî âèìàãàòè, ùîá àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ (ôîð-

ìóëà) áóëè ðåãóëÿðíî çáóðåíèìè âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Äëÿ öüîãî

íåîáõiäíî îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè ïîêàçíèêè p òà γ (Ëåìà 2.1). Òàêèé ïiä-

õiä íàäàñòü ìîæëèâiñòü çíàéòè âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó i ïîáóäóâàòè ðiâíîìiðíó

àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äëÿ ñèñòåìè (2.4).

4 êðîê. Ôîðìàëiçì ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Îñêiëüêè ðîçøèðåíà çàäà÷à

¹ ðåãóëÿðíî çáóðåíîþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ó ïðîñòîði áåçðåçîíàíñíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹk(x, t, µ) =
∞∑
r=0

µrYhom.(x) +
∞∑

r=−2

µrY part.(x), (2.65)

äå µ = 3
√
ε�ìàëèé ïàðàìåòð.

Ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó ðîçïî÷èíà¹ìî ç âiä'¹ìíèõ ñòåïåíiâ ìàëîãî

ïàðàìåòðà ç ìåòîþ îäåðæàííÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè áóäå

ìàòè ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó â òî÷öi çâîðîòó. Òîìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó âîíà íå

íàëåæàòèìå ìíîæèíi çíà÷åíü ãîëîâíîãî ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà L̃ε. Ïiäñòà-

âèâøè ðÿä (2.166) â ñèñòåìó (2.15), äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðÿäó,

îòðèìà¹ìî äåÿêó ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîâèìè ïî÷àòêîâèìè ÷è

êðàéîâèìè óìîâàìè.

5 êðîê. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòå-

ìè. Îòðèìàíî íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi ðåêóðåíòíi ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ

êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (2.166) ¹ ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç òî÷êîâèìè

êðàéîâèìè óìîâàìè. Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ àñèìïòîòè÷íî êîðå-

êòíîþ ó ÏÁÐDk. Íà öüîìó åòàïi ðîçðîáëÿ¹òüñÿ òåîðiÿ iñíóâàííÿ iòåðàöiéíîãî

ðiâíÿííÿ âèäó

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

äå Φ(x)�ìàòðèöÿ ñèñòåìè (2.15), Zkr(x)�âåêòîð-ñòîâïåöü ñêëàäåíèé ç àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié θ1(x, ε). I áóäóþòüñÿ ïåðøi ÷ëåíè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó

îäíîðiäíî¨ äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i Ỹhom.(x, t, ε).

6 êðîê. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòå-

ìè. Â öüîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i Ỹ part.(x, t, ε) çà
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äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ðiâíÿííÿ

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

äå Φ(x)�ìàòðèöÿ ñèñòåìè (2.15), Zkr(x)�âåêòîð-ñòîâïåöü ñêëàäåíèé ç àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié θ2(x, ε).

7 êðîê. Îöiíêà çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ àñèìïîòèêè ðîçâ'ÿçêó. Â öüîìó åòàïi

íåîáõiäíî ïðîâåñòè îöiíêó çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ

ε1+qξkα(q+1)(x, ε)

òà

ε1+qξkβ(q+1)(x, ε)

îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

8 êðîê. Ïîáóäîâà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè. Ðåçóëüòàòîì

ïðîâåäåíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ïîáóäîâà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

Ỹk(x, t, ε) = Ỹ hom.(x, t, ε) + Ỹ part.(x, t, ε)

2.1.7 Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (2.4). Çàïèøåìî ¨¨ â òàêîìó âèãëÿäi

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x), (2.66)

äå A(x, ε) ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

à A0(x) i A1 ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

4x+ 4 −4x 0

 , A1 =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

äå ε → 0, x ∈ [0, 1], Y (x, ε) ≡ Yk(x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) -

øóêàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, H(x) = colomn(0, 0, h(x)) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
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Òîäi äàíà ñèñòåìà âiäïîâiäà¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâ-

íÿííþ òðåòüîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó:

ε3y′′′(x, ε) + 4x · y′(x, ε)− (4x+ 4) · y(x, ε) = h(x),

äå h(x) = 4x+ 2.

Çàñòîñîâóþ÷è îïèñàíi âèùå ìiðêóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè (2.4) ïîáóäó¹ìî àñèì-

ïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äàíîãî ðiâíÿííÿ çà óìîâ:

1. ã(x), b(x) ∈ C∞[0; 1],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = 4, b(x) = −(4x+ 4), h(x) = 4x+ 2,

òîáòî ñïî÷àòêó áóäó¹ìî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Âèðîäæåíå ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi (2.4) ìà¹ âèãëÿä

4xω′(x)− (4x+ 4)ω(x) = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè (2.66) âiäïîâiäíî çàïèøåòüñÿ òà-

êèì ñïîñîáîì:

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

0 −λ 1

4x+ 4 −4x −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − 4xλ = 0.

Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ: λ1 = 0, λ2,3= ±2
√
xi. Òàêèì

ñïîñîáîì x = 0 â äàíîìó âèïàäêó áóäå òàê çâàíîþ ñòàáiëüíîþ òî÷êîþ çâî-

ðîòó.

Ïîáóäó¹ìî íàñàìïåðåä àñèìïîòîòèêó îäíîðiäíîãî ðîçâ'ÿçêó Ỹ hom.
k (x, t, ε)

ñèñòåìè (2.66) ç óðàõóâàííÿì óìîâ 1 i 2. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü ïîñëiäîâ-

íiñòþ ïåðåòâîðåíü âiäïîâiäíî äî íàâåäåíîãî âèùå àëãîðèòìó. Äëÿ ïîáóäîâè

ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) çàìiñòü Yk(x, ε) áóäåìî âè-

â÷àòè ðîçøèðåíó ôóíêöiþ Ỹk(x, t, ε), ïðè ÷îìó ðîçøèðåííÿ ïðîâîäèìî òàêèì

÷èíîì, ùîá ìàëà ìiñöå òîòîæíiñòü Ỹk(x, t, ε)
∣∣
t=ε−pφ(x) ≡ Yk(x, ε) , ÿêà ¹ ïðèðî-

äíüîþ óìîâîþ äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié.

Ðîçøèðåíà çàäà÷à âèâ÷à¹òüñÿ ó ïðîñòîði áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i çâîäè-

òüñÿ äî ðiâíÿííÿ, ó ÿêå ìàëèé ïàðàìåòð ε > 0 âõîäèòü ðåãóëÿðíî. Âèêîíóþ÷è

103



êðîêè, çãiäíî àëãîðèòìà, íà êðîöi 3 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ìî

p =
2

3
, γ =

1

3
, k1 = k2 = s3 = 0, s1 = s2 = k3 = −1

3
. (2.67)

Ïiäñòàâèìî öi ðÿäè ó âåêòîðíi ðiâíÿííÿ, òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ

âåêòîð-ôóíêöié αikr = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)) i βikr(x) =

colomn(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)) îòðèìà¹ìî òàêi ðåêóðåíòíi ñèñòåìè

Φ(x) · Zk0(x) = 0, r = 0; 1; 2, Φ(x) · Zkr(x) = F · Zk(r−3)(x), r ≥ 3,

(2.68)

çà óìîâè, ùî Zkr(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x), βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)),

à

Φ(x) =



φ′(x) 0 0 0 0 0

0 φ′(x) 0 0 0 −1

0 0 φ′(x) −(4x+ 4) 4x 0

0 0 0 φ(x)φ′(x) 0 0

0 0 1 0 φ(x)φ′(x) 0

4x+ 4 −4x 0 0 0 φ(x)φ′(x)


, (2.69)

FZk(r−3)(x) = colomn
(
zi1(r−3), zi2(r−3), zi3(r−3), zi4(r−3), zi5(r−3), zi6(r−3)

)
,

äå

zi1(r−3) = (βi2(r−3)(x)− βi1(r−3)(x)),

zi2(r−3) = −βi2(r−3)(x),

zi3(r−3) = −βi3(r−3)(x),

zi4(r−3) = (αi1(r−3)(x)− αi2(r−3)(x)),

zi5(r−3) = αi2(r−3)(x),

zi6(r−3) = αi3(r−3)(x).

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê (2.69). Âèçíà÷èìî ðåãóëÿðèçóþ÷ó ôóíêöiþ φ(x) ÿê

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, ÿêó ïiñëÿ ñïðîùåííÿ çàïèøåìî ó âèãëÿäi
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φ′2φ(x) = 4x, φ(0) = 0. (2.70)

Òîäi

φ(x) =
3
√
4x.

φ′(x) =
3
√
4.

Îñêiëüêè detΦ(x) ≡ 0, òî iñíóþòü íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Φ(x) ·
Zkr = 0, ïðè r = 0, 2 âèãëÿäó

Zkr(x) = colomn

(
0,

1
3
√
4
βi3r(x),−

4x
3
√
4
βi2r(x), 0, βi2r(x), βi3r(x)

)
, (2.71)

äå βiks(x), i = 1; 2, k = 1; 3, r = 2; 3 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî

ãëàäêi ôóíêöi¨ ïðè x ∈ [0; 1].

Ïåðåéäåìî äî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì (2.68).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî öi ñèñòåìè ïðè r = 3, ç óðàõóââàííÿì (2.71), îäåð-

æèìî ñèñòåìè
3
√
4αi13(x) = βi20(x)− β′

i10(x) ≡ βi20(x),
3
√
4αi23(x)− βi33(x) = −β′

i20(x),
3
√
4αi33(x)− (4x+ 4)βi13(x) + 4xβk23(x) = −β′

k30(x),

(2.72)

òà
3
√
16xβk13(x) = −α′

i10(x) + αi20(x) ≡ αi20(x) ≡ [ 3
√
4]−1βk30(x),

3
√
16xβi23(x) + αi33(x) = α′

k20(x) ≡ d
dx([

3
√
4]−1βi30(x)),

3
√
16xβi33(x) + (4x+ 4)αi13(x)− 4xαi23(x) = α′

i30(x) ≡ d
dx [−

3
√
16xβi20(x)].

(2.73)

Ç ïåðøèõ ðiâíÿíü ñèñòåì (2.72) òà (2.73) âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

αi13(x) = [
3
√
4]−1βi20(x)

òà

βi13(x) = [
3
√
4]−2[

3
√
4x]−1βi30(x).
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Òîäi ñèñòåìè (2.72) òà (2.73) ïåðåéäóòü ó ñèñòåìè{
3
√
4αi23(x)− βi33(x) = −β′

i20(x),
3
√
4αi33(x) + 4xβi23(x) = −β′

i30(x) + (4x+ 4)βi13(x),

òà {
3
√
16xβi23(x) + αi33(x) = α′

i20(x) ≡ d
dx([

3
√
4]−1βi30(x)),

3
√
16xβi33(x)− 4xαi23(x) =

d
dx [−

3
√
16xβi20(x)]− (4x+ 4)αi13(x).

Çàïèøåìî öi ñèñòåìè â òàêîìó âèãëÿäi:{
3
√
4αk23(x)− βi33(x) = −β′

i20(x),

−4xαi23(x) +
3
√
16xβi33(x) = [− 3

√
16xβi20(x)]

′ − (4x+ 4)βi20(x)
3
√
4
,

(2.74)

òà {
3
√
4αk33(x) + 4xβk23(x) = −β′

i30(x) + (4x+ 4)βi30(x)
4x ,

αi33(x) +
3
√
16xβk23(x) = [βi30(x)

3
√
4)

]′.
(2.75)

Îá÷èñëèìî ðàíãè öèõ ñèñòåì. Áóäåìî ìàòè(
3
√
4 −1

−4x 3
√
16x

−β′
i20(x)

(− 3
√
16xβ′

i20(x)) +
−(4x+4)

3
√
4

βi20

)
, (2.76)

òà (
3
√
4 −4x

1 − 3
√
16x

−β′
i30(x) + (4x+ 4)βi30(x)

4x

(βi30(x)
3
√
4
)′

)
. (2.77)

Äîñëiäèìî áiëüø äåòàëüíî ïðàâi ÷àñòèíè (2.76) òà (2.77). Çàóâàæèìî, ùî

äàíi ñèñòåìè ìàþòü áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, êîëè äëÿ ñèñòåìè (2.74) âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà

−8xβ′
i20(x)− [8 + 4x]βi20(x) = 0, (2.78)

òà, âiäïîâiäíî, óìîâà

2β′
i30(x) +

[4x+ 4

4x

]
βi30(x) = 0 (2.79)

äëÿ ñèñòåìè (2.75).

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.78) òà (2.79), îäåðæèìî òàêi ðîçâ'ÿçêè
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βi20(x) =
eCi20

ex · e 1
4x

β2
i30(x) =

eCi30

ex · x

βi30(x) =

√
eCi30

ex · x
Òîäi ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.68) äëÿ r = 0 çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi:

Zk0(x) = colomn

(
0,

1
3
√
4

√
eCi30

√
ex ·

√
x
(x),− 4x

3
√
4

eCi20

ex · e 1
4x
, 0,

eCi20

ex · e 1
4x
,

√
eCi30

√
ex ·

√
x

)
,

(2.80)

äå i = 1; 2, k = 1; 3, r = 2; 3 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi

ôóíêöi¨ ïðè x ∈ [0; 1].

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (2.68), ïðè

r > 3 ìîæåìî îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íî êîðåêòíi ðîçâ'ÿçêè ç òî÷íiñòþ äî äâîõ

ïîñòiéíèõ ñòàëèõ.

Òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ñèñòåìè (2.4) áóäåìî áóäóâàòè ó âèãëÿäi

ðÿäó

ω(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrωr(x) ≡ colomn

( ∞∑
r=0

εrω1r(x),
∞∑
r=0

εrω2r(x),
∞∑
r=0

εrω3r(x)

)
.

(2.81)

Ïiäñòàâèìî (2.81) â (2.66), â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðåêó-

ðåíòíèõ ðiâíÿíü:

A0(x) · ω0(x) = 0, Ar(x) · ωr(x) = −A1(x)ω(r−1)(x)− ω′
(r−1)(x), r ≥ 1.·

(2.82)

Äîñëiäèìî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿA0(x)ω0(x) = 0. Â ðåçóëüòàòi îòðè-

ìà¹ìî ω30(x) ≡ 0 i ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü{
ω′
10(x)− ω20(x) = 0

4xω20 − (4x+ 4)ω10(x) = 0
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Ç öi¹¨ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ:

4xω′
10(x)− (4x+ 4)ω10(x) = 0. (2.83)

Ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (2.83) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ω10(x) = ω0
10 · x · ex, (2.84)

äå ω0
10�äîâiëüíà ñòàëà.

Íà íàñòóïíîìó êðîöi ìè îòðèìà¹ìî íåîäíîðiäíó ñèñòåìó ðiâíÿíü. �¨

ðîçâ'ÿçîê òàêîæ áóäå ìiñòèòè îäíó äîâiëüíó ñòàëó ω0
11. Ïðîäîâæóþ÷è äàëi

ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.82), ïîáóäó¹ìî òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (2.66) ó âèãëÿäi ðÿäó.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîáóäóâàëè òðè ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ñèñòåìè

(2.66). Òîäi ðîçâ'ÿçîê Ỹ hom.
k (x, t, ε) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Ỹ hom.
k (x, t, ε) =

∞∑
r=0

εr

[
2∑

i=1

[
αik(x)Ui(t) + ε

1
3βik(x)U

′
i(t)
]]

+ ωr(x) (2.85)

Ïîâåòðàþ÷èñü äî çàìiíè t = ε−
2
3 · φ(x) ðîçâ'ÿçîê (2.66) ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹ (x, ε−
2
3 · 3
√
4x, ε) =

∞∑
r=0

εr

[
2∑

i=1

[
αik(x)Ui(ε

− 2
3 · 3

√
4x) + ε

1
3βkr(x)

dUi(ε
− 2

3 · 3
√
4x)

d(ε−
2
3 · 3

√
4x)

]]
+

(2.86)

+ωr(x).

Âèñíîâîê 1. Äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(2.4) äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. ã(x), b(x) ∈ C∞[0; 1],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = 4, b(x) = −(4x+ 4), h(x) = 0.

ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê Ỹ hom.
k (x, t, ε) ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2.85).

Ïîäi¹ìî ðîçøèðåíèì îïåðàòîðîì Lε íà åëåìåíò ïðîñòîðó áåçðåçîíàíñíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ

fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t) + ω̄k(x, ε).
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Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òàêi âåêòîðíi ðiâíÿííÿ:

ψ′(t) :
3
√
4fk(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]gk(x, ε) = −µ3g′k(x, ε), (2.87)

ψ(t) :
3
√
16xgk(x, ε) + [A0(x) + µ3A1]fk(x, ε) = µ3f ′k(x, ε), (2.88)

µ3ω̄′
k(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]ω̄k(x, ε) + µ2

3
√
4gk(x, ε) = H(x). (2.89)

Àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó (2.87) òà (2.88) áóäó¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäiâ:

fk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrfkr(x), gk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrgkr(x). (2.90)

Òîäi êîìïîíåíòè âåêòîð-ôóíêöié fkr = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x)) òà è

gkr(x) = colomn(g1r(x), g2r(x), g3r(x)) çíàéäåìî ç òàêèõ ðåêóðåíòíèõ ñèñòåì

ðiâíÿíü:

Φ(x)Zpart.
k0 (x) = 0, r = −2;−1; 0, Φ(x)Zpart.

kr (x) = −Zpart.
k(r−3)(x), r ≥ 1.

(2.91)

Â îäåðæàíèõ ðåêóðñiÿõ Φ(x)� ìàòðèöÿ (2.69), à Zpart.
kr (x) =

colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x), g1r(x), g2r(x), g3r(x)) � øóêàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Ç òîãî, detΦ(x) ≡ 0, çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì,îäåðæèìî íåòðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.66) âèäó

Zpart.
k0 (x) = colomn

(
0,

1
3
√
4

√
eCi30

ex · x
,− 4x

3
√
4

eCi20

ex · e 1
4x
, 0,

eCi20

ex · e 1
4x
,

√
eCi30

ex · x

)
. (2.92)

Äîñëiäèìî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.89), ÿêó áóäåìî øóêàòè ó

âèãëÿäi ðÿäó:

ω̄k(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrω̄kr(x). (2.93)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöié ω̄kr(x) îäåðæèìî ðåêóðåíòíi ñèñòåìè ðiâíÿíü

−A0(x)ω̄kr(x) = H(x)− 3
√
4gk(r−2)(x), r = 0,

−A0(x)ω̄kr(x) = − 3
√
4gk(r−2)(x), r = 1, 2, (2.94)

−A0(x)ω̄r(x) = − 3
√
4g(r−3)(x) + A1ω̄k(r−3)(x)− ω̄′

k(r−3)(x), r ≥ 3,
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ãäå ω̄kr(x) = colomn(ω̄1r(x), ω̄2r(x), ω̄3r(x))�íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Äîñëiäèìî ðiâíÿííÿ (2.94) êîëè r = 0. Ðîçïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó −ω̄30(x) = − 3
√
4 eCi20

ex·e
1
4x
,

−(4x+ 4)ω̄10(x) + 4xω̄20(x) = h(x)− 3
√
4
√

eCi30

ex·x .
(2.95)

Íåõàé Ci30 = 0 òà h(x) = 3
√
4
√

1
ex·x , òîäi ñèñòåìó (2.95) çàïèøåìî ó âèãëÿäi −ω̄30(x) = − 3

√
4 eCi20

ex·e
1
4x
,

−(4x+ 4)ω̄10(x) + 4xω̄20(x) =
3
√
4
√

1
ex·x −

3
√
4
√

1
ex·x .

Ïðè óìîâi, ùî ω̄10 ≡ 0 îá÷èñëèìî

ω̄20(x) =

3
√
4
√

1
ex·x −

3
√
4 ·
√

1
ex·x

4x
, ω̄30(x) =

3
√
4 · eCi20

ex · e 1
4x
.

Äîñëiäèìî (2.94) ïðè r = 1, 2. Äëÿ iñíóâàííÿ äîñòàòíüî ãëàäêîãî ðîçâ'ÿçêó

ïðèïóñòèìî, ùî g0(−1) = g00 = 0.

Òîäi ñèñòåìà (2.94) ïðèéìå âèãëÿä ω̄3r(x) =
3
√
4 · eCi20

ex·e
1
4x
,

−(4x+ 4)ω̄1r(x) + 4xω̄2r(x) = − 3
√
4 ·
√

1
ex·x .

(2.96)

Òîäi iñíóþòü äîñòàòíüî ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè

ω̄1r(x) = 0, ω̄2r(x) =
− 3
√
4 ·
√

1
ex·x

4x
, ω̄3r(x) =

3
√
4 · eCi20

ex · e 1
4x
.

Êîëè r ≥ 3 îäåðæèìî ñèñòåìó
ω̄3r(x) =

3
√
4 · eCi20

ex·e
1
4x

+ ω̄′
2(r−3)(x),

−(4x+ 4)ω̄1r(x) + 4xω̄2r(x) = − 3
√
4 ·
√

1
ex·x − ω̄′

3(r−3)(x),

0 = − 3
√
4 · g1(r−2) + ω̄(x)2(r−3) − ω̄′

1(r−3).

(2.97)

Òàêèì ÷èíîì â îêîëi òî÷êè çâîðîòó x = 0 çàâæäè ìîæíà ïîáóäóâàòè ÷à-

ñòèííi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.66), ÿêi îáóìîâëåíi ôóíêöiÿìè ω̄kr(x), fkr(x),

gkr(x) ó âèãëÿäi ðÿäó

110



Ỹ part.(x, t, ε) =
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ψ(t) + µgkr(x)ψ
′(t)] +

∞∑
r=0

µrω̄kr(x), (2.98)

äå fkr(x) i gkr(x) âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî àëãîðèòìó çà ôîðìóëàìè (2.87), (2.88),

à ω̄kr(x) ç (2.89).

Âèñíîâîê 3. Äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(??) äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. ã(x), b(x), H(x) ∈ C∞[0; 1],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = 4, b(x) = −(4x+ 4), h(x) = 4x+ 2,

ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ïîáóäîâàíî ÷àñòèííèé

ðîçâ'ÿçîê Ỹ part.
k (x, t, ε) ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2.98).

Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.66).

Âèñíîâîê 4. Äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(2.66) äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. ã(x), b(x), H(x) ∈ C∞[0; 1],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = 4, b(x) = −(4x+ 4), h(x) = 4x+ 2,

ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

Ỹk(x, t, ε) ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ñïîñîáîì:

Ỹk(x, t, ε) = Ỹhom.(x, t, ε) + Ỹ part.(x, t, ε),

äå Ỹ hom.(x, t, ε) � ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ïðåäñòàâëåíèé

ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2.85), Ỹ part.(x, t, ε) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2.98).

Òîäi àñèìïòîòèêà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ïðè t = ε−
2
3 · 3

√
4x (2.66)

çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó
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Y (x, ε)k ∼= Ỹ
k
(x, ε−

2
3 · 3

√
4x, ε) =

2∑
i=1

{[
q∑

r=0

ε0


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

− 4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+ ε1


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

− 4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x
+


(2.99)

+ε2


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

− 4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · 3

√
4x)+

+ε
1
3

 q∑
r=0

ε0


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε1


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε2


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+O(εq+1)

×

×dUi(ε
− 2

3 · 3
√
4x))

d(ε−
2
3 · 3

√
4x)

}
+

+∞∑
r=0

ε0

 ω0
10 · x

4x+4
4x ω0

10 · x
0

+ε1

 ω0
11 · x

4x+4
4x ω0

11 · x
0

+ε2

 ω0
12 · x

4x+4
4x ω0

12 · x
0

+

+ε3

 ω0
13 · x

4x+4
4x ω0

13 · x
(x+1)2

x2 − ω0
13 · x

+O(εq+1).
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2.2 Ñòàáiëüíà äèôåðåíöiàëüíà òî÷êà çâîðîòó ç

êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi ã(x) > 0 i b(x) > 0

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó ðâíîìiðíîãî àñèìïòî-

òè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó iç ñòàáiëüíîþ äè-

ôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó I ðîäó ó ïðîñòîði áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ç äîäàòíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (2.4), ÿêó äîñëiäèëè ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi çà óìîâ

Ñ 1 òà Ñ 3 ç íîâèìè óìîâàìè. Íàãàäà¹ìî

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x),

äå A(x, ε) ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

à A0(x) i A1 ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

−b(x) −a(x) 0

 , A1 =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

ïðè ε → 0, x ∈ [0, l], Y (x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) - øóêàíà

âåêòîð-ôóíêöiÿ, H(x) = colomn(0, 0, h(x)) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Äîñëiäèìî çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãó-

ëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè (2.4) çà òàêèõ óìîâ:

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) ̸= 0.

Ãîëîâíà âiäìiííiñòü ç ïîïåðåäíiì âèïàäêîì âèçíà÷åíà óìîâîþ Ñ 4, òîáòî

a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0. (2.100)

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi ñèíãóëÿðíî
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çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4). Âîíî ìà¹ âèãëÿä:

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

0 −λ 1

−b(x) −a(x) −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − xã(x)λ = 0.

Êîðåíÿìè äàíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹

λ1 = 0, λ2,3 = ±i
√
xã(x).

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îñêiëüêè êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

óÿâíi, òî öå âêàçó¹ íà ñòàáiëüíiñòü òî÷êè çâîðîòó x = 0.

2.2.1 Ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Òî÷êà ε = 0 ¹ îñîáëèâîþ äëÿ ðiâíÿííÿ (2.4), ÷åðåç ùî äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ íå

ìîæíà çàñòîñóâàòè êëàñè÷íó òåîðåìó ïðî àíàëiòè÷íó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó

âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îñíîâíà ïðîáëåìà ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêó ïîëÿãà¹

â òîìó, ùîá êîðåêòíî âèäiëèòè, îïèñàòè òà çáåðåãòè âñi iñòîòíî îñîáëèâi ôóí-

êöi¨, ïîðîäæåíi îñîáëèâîþ òî÷êîþ. ε = 0, ÿê ¹äèíi öiëi åëåìåíòè ó øóêàíîìó

ðîçâ'ÿçêó.

Äëÿ âèäiëåííÿ âñiõ iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié òà çáåðåæåííÿ ¨õ ÿê ¹äèíèõ

öiëèõ â ñèñòåìi (2.4), ââåäåìî ðåãóëÿðèçóþ÷ó çìiííó

t = ε−p · φ(x), (2.101)

äå ïîêàçíèê p i ðåãóëÿðèçóþ÷à ôóíêöiÿ φ(x) âëàñíå é i ìàþòü áóòè âèçíà÷åíi.

Çãiäíî ìåòîäó iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié, íåîáõiäíîþ óìîâîþ ðîçøèðåííÿ

çàäà÷i ¹ ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ

Ỹk(x, t, ε)|t=ε−p·φ(x) ≡ Yk(x, ε).

Çíàéäåìî ÷àñòèííó ïîõiäíó äëÿ ôóíêöi¨ Ỹk(x, t, ε)

∂

∂x · ∂t

[
Ỹk(x, t, ε)|t=ε−p·φ(x)

]
= ε−p · φ′(x)

∂Ỹk(x, t, ε)

∂t
+
∂Ỹk(x, t, ε)

∂x
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Ïiäñòàâèìî îäåðæàíó ÷àñòèííó ïîõiäíó äëÿ ðîçøèðåíî¨ ôóíêöi¨ â ðiâíÿííÿ

(2.4). Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçøèðåííî¨ ôóíêöi¨ Ỹk(x, t, ε) îäåðæèìî ðîçøè-

ðåíå âåêòîðíå ðiâíÿííÿ

L̃εỸk(x, t, ε) ≡ ε1−pφ′∂Ỹk(x, t, ε)

∂t
+ ε

∂Ỹk(x, t, ε)

∂x
− A(x, ε)Ỹk(x, t, ε) = H(x).

(2.102)

Ðîçøèðåíèé îïåðàòîð L̃ε(Y ) áóäå ìàòè âèãëÿä

L̃ε(Y ) = ε1−p · φ(x) ∂
∂t

+ ε
∂

∂x
− A(x, ε) = H(x).

Çãiäíî ç ìåòîäîì iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié, íåîáõiäíî âèäiëèòè ìíîæè-

íè ôóíêöié (ïiäïðîñòîðè), ó ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ çàäà÷i âêëþ÷àòèìå âñi

iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, à ñàìà çàäà÷à áóäå ðåãóëÿðíî çàëåæàòè âiä ìàëîãî

ïàðàìåòðà ε.

Îñíîâíîþ ìåòîþ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåíííÿ ¹ ïîáóäîâà òðåòüîãî ðîçâ'ÿçêó

ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ (2.102), ÿêèé áóäå îïèñàíî iç çàñòîñóâàííÿì iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié ψ(x) òà ψ′(x). Â ðîáîòàõ [9, 10] îïèñàíà ñõåìà ïîáóäîâè

ðîçâ'ÿçêiâ ñêàñëÿðíèõ ðiâíÿíü òèïó Îððà-Çîììåðôåëüäà.

2.2.2 Ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Âèäiëèìî òàêó ìíîæèíó ôóíêöié, â ÿêié ðîçøèðåíà çàäà÷à (2.102) áóäå ðåãó-

ëÿðíî çáóðåíîþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

(ïiäïðîñòîðè) ôóíêöié

D1k = α1k(x, ε)U1(t) + εγβ1k(x, ε)U
′
1(t),

D2k = α2k(x, ε)U2(t) + εγβ2k(x, ε)U
′
2(t),

D3k = fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t),

D4k = ωk(x, ε),

(2.103)

äå Ui(t), (i = 1, 2) � ôóíêöi¨ Åéði-Äîðîäíiöèíà [6].

Ïiäïðîñòîðè D1k òà D2k ìiñòÿòü ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿð-

íî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ñòðóêòóði ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ iñòîòíî

îñîáëèâi ôóíêöi¨ Ui(t). Ïiäïðîñòið D3k ìiñòèòü ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ñòðóêòóði ÿêèõ ìi-

ñòèòüñÿ iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ ψ(t) òà ¨¨ ïîõiäíà [6]. Ïiäïðîñòið D4k ìi-
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ñòèòü ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ òà íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîðåíþ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿí-

íÿ λ1 = 0 i íå ìiñòèòü iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié.

Òîäi ç ïiäïðîñòîðiâ (2.103), ñêëàäåìî ÿê ïðÿìó ñóìó íîâèé ïðîñòið

Dk =
[ 2∑
i=1

{Dik} ⊕D3k ⊕D4k

]
.

Åëåìåíò Ỹk(x, t, ε) ïðîñòîðó Dk ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó:

Ỹk(x, t, ε) =
2∑

i=1

Dik(x, t, ε) + fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t) + ωk(x, ε), (2.104)

ßê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó

U ′
i(t) : ε

1−pαik(x, ε)φ
′(x)− εγ[A0(x) + εA1]βik(x, ε) = −ε1+γβ′

ik(x, ε), (2.105)

Ui(t) : −ε1+γ−2pβk(x, ε)φ(x)φ
′(x)−[A0(x)+εA1]αik(x, ε) = −εα′

ik(x, ε) (2.106)

äå i = 1, 2.

p =
2

3
, γ =

1

3
, k1 = k2 = s3 = 0, s1 = s2 = k3 = −1

3
, (2.107)

òîáòî Ëåìà 2.1 ñïðàâåäëèâà.

Òîäi îäåðæèìî íàñòóïíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü



φ′(x)αi1(x, ε) = µ3[βi2(x, ε)− β′
i1(x, ε)],

φ′(x)αi2(x, ε)− βi3(x, ε) = −µ3β′
i2(x, ε),

φ′(x)αi3(x, ε) + b(x)βi1(x, ε) + a(x)βi2(x, ε) = −µ3β′
i3(x, ε),

φ(x)φ′(x)βi1(x, ε) = µ3[α′
i1(x, ε)− αi2(x, ε)],

φ(x)φ′(x)βi2(x, ε) + αi3(x, ε) = µ3α′
i2(x, ε),

φ(x)φ′(x)βi3(x, ε)− b(x)αi1(x, ε)− a(x)αi2(x, ε) = µ3α′
i3(x, ε).

(2.108)

Òóò i = 1; 2, µ = ε
1
3 . Â ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ, âðàõîâóâàòèìî, ùî ε = µ3.
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Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíà ñèñòåìà (2.108) ¹ ðåãóëÿðèçîâàíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî

â ïðîöåñi ïåðåòâîðåíü ïðàâèëüíî âèäiëåíi, îïèñàíi òà çáåðåæåíi âñi iñòîòíî

îñîáëèâi ôóíêöi¨, ùî ìiñòÿòüñÿ â ðîçâ'ÿçêàõ ñèñòåìè (2.4), ÿê ¹äèíå öiëå.

2.2.3 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè

Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ ðîçøèðåíî¨ çàäà÷i (2.108) ¹

¨¨ ðåãóëÿðíå çáóðåííÿ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà µ > 0 ó ïðîñòîði áåçðåçî-

íàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (2.103). Òîìó âñi êîìïîíåíòè âåêòîð-ôóíêöié αik(x, ε) i

βik(x, ε) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäiâ.

αik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrαikr(x), βik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrβikr(x). (2.109)

Ïiäñòàâèâøè ðÿäè (2.109) ó ðîçøèðåíó çàäà÷ó (2.102) i çðiâíÿâøè êîåôi-

öi¹íòè áiëÿ îäíàêîâèõ ñòåïåíiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà µ > 0, äëÿ âèçíà÷åííÿ

êîåôiöi¹íòiâ ðÿäiâ îòðèìà¹ìî ðåêóðåðíòíó ñèñòåìó çàäà÷:

Φ(x) · Zkr(x) = 0, r = 0, 2, Φ(x)Zkr(x) = F · Zk(r−3)(x), r ≥ 3,

(2.110)

çà óìîâè, ùî Zkr(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x), βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)),

à

Φ(x) =



φ′(x) 0 0 0 0 0

0 φ′(x) 0 0 0 −1

0 0 φ′(x) −b(x) a(x) 0

0 0 0 φ(x)φ′(x) 0 0

0 0 1 0 φ(x)φ′(x) 0

b(x) −a(x) 0 0 0 φ(x)φ′(x)


, (2.111)

F · Zk(r−3)(x) = colomn
(
zi1(r−3), zi2(r−3), zi3(r−3), zi4(r−3), zi5(r−3), zi6(r−3)

)
,

äå

zi1(r−3) = (βi2(r−3)(x)− βi1(r−3)(x)),

zi2(r−3) = −βi2(r−3)(x),
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zi3(r−3) = −βi3(r−3)(x),

zi4(r−3) = (αi1(r−3)(x)− αi2(r−3)(x)),

zi5(r−3) = αi2(r−3)(x),

zi6(r−3) = αi3(r−3)(x).

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè (2.111)

detΦ(x) = φ′2[φ(x)φ′
2(x)]

2 · [φ(x)φ′2(x)− a(x)]2 = 0.

Çàçíà÷èìî, ùî ðåãóëÿðèçóþ÷à ôóíêöiÿ φ(x) ïîêè íå âèçíà÷åíà. Òîìó âèçíà-

÷èìî ¨¨ ÿê ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíî¨ çàäà÷i:

φ(x)φ′2(x) = a(x) ≡ xã(x), φ(0) = 0. (2.112)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è (2.112), îòðèìó¹ìî:

φ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
xã(x)dx

) 2
3

.

Ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü (2.110) ïðè r = 0 ìàòèìå ðîçâ'ÿçîê

Zikr(x) = colomn

(
0,

1

φ′(x)
βi2r(x),−φφ′(x)βi3r(x), 0, βi2r(x), βi3r(x)

)
,

(2.113)

äå βikr(x), i = 1; 2, k = 1; 3, r = 0; 2 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî

ãëàäêi ôóíêöi¨ ïðè x ∈ [0; l].

À ïðè r = 3. Ç óðàõóâàííÿì ðîçâ'ÿçêó (2.113) iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè íåîäíîði-

äíèõ ñèñòåì (2.110) âèãëÿäó

Zi3(x) = colomn
(
zk13, zk23, zk33, zk43, zk53, zk63

)
,

zi13 = (φ′(x))−1βi20(x)

zi23 =
−β′

i20(x) + βi33(x)

φ′(x)
,
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zi33 =
−β′

i30(x)− a(x)βi23(x)− b(x)(φ(x))−1(φ′(x))−2βi30
φ′(x)

,

zi43 = (φ(x))−1(φ′(x))−2βi20(x),

zi53 = βi21(x),

zi63 = βi31(x).

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (2.110) ïðè

r > 3, çíàéäåìî âñi íåîáõiäíi ÷ëåíè ðÿäó äëÿ îáîõ ñèñòåì ç òî÷íiñòþ äî äâîõ

äîâiëüíèõ ñòàëèõ βi2q(x) òà βi3q(x), äå r = 0; q.

Âèñíîâîê 4. Ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨-

÷íèõ ðiâíÿíü (2.4) ìàþòü âèãëÿä

Dik(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr[αik(x)Ui(t) + ε
1
3βik(x, ε)U

′
i(t)], i = 1; 2, k = 1; 3.

(2.114)

äå

αik(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)),

βik(x) = colomn(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)).

Òóò αik(x) òà βik(x) âèçíà÷åíi âåêòîð-ôóíêöi¨, i = 1; 2, k = 1; 3.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàìiíè t = ε−
2
3 ·φ(x) îäåðæèìî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.4) ó

âèãëÿäi

Dik(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αik(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βik(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))],

(2.115)

äå i = 1; 2, k = 1; 3.

Òîäi, ïîñòóïîâî ðîçâ'ÿçóþ÷è (2.4), îòðèìà¹ìî äâà ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

Dik(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))].

(2.116)

Òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ ìè íå ìî-
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æåìî îòðèìàòè ç âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî ç ðiâíÿííÿ

L0ω(x) ≡ xã(x)ω′(x) + b(x)ω(x) = h(x).

ßê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó íåîáõiäíî îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íòè ðÿäó ωkr(x)

ω(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrωr(x) ≡ colomn

( ∞∑
r=0

εrω1r(x),
∞∑
r=0

εrω2r(x),
∞∑
r=0

εrω3r(x)

)
.

(2.117)

Ïiñëÿ òîãî, ÿê ïiäñòàâèìî (2.117) â (2.108), îäåðæèìî íàñòóïíó ñèñòåìó

ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü:

A0(x)ωr(x) = 0, r = 0; 1; 2,

A0(x)ωr(x) = −A1(x)ωk(r−1)(x)− ω′
k(r−1)(x), r ≥ 3.

(2.118)

Äîñëiäèâøè ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.118), òîáòî êîëè

r = 0, ïðè óìîâi ùî b(x) > 0,

A0(x)ωk0(x) = 0,

ìàòèìåìî íàñòóïíó ñèñòåìó
ω′
10(x)− ω20(x) = 0,

ω30(x) = 0,

xã(x)ω20 + b(x)ω10(x) = 0.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ω30(x) ≡ 0 i ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü{
ω′
10(x)− ω20(x) = 0,

−xã(x)ω20 − b(x)ω10(x) = 0

Ç öi¹¨ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

−xã(x)ω′
10(x)− b(x)ω10(x) = 0. (2.119)

Ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (2.119) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ω10(x) = ω0
10 · exp

{
−
∫ −b(x)

−xã(x)
dx

}
, (2.120)
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äå ω0
10 � äîâiëüíà ñòàëà.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå iíòåãðàë

−
∫ −b(x)

−xã(x)
dx.

Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà

−b(x)
x−̃a(x)

=
−b(0)
−xã(0)

+ x · −b
′(0)

−̃a′(0)
+ x2 · −b

′′(0)

−̃a′′(0)
+ . . . .

Òîäi

−
∫ −b(x)

−xã(x)
= −

∫ −b(0)
−xã(0)

−
∫
R̃(x),

äå

R̃(x) = x · −b
′(0)

−̃a′(0)
+ x2 · −b

′′(0)

−̃a′′(0)
+ . . . ,

çâiäêè

−
∫ −b(x)

−xã(x)
= ln |x|

−−b(0)

−̃a(0) −
∫
R̃(x).

Â äàíîìó âèïàäêó òî÷êà çâîðîòó áóäå ñòàáiëüíîþ, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âè-

ïàäêó, àëå ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ íå áóäóòü äîñòàòíüî ãëàäêèìè

ó òî÷öi x = 0. Ç óðàõóâàííÿì (2.100), òîáòî êîëè b(x) > 0, â (2.120) îäåð-

æèìî b(0)
ã(0) = ρ > 0 [9]. Òîìó ïîâòîðèòè ëîãiêó i âèêîðèñòàòè ìiðêóâàííÿ,

ÿêi áóëè îïèñàíi ó âèïàäêó À ìè íå ìîæåìî. Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê âèðîäæå-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òà éîãî ïîõiäíi íå ¹ äîñòàòíüî ãëàäêèìè â

òî÷öi x = 0. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ðîçâ'ÿçîê ìà¹ ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó â

òî÷öi çâîðîòó. Òîìó âií íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè òðåòüîãî ëi-

íiéíî íåçàëåæíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4). Òðóäíîùi, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâi òðåòüîãî ôîðìàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó îïèøåìî íèæ÷å.

Äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) íåîáõiäíî çíàéòè ùå

÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.
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2.2.4 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåî-

äíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü

Âèâ÷èìî äiþ ðîçøèðåííîãî îïåðàòîðà L̃ε íà åëåìåíòè ïðîñòîðó áåçðåçîíàí-

ñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ D3k i D4k, à ñàìå

D3k

⊕
D4k = fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ

′(t) + ω̄k(x, ε).

Òîáòî

L̃ε(fk(x, ε)ψ(t) + εγgk(x, ε)ψ
′(t) + ωk(x)) = ε1−pfk(x, ε)φ

′(x)ψ′(t)+

+εf ′k(x, ε)ψ(t)− A(x, ε)fk(x, ε)ψ(t) + ε1−p+γφ′(x)gk(x, ε)ψ
′′(t)+

+ε1+γg′k(x, ε)ψ
′(t)− εγA(x, ε)gk(x, ε)ψ

′(t) + εω′
k(x)− A(x, ε)ωk(x, ε) = H(x).

Äëÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü òà ïåðåòâîðåíü ç êîìïîíåíòîþ ψ′′(t) âèêîðèñòà-

¹ìî ìîäåëüíèé îïåðàòîð

ψ(t)′′ + tψ(t) = 1,

ψ(t)′′ = 1− tψ(t), t = ε−p · φ′(x).

Ïðèðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöiÿõ â ëiâié òà ïðàâié

÷àñòèíàõ ðiâíîñòi, â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ψ′(t) : φ′(x)f(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]g(x, ε) = −µ3g′(x, ε), (2.121)

ψ(t) : φ(x)φ′(x)gk(x, ε) + [A0(x) + µ3A1]fk(x, ε) = µ3f ′(x, ε), (2.122)

µ3ω̄′(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]ω̄(x, ε) + µ2φ′(x)gk(x, ε) = H(x)− µ2φ′(x)gk(x, ε).

(2.123)

Âèâ÷èâøè ðiâíÿííÿ (2.121) òà (2.122), áà÷èìî, ùî âîíè ìàþòü òàêó æ ñòðó-

êòóðó ÿê i (2.105) òà (2.106). Àëå ñêîðèñòàòèñü ïðÿìèì ðåçóëüòàòîì (2.115)

ìè íå ìîæåìî, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó íå îòðèìà¹ìî î÷iêóâàíèõ ðåçóëü-

òàòiâ äëÿ ñèñòåìè (2.123). Äëÿ îòðèìàííÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ñèñòåìè

(2.123) íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè ðîçâ'ÿçêè (2.121) òà (2.122), ïðîâiâøè àíàëîãi-
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÷íi ìiðêóâàííÿ ÿê ó (2.105) òà (2.106). Äîñëiäèìî ñèñòåìè (2.121) òà (2.122) i

ïîáóäó¹ìî ¨õ ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi ðÿäiâ:

fk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrfkr(x), gk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrgkr(x). (2.124)

Çàóâàæèìî, ùî íàÿâíiñòü âiä'¹ìíèõ ñòåïåíiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà â ðÿäi

(2.124) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (2.4), à âiäïîâiäíî é ðîç-

øèðåíî¨ ñèñòåìè (2.102), ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå íàëåæàòü ìíîæèíi çíà÷åíü

îïåðàòîðà L0

L̃0(Y ) = ε1−p · φ(x) ∂
∂t

− A(x, ε) = H(x).

(L0 ¹ ãîëîâíèì îïåðàòîðîì ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà Lε) [6]. Îñêiëüêè â ïîäàëü-

øîìó ìè õî÷åìî áóäóâàòè ðiâíîìiðíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñèí-

ãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4), òî íàì íåîáõiäíî áóäå, ùîá

ñèñòåìè iòåðàöiéíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì ïðîñòîðó D3k i D4k

îáîâ'ÿçêîâî ìàëè íóëü ïåðøîãî ïîðÿäêó â òî÷öi x = 0. Äëÿ òîãî, ùîá çãàäà-

íà óìîâà ìàëà ìiñöå i äëÿ ïåðøîãî íåîäíîðiäíîãî iòåðàöiéíîãî ðiâíÿííÿ, ðÿä

(2.124) ïîâèíåí ìiñòèòè âiä'¹ìíèé ñòåïiíü ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöié

fkr(x) = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x)),

gkr(x) = colomn(g1r(x), g2r(x), g3r(x))
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ïiäñòàâèìî ðÿäè (2.124) ó ðiâíÿííÿ (2.121) òà (2.122). Áóäåìî ìàòè

φ′(x)[µ−2f1(−2)(x) + µ−1f1(−1)(x) + µ0f1(0)(x) + ...] = −µ3[µ−2g′1(−2)(x)+

+µ−1g′1(−1)(x) + µ0g′10(x) + ...] + µ3[µ−2g2(−2)(x) + µ−1g2(−1)(x) + µ0g2(0)(x) + ...],

φ′(x)[µ−2f2(−2)(x) + µ−1f2(−1)(x) + µ0f2(0)(x) + ...]− [µ−2g3(−2)(x) + µ−1g3(−1)(x)+

+µ0g3(0)(x) + ...] = −µ3[µ−2g′2(−2)(x) + µ−1g′2(−1)(x) + ...],

φ′(x)[µ−2f3(−2)(x) + µ−1f3(−1)(x) + µ0f3(0)(x) + ...]+

+a(x)[µ−2g1(−2)(x) + µ−1g1(−1)(x) + µ0g1(0)(x) + ...] =

+b(x)[µ−2g2(−2)(x) + µ−1g2(−1)(x) + µ0g2(0)(x) + ...] =

−µ3[µ−2g′3(−2)(x) + µ−1g′3(−1)(x) + ...],

φ(x)φ′(x)[µ−2g1(−2)(x) + µ−1g1(−1)(x) + µ0g1(0)(x) + ...] =

= −µ3[µ−2f1(−2)(x) + µ−1f1(−1)(x)+

+µ0f10(x) + ...] + µ3[µ−2f ′2(−2)(x) + µ−1f ′2(−1)(x) + µ0f ′2(0)(x) + ...],

φ(x)φ′(x)[µ−2g2(−2)(x) + µ−1g2(−1)(x) + µ0g2(0)(x) + ...]+

+[µ−2f3(−2)(x) + µ−1f3(−1)(x) + µ0f3(0)(x) + ...] =

= −µ3[µ−2f ′2(−2)(x) + µ−1f ′2(−1)(x) + ...],

φ(x)φ′(x)[µ−2g3(−2)(x) + µ−1g3(−1)(x) + µ0g3(0)(x) + ...]+

+a(x)[µ−2f1(−2)(x) + µ−1f1(−1)(x) + µ0f1(0)(x) + ...] =

+b(x)[µ−2f2(−2)(x) + µ−1f2(−1)(x) + µ0f2(0)(x) + ...] = −µ3[µ−2f ′3(−2)(x)+

+µ−1f ′3(−1)(x) + ...],

(2.125)

Ç ñèñòåìè (2.125)îäåðæèìî íàñòóïíi ñèñòåìè ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü:

Φ(x) · Zpart.
0 (x) = 0, r = −2;−1; 0,

Φ(x) · Zpart.
r (x) = −Zpart.

r−3 (x), r ≥ 1.
(2.126)

Â îäåðæàíèõ ðåêóðñiÿõ (2.126) Φ(x)� ìàòðèöÿ, à

Zpart.
r (x) = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x), g1r(x), g2r(x), g3r(x))

íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ìè íå çìîãëè ïîáóäóâàòè òðåòié ôîð-

ìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.100). Òîìó áóäåìî áóäóâàòè òiëüêè

÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (2.123). Ïîäàìî âåêòîð-
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íå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi ñèñòåìè
µ3ω̄′

1(x) = −µ2φ′(x)g1(x) + µ3ω̄2(x),

µ3ω̄′
2(x)− ω̄3(x) = −µ2φ′(x)g2(x),

µ3ω̄′
3(x) + b(x)ω̄1(x) + a(x)ω̄2(x) = h(x)− µ2φ′(x)g3(x)

(2.127)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöié ωk(x) ïiäñòàâèìî ðÿä

ω̄k(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrωkr(x) (2.128)

ó ñèñòåìó (2.127). Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ñèñòåìó âèãëÿäó

µ[µ0ω̄′
10(x) + µ1ω̄′

11(x) + µ2ω̄′
12(x) + ...] = −φ′(x)[µ−2g1(−2)(x) + µ−1g1(−1)(x)+

+µ0g10(x) + ...] + µ[µ0ω̄20(x) + µ1ω̄21(x) + µ2ω̄22(x) + ...],

µ[µ0ω̄′
20(x) + µ1ω̄′

21(x) + µ2ω̄′
22(x) + ...]− [µ0ω̄30(x) + µ1ω31(x) + µ2ω̄32(x) + ...] =

= −µ2φ′(x)[µ−2g2(−2)(x) + µ−1g2(−1)(x) + µ0g20(x) + ...],

µ[µ0ω̄′
30(x) + µ1ω̄′

31(x) + µ2ω′
32(x) + ...] + b(x)[µ0ω̄10(x)+

+µ1ω̄11(x) + µ2ω̄12(x) + ...]+

+a(x)[µ0ω̄20(x) + µ1ω̄21(x) + µ2ω̄22(x) + ...] = h(x)− µ2φ′(x)[µ−2g3(−2)(x)+

+µ−1g3(−1)(x) + µ0g30(x) + ...]

(2.129)

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ðåêóðåíòíi ñèñòåìè (2.126).

Çàïèøåìî ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü (2.126) ïðè r = −2

φ′(x)f1(−2)(x, ε) = 0,

φ′(x)f2(−2)(x, ε)− gi30(x, ε) = 0,

φ′(x)f3(−2)(x, ε) + b(x)g1(−2)(x, ε) + a(x)g2(−2)(x, ε) = 0,

φ(x)φ′(x)g1(−2)(x, ε) = µ3[f ′1(−2)(x, ε)− f2(−2)(x, ε)],

φ(x)φ′(x)g2(−2)(x, ε) + f3(−2)(x, ε) = 0,

φ(x)φ′(x)g3(−2)(x, ε)− b(x)f1(−2)(x, ε)− a(x)f2(−2)(x, ε) = 0.

Îñêiëüêè detΦ(x) ≡ 0, òî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Φ(x) ·
Zkr = 0, r = −2, 0 âèãëÿäó:

Zkr(x) = colomn

(
0,

1

φ′(x)
g2r(x),−φφ′(x)g3r(x), 0, g2r(x), g3r(x)

)
, (2.130)
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äå gkr(x), k = 1; 3, r = −2; 0 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi

ôóíêöi¨ ïðè x ∈ [0; l].

Òàêèì ñïîñîáîì, îòðèìàâøè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Φ(x) · Zkr = 0, r = −2; 0,

ïåðåéäåìî äî ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì (2.126) Φ(x) · Zkr(x) = F ·
Zk(r−3)(x), r ≥ 1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî öi ñèñòåìè ïðè r = 1. Ç óðàõóâàí-

íÿì ðîçâ'ÿçêó (2.113), îòðèìà¹ìî ñèñòåìè
φ′(x)f11(x) = g2(−2)(x)− g′1(−2)(x) ≡ g2(−2)(x),

φ′(x)f21(x)− g31(x) = −g′2(−2)(x),

φ′(x)f31(x) + b(x)g11(x) + a(x)g21(x) = −g′3(−2)(x),

(2.131)

òà
φ(x)φ′(x)g11(x) = −f ′1(−2)(x) + f2(−2)(x) ≡ fi2(−2)(x) ≡ [φ′(x)]−1g3(−2)(x),

φ(x)φ′(x)g21(x) + f31(x) = f ′i2(−2)(x) ≡
d
dx([φ

′(x)]−1gi3(−2)(x)),

φ(x)φ′(x)g31(x)− b(x)f13(x)− a(x)f21(x) = f ′3(−2)(x),

(2.132)

äå f ′3(−2)(x) =
d
dx [−φ(x)φ

′(x)g2(−2)(x)].

Ç ïåðøèõ ðiâíÿíü ñèñòåì (2.131) òà (2.132) âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

f11(x) = [φ′(x)]−1g2(−2)(x),

g11(x) = [φ ′(x)]−2[φ(x)]−1g3(−2)(x).

Òîäi ñèñòåìè (2.131) i (2.132) íàáåðóòü âèãëÿäó{
φ′(x)f21(x)− g31(x) = −g′2(−2)(x),

φ′(x)f31(x) + a(x)g21(x) = −g′3(−2)(x)− b(x)g13(x),
(2.133)

òà {
φ(x)φ′(x)g21(x) + f31(x) = f ′2(−2)(x) ≡

d
dx([φ

′(x)]−1g3(−2)(x)),

φ(x)φ′(x)g33(x)− a(x)f21(x) =
d
dx [−φ(x)φ

′(x)g2(−2)(x)] + b(x)f11(x).

(2.134)

Ç ñèñòåì (2.133) òà (2.134), ñëiäóÿ ìiðêóâàííÿì ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, îäåð-

æèìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèäó

−2a(x)g′2(−2)(x) +
[
b(x)− φ′(x)(φ(x)φ′(x))′

]
g2(−2)(x) = 0, (2.135)
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òà

−2g′3(−2)(x) +
[φ′′(x)

φ′(x)
− b(x)

a(x)

]
g3(−2)(x) = 0. (2.136)

Ó ðiâíÿííi (2.135) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b2(x) = b(x)− φ′3(x)− φ(x)φ′(x)φ′′(x).

Íàãàäà¹ìî, ùî

φ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
xã(x)dx

) 2
3

,

φ′(x) =

(∫ x

0

√
xã(x)dx

)− 1
3

·
√
xã(x).

Âiäïîâiäíî â ðiâíÿííi (2.136) òàêîæ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b3(x) = b(x) + φ(x)φ′(x)φ′′(x).

Òîäi ðiâíÿííÿ (2.135) òà (2.136) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

g′2(−2)(x)−
1

x

[ b2(x)
2ã(x)

]
g2(−2)(x) = 0, (2.137)

òà

g′3(−2)(x)−
1

x

[ b3(x)
2ã(x)

]
g3(−2)(x) = 0. (2.138)

Ðîçâ'ÿæåìî (2.137).

g2(−2)(x) =

∫ x

0

b2(x)

x
g2(−2)(x).

Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà

b2(x)

xã(x)
=
b2(0)

xã(0)
+ x · b

′
2(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′
2(0)

ã′′(0)
+ . . . .

Òîäi ∫
b2(x)

xã(x)
=

∫
b2(0)

xã(0)
+

∫
˜Rpart.
2 (x),
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äå
˜Rpart.
2 (x) = x · b

′
2(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′(0)

ã′′(0)
+ . . . ,

çâiäêè ∫
b2(x)

xã(x)
= ln |x|

b2(0)
ã(0) +

∫
˜Rpart.
2 (x).

Òîäi

g2(−2)(x) = g02(−2) · exp{
∫
b2(x)

x
}. (2.139)

Ç (2.138) îäåðæèìî

g′3(−2)(x)−
b3(x)

xã(x)
g3(−2)(x) = 0. (2.140)

g3(−2)(x) =

∫ x

0

b3(x)

xã(x)
g3(−2)(x) = 0.

ßê i äëÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ g2(−2)(x) ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â

ðÿä Ìàêëîðåíà Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà

b3(x)

xã(x)
=
b3(0)

xã(0)
+ x · b

′
3(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′
3(0)

ã′′(0)
+ . . . .

Òîäi ∫
b3(x)

xã(x)
=

∫
b3(0)

xã(0)
+

∫
˜Rpart.
3 (x),

äå
˜Rpart.
3 (x) = x · b

′
3(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′(0)

ã′′(0)
+ . . . ,

çâiäêè ∫
b3(x)

xã(x)
= ln |x|

b3(0)
ã(0) +

∫
˜Rpart.
3 (x).

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê äëÿ (2.140) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

g3(−2)(x) = g03(−2) · exp{
∫
b3(x)

x
}, (2.141)

Z̄part.

k1 (x) = colomn (z̄k1, z̄k2, z̄k3, z̄k4, z̄k5, z̄k6) , (2.142)
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äå

z̄k1 =
g02(−2)(x) · xρ2

φ′(x)
,

z̄k2 =
−g02(−2)(x) · xρ2 + g31(x)

φ′(x)
,

z̄k3 =
−g02(−2)(x) · xρ2 +

b(x)g03(−2)(x)·xρ3

a(x) − a(x)g21(x)

φ′(x)
,

z̄k4 =
−g03(−2)(x) · xρ3

a(x)
,

z̄k5 = g21(x),

z̄k6 = g31(x).

äå gk1, k = 2; 3 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨ x ∈
[0; l].

Ââåäåìî íîâi ïîçíà÷åííÿ

b2(0)

2ã(0)
=
b(0)− φ′3(0)− φ(0)φ′(0)φ′′(0)

2ã(0)
=
b(0)− φ′3(0)

2ã(0)
=

1

2
[ρ− 1] = ρ2

i
b3(0)

2ã(0)
=
b(0) + φ(0)φ′(0)φ′′(0)

2ã(0)
=

b(0)

2ã(0)
=

1

2
ρ = ρ3

.

Ç ìåòîþ çàáåçïå÷åííÿ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿ-

ííÿ (2.4) íà âñüîìó âiäðiçêó âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà íåîáõiäíî, ùîá âèêî-

íóâàëàñü âèìîãà ρ ϵ N . Îñêiëüêè b(0)
ã(0) = ρ ìà¹ áóòè íàòóðàëüíèì ÷èñëîì,

òî ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. Íåõàé ρ = 2n - ïàðíå ÷èñëî, nϵN . Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è

âèùåçàçíà÷åíi ïîçíà÷åííÿ îäåðæèìî, ùî ρ2 = n− 1
2 íå ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì,

à ρ3 = n - íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî ρ3 = 0 ïðè ρ = 0.

Ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (2.139) òà (2.141) ðiâíÿíü (2.137) òà (2.138) íà âñüîìó

âiäðiçêó, âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó çâîðîòó, iñòîòíüî çàëåæèòü âiä çíàêiâ âèðàçiâ
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bj(0)
2ã(0) , j = 1, 2. Òîìó äîñëiäèìî ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨ ó (2.139) òà (2.141).

Âðàõîâóþ÷è ðîçêëàä ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié â ðÿä Ìàêëîðåíà îòðèìà¹ìî

ðiâíîñòi
bj(x)

xã(x)
=
ρ

x
+ R̃j

part.
(x),

äå R̃j
part.

(x)�àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â îêîëi òî÷êè çâîðîòó.

ßêùî ρ2 = n − 1
2 - äîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî, òî äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè

ëiíiéíî íåçàëåæîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ç âèçíà÷åíîþ òîíiñòþ âiäíîñíî ìà-

ëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà âèêîðèñòàòè ðîçâ'ÿçêè (2.126). Îñêiëüêè â öüîìó

âèïàäêó ρ3 = 1
2ρ ¹ öiëèì íåâiä'¹ìíèì ÷èñëîì, òî âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó (2.138) òà ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó (2.137)

ìè ïîáóäó¹ìî àñèìïòîòèêó ëiíiéíî íåçàëåæíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ç äî-

âiëüíîþ òî÷íiñòþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 íà âñüîìó âiäðiçêó [0, l],

âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó çâîðîòó.

Âèïàäîê 2. Íåõàé ρ = 2n− 1 - íåïàðíå ÷èñëî nϵN . Òîäi ρ2 = n− 1 - öiëå

íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, à ρ3 = n − 1
2 - íå ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. Â öüîìó âèïàäêó

äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ëiíiéíî íåçàëåæîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ç âè-

çíà÷åíîþ òî÷íiñòþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó (2.137) òà ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó

(2.138).

Áóäåìî ââàæàòè ρ = 2n, òîáòî ρ3 = n - íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi çãiäíî

Âèïàäêó 1 ÷àñòèííèìè äîñòàòíüî ãëàäêèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (2.123) i

(2.138) ¹ ω10(x) ≡ g2(−2)(x) ≡ 0, à

g3(−2)(x) = g03(−2) · exp{
∫

b3(x)

2a(x)
} ≡ g03(−2)x

ρ2g̃(x), (2.143)

ïðè r = 0, äå g̃(x) - äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíêöiÿ ïðè xϵ[0, l], çà óìîâè, ùî

g̃(0) ̸= 0.

Äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó (2.125)

ïðè r = 4. Ç óðàõóâàííÿì ðîçâ'ÿçêó (2.113), îòðèìà¹ìî ñèñòåìè
φ′(x)f14(x) = −g′11(x) + g21(x),

φ′(x)f24(x)− g34(x) = −g′21(x),
φ′(x)f34(x) + b(x)g14(x) + a(x)g24(x) = −g′31(x),

(2.144)
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òà 
φ(x)φ′(x)g14(x) = −f ′11(x)− f21(x),

φ(x)φ′(x)g24(x) + f34(x) = f ′21(x),

φ(x)φ′(x)g34(x)− b(x)f14(x)− a(x)f24(x) = f ′31(x).

(2.145)

Â ñèñòåìàõ (2.144) òà (2.145) ç ïåðøîãî i ÷åòâåðòîãî ðiâíÿíü âèçíà÷èìî

f14(x) òà g14(x).

f14 =
−g′11(x) + g21(x)

φ′(x)
.

g14 =
−f ′11(x) + f21(x)

φ(x)φ′(x)
.

Ç ñèñòåì (2.144) òà (2.145) îäåðæèìî 2 ñèñòåìè, ñòðóêòóðà ÿêèõ òàêà æ ÿê

i â (2.23) i (2.24).{
φ′(x)f24(x)− g34(x) = −g′21(x),
−a(x)f24(x) + φ(x)φ′(x)g34(x) = f ′31(x) + b(x)f14(x),

(2.146)

òà {
φ′(x)f34(x) + a(x)g24(x)) = −g′31(x)− b(x)g34(x),

f34(x) + φ(x)φ′(x)g24(x)(x) = f ′21(x).
(2.147)

Äîñëiäèâøè ïðàâi ÷àñòèíè ðàíãiâ ìàòðèöü (2.146) òà (2.147), çàïèøåìî óìî-

âè çà ÿêèõ iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè öèõ ñèñòåì

g21(x) =

∫
Q1dx, (2.148)

äå Q1 =
f ′
31(x)+b(x)f14(x)
φ(x)φ′(x)+a′(x)

g31(x) =

∫
Q2dx. (2.149)

Çàïèøåìî ñèñòåìó (2.129) äëÿ r = 0.{
−ω̄30(x) = φ′(x) · g2(−2)(x),

b(x)ω̄10(x) + a(x)ω̄20(x) = h(x)− φ′(x) · g3(−2)(x).
(2.150)

Ïiäñòàâèìî ó (2.150) çíà÷åííÿ ôóíêöié g2(−2)(x) i g3(−2)(x) ç (2.139) i (2.141).
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Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó{
−ω̄30(x) = φ′(x) · g02(−2) · xρ3,
b(x)ω̄10(x) + a(x)ω̄20(x) = h(x)− φ′(x) · g03(−2) · xρ2.

(2.151)

Äîñëiäèìî ñèñòåìó (2.129) ïðè r = 1. Äëÿ iñíóâàííÿ äîñòàòíüî ãëàäêîãî

ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè íà âñüîìó âiäðiçêó, âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó çâîðîòó x = 0,

ïðèïóñòèìî, ùî g0(−1) = g00 = 0. Òîäi ñèñòåìà (2.129) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi


ω̄′

10(x) = −φ′(x) · g11(x) + ω̄20(x),

−ω̄31(x) = −φ′(x) · g2(−1)(x),

b(x)ω̄11(x) + a(x)ω̄21(x) = −φ′(x) · g3(−1)(x).

(2.152)

Ïðè r = 2 ç (2.129) îäåðæèìî íàñòóïíó ñèñòåìó
ω̄′

11(x) = −φ′(x) · g12(x) + ω̄21(x),

−ω̄32(x) = −φ′(x) · g20(x),
b(x)ω̄12(x) + a(x)ω̄22(x) = −φ′(x) · g30(x).

(2.153)

Ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåíííÿ (2.129) ïðè r ≥ 3 îäåðæèìî ñèñòåìó
ω̄3r(x) = φ′(x) · g2(r−2)(x) + ω̄′

2(r−3)(x),

b(x)ω̄1r(x) + a(x)ω̄2r(x) = −φ′(x) · g3(r−2) − ω̄′
3(r−3)(x),

0 = −φ′(x) · g1(r−2) + ω̄(x)2(r−3) − ω̄′
1(r−3).

(2.154)

Ïî÷èíàþ÷è ç r ≥ 3, îäåðæèìî íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ (2.126) âiäíîñíî íå-

âiäîìèõ ôóíêöié ωkr(x). Ïðîäîâæóþ÷è äàëi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ, îäåðæèìî

äîñòàòíüî ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè íà âñüîìó âiäðiçêó [0, l] ôóíêöié ωkr(x), fkr(x),

gkr(x). Òàêèì ÷èíîì áóäå âèçíà÷åíèé òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðîçøèðå-

íîãî ðiâíÿííÿ (2.102) ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹ3(x, t, ε) = (2.155)

∞∑
r=−2

µr [fkr(x)ψ(t) + µgkr(x)ψ
′(t)] +

∞∑
r=0

ω̄kr(x).

Òàêèì ñïîñîáîì ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.129) ïðè r = 0.

Âèñíîâîê 5. Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.129) ïðè r = 0 ìà¹ âèãëÿä
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ω̄10(x) = ω̄0
10 · exp{−

∫
b(x)

a(x)
dx}+ exp{−

∫
b(x)

a(x)
dx} · h(x)

a(x)
exp{

∫
b(x)

a(x)
dx}.

ω̄20(x) = ω̄′
10 · φ′(x) ·

g03(−2)x
ρ3

a(x)
.

ω̄30(x) = φ′(x) · g02(−2)x
ρ2.

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè iòåðàöiéíèõ ðiâíÿíü ç (2.129) çíà-

éäåìî âñi êîìïîíåíòè ωkr(x).

Òîäi ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4) çàïèøåìî ó âèãëÿäi ðÿäà:

Y hom.
ik (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

(2.156)

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ψ(t) + µgkr(x)ψ
′(t) + ω̄kr(x)] .

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ðîçâ'ÿçîê Ỹ hom.
k (x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi àñèì-

ïòîòè÷íîãî ðÿäà

Y hom.
k (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ψ(t) + µgkr(x)ψ
′(t) + ω̄kr(x)] ,

äå varphi(x) =
(
3
2

∫ x
0

√
xã(x)dx

) 2
3

.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ïðè h(x) = 0, çàäîâîëü-

íÿòèìå òàêèé íàñëiäîê.
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Äëÿ ïîáóäîâè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ñêîðèñòà¹-

ìîñü ðåçóëüòàìè äîñëiäæåíü ç [10], äå ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê (2.4) ïîáóäîâàíèé

ó âèãëÿäi ðÿäó

Y part.
k (x, ε) =

+∞∑
r=0

µrỹk(x). (2.157)

Ïîâòîðþþ÷è òåõíiêó äîñëiäæåíü [10], íåîáõiäíî ðÿä (2.157) ïiäñòàâèòè â

ðiâíÿííÿ (2.4) i ïðèðiâíÿòè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà. Òîäi íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè áóäåìî âèçíà÷àòè ç ðåêóðåíòíèõ ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

L0ỹkr(x) = h(x), L0ỹk0(x) = 0, r = 1; 2, L0ỹkr(x) = − ˜y′′′k(r−3)(x), r ≥ 3.

(2.158)

Îñêiëüêè ρ > 0, òî íå iñíó¹ äîñòàòíüî ãëàäêèõ çàãàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

öèõ ðiâíÿíü. Ïðîòå äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè òiëüêè ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

(2.158), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì ỹkr(x) < ∞. À òàêîæ ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü

íà âñüîìó âiäðiçêó [0, 1], ïðè ÷îìó ỹkr(x) íå äîðiâíþþòü òîòîæíüî íóëåâi, à

˜yk(1+3r)(x) ≡ ˜yk(2+3r)(x) ≡ 0, r ≥ 0 [10].

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-

ãëÿäi ðÿäiâ (2.157):

Y part.
ik (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

+∞∑
r=0

µrỹk(x). (2.159)

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê Ỹ part.
k (x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó

Y part.
k (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

+∞∑
r=0

µrỹk(x).
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2.2.5 Îöiíêà çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ àñèìïîòèêè ðîçâ'ÿçêó

Ïîáóäóâàâøè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.102) ó âèãëÿäi (2.156) òà

(2.158), íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî äîñëiäæåííÿ áóëî á íåïîâíèì, ÿêùî íå

ïðîâåäåíà îöiíêà çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ. Äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäíèõ îöiíîê

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè îöiíèìî çàëèøêîâi ÷ëåíè ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ (2.115),

(2.155), (2.158) äëÿ âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.102) ó âèãëÿäi:

αk(x, ε) ≡ αkq(x, ε) + εq+1ξkα(q+1)(x, ε), (2.160)

βk(x, ε) ≡ βkq(x, ε) + εq+1ξkβ(q+1)(x, ε),

Y part.
k (x, ε) = Y part.

kq (x, ε) + εq+1ξkβ(q+1)(x, ε), (2.161)

äå αkq(x, ε) i βkq(x, ε) � ÷àñòèííi q-ñóìè ðÿäiâ (2.109), à ε1+qξkα(q+1)(x, ε) òà

ε1+qξkβ(q+1)(x, ε) � çàëèøêîâi ÷ëåíè âiäïîâiäíèõ ðÿäiâ [10].

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó îäåðæèìî îöiíêè

∥ξαk(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξβk(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1), q > 0,
(2.162)

äå ñòàëà Kq+1 íå çàëåæèòü âiä x ∈ [0; l] i ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0.

∥ξf(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξg(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξω(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1).

(2.163)

Òóò q > 0.

Ç óðàõóâàííÿì îäåðæàíèõ îöiíîê (2.162) i (2.163), àñèìïòîòèêó çàãàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðÿäó:

Ỹk(x, t, ε) =
2∑

i=1

{[
q∑

r=0

εrαikr(x) +O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · φ(x))+ (2.164)

+ε
1
3

[
q∑

r=0

εrβikr(x) +O(εq+1)

]
dUi(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+

+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1)+
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+

[
+∞∑
r=0

εrfkr(x) +O(εq+1)

]
ψ(ε−

2
3 ·φ(x))+ε

1
3

[
+∞∑
r=0

εrgkr(x) +O(εq+1)

]
dψ(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+

+
+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1) +

p∑
r=0

εrykr(x) +O(εq+1).

Ñôîðìóëþ¹ìî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îáìåæåíiñòü iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié Ui(t) òà ψ(t) íà

íåñêií÷åííîñòi ìîæíà âñòàíîâèòè ñïðàâåäëèâiñòü ãðàíè÷íî¨ ðiâíîñòi [10]

lim
ε→0

Yk(x, ε
− 2

3 · φ(x), ε) = (2.165)

= lim
ε→0

[
3∑

j=0

Yj(x, ε
− 2

3 · φ(x), ε) + Y part.
k (x, ε)

]
= ỹ0(x) ≡ ω(x).

íà áóäü-ÿêîìó ïðîìiæêó, ùî íå ìiñòèòü òî÷êó çâîðîòó ω = 0, ω(x)- ÷àñòèí-

íèé ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ L0ω(x) = h(x).

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Yk(x, t, ε) ñèñòåìè (2.4) çàïèøåìî ÿê ñóïåðïîçèöiþ

ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè Y hom.
k (x, t, ε) òà ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíî-

ðiäíî¨ ñèñòåìè Y part.
k (x, t, ε). Òàêèì ÷èíîì ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìåòîäîì iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäà

Ỹk(x, t, ε) =
2∑

i=1

{[
q∑

r=0

εrαikr(x) +O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · φ(x))+

+ε
1
3

[
q∑

r=0

εrβikr(x) +O(εq+1)

]
dUi(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+

+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1)+

+

[
+∞∑
r=0

εrfkr(x) +O(εq+1)

]
ψ(ε−

2
3 · φ(x))+

136



+ε
1
3

[
+∞∑
r=0

εrgkr(x) +O(εq+1)

]
dψ(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+

+
+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1) +

p∑
r=0

εrykr(x) +O(εq+1),

φ(x) =
(
3
2

∫ x
0

√
xã(x)dx

) 2
3

.

2.2.6 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî

çáóðåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèæ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâî-

ðîòó.

Äëÿ (2.4) âñòàíîâëåíî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ, âiäáóâà¹òüñÿ ðåãóëÿðè-

çàöiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i, îïèñàíî ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîñëiäæåíî çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó âåêòîðíîãî ðiâ-

íÿííÿ (2.4) çi ñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó ó ïðîñòîði áåçðå-

çîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ çi ñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨

òî÷êîþ çâîðîòó ïîáóäîâàíî äëÿ äâîõ âèïàäêiâ:

1) êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) > 0, b(x) < 0;

2) êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) > 0, b(x) > 0.

Ïîáóäîâà ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.4) çäiéñíþâàëàñü

ìåòîäîì iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié. Âëàñíå, äëÿ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨

çàäà÷i âèêîðèñòàíî iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨ U1(t) òà U2(t) òà ¨õ ïîõiäíi, ÿêi ¹

ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Åéði U ′′(t)+tU(t) = 0. Òðå-

òié ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i äëÿ âèïàäêó ã(x) > 0, b(x) < 0 ïîáóäîâàíî

ç âèêîðèñòàííÿì âèðîäæåíîãî ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ âåêòîð-

íîìó ðiâíÿííþ (2.4). Äëÿ ïîáóäîâè ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i

âèêîðèñòàíî iñòîòíî îñîáëèâó ôóíêöiþ ψ(t) òà ¨¨ ïîõiäíó, ÿêi ¹ ÷àñòèííèìè

ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Åéði âèäó U ′′(t) + tU(t) = 1 [6].

Ïðåäñòàâëåíî ñòðóêòóðó ìåòîäà iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi àë-

ãîðèòìà:

1 êðîê. Ðîçøèðåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i. Â ñèíãóëÿðíî çáóðåíié

ñèñòåìi ç òî÷êîþ çâîðîòó ïîðÿä iç íåçàëåæíîþ çìiííîþ x ââîäèòüñÿ íîâà

âåêòîð-çìiííà t = ε−p · φ(x). Òîäi çàìiñòü øóêàíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ Y (x, ε) âè-
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â÷à¹òüñÿ íîâà ½ðîçøèðåíà âåêòîð-ôóíêöiÿ� Ỹ (x, t, ε). Ïðè ÷îìó ðîçøèðåííÿ

ïðîâîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ÿê â ìåòîäi ðåãóëÿðèçàöi¨

Ỹ (x, t, ε)|t=ε−p·φ(x) ≡ Y (x, ε).

p i φ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî âèïàäêó. Âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä

âiä çàäà÷i ç îäíi¹ çìiííîþ, äî çàäà÷i ç äâîìà çìiííèìè t i x.

2 êðîê. Ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ ââîäèòüñÿ

êîíêðåòíèé ïðîñòið ôóíêöié - ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêèé äëÿ

êîæíî¨ êîêðåòíî¨ çàäà÷i ìà¹ ñâîþ ñïåöèôiêó.

2∑
i=1

Dik(x, t, ε)
⊕

fk(x, ε)ψ(t)
⊕

εγgk(x, ε)ψ
′(t)
⊕

ωk(x, ε), k = 1, 3

3 êðîê. Ðåãóëÿðèçàöiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i.

Äëÿ òîãî, ùîá ãàðàíòóâàòè, ùî â õîäi ïåðåòâîðåíü áóëî ïðàâèëüíî âè-

äiëåíî, îïèñàíî òà âèçíà÷åíî âñi iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â

ðîçâ'ÿçêàõ ñèñòåìè (2.4), ïîòðiáíî âèìàãàòè, ùîá àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ (ôîð-

ìóëà) áóëè ðåãóëÿðíî çáóðåíèìè âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Äëÿ öüîãî

íåîáõiäíî îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè ïîêàçíèêè p òà γ Ëåìà 2.1. Òàêèé ïiäõiä íà-

äàñòü ìîæëèâiñòü çíàéòè âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó i ïîáóäóâàòè ðiâíîìiðíó àñèì-

ïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äëÿ ñèñòåìè (2.4).

4 êðîê. Ôîðìàëiçì ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Îñêiëüêè ðîçøèðåíà çàäà÷à

¹ ðåãóëÿðíî çáóðåíîþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ó ïðîñòîði áåçðåçîíàíñíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹk(x, t, µ) =
∞∑
r=0

µrYhom.(x) +
∞∑

r=−2

µrY part.(x), (2.166)

äå µ = 3
√
ε�ìàëèé ïàðàìåòð.

Ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó ðîçïî÷èíà¹ìî ç âiä'¹ìíèõ ñòåïåíiâ ìàëîãî

ïàðàìåòðà ç ìåòîþ îäåðæàííÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè áó-

äå ìàòè ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó â òî÷öi çâîðîòó. Òîìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó

âîíà íå íàëåæàòèìå ìíîæèíi çíà÷åíü ãîëîâíîãî ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà L̃ε.
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Ïiäñòàâèâøè ðÿä (2.166) â ñèñòåìó (2.15), äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî

ðÿäó, îòðèìà¹ìî äåÿêó ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü.

5 êðîê. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ àñèìïòîòè÷íî êîðåêòíîþ ó ÏÁÐ Dk. Íà

öüîìó åòàïi ðîçðîáëÿ¹òüñÿ òåîðiÿ iñíóâàííÿ iòåðàöiéíîãî ðiâíÿííÿ âèäó

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

äå Φ(x)�ìàòðèöÿ ñèñòåìè (2.15), Zkr(x)�âåêòîð-ñòîâïåöü ñêëàäåíèé ç àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié θ1(x, ε). I áóäóþòüñÿ ïåðøi ÷ëåíè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó

îäíîðiäíî¨ çàäà÷i Ỹhom.(x, t, ε).

6 êðîê. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòå-

ìè. Íà öüîìó åòàïi áóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i Ỹ part.(x, t, ε) çà

äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíîãî ðiâíÿííÿ

Φ(x) · Zkr(x) = F · Zkr(x),

äå Φ(x)�ìàòðèöÿ ñèñòåìè (2.15), Zkr(x)�âåêòîð-ñòîâïåöü ñêëàäåíèé ç àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié θ2(x, ε).

7 êðîê. Îöiíêà çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ àñèìïîòèêè ðîçâ'ÿçêó. Òåïåð íåîáõiäíî

ïðîâåñòè îöiíêó çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ

ε1+qξkα(q+1)(x, ε)

òà

ε1+qξkβ(q+1)(x, ε)

îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

8 êðîê. Ïîáóäîâà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè. Ðåçóëüòàòîì

ïðîâåäåíîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ïîáóäîâà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

Ỹk(x, t, ε) = Ỹhom.(x, t, ε) + Ỹ part.(x, t, ε)

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié äëÿ âèïàäêó, êîëè äëÿ ñè-

ñòåìè (2.4) êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) > 0, b(x) < 0 ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó

ðîçâ'ÿçêó ÿê ñóïåðïîçèöiþ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.41) òà ÷àñòèííî-

ãî âèïàäêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.54). Âiäòàê äëÿ ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
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Ỹhom.(x, t, ε) îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Ỹhom.(x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2.41).

Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i.

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê Ỹ part.(x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäà (2.54).

Òîäi, ó ïiäñóìêó, ñïðàâåäëèâîþ ¹ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.3. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 3. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìåòîäîì iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó Yk(x, t, ε) äà-

íî¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäà (2.64).

Äàëi äëÿ ñèñòåìè (2.4) äîñëiäæåíî äðóãèé âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè ìà-

òðèöi îáèäâà áiëüøå íóëÿ ã(x) > 0, b(x) > 0. Ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó

ðîçâ'ÿçêó ÿê ñóïåðïîçèöiþ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.126) òà ÷àñòèí-

íîãî âèïàäêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.157).

Äëÿ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ðîçâ'ÿçîê Ỹ hom.(x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi àñèì-

140



ïòîòè÷íîãî ðÿäà (2.156).

Äëÿ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè îòðèìàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîåðìà 2.2.2. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. A0(x), H(x) ∈ C∞[0, l].

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê Ỹ part.(x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäiâ (2.159).

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (2.4) äëÿ öüîãî âèïàäêó, êîëè ã(x) > 0, b(x) > 0

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òàêèì ñïîñîáîì

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 1. H(x) ∈ C∞[0; l];

Ñ 4. a(x) = xã(x), ã(x) > 0, b(x) > 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìåòîäîì iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäà (2.164).

Äëÿ âèïàäêó ã(x) > 0 òà b(x) < 0 ïåðåâiðåíî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = 4x+ 2,

äå A(x, ε) ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

à A0(x) i A1 ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

−b(x) −a(x) 0

 , A1 =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

ïðè ε → 0, x ∈ [0, l], Y (x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) - øóêàíà

âåêòîð-ôóíêöiÿ, (x) = colomn(0, 0, 4x+ 2) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
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Çà òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ:

1. ã(x), b(x) ∈ C∞[0; 1],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = 4, b(x) = −(4x+ 4).

Ìåòîäîì iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié, ïîâòîðþþ÷è âñi êðîêè, ïîáóäîâàíî

àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

Y (x, ε) ∼= Ỹ (x, ε−
2
3 · 3

√
4x, ε) =

2∑
i=1

{[
q∑

r=0

ε0


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

− 4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+ ε1


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

− 4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x
+



+ε2


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

− 4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · 3

√
4x)+

+ε
1
3

 q∑
r=0

ε0


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε1


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε2


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+O(εq+1)

×

×dUi(ε
− 2

3 · 3
√
4x))

d(ε−
2
3 · 3

√
4x)

}
+

+∞∑
r=0

ε0

 ω0
10 · x

4x+4
4x ω0

10 · x
0

+ε1

 ω0
11 · x

4x+4
4x ω0

11 · x
0

+ε2

 ω0
12 · x

4x+4
4x ω0

12 · x
0

+

+ε3

 ω0
13 · x

4x+4
4x ω0

13 · x
(x+1)2

x2 − ω0
13 · x

+O(εq+1).

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [2,3] òà â òåçàõ ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî-

ïðàêòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨ [2].
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Ðîçäië 3

ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ

ÑÈÑÒÅÌÈ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÇÁÓÐÅÍÈÕ

ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç ÍÅÑÒÀÁIËÜÍÎÞ

ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÎÞ ÒÎ×ÊÎÞ ÇÂÎÐÎÒÓ

ÌÅÒÎÄÎÌ IÑÒÎÒÍÎ ÎÑÎÁËÈÂÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ.

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó ðiâíîìiðíîãî àñèìïòî-

òè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

íåñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó.

3.1 Íåñòàáiëüíà äèôåðåíöiàëüíà òî÷êà çâîðîòó

ç êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi ã(x) < 0 i b(x) > 0

Âèïàäîê íåñòàáiëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó x = 0, òîáòî êîëè ã(x) < 0 äëÿ ñêà-

ëÿðíèõ çàäà÷ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [11, 24]. Â öèõ ðiâíÿííÿõ òðåòüîãî ïî-

ðÿäêó àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâàíà çà äîïîìîãîþ àïàðàòà ôóíêöié

Åéði-Ëàíãåðà òà ¨õ ïîõiäíèõ. Ó âèïàäêó, êîëè îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ ìàòðè-

öi a(x) < 0, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìîäåëüíèé îïåðàòîð Åéði âèãëÿäó

U ′′(t)− tU(t) = 0. (3.1)

äëÿ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó.

3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Äîñëiäèìî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4):
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εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x),

äå

A(x, ε) = A0(x) + εA1(x),

� âiäîìà ìàòðèöÿ, äå

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

−b(x) a(x) 0

 , A1 =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

ïðè ε → 0, x ∈ [−l, 0], Y (x, ε) ≡ Yk(x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) -

øóêàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, H(x) = colomn(0, 0, h(x)) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Ñèñòåìó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) áóäåìî äî-

ñëiäæóâàòè çà òàêèõ óìîâ:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Ïðîäîâ÷óþ÷è äîñëiäæåííÿ, ðîçïî÷àòi ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ðîçãëÿíåìî

íèæ÷å çàäà÷ó (2.4) ïðè óìîâàõ Ñ 1 i Ñ 4. Çàóâàæèìî, ùî âiäìiííiñòü ïîëÿ-

ãà¹ ëèøå â óìîâi Ñ 4, ïðîòå âëàñòèâîñòi âåêòîð-ôóíêöié, ç ÿêèõ ïîáóäîâàíà

àñèìïòîòèêà çíà÷íî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ïîïåðåäíüî¨

çàäà÷i. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äàíà ïðîáëåìàòèêà çàëèøà¹òüñÿ ìàëî âèâ÷åíîþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè îäèí ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (2.4) íåîáìåæåíî çðîñòà¹, êîëè ε → 0, òî

òî÷êó çâîðîòó x = 0 íàçèâàþòü íåñòàáiëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó.

Iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, ÿêi âèíèêàþòü ó ðîçâ'ÿçêàõ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i

(2.4) ïðè ε = 0, çðó÷íî îïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöi¨ Åéði-Ëàíãåðà Ai(t)

i Bi(t) òà ¨õ ïîõiäíi [6]. Òîìó íàãàäà¹ìî àíàëiòè÷íèé çàïèñ öèõ ôóíêöié òà ¨õ

ïîõiäíèõ.

Ôóíêöiÿ

Ai(t) =
1

π

∫ ∞

0
cos
(s3
3
+ st

)
ds

¹ ðîçâ'ÿçêîì (3.1). Äðóãèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ìîäåëüíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

[6]

Bi(t) =
1

π

∫ ∞

0
{exp[−s

3

3
+ st] + sin[

s3

3
+ st]}ds.
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Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó, òîáòî êîëè t → +∞, ìàþòü ìiñöå òàêi

àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi [6]:

Ai(t) =
e−ξ

2
√
π 4
√
t

∞∑
k=0

(−1)kckξ
−k, Bi(t) =

eξ√
π 4
√
t

∞∑
k=0

ckξ
−k. (3.2)

Äëÿ ïîõiäíèõ öèõ ôóíêöié ìà¹ìî òàêi ðiâíîñòi

Ai′(t) =
−t 14e−ξ

2
√
π

Σ∞
k=0(−1)kdkξ

−k, (3.3)

Bi′(t) =
t
1
4e−ξ

√
π

Σ∞
k=0dkξ

−k,

äå d0 = 1; dk = −6k+1
6k−1 , kϵN .

Iñòîòíî îñîáëèâi ôóíêöi¨, ÿêi âèíèêàþòü ó ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêàõ íåîäíîði-

äíî¨ çàäà÷i (2.4) áóäåìî îïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà âè-

ãëÿäó:

U ′′(t)− tU(t) = π−1.

Ñêàëÿðíà ôîðìà âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (2.4) ìà¹ âèãëÿä:

−xã(x)ω′(x) + b(x)ω(x) = h(x). (3.4)

Â öüîìó âèïàäêó â îêîëi òî÷êè x = 0 ñïiââiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ b(0)
−ã(0) > 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ

âñiõ x ∈ [−l, 0], òîìó ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè ëiíiéíî íåçàëå-

æíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) ìà¹ âèãëÿä:

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

0 −λ 1

−b(x) a(x) −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + xã(x)λ = 0.

Îñêiëüêè äîñëiäæó¹ìî íåñòàáiëüíó òî÷êó çâîðîòó x = 0, òî êîðåíi õàðà-
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êòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, òîáòî

λ1 = 0, λ2,3= ±
√
xã(x).

3.1.2 Ðåãóëÿðèçàöiÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâ-

íÿíü

Çà àëãîðèòìîì, ââåäåíî íîâó çìiííó

t = ε−p · φ(x).

Çà Ëåìîþ 1.1. p = 1
3 , òîäi

t = µ−2 · φ(x),

äå µ = ε
1
3 , à ðåãóëÿðèçóþ÷à ôóíêöiÿ φ(x) ïiäëÿãà¹ âèçíà÷åííþ. Òîäi, àëãîðè-

òìîì, çàìiñòü çàäàíî¨ ôóíöi¨ Yk(x, ε) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðîçøèðåíó ôóíêöiþ

Ỹk(x, t, ε). Ðîçøèåðííÿ ôóíêöi¨ ïðîâîäèìð òàêèì ÷èíîì, ùîá ìàëà ìiñöå òî-

òîæíiñòü

Ỹk(x, t, ε)
∣∣
t=µ−2·φ(x) ≡ Yk(x, ε),

Òóò ðîçøèðåíèé îïåðàòîð äëÿ âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.4), àíàëîãi÷íèé äî

âiäïîâiäíîãî ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà ç ðîçäiëó 2, òîáòî

L̃εỸk(x, t, ε) ≡ µφ′∂ỹ(x, t, ε)

∂t
+ µ3

∂ỹ(x, t, ε)

∂x
− A(x, ε)Ỹk(x, t, ε) = H(x). (3.5)

Îïèøåìî ïðîñòið ôóíêöié, â ÿêîìó ìîæíà áóäå ïîáóäóâàòè ðiâíîìiðíèé

àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðîçøèðåíî¨ çàäà÷i (2.4)

D1k = α1k(x)Ai(t) + β1k(x)Ai
′(t),

D2k = α2k(x)Bi(t) + εγβ2k(x)Bi
′(t),

D3k = fk(x)ν(t) + εγgk(x)ν
′(t),

D4k = ωk(x),

äå αik(x), βik(x), fk(x), gk(x), ωk(x) ∈ C∞[−l, 0].
Òóò ôóíêöi¨ Ai(t), Bi(t) � ôóíêöi¨ Åéði-Ëàíãåðà, ν(t) � iñòîòíî îñîáëèâà

ôóíêöiÿ, âëàñòèâîñòi ÿêèõ îïèñàíi ó [6].
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Åëåìåíò öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ âèãëÿä

Ỹk(x, t, ε) =
2∑

i=1

[αik(x)Ui(t) + βik(x)U
′
i(t)] + fk(x)ν(t) + εγgk(x)ν

′(t) + ωk(x).

Äëÿ çðó÷íîñòi ââåëè ïîçíà÷åííÿ U1(t) ≡ Ai(t), U2(t) ≡ Bi(t).

ßê i â ïîåïåðäíi¨ âèïàäêàõ çàïèøåìî ðåçóëüòàò äi¨ ðîçøèðåíîãî îïåðàòîðà

L̃ε íà åëåìåíòè ÏÁÐ D1k i D2k ó âèãëÿäi äâîõ âåêòîðíèõ ðiâíÿíü:

U ′
i(t) : αik(x, ε)φ

′(x)− [A0(x) + µ3A1]βik(x, ε) = −µ3β′
ik(x, ε), (3.6)

Ui(t) : βik(x, ε)φ(x)φ
′(x)− [A0(x) + µ3A1]αik(x, ε) = −µ3α′

ik(x, ε).

Ç âåêòîðíèõ ðiâíÿíü îäíîçíà÷íî âèçíà÷èìî ïîêàçíèê µ = ε
1
3 . Ðîçïèøåìî

âåêòîðíi ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

αi1(x, ε)φ
′(x) = −µ3[β′

i1(x, ε)− βi2(x, ε)],

αi2(x, ε)φ
′(x)− βi3(x, ε) = −µ3β′

i2(x, ε),

αi3(x, ε)φ
′(x) + b(x)βi1(x, ε)− a(x)βi2(x, ε) = −µ3β′

i3(x, ε),

φ(x)φ′(x)βi1(x, ε) = −µ3[α′
i1(x, ε)− αi2(x, ε)],

φ(x)φ′(x)βi2(x, ε)− αi3(x, ε) = −µ3α′
i2(x, ε),

φ(x)φ′(x)βi3(x, ε) + b(x)αi1(x, ε)− a(x)αi2(x, ε) = −µ3α′
i3(x, ε),

(3.7)

ÿêà ¹ ðåãóëÿðíî çáóðåíîþ ñèñòåìîþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà µ.

3.1.3 Ôîðìàëiçì ïîáóäîâè îäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòå-

ìè

Äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè (3.5)

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (3.7), íåâiäîìi êîåôi-

öi¹íòè ÿêî¨ áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäiâ

αik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrαikr(x), βik(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrβikr(x). (3.8)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöié αikr =

colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)) òà βikr(x) = colomn(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x))
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îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ðåêóðåíòíi ñèñòåìè ðiâíÿíü:

Φ(x)Zk0(x) = 0, r = 0, 1, 2, Φ(x)Zkr(x) = FZk(r−3)(x), r ≥ 3.

(3.9)

Òóò Zkr(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x), βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)), à

Φ(x) =



φ′(x) 0 0 0 0 0

0 φ′(x) 0 0 0 −1

0 0 φ′(x) b(x) −xã(x) 0

0 0 0 φ(x)φ′(x) 0 0

0 0 −1 0 φ(x)φ′(x) 0

b(x) −xã(x) 0 0 0 φ(x)φ′(x)


. (3.10)

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè. Ìà¹ìî

detΦ(x) = (a2(x)− 2a(x)φ(x)φ′2(x) + φ2(x)φ′4(x)) · φ(x)φ′2(x).

Ôóíêöiþ φ(x) âèçíà÷èìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

φ2(x)φ′4(x) + 2a(x)φ(x)φ′2(x) + a2(x) = 0,

ÿêó ìîæåìî çàïèñàòè ó ïðîñòiøîìó âèãëÿäi

φ(x)φ′2(x) = −a(x) ≡ −xã, φ(0) = 0 (3.11)

Òðåáà çàóâàæèòè, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

U ′′(t)− tU(t) = 0,

òîáòî ôóíêöi¨ Ai(t) òà Bi(t) áóäóòü ñòiéêèìè, êîëè t → −∞. Îòæå.þ íàì

ïîòðiáíî, ùîá ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.13) áóëà ôóíêöiÿ φ(0) < 0.

Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.13) ïðè óìîâi φ(0) = 0 áóäå ôóíêöiÿ

φ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
−xã(x)dx

) 2
3

.

Ðåãóëÿðèçóþ÷à ôóíêöiÿ òàêîãî âèäó ðîçãëÿäàëàñü â ðîáîòàõ [9, 60, 77].

Îñêiëüêè detΦ(x) ≡ 0, òî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
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(2.4) âèãëÿäó

Zk0(x) = colomn

(
0,

1

φ′(x)
βi30(x),−φ(x)φ′(x)βi20(x), 0, βi20(x), βi30(x)

)
,

(3.12)

äå β0ik(x), i = 1; 2, i = 1; 3 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñèòü ãëàäêi ôóíêöi¨

ïðè x ∈ [−l; 0].
Çàéìåìîñü ðîçâ'ÿçóâàííÿì íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì (3.9). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíå-

ìî öi ñèñòåìè, êîëè r = 3. Âðàõóâàâøè îäåðæàíèé ðîçâ'ÿçîê (3.12), áóäåìî

ìàòè 
φ′(x)αi13(x) = βi20(x)− β′

i10(x) ≡ βi20(x),

φ′(x)αi23(x)− βi33(x) = −β′
i20(x),

φ′(x)αi33(x) + b(x)βi13(x) + a(x)βi23(x) = −β′
i30(x),

(3.13)

òà
φ(x)φ′(x)βi13(x) = −α′

i10(x) + αi20(x) ≡ αi20(x) ≡ [φ′(x)]−1βi30(x),

φ(x)φ′(x)βi23(x)− αi33(x) = −α′
i20(x) ≡ − d

dx([φ
′(x)]−1βi30(x)),

φφ′(x)βi33(x) + b(x)αi13(x) + a(x)αi23(x) = −α′
i30(x).

(3.14)

Ç ïåðøèõ ðiâíÿíü ñèñòåì (3.13) i (3.14) âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ αi13(x) =

[φ′(x)]−1βi20(x) òà βi13(x) = [φ ′(x)]−2[φ(x)]−1βi30(x). Òîäi ñèñòåìè (3.13) i

(3.14) íàáóäóòü âèãëÿäó{
φ′(x)αi23(x)− βi33(x) = −β′

i20(x),

φ′(x)αi33(x) + a(x)βi23(x) = −β′
i30(x)− b(x)βi13(x) ≡ −β′

i30(x)−
b(x)

φ(x)φ′2(x)βi30(x),

òà 
φ(x)φ′(x)βi23(x)− αi33(x) = −α′

i20(x) ≡ d
dx(−[φ′(x)]−1βi30(x)),

φ(x)φ′(x)βi33(x) + a(x)αi23(x) = −α′
i30(x)− b(x)αi13(x) ≡

≡ [φ(x)φ′(x)]′βi20(x)− b(x)
φ(x)βi20(x).

Ïåðåïèøåìî öi ñèñòåìè â òàêîìó âèãëÿäi:

{
φ′(x)αi23(x)− βi33(x) = −β′

i20(x),

a(x)αi23(x) + φ(x)φ′(x)βi33(x) = [φ(x)φ′(x)]′βi20(x)− b(x)
φ′(x)βi20(x),

(3.15)
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òà {
φ′(x)αi33(x) + a(x)βi23(x) = −β′

i30(x)− b(x) βi30

φ(x)φ′2(x) ,

−αi33(x) + φ(x)φ′(x)βi23(x) =
d
dx(−[φ′(x)]−1βi30(x)).

(3.16)

Ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ âñiõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îá÷èñëèìî ðàíãè

ìàòðèöü ç êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåì (3.15) i (3.16) âiäïîâiäíî:(
φ′(x) −1

a(x) φ(x)φ′(x)

−β′
i20(x)

(φ(x)φ′(x)βi20(x))
′ − b(x)

φ′(x)βi20

)
(3.17)

òà (
φ′(x) a(x)

−1 φ(x)φ′(x)

−β′
i30(x)−

b(x)
φ(x)φ′2(x)βi30(x).

−[βi30(x)
φ′(x) ]

′

)
(3.18)

Ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî, ùî ðàíã êîæíî¨ ç ñèñòåì ìåí-

øå êiëüêîñòi çìiííèõ, òîìó çà óìîâè

−2a(x)β′
i20(x) + φ′(x)[(φ(x)φ′(x))]′βi20(x) = 0, (3.19)

äëÿ ñèñòåìè (3.17) òà

−2β′
i30(x) +

[
φ′′(x

φ′(x
)− b(x)

a(x)

]
βi30(x) = 0 (3.20)

äëÿ ñèñòåìè (3.18) âîíè ìàþòü áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òîìó äëÿ âiäøóêàííÿ âñiõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.7)

ñêîðèñòà¹ìîñü äîâiëüíiñòþ âèáîðó ôóíêöié βis0(x) = β0
i30 · βk30(x), i = 1; 2,

s = 2; 3, äå β0
is0(x) � äîâiëüíi ñòàëi, β̃is0(x) � ÷àñòèííi, äîñèòü ãëàäêi äëÿ âñiõ

x ∈ [−l; 0], ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (3.19) i (3.20). Ïðè òàêîìó âèçíà-

÷åííi âåêòîð-ôóíêöié Zk0(x) iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì àëãåáðà-

¨÷íèõ ðiâíÿíü (3.15) i (3.16) âèãëÿäó

Zk3(x) = colomn
(
zk13, zk23, zk33, zk43, zk53, zk63

)
,

zi13 = 1
φ′(x)βi20(x), zi23 = −β′

i20(x)+βi33(x)
φ′(x) , zi33 =

−β′
i30(x)−a(x)βi23(x)−b(x)(φ(x))−1(φ′(x))−2βi30

φ′(x) , zi43 = (φ(x))−1(φ′(x))−2βi20(x),

zi53 = βi21(x), zi63 = βi31(x), ïðè ÷îìó βi21(x) òà βi31(x), ÿê i â (??),

äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨ äëÿ âñiõ x ∈ [−l; 0].
Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè iòåðàöiéíi ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
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(3.15) i (3.16) ïðè r > 3, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà ïîêàçàòè,

ùî öi ñèñòåìè ðiâíÿíü àñèìïòîòè÷íî êîðåêòíi â òàêîìó ðîçóìiííi. ßêùî âè-

ìàãàòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ðiâíÿíü (3.15) i (3.16) ïðè r = 0; q, òî

êîæíà ç öèõ ñèñòåì ïðè r = 0; q − 3, âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî äâîõ äî-

âiëüíèõ ñòàëèõ βk21(x) òà βk31(x), ÿêi óòâîðþþòü äîâiëüíèé âåêòîð β0
ks0(x) =

colomn(0, β0
k2r(x), β

0
k3r(x)).

Âèñíîâîê 6. Òàêèì ÷èíîì, ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè iòåðàöiéíi ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü (3.15) i (3.16), îäåðæèìî äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêè

ñèñòåìè (2.4) âèäó

Dk(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(t) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(t)], i = 1; 2, (3.21)

äå αikr(x) = colomn(αi1r(x), αi2r(x), αi3r(x)) òà βikr(x) =

colomn(βi1r(x), βi2r(x), βi3r(x)) � âiäîìi âåêòîð-ôóíêöi¨.

Ïðîâåäåìî çâóæåííÿ äàíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè t = ε−
2
3 · φ(x) i i = 1; 2, òîäi

îäåðæèìî ðîçâ'ÿçêè

Dk(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))].

(3.22)

Òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.4) áóäó-

¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäó

ω(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrωr(x) ≡ colomn

( ∞∑
r=0

εrω1r(x),
∞∑
r=0

εrω2r(x),
∞∑
r=0

εrω3r(x)

)
.

(3.23)

Ïiäñòàâèìî (3.23) â ðîçøèðåíèé îïåðàòîð. Òîäi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ðåêó-

ðåíòíó ñèñòåìó âåêòîðíèõ ðiâíÿíü:

A0(x)ω0(x) = 0, Ar(x)ωr(x) = −A1(x)ω(r−1)(x) + ω′
(r−1)(x), r ≥ 1.

(3.24)

Äîñëiäèìî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ A0(x)ω0(x) = 0.

Îäíîçíà÷íî âèçíà÷èìî ω03(x) ≡ 0 i îäåðæèìî ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü{
ω′
01(x)− ω02(x) = 0,

−xã(x)ω02 + b(x)ω01(x) = 0.
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Ç öi¹¨ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ñêàëÿðíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ:

−xã(x)ω′
01(x) + b(x)ω01(x) = 0. (3.25)

Ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (3.25) ìà¹ âèãëÿä

ω01(x) = ω0
01 · exp

{∫
b(x)

xã(x)
dx

}
, (3.26)

äå ω0
01 � äîâiëüíà ñòàëà.

Äî öüîãî ÷àñó ìè íå âèêîðèñòîâóâàëè óìîâó íà êîåôiöi¹íò b(x). Ç âðàõóâà-

ííÿì òîãî, ùî b(x) > 0 (äèâ. óìîâè (2)) ìà¹ìî b(0)
−ã(0) = ρ > 0. Òîìó ðîçâ'ÿçîê

(3.26) ¹ äîñèòü ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ íà âñüîìó âiäðiçêó [-l;0], âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó

çâîðîòó x = 0.

Ñêîðèñòàâøèñü ðîçâ'ÿçêîì (3.26), îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê

ω02(x) = ω′
01(x) = ω0

01 ·
b(x)

xã(x)
exp

{∫
b(x)

xã(x)
dx

}
.

Òàêèì ÷èíîì, íàìè ïîáóäîâàíå íóëüîâå íàáëèæåííÿ

ω0(x) = colomn(ω01(x), ω02(x), ω03(x)) ≡

≡ colomn

(
ω0
01 · exp

{∫
b(x)

xã(x)
dx

}
, ω0

01 ·
b(x)

xã(x)
· exp

{∫
b(x)

xã(x)
dx

}
, 0

)
,

ÿêå ìiñòèòü îäíó äîâiëüíó ñòàëó ω0
01.

Íà íàñòóïíîìó êðîöi îòðèìà¹ìî íåîäíîðiäíó ñèñòåìó ðiâíÿíü, ïðè

ðîçâ'ÿçóâàííi ÿêî¨ çíîâó îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé áóäå ìiñòèòè îäíó äî-

âiëüíó ñòàëó ω0
11. Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.24),

ïîñòóïîâî âèçíà÷èìî âñi ðîçâ'ÿçêè ωr(x), òîáòî îòðèìà¹ìî òðåòié ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (2.4) ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî ðÿäó (3.23).

Òîäi ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè çàïèøåìî ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹ hom.
k (x, t, ε) =

∞∑
r=0

εr

[[
2∑

i=1

[
αikr(x)Ui(t) + ε

1
3βikr(x)U

′
i(t)
]]

+ ωkr(x)

]
, (3.27)

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

152



íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó

âèãëÿäi ðÿäó:

Ỹ hom.
k (x, t, ε) =

∞∑
r=0

εr

[[
2∑

i=1

[
αikr(x)Ui(t) + ε

1
3βikr(x)U

′
i(t)
]]

+ ωkr(x)

]
,

äå U1(t) = Ai(t), U2(t) = Bi(t).

3.1.4 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåî-

äíîðiäíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè

Äëÿ ïîáóäîâè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.4) ñêîðèñòà¹ìîñü äi¹þ ðîçøè-

ðåíîãî îïåðàòîðà L̃ε íà åëåìåíòè ïiäïðîñòîðiâ D3r i D4r. Ðåçóëüòàò çàïèøåìî

ó âèãëÿäi

L̃ε(fk(x, ε)ν(t) + µgk(x, ε)ν
′(t) + ωk(x, ε)) = µfk(x, ε)φ

′(x)ν(t)+

+gk(x, ε)φ
′(x)φ(x)ν(t)− A(x, ε)fk(x, ε)ν(t)−

−µA(x, ε)gk(x, ε)ν ′(t) + µ3f ′k(x)ν(t) + µ4g′k(x)ν
′(t)+

+µ2φ′(x)gk(x)π
−1 + µ3ω′(x)− A(x, ε)ωk(x) = H(x).

Çðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè áiëÿ iñòîòíî îñîáëèâî¨ ôóíêöi¨ ν(t) òà ¨¨ ïîõiäíî¨,

ÿê â (3.6), é áóäåìî âèìàãàòè, ùîá îäåðæàíi ñèñòåìè ðiâíÿíü áóëè ðåãóëÿðíî

çáóðåíèìè âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà µ. Òîäi áóäåìî ìàòè:

ν ′(t) : fk(x, ε)φ
′(x)− [A0(x) + µ3A1]gk(x, ε) = −µ3g′k(x, ε),

ν(t) : gk(x, ε)φ(x)φ
′(x)− [A0(x) + µ3A1]fk(x, ε) = −µ3f ′k(x, ε), (3.28)

µ3ω′
k(x)− A(x, ε)ω(x) = H(x)− µ2φ′(x)gk(x)π

−1. (3.29)

Çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì (3.7), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðíèõ

ðiâíÿíü (3.28) ðåãóëÿðíî çáóðåíà. Òîìó ¨¨ ðîçâ'ÿçîê øóêà¹ìî ó âèãëÿäi âåêòîð-
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ôóíêöié

fk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrfkr(x), gk(x, ε) =
+∞∑
r=−2

µrgkr(x), ω(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrωkr(x).

(3.30)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöié fkr(x) =

colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x)) òà gkr(x) = colomn(g1r(x), g2r(x), g3r(x))

îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ðåêóðåíòíi ñèñòåìè ðiâíÿíü:

Φ(x)Zpart.

0 (x) = 0, r = −2,−1, 0 (3.31)

Φ(x)Zpart.
r (x) = −Zpart.

r−3 (x), r ≥ 1.

Zpart.
r (x) = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x), g1r(x), g2r(x), g3r(x)).

Îñêiëüêè detΦ(x) ≡ 0, òî çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì (3.9), îòðèìà¹ìî íå-

òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (3.31) âèãëÿäó

Zpart.

0 (x) = colomn

(
0,

1

φ′(x)
g30(x),−

a(x)

φ′(x)
g20(x), 0, g20(x), g30(x)

)
, (3.32)

äå gi0, i = 1; 2 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñèòü ãëàäêi ôóíêöi¨ ïðè

x ∈ [−l; 0].
Çíîâó, çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì, îòðèìà¹ìî òàêi äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü:

{
φ′(x)f23(x)− g33(x) = −g′20(x),
a(x)f23(x) + φ(x)φ′(x)g33(x) = [φ(x)φ′(x)]′g20(x)− b(x)

φ′(x)g20(x),
(3.33)

òà {
φ′(x)f33(x) + a(x)g23(x) = −g′30(x)− b(x) g30

φ(x)φ′2(x) ,

−f33(x) + φ(x)φ′(x)g23(x) = (−[φ′(x)]−1g30(x))
′,

(3.34)

Áà÷èìî, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåì (3.33) i (3.34) ìà¹ìî ïîâíó

àíàëîãiþ ç âèçíà÷åííÿì êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåì (3.15) òà (3.16). Òîìó, ùîá íå

ïîâòîðþâàòèñü, çðîáèìî íàñòóïíèé àíàëîãi÷íèé âèñíîâîê: íà ïåðøîìó êðîöi

ïðàâi ÷àñòèíè (3.33) i (3.34) ìàþòü ïðîñòó ñòðóêòóðó, òîìó çà ðàõóíîê äî-

âiëüíîñòi ôóíêöié g02r(x) òà g
0
3r(x) iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì âèãëÿäó (3.31).

Íà íàñòóïíèõ iòåðàöiéíèõ êðîêàõ ïðàâi ÷àñòèíè áóäóòü óñêëàäíþâàòèñü, ïðî-

òå ìè çàâæäè çìîæåìî äîáèòèñü iñíóâàííÿ ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ñèñòåì çà
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ðàõóíîê äîâiëüíîñòi âèùå âêàçàíèõ ôóíêöié.

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè iòåðàöiéíi ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

(3.33) i (3.34) ïðè r > 1, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öi ñèñòåìè ðiâíÿíü àñèìïòîòè÷íî

êîðåêòíi. ßêùî âèìàãàòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ðiâíÿíü (3.15) i (3.16)

ïðè r = 0; q, òî êîæíà ç öèõ ñèñòåì ïðè r = 0; q − 3, âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ

äî äâîõ äîâiëüíèõ ñòàëèõ g02r(x) òà g
0
3r(x), ÿêi óòâîðþþòü äîâiëüíèé âåêòîð

g0r(x) = colomn(0, g02r(x), g
0
3r(x)).

Ðîçïèøåìî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ðiâíÿííÿ (3.29) ó âèãëÿäi ñèñòåìè
µ3ω′

1(x, ε) = −µ2φ′(x)π−1g1(x, ε) + µ3ω2(x, ε),

µ3ω′
2(x, ε)− ω3(x, ε) = −µ2φ′(x)π−1g2(x, ε),

µ3ω′
3(x, ε) + b(x)ω1(x, ε)− a(x)ω1(x, ε) = −µ2φ′(x)π−1g3(x, ε) + h(x),

(3.35)

Ïiäñòàâèìî ðÿäè (3.30), òîáòî ðÿäè âèãëÿäó

ω̄(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrω̄r(x) ≡ colomn

( ∞∑
r=0

εrω̄1r(x),
∞∑
r=0

εrω̄2r(x),
∞∑
r=0

εrω̄3r(x)

)
,

(3.36)

ó ðiâíÿííÿ (3.35). Â ðåçóòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó:



µ3[µ0ω̄′
10(x) + µ1ω̄′

11(x) + µ2ω̄′
12(x) + . . .] = −µ2φ′(x)π−1g1(x, ε)[µ

0g1(−2)(x)+

+µ1g1(−1)(x) + µ2g10(x) + . . .] + µ3[ω̄20(x) + ω̄21(x) + ω̄22(x) . . .],

µ3[ω̄′
20(x) + µ1ω̄′

21(x) + µ2ω̄′
22(x) + . . .]−

−[µ0ω̄30(x) + µ1ω̄31(x) + µ2ω̄32(x) + . . .] =

= −µ2φ′(x)π−1[µ0g2(−2)(x) + µ1g2(−1)(x) + µ2g20(x) + . . .],

µ3[ω̄′
30(x) + µ1ω̄′

31(x) + µ2ω̄′
32(x) + . . .]+

+b(x)[µ0ω̄10(x) + µ1ω̄11(x) + µ2ω̄12(x) + . . .]−
−a(x)[µ0ω̄20(x) + µ1ω̄21(x) + µ2ω̄22(x) + . . .] =

= h(x)− µ2φ′(x)π−1[µ0g3(−2)(x)+

+µ1g3(−1)(x) + µ2g30(x) + . . .]

(3.37)

Ïðèðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè â ñèñòåìi (3.37) ïðè îäíàêîâèõ ïîêàçíèêàõ µ. Ïðè

r = 0 îòðèìà¹ìî ñèñòåìó âèãëÿäó
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{
−ω̄03(x) = −φ′(x)π−1g2(−2)(x),

b(x)ω̄01(x)− a(x)ω̄02(x) = h(x)− φ′(x)π−1g3(−2)(x).
(3.38)

Â ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.38) çàìiñòü ôóíêöié g2(−2)(x) i g3(−2)(x) ïiäñòàâèìî

¨õ çíà÷åííÿ

g2(−2)(x) = g02(−2) · exp{
∫
b2(x)

x
},

äå

b2(x) =
φ′3(x) + φ(x)φ′(x)φ′′(x)− b(x)

−2ã(x)
.

g3(−2)(x) = g03(−2) · exp{
∫
b3(x)

x
},

äå

b3(x) =
φ(x)φ′(x)φ′′(x) + b(x)

−2ã(x)
.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ñèñòåìó âèãëÿäó

{
−ω̄03(x) = −φ′(x)π−1g02(−2) · x−b2(x),

b(x)ω̄01(x)− a(x)ω̄02(x) = h(x)− φ′(x)π−1g03(−2) · x−b3(x).
(3.39)

Ïðè r = 1 ç (3.37) îòðèìà¹ìî ñèñòåìó âèãëÿäó
ω̄′
01(x) = −φ′(x)π−1g11 + ω̄02(x),

−ω̄31(x) = −φ′(x)π−1g2(−1),

b(x)ω̄11(x)− a(x)ω̄21(x) = −φ′(x)π−1g3(−1),

(3.40)

Òîäi ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.40) îäíîçíà÷íî âèçíà÷èìî ω̄02(x)

ω̄02(x) = ω̄′
01(x) + φ′(x)π−1g11.

Ïîâåðåíåìîñü äî ñèñòåìè (3.39) i ïiäñòàâèìî ω̄02(x) ó äðóãå ðiâíÿííÿ. Áó-

äåìî ìàòè
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{
−ω̄30(x) = −φ′(x)π−1g02(−2) · x−b2(x),

b(x)ω̄10(x)− a(x)ω̄′
10(x) + φ′(x)π−1g11 = h(x)− φ′(x)π−1g03(−2) · x−b3(x).

(3.41)

Äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.41) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

ω̄′
10(x)−

b(x)

a(x)
ω̄10(x) = −h(x)− φ′(x)π−1g11(x) + φ′(x)π−1g03(−2) · x−b3(x).

Òîäi îäíîçíà÷íî çíàéäåìî ω̄01(x).

ω̄10(x) = exp{
∫
b(x)

a(x)
dx}

(∫
D(x) · exp{−

∫
b(x)

a(x)
dx}+ ω̄0

01

)
,

äå D(x) = −h(x) − φ′(x)π−1g11(x) + φ′(x)π−1g03(−2) · x−b3(x). Â ðåçóëüòàòi

ðîçâ'ÿçîê âåêòîðíîãî ðiâíÿíííÿ (3.29) ïðè r = 0 çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ω0(x) = colomn(ω̄10(x), ω̄20(x), ω̄30(x)) ≡

≡ colomn
(
exp{

∫
b(x)

a(x)
dx}

(∫
D(x) · exp{−

∫
b(x)

a(x)
dx}+ ω̄0

01

)
,

b(x)

xã(x)
+D(x) + φ′(x)π−1g11,−φ′(x)π−1g2(−2)(x)

)
.

Òàêèì ÷èíîì, íàìè ïîáóäîâàíå íóëüîâå íàáëèæåííÿ, ÿêå ìiñòèòü îäíó äî-

âiëüíó ñòàëó ω0
01.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âñiõ âåêòîð-ôóíêöié ωr(x) îäåðæèìî ðåêóðåíòíi ñèñòåìè

ðiâíÿíü

−A0(x)ω̄kr(x) = h(x)− φ′(x)π−1gk(−2)(x), r = 0;

ω̄′
k(r−2)(x)− A0(x)ω̄kr(x) = −π−1φ′(x)gk(r−2)(x), r = 1, 2,

ω̄′
k(r−3)(x)− A0(x)ω̄kr(x) = −π−1φ′(x)gk(r−2)(x)− A1ω̄k(r−2)(x), r ≥ 3.

Òóò ω̄kr(x) = colomn(ω̄1r(x), ω̄2r(x), ω̄3r(x))�íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Çíîâó ñêîðèñòàâøèñü äîâiëüíiñòþ ôóíêöié, ìîæåìî âèçíà÷èòè âñi íåâiäî-

ìi êîìïîíåíòè íåâiäîìèõ âåêòîð-ôóíêöié. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî òðåòié

ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.4) ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî ðÿäó (3.30).

Âèñíîâîê 8. Ïîáóäîâàío ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðîçøèðåíîãî ðiâíÿííÿ (3.5)
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ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî ðÿäà

Ỹpart.(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr
[
fkr(x)ν(t) + ε

1
3gkr(x)ν

′(t)
]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

Çâóæåííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè t = ε−
2
3 · φ(x), òîáòî ðÿä

Ỹpart.(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[
fkr(x)ν(ε

2
3 · φ(x)) + ε

1
3gkr(x)

dν(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x),

(3.42)

¹ ôîðìàëüíèì ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4).

Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Ôîðìàëüíî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè ó âèãëÿäi ðÿäó :

Ỹ part.

k (x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[
fkr(x)ν(ε

2
3 · φ(x)) + ε

1
3gkr(x)

dν(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

Âèñíîâîê 9. Ïîáóäîâàíî ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.4), ÿêèé ìà¹

âèãëÿä

Ỹk(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[[
2∑

k=1

[
αkr(x)Ui(t) + ε

1
3βkr(x)U

′
i(t)
]]

+ ωkr(x)

]
+ (3.43)

+
∞∑

r=−2

µr
[
fkr(x)ν(t) + ε

1
3gkr(x)ν

′(t)
]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

Ïîâåðíóâøèñü â (3.43) äî çàìiíè t = ε−
2
3 · φ(x), çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(2.4) ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹk(x, ε
− 2

3 · φ(x), ε) = (3.44)

=
∞∑
r=0

εr

[[
2∑

k=1

[
αkr(x)Ui(ε

− 2
3 · φ(x)) + ε

1
3βkr(x)

dUi(ε
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]]
+ ωkr(x)

]
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+
∞∑

r=−2

εr

[
fkr(x)ν(ε

2
3 · φ(x)) + ε

1
3gkr(x)

dν(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

3.1.5 Îöiíêà çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó

Îñêiëüêè òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê íåñòàáiëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó, òî ìà¹ ìî

ñïðàâó ç ñèòóàöi¹þ, êîëè âèíèêàþòü õàðàêòåðíi âiäìiííîñòi â îöiíêàõ çàëè-

øêîâèõ ÷ëåíiâ àñèìïòîòèêè ó ïîðiâíÿííi çi ñòàáiëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó [6].

Çàïèøåìî ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðîçøèðåíî¨ çàäà÷i (2.4) ó òàêîìó âèãëÿäi:

αikr(x, ε) ≡ αikr(x, ε) + εq+1ξα(q+1)(x, ε),

βikr(x, ε) ≡ βkr(x, ε) + εq+1ξβ(q+1)(x, ε),

äå αkq(x, ε) òà βkq(x, ε) � ÷àñòèííi q-ñóìè ðÿäiâ (3.8), à ε1+qξα(q+1)(x, ε) òà

ε1+qξβ(q+1)(x, ε) � çàëèøêîâi ÷ëåíè ðÿäiâ.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, äëÿ âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ ðîçãëÿ-

íåìî ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

{
εξ′α(q+1)(x, ε)φ

′(x)− A(x, ε)ξβ(q+1)(x, ε) + εξβ(q+1)(x, ε) + β′
kq(x) = 0,

εξ′β(q+1)(x, ε)φ
′(x)− A(x, ε)ξα(q+1)(x, ε) + εξα(q+1)(x, ε) + α′

kq(x) = 0.

(3.45)

Òåïåð çîñåðåäèìîñÿ íå íà ôîðìàëiçìi ïðîâåäåííÿ îöiíêè çàëèøêîâîãî ÷ëå-

íà ðîçâ'ÿçêó, à íà äîñëiäæåííÿ äåÿêèõ iíòåãðàëiâ ôóíêöié Åéði, ÿêi íå çóñòði-

÷àëèñÿ â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ.

Iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ U1(t) = Ai(t) îáìåæåíà íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié,

÷îãî íå ìîæíà ñêàçàòè ïðî äðóãó ôóíêöiþ Åéði U2(t) = Bi(t). Íàãàäà¹ìî,

êîëè t→ +∞ ôóíêöiÿ Bi(t), ðàçîì ç ¨¨ ïîõiäíîþ, íåîáìåæåíî çðîñòàþòü, ÿê

öå ïîêàçàíî ó (3.2) òà (3.3).

Àñèìïòîòè÷íå çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Bi(t) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

Bi(t) =

∫ t

+∞
Bi(τ)dτ =

t−1

2π
[1 +O(t−

3
2 )]. (3.46)

Õî÷à iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ Bi(t) íåîáìåæåíî çðîñòà¹, êîëè t → +∞
ôóíêöiÿ (3.46) âñå æ çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ íà íåñêií÷åííîñòi.

159



Iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ ν(t) òà ¨¨ ïîõiäíà îáìåæåíi äëÿ âñiõ tϵ(0;+∞),

ÿê çàçíà÷åíî ó ôîðìóëàõ (1.105), îáìåæåíi äëÿ âñiõ tϵ(0;+∞).

Âèõîäÿ÷è ç âèùå ñêàçàíîãî, (3.45) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρm+1 =M(x, µ−2 · φ(x), ε) +K(x, ε)Bi(µ−2 · φ(x)) +N(x, ε)
dBi(µ−2 · φ(x))
d(µ−2 · φ(x))

,

äå âñi ôóíêöi¨ M(x, µ−2 · φ(x), ε), K(x, ε) òà N(x, ε) � äîñèòü ãëàäêi íà ïðî-

ìiæêó [-l,0] òà îáìåæåíi âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 [6].

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.4) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

Y (x, t, ε) =
2∑

i=1

{[
q∑

r=0

εrαikr(x) +O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · φ(x))+ (3.47)

+ε
1
3

[
q∑

r=0

εrβikr(x) +O(εq+1)

]
dUi(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+

+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1)+

+

[
+∞∑
r=0

εrfkr(x) +O(εq+1)

]
ν(ε−

2
3 · φ(x))+

ε
1
3

[
+∞∑
r=0

εrgkr(x) +O(εq+1)

]
dν(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+

+
+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1).

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè:

Òåîðåìà 3.1.3. Íåõàé ÑÑÇÄÐ (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Yk(x, t, ε) =
2∑

i=1

{[
q∑

r=0

εrαikr(x) +O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · φ(x))+

+ε
1
3

[
q∑

r=0

εrβikr(x) +O(εq+1)

]
dUi(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+

+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1)+
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+

[
+∞∑
r=0

εrfkr(x) +O(εq+1)

]
ν(ε−

2
3 · φ(x))+

+ε
1
3

[
+∞∑
r=0

εrgkr(x) +O(εq+1)

]
dν(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+

+
+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1),

äå U1(ε
− 2

3φ(x)) = Ai(t), U2(ε
− 2

3φ(x)) = Bi(t), φ(x) =
(
3
2

∫ x
0

√
−xã(x)dx

) 2
3

.

3.1.6 Ïðèêëàä 2

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) ó

âèãëÿäi

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = 4x+ 2,

äå A(x, ε) ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

à A0(x) i A1 ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

−(4x+ 4) 4x 0

 , A1 =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

äå ε → 0, x ∈ [−1, 0], Y (x, ε) ≡ Yk(x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) -

øóêàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, H(x) = colomn(0, 0, h(x)) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Òîäi äàíà ñèñòåìà âiäïîâiäà¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâ-

íÿííþ òðåòüîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó:

εy′′′(x, ε)− 4x · y′(x, ε) + (4x+ 4) · y(x, ε) = 4x+ 2,

Äîñëiäèìî ñèñòåìó (2.4) çà óìîâ:

1. ã(x), b(x) ∈ C∞[−1; 0],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = −4, b(x) = 4x+ 4, h(x) = 4x+ 2.
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Âèðîäæåíå ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi (2.4) ìà¹ âèãëÿä

−4xω′(x) + (4x+ 4)ω(x) = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè (2.4) âiäïîâiäíî çàïèøåòüñÿ òàêèì

ñïîñîáîì:

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

0 −λ 1

−(4x+ 4) 4x −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 4xλ = 0.

Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ: λ1 = 0, λ2,3= ±2
√
x. Äiéñíi êî-

ðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ λ2,3 ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî x = 0 â äàíîìó

âèïàäêó áóäå íåñòàáiëüíà òî÷êà çâîðîòó [13].

Ôóíêöiþ φ(x) âèçíà÷èìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

φ2(x)φ′4(x)− 8xφ(x)φ′2(x) + 16x2 = 0,

(φ(x)φ′2(x)− 4x)2 = 0,

φ(x)φ′2(x) = 4x.

Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ïðè óìîâi φ(0) = 0 áóäå ôóíêöiÿ

φ(x) =
3
√
4x.

Òîäi ïîõiäíà ôóíêöi¨ φ′(x) çàïèøåòüñÿ òàê

φ′(x) =
3
√
4.

Ïðè òàêîìó âèçíà÷åííi ôóíêöi¨ φ(x) ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (2.4) çà-

ïèøåòüñÿ ÿê

Zk0(x) = colomn

(
0,

1
3
√
4
βi30(x),− 3

√
16xβi20(x), 0, βi20(x), βi30(x)

)
,
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äå β0ik(x), i = 1; 2, i = 1; 3 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñèòü ãëàäêi ôóíêöi¨

ïðè x ∈ [−1; 0].

Òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

≡ colomn

(
ω0
01 · exp

{∫
4x+ 4

−4x
dx

}
, ω0

01 ·
4x+ 4

−4x
· exp

{∫
4x+ 4

−4x
dx

}
, 0

)
,

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ôóíêöi¨ g2(−2)(x), g3(−2)(x) òà

ωk(x) ç ðiâíÿíü

g2(−2)(x) = g02(−2) · x−b2(x), (3.48)

äå b2(x) = 2+x
−2x òà

g3(−2)(x) = g03(−2) · x−b3(x), (3.49)

äå b3(x) = −x−1
2x .

Çóïèíèìîñü áiëüø äåòàëüíî íà çíàõîäæåííi êîìïîíåíò ôóíêöi¨ ωk(x).

Ïðè r = 0 îòðèìà¹ìî ñèñòåìó âèãëÿäó

{
−ω̄03(x) = − 3

√
4π−1g02(−2) · x−b2(x),

(4x+ 4)ω̄01(x)− 4xω̄02(x) = 4x+ 2− φ′(x)π−1g03(−2) · x−b3(x),
(3.50)

äå b2(x) = 2+x
−2x òà b3(x) =

−x−1
2x .

Ïðè r = 1 îòðèìà¹ìî ñèñòåìó âèãëÿäó
ω̄′
01(x) = − 3

√
4π−1g11 + ω̄02(x),

−ω̄31(x) = − 3
√
4π−1g2(−1),

(4x+ 4)ω̄11(x)− 4xω̄21(x) = − 3
√
4π−1g3(−1),

(3.51)

ω̄(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrω̄r(x) ≡ colomn

( ∞∑
r=0

εrω̄1r(x),
∞∑
r=0

εrω̄2r(x),
∞∑
r=0

εrω̄3r(x)

)
,

(3.52)

Ỹ part.(x, t, ε) =
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ψ(t) + µgkr(x)ψ
′(t)] +

∞∑
r=0

µrω̄kr(x), (3.53)
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äå fkr(x) i gkr(x) âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî àëãîðèòìó çà ôîðìóëàìè (3.48), (3.49),

à ω̄kr(x) ç (2.70).

Âèñíîâîê 10. Äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. ã(x), b(x), H(x) ∈ C∞[−1; 0],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = −4, b(x) = 4x+ 4, h(x) = 3
√
4
√

1
ex·x ,

ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

Ỹk(x, t, ε) ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ñïîñîáîì:

Ỹk(x, t, ε) = Ỹhom.(x, t, ε) + Ỹ part.(x, t, ε),

äå Ỹ hom.(x, t, ε) � ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ïðåäñòàâëåíèé

ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2.85), Ỹ part.(x, t, ε) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó (2.98).

Òîäi àñèìïòîòèêà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ïðè t = ε−
2
3 · 3

√
4x (2.4)

çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó

Y (x, ε) ∼= Ỹ (x, ε−
2
3 · 3

√
4x, ε) =

2∑
i=1

{[
q∑

r=0

ε0


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+ ε1


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x
+


(3.54)

+ε2


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · 3

√
4x)+

+ε
1
3

 q∑
r=0

ε0


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε1


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε2


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+O(εq+1)

×

×dUi(ε
− 2

3 · 3
√
4x))

d(ε−
2
3 · 3

√
4x)

}
+

+∞∑
r=0

ε0

 ω0
10 · x

4x+4
4x ω0

10 · x
0

+ε1

 ω0
11 · x

4x+4
4x ω0

11 · x
0

+ε2

 ω0
12 · x

4x+4
4x ω0

12 · x
0

+
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+ε3

 ω0
13 · x

4x+4
4x ω0

13 · x
(x+1)2

x2 − ω0
13 · x

+O(εq+1).
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3.2 Íåñòàáiëüíà äèôåðåíöiàëüíà òî÷êà çâîðîòó

ç êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi ã(x) < 0 i b(x) < 0

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îáèäâà êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè ìàþòü

âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ.

3.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïîáóäîâà ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ç âiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà-

òðèöi íå âèêëèêà¹ îñîáëèâèõ òðóäíîùiâ. ßê i â ïîðåðåäíüîìó ðîçäiëi áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ìîäåëüíèé îïåðàòîð Åéði

U ′′(t)− tU(t) = 0. (3.55)

äëÿ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó.

Íàãàäà¹ìî, ùî iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ ν(t) ìà¹ òàêå iíòåãðàëüíå çîáðà-

æåííÿ:

ν(t) = −π−1

∫ ∞

0
sin(

s3

3
+ st)ds. (3.56)

Iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi (3.56) ¹ âåëè÷èíà ïîðÿäêó O(t−4), êîëè t→ +∞,

â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü

ν(t) = −π−1t−1[1 +O(t−3)]. (3.57)

Ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ν ′(t) = −π−1

∫ ∞

0
scos(

1

3
s3 + st)ds (3.58)

Çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðäíiì ìîæíà ïîêàçàòü, ùî äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.58),

êîëè t→ +∞ ìà¹ ìiñöå òàêà àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü:

ν ′(t) =
1

πt2
[1 +O(t−5)] (3.59)

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4).

Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä
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εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = H(x),

äå

A(x, ε) = A0(x) + εA1(x),

� âiäîìà ìàòðèöÿ, äå

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

b(x) a(x) 0

 , A1 =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

ïðè ε → 0, x ∈ [−l, 0], Y (x, ε) ≡ Yk(x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) -

øóêàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, H(x) = colomn(0, 0, h(x)) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ (2.4) áóäåìî äîñëiäæóâàòè çà òàêèõ óìîâ:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Ç óìîâ Ñ 2 i Ñ 6 áà÷èìî, ùî â öüîìó âèïàäêó, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó, òî÷êà

x = 0 ¹ íåñòàáiëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó äëÿ ñèñòåìè (2.4). Ðîçâ'ÿçêè âèðî-

äæåíîãî ðiâíÿííÿ òà éîãî ïîõiäíi íå ¹ ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè ÿê i ó äðóãîìó

âèïàäêó, òîáòî êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ áóëè ã(x) > 0, b(x) > 0. Òîìó ¨õ

íå ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè òðåòüîãî íåçàëåæíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4). Ñïèðàþ÷èñü íà ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ ïîïåðåäíiõ

òðüîõ âèïàäêiâ, äàíèé âèïàäîê âæå íå âíîñèòü ïðèíöèïîâèõ òðóäíîùiâ.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ÑÑÇÄÐ (2.4) ìà¹ âèãëÿä:

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0

0 −λ 1

b(x) a(x) −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + xã(x)λ = 0.

Îñêiëüêè äîñëiäæó¹ìî íåñòàáiëüíó òî÷êó çâîðîòó x = 0, òî êîðåíi õàðà-

êòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, òîáòî

λ1 = 0, λ2,3= ±
√
xã(x).

Âèðîäæåíå ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè (2.4) â öüîìó âèïàäêó áóäå ìàòè âèãëÿä:
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−xã(x)y′(x, ε)− b(x)y(x, ε) = h(x), (3.60)

äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, ã(x), b(x), h(x) ∈ C∞[0; l].

3.2.2 Ïðîñòið áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Âèäiëèìî òàêó ìíîæèíó ôóíêöié, â ÿêié ðîçøèðåíà çàäà÷à

L̃εỸk(x, t, ε) ≡ µφ′∂ỹ(x, t, ε)

∂t
+ µ3

∂ỹ(x, t, ε)

∂x
− A(x, ε)Ỹk(x, t, ε) = H(x)

áóäå ðåãóëÿðíî çáóðåíîþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî

ìíîæèíè (ïiäïðîñòîðè) ôóíêöié

D1k = α1k(x, ε)U1(t) + εγβ1k(x, ε)U
′
1(t),

D2k = α2k(x, ε)U2(t) + εγβ2k(x, ε)U
′
2(t),

D3k = fk(x, ε)ν(t) + εγgk(x, ε)ν
′(t),

D4k = ωk(x, ε),

(3.61)

äå Ui(t), (i = 1, 2) � ôóíêöi¨ Åéði-Ëàíãåðà [6].

Ïiäïðîñòîðè D1k òà D2k ìiñòÿòü ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿð-

íî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ñòðóêòóði ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ iñòîòíî

îñîáëèâi ôóíêöi¨ Ui(t). Ïiäïðîñòið D3k ìiñòèòü ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â ñòðóêòóði ÿêèõ ìi-

ñòèòüñÿ iñòîòíî îñîáëèâà ôóíêöiÿ ν(t) òà ¨¨ ïîõiäíà [6]. Ïiäïðîñòið D4k ìi-

ñòèòü ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ òà íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîðåíþ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿí-

íÿ λ1 = 0 i íå ìiñòèòü iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié.

Â äàíîìó âèïàäêó òî÷êà çâîðîòó áóäå íåñòàáiëüíîþ, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó

âèïàäêó, àëå ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ íå áóäóòü äîñòàòíüî ãëàäêèìè

ó òî÷öi x = 0. ßêùî b(x) < 0, â (3.60) îäåðæèìî, ùî b(0)
ã(0) = ρ > 0 [9]. Òîìó

ïîâòîðèòè ëîãiêó i âèêîðèñòàòè ìiðêóâàííÿ, ÿêi áóëè îïèñàíi ó âèïàäêó óìîâ

Ñ 2 òà Ñ 5 ìè íå ìîæåìî, îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíîãî äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ (3.60) òà éîãî ïîõiäíi íå ¹ äîñòàòíüî ãëàäêèìè â òî÷öi x = 0.

Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ôóíêöi¨ ωkr(x) íå ìîæíà ðîçâèíóòè â ðÿä çà ñòåïå-

íÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà òàêèì ÷èíîì, ùîá êîåôiöi¹íòè öèõ ðîçâèíåíü áóëè

íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè íà âñüîìó âiäðiçêó [−l; 0]. Òîìó âií íå ìîæå áóòè âè-
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êîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè òðåòüîãî ëiíiéíî íåçàëåæíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4). Îòæå, ñòðóêòó-

ðà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.4) ç òàêîãî òèïó òî÷êîþ çâîðîòó íå çâîäèòüñÿ äî òèõ

ñòðóêòóð ðîçâ'ÿçêiâ òèõ çàäà÷, ÿêi áóëè ðîçãëÿíóòi â ïîïðåäíiõ âèïàäêàõ.

Â öüîìó ïîëÿãà¹ ãîëîâíà îñîáëèâiñòü çàäà÷i (2.4) äëÿ âèïàäêó ç âiä'¹ìíèòè

êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi. Òðóäíîùi, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâi òðåòüîãî ôîð-

ìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îïèøåìî íèæ÷å.

3.2.3 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè

Ôîðìàëüíî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

ðÿäiâ (3.61) :

Yik(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

(3.62)

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t) + ω̄kr(x)] .

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöié

fkr(x) = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x)),

gkr(x) = colomn(g1r(x), g2r(x), g3r(x))

ïiäñòàâèìî ðÿäè fkr(x) òà gkr(x) â ðåãóëÿðèçîâàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü

f1(x, ε)φ
′(x) = −µ3[g′1(x, ε)− g2(x, ε)],

f2(x, ε)φ
′(x)− g3(x, ε) = −µ3g′2(x, ε),

f3(x, ε)φ
′(x)− b(x)gi1(x, ε)− a(x)g2(x, ε) = −µ3g′3(x, ε),

φ(x)φ′(x)g1(x, ε) = −µ3[f ′1(x, ε)− f2(x, ε)],

φ(x)φ′(x)g2(x, ε)− f3(x, ε) = −µ3f ′2(x, ε),
φ(x)φ′(x)g3(x, ε) + b(x)f1(x, ε) + a(x)f2(x, ε) = −µ3α′

i3(x, ε),
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Áóäåìî ìàòè

φ′(x)[µ−2f1(−2)(x) + µ−1f1(−1)(x) + µ0f1(0)(x) + ...] = −µ3[µ−2g′1(−2)(x)+

+µ−1g′1(−1)(x) + µ0g′10(x) + ...] + µ3[µ−2g2(−2)(x)+

+µ−1g2(−1)(x) + µ0g2(0)(x) + ...],

φ′(x)[µ−2f2(−2)(x) + µ−1f2(−1)(x) + µ0f2(0)(x) + ...]−
−[µ−2g3(−2)(x) + µ−1g3(−1)(x) + µ0g3(0)(x) + ...] =

= −µ3[µ−2g′2(−2)(x) + µ−1g′2(−1)(x) + ...],

φ′(x)[µ−2f3(−2)(x) + µ−1f3(−1)(x) + µ0f3(0)(x) + ...]+

+a(x)[µ−2g1(−2)(x) + µ−1g1(−1)(x) + µ0g1(0)(x) + ...] =

+b(x)[µ−2g2(−2)(x) + µ−1g2(−1)(x) + µ0g2(0)(x) + ...] =

−µ3[µ−2g′3(−2)(x) + µ−1g′3(−1)(x) + ...],

φ(x)φ′(x)[µ−2g1(−2)(x) + µ−1g1(−1)(x) + µ0g1(0)(x) + ...] =

= −µ3[µ−2f1(−2)(x) + µ−1f1(−1)(x)+

+µ0f10(x) + ...] + µ3[µ−2f ′2(−2)(x) + µ−1f ′2(−1)(x) + µ0f ′2(0)(x) + ...],

φ(x)φ′(x)[µ−2g2(−2)(x) + µ−1g2(−1)(x) + µ0g2(0)(x) + ...]+

+[µ−2f3(−2)(x) + µ−1f3(−1)(x) + µ0f3(0)(x) + ...] =

= −µ3[µ−2f ′2(−2)(x) + µ−1f ′2(−1)(x) + ...],

φ(x)φ′(x)[µ−2g3(−2)(x) + µ−1g3(−1)(x) + µ0g3(0)(x) + ...]+

+a(x)[µ−2f1(−2)(x) + µ−1f1(−1)(x) + µ0f1(0)(x) + ...] =

+b(x)[µ−2f2(−2)(x) + µ−1f2(−1)(x) + µ0f2(0)(x) + ...] = −µ3[µ−2f ′3(−2)(x)+

+µ−1f ′3(−1)(x) + ...],

(3.63)

Ç ñèñòåìè (3.63)îäåðæèìî íàñòóïíi ñèñòåìè ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü:

Φ(x) · Zpart.
0 (x) = 0, r = −2;−1; 0,

Φ(x) · Zpart.
r (x) = −Zpart.

r−3 (x), r ≥ 1.
(3.64)

Â îäåðæàíèõ ðåêóðñiÿõ (3.64) Φ(x)� ìàòðèöÿ, à

Zpart.
r (x) = colomn(f1r(x), f2r(x), f3r(x), g1r(x), g2r(x), g3r(x))

íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùîá ïîáóäóâàòè òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè (2.4), íåîáõiäíî áóäóâàòè òiëüêè ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè. Ðîç-
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ãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

µ3ω′
k(x, ε)− A(x, ε)ωk(x, ε) = H(x)− µ2φ′(x)π−1gk(x, ε). (3.65)

Ïîäàìî ðiâíÿííÿ (3.65) ó âèãëÿäi ñèñòåìè
µ3ω̄′

1(x) = −µ2φ′(x)g1(x) + µ3ω̄2(x),

µ3ω̄′
2(x)− ω̄3(x) = −µ2φ′(x)g2(x),

µ3ω̄′
3(x)− b(x)ω̄1(x)− a(x)ω̄2(x) = h(x)− µ2φ′(x)g3(x)

(3.66)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöié ωk(x) ïiäñòàâèìî ðÿä

ω̄k(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrωkr(x) (3.67)

ó ñèñòåìó (3.66). Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ñèñòåìó âèãëÿäó

µ[µ0ω̄′
10(x) + µ1ω̄′

11(x) + µ2ω̄′
12(x) + ...] =

= −φ′(x)[µ−2g1(−2)(x) + µ−1g1(−1)(x)+

+µ0g10(x) + ...] + µ[µ0ω̄20(x) + µ1ω̄21(x) + µ2ω̄22(x) + ...],

µ[µ0ω̄′
20(x) + µ1ω̄′

21(x) + µ2ω̄′
22(x) + ...]−

−[µ0ω̄30(x) + µ1ω31(x) + µ2ω̄32(x) + ...] =

= −µ2φ′(x)[µ−2g2(−2)(x) + µ−1g2(−1)(x) + µ0g20(x) + ...],

µ[µ0ω̄′
30(x) + µ1ω̄′

31(x) + µ2ω′
32(x) + ...]− b(x)[µ0ω̄10(x)+

+µ1ω̄11(x) + µ2ω̄12(x) + ...]+

−a(x)[µ0ω̄20(x) + µ1ω̄21(x) + µ2ω̄22(x) + ...] = h(x)− µ2φ′(x)[µ−2g3(−2)(x)+

+µ−1g3(−1)(x) + µ0g30(x) + ...]

(3.68)

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ðåêóðåíòíi ñèñòåìè (3.64).

Çàïèøåìî ñèñòåìó ðåêóðåíòíèõ ðiâíÿíü (3.64) ïðè r = −2

φ′(x)f1(−2)(x, ε) = 0,

φ′(x)f2(−2)(x, ε)− gi30(x, ε) = 0,

φ′(x)f3(−2)(x, ε)− b(x)g1(−2)(x, ε)− a(x)g2(−2)(x, ε) = 0,

φ(x)φ′(x)g1(−2)(x, ε) = µ3[f ′1(−2)(x, ε)− f2(−2)(x, ε)],

φ(x)φ′(x)g2(−2)(x, ε) + f3(−2)(x, ε) = 0,

φ(x)φ′(x)g3(−2)(x, ε) + b(x)f1(−2)(x, ε) + a(x)f2(−2)(x, ε) = 0.
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Îñêiëüêè detΦ(x) ≡ 0, òî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Φ(x) ·
Zkr = 0, r = −2, 0 âèãëÿäó:

Zkr(x) = colomn

(
0,

1

φ′(x)
g2r(x), φφ

′(x)g3r(x), 0, g2r(x), g3r(x)

)
, (3.69)

äå gkr(x), k = 1; 3, r = −2; 0 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi

ôóíêöi¨ ïðè x ∈ [−l; 0].
Òàêèì ñïîñîáîì, îòðèìàâøè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Φ(x)·Zkr = 0, r = −2; 0, ïå-

ðåéäåìî äî ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì (3.64) Φ(x)·Zkr(x) = F ·Zk(r−3)(x),

r ≥ 1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî öi ñèñòåìè ïðè r = 1. Ç óðàõóâàííÿì ðîçâ'ÿçêó

(3.69), îòðèìà¹ìî ñèñòåìè
φ′(x)f11(x) = g2(−2)(x)− g′1(−2)(x) ≡ g2(−2)(x),

φ′(x)f21(x)− g31(x) = −g′2(−2)(x),

φ′(x)f31(x)− b(x)g11(x)− a(x)g21(x) = −g′3(−2)(x),

(3.70)

òà
φ(x)φ′(x)g11(x) = −f ′1(−2)(x) + f2(−2)(x) ≡ fi2(−2)(x) ≡ [φ′(x)]−1g3(−2)(x),

φ(x)φ′(x)g21(x) + f31(x) = f ′i2(−2)(x) ≡
d
dx([φ

′(x)]−1gi3(−2)(x)),

φ(x)φ′(x)g31(x)− b(x)f13(x)− a(x)f21(x) = f ′3(−2)(x) ≡
d
dx [−φ(x)φ

′(x)g2(−2)(x)].

(3.71)

Ç ïåðøèõ ðiâíÿíü ñèñòåì (3.70) òà (3.71) âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

f11(x) = [φ′(x)]−1g2(−2)(x),

g11(x) = [φ ′(x)]−2[φ(x)]−1g3(−2)(x).

Òîäi ñèñòåìè (3.70) i (3.71) íàáåðóòü âèãëÿäó{
φ′(x)f21(x)− g31(x) = −g′2(−2)(x),

φ′(x)f31(x)− a(x)g21(x) = −g′3(−2)(x) + b(x)g13(x),
(3.72)

òà {
φ(x)φ′(x)g21(x) + f31(x) = f ′2(−2)(x) ≡

d
dx([φ

′(x)]−1g3(−2)(x)),

φ(x)φ′(x)g33(x)− a(x)f21(x) =
d
dx [−φ(x)φ

′(x)g2(−2)(x)] + b(x)f11(x).

(3.73)
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Ç ñèñòåì (3.72) òà (3.73), ñëiäóÿ ìiðêóâàííÿì ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, îäåð-

æèìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèäó

2a(x)g′2(−2)(x) +
[
−b(x)− φ′(x)(φ(x)φ′(x))′

]
g2(−2)(x) = 0, (3.74)

òà

−2g′3(−2)(x) +
[φ′′(x)

φ′(x)
− b(x)

a(x)

]
g3(−2)(x) = 0. (3.75)

Ó ðiâíÿííi (3.74) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b2(x) = −b(x)− φ′3(x)− φ(x)φ′(x)φ′′(x).

Íàãàäà¹ìî, ùî

φ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
−a(x)dx

) 2
3

,

φ′(x) =

(∫ x

0

√
−a(x)dx

)− 1
3

·
√
−a(x).

Âiäïîâiäíî â ðiâíÿííi (3.75) òàêîæ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b3(x) = −b(x) + φ(x)φ′(x)φ′′(x).

Òîäi ðiâíÿííÿ (3.74) òà (3.75) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

g′2(−2)(x)−
1

x

[ b2(x)
2ã(x)

]
g2(−2)(x) = 0, (3.76)

òà

g′3(−2)(x)−
1

x

[ b3(x)
2ã(x)

]
g3(−2)(x) = 0. (3.77)

Ðîçâ'ÿæåìî (3.76).

g2(−2)(x) =

∫ x

0

b2(x)

x
g2(−2)(x).

Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà

b2(x)

xã(x)
=
b2(0)

xã(0)
+ x · b

′
2(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′
2(0)

ã′′(0)
+ . . . .
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Òîäi ∫
b2(x)

xã(x)
=

∫
b2(0)

xã(0)
+

∫
˜Rpart.
2 (x),

äå
˜Rpart.
2 (x) = x · b

′
2(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′(0)

ã′′(0)
+ . . . ,

çâiäêè ∫
b2(x)

xã(x)
= ln |x|

b2(0)
ã(0) +

∫
˜Rpart.
2 (x).

Òîäi

g2(−2)(x) = g02(−2) · exp{
∫
b2(x)

x
}. (3.78)

Ç (3.77) îäåðæèìî

g′3(−2)(x)−
b3(x)

xã(x)
g3(−2)(x) = 0. (3.79)

g3(−2)(x) =

∫ x

0

b3(x)

xã(x)
g3(−2)(x) = 0.

ßê i äëÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ g2(−2)(x) ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â

ðÿä Ìàêëîðåíà Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà

b3(x)

xã(x)
=
b3(0)

xã(0)
+ x · b

′
3(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′
3(0)

ã′′(0)
+ . . . .

Òîäi ∫
b3(x)

xã(x)
=

∫
b3(0)

xã(0)
+

∫
˜Rpart.
3 (x),

äå
˜Rpart.
3 (x) = x · b

′
3(0)

ã′(0)
+ x2 · b

′′(0)

ã′′(0)
+ . . . ,

çâiäêè ∫
b3(x)

xã(x)
= ln |x|

b3(0)
ã(0) +

∫
˜Rpart.
3 (x).

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê äëÿ (3.79) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

g3(−2)(x) = g03(−2) · exp{
∫
b3(x)

x
}, (3.80)
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Z̄part.

k1 (x) = colomn (z̄k1, z̄k2, z̄k3, z̄k4, z̄k5, z̄k6) , (3.81)

äå

z̄k1 =
g02(−2)(x) · xρ2

φ′(x)
,

z̄k2 =
−g02(−2)(x) · xρ2 + g31(x)

φ′(x)
,

z̄k3 =
−g02(−2)(x) · xρ2 +

b(x)g03(−2)(x)·xρ3

a(x) − a(x)g21(x)

φ′(x)
,

z̄k4 =
−g03(−2)(x) · xρ3

−a(x)
,

z̄k5 = g21(x),

z̄k6 = g31(x).

äå gk1, k = 2; 3 � äî ïåâíîãî ÷àñó äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨ x ∈
[−l; 0].
Ââåäåìî íîâi ïîçíà÷åííÿ

b2(0)

2ã(0)
=
b(0) + φ′3(0)− φ(0)φ′(0)φ′′(0)

2ã(0)
=

−b(0)− φ′3(0)

−2ã(0)
=

1

2
[ρ− 1] = ρ2

i
b3(0)

2ã(0)
=
b(0) + φ(0)φ′(0)φ′′(0)

2ã(0)
=

−b(0)
−2ã(0)

=
1

2
ρ = ρ3

.

Ç ìåòîþ çàáåçïå÷åííÿ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿ-

ííÿ (2.4) íà âñüîìó âiäðiçêó âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà íåîáõiäíî, ùîá âèêî-

íóâàëàñü âèìîãà ρ ϵ N . Îñêiëüêè b(0)
ã(0) = ρ ìà¹ áóòè íàòóðàëüíèì ÷èñëîì,

òî ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. Íåõàé ρ = 2n - ïàðíå ÷èñëî, nϵN . Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå-

çàçíà÷åíi ïîçíà÷åííÿ îäåðæèìî, ùî ρ2 = n − 1
2 íå ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, à

ρ3 = n - íàòóðàëüíå ÷èñëî àáî ρ3 = 0 ïðè ρ = 0.
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Ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (3.78) òà (3.80) ðiâíÿíü (3.76) òà (3.77) íà âñüîìó âiä-

ðiçêó, âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó çâîðîòó, iñòîòíüî çàëåæèòü âiä çíàêiâ âèðàçiâ bj(0)
2ã(0) ,

j = 1, 2. Òîìó äîñëiäèìî ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨ ó (3.78) òà (3.80). Âðàõîâóþ÷è

ðîçêëàä ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié â ðÿä Ìàêëîðåíà îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

bj(x)

xã(x)
=
ρ

x
+ R̃j

part.
(x),

äå R̃j
part.

(x)�àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â îêîëi òî÷êè çâîðîòó.

ßêùî ρ2 = n − 1
2 - äîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî, òî äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè

ëiíiéíî íåçàëåæîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ç âèçíà÷åíîþ òîíiñòþ âiäíîñíî ìà-

ëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà âèêîðèñòàòè ðîçâ'ÿçêè (3.64). Îñêiëüêè â öüîìó

âèïàäêó ρ3 = 1
2ρ ¹ öiëèì íåâiä'¹ìíèì ÷èñëîì, òî âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó (3.77) òà ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó (3.76) ìè

ïîáóäó¹ìî àñèìïòîòèêó ëiíiéíî íåçàëåæíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ç äî-

âiëüíîþ òî÷íiñòþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 íà âñüîìó âiäðiçêó [−l, 0],
âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó çâîðîòó.

Âèïàäîê 2. Íåõàé ρ = 2n − 1 - íåïàðíå ÷èñëî nϵN . Òîäi ρ2 = n − 1 - öiëå

íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, à ρ3 = n − 1
2 - íå ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. Â öüîìó âèïàäêó

äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ëiíiéíî íåçàëåæîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.4) ç âè-

çíà÷åíîþ òîíiñòþ âiäíîñíî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó (3.76) òà ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó

(3.77).

Áóäåìî ââàæàòè ρ = 2n, òîáòî ρ3 = n - íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi çãiäíî

Âèïàäêó 1 ÷àñòèííèìè i äîñòàòíüî ãëàäêèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (3.65) i

(3.77) ¹ ω10(x) ≡ g2(−2)(x) ≡ 0, à

g3(−2)(x) = g03(−2) · exp{
∫

b3(x)

2a(x)
} ≡ g03(−2)x

ρ2g̃(x), (3.82)

ïðè r = 0, äå g̃(x) - äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíêöiÿ ïðè xϵ[−l, 0], çà óìîâè, ùî

g̃(0) ̸= 0.

Äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó (3.63)
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ïðè r = 4. Ç óðàõóâàííÿì îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìà¹ìî ñèñòåìè
φ′(x)f14(x) = −g′11(x) + g21(x),

φ′(x)f24(x)− g34(x) = −g′21(x),
φ′(x)f34(x) + b(x)g14(x) = −a(x)g24(x) = −g′31(x),

(3.83)

òà 
φ(x)φ′(x)g14(x) = −f ′11(x)− f21(x),

φ(x)φ′(x)g24(x) + f34(x) = f ′21(x),

φ(x)φ′(x)g34(x)− b(x)f14(x)− a(x)f24(x) = f ′31(x).

(3.84)

Â ñèñòåìàõ (3.83) òà (3.84) ç ïåðøîãî i ÷åòâåðòîãî ðiâíÿíü âèçíà÷èìî f14(x)

òà g14(x).

f14 =
−g′11(x) + g21(x)

φ′(x)
.

g14 =
−f ′11(x) + f21(x)

φ(x)φ′(x)
.

Ç ñèñòåì (3.83) òà (3.84) îäåðæèìî 2 ñèñòåìè.{
φ′(x)f24(x)− g34(x) = −g′21(x),
a(x)f24(x) + φ(x)φ′(x)g34(x) = f ′31(x)− b(x)f14(x),

(3.85)

òà {
φ′(x)f34(x)− a(x)g24(x)) = −g′31(x) + b(x)g34(x),

f34(x) + φ(x)φ′(x)g24(x)(x) = f ′21(x).
(3.86)

Äîñëiäèâøè ïðàâi ÷àñòèíè ðàíãiâ ìàòðèöü (3.85) òà (3.86), çàïèøåìî óìîâè

çà ÿêèõ iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè öèõ ñèñòåì

g21(x) =

∫
Q1dx, (3.87)

äå Q1 =
f ′
31(x)−b(x)f14(x)
φ(x)φ′(x)−a(x)

g31(x) =

∫
Q2dx. (3.88)
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Çàïèøåìî ñèñòåìó (3.68) äëÿ r = 0.{
−ω̄30(x) = φ′(x) · g2(−2)(x),

−b(x)ω̄10(x)− a(x)ω̄20(x) = h(x)− φ′(x) · g3(−2)(x).
(3.89)

Ïiäñòàâèìî ó (3.89) çíà÷åííÿ ôóíêöié g2(−2)(x) i g3(−2)(x) ç (3.78) i (3.80).

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó{
−ω̄30(x) = φ′(x) · g02(−2) · xρ3,
−b(x)ω̄10(x)− a(x)ω̄20(x) = h(x)− φ′(x) · g03(−2) · xρ2.

(3.90)

Äîñëiäèìî ñèñòåìó (3.68) ïðè r = 1. Äëÿ iñíóâàííÿ äîñòàòíüî ãëàäêîãî

ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè íà âñüîìó âiäðiçêó, âêëþ÷àþ÷è i òî÷êó çâîðîòó x = 0,

ïðèïóñòèìî, ùî g0(−1) = g00 = 0. Òîäi ñèñòåìà (3.68) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi


ω̄′

10(x) = −φ′(x) · g11(x) + ω̄20(x),

−ω̄31(x) = −φ′(x) · g2(−1)(x),

−b(x)ω̄11(x)− a(x)ω̄21(x) = −φ′(x) · g3(−1)(x).

(3.91)

Ïðè r = 2 ç (3.68) îäåðæèìî íàñòóïíó ñèñòåìó
ω̄′

11(x) = −φ′(x) · g12(x) + ω̄21(x),

−ω̄32(x) = −φ′(x) · g20(x),
−b(x)ω̄12(x)− a(x)ω̄22(x) = −φ′(x) · g30(x).

(3.92)

Ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåíííÿ (3.68) ïðè r ≥ 3 îäåðæèìî ñèñòåìó
ω̄3r(x) = φ′(x) · g2(r−2)(x) + ω̄′

2(r−3)(x),

−b(x)ω̄1r(x)− a(x)ω̄2r(x) = −φ′(x) · g3(r−2) − ω̄′
3(r−3)(x),

0 = −φ′(x) · g1(r−2) + ω̄(x)2(r−3) − ω̄′
1(r−3).

(3.93)

Ïî÷èíàþ÷è ç r ≥ 3, îäåðæèìî íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ (3.64) âiäíîñíî íå-

âiäîìèõ ôóíêöié ωkr(x). Ïðîäîâæóþ÷è äàëi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ, îäåðæèìî

äîñòàòíüî ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè íà âñüîìó âiäðiçêó [−l, 0] ôóíêöié ωkr(x), fkr(x),

gkr(x). Òàêèì ÷èíîì áóäå âèçíà÷åíèé òðåòié ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðîçøèðå-

íîãî ðiâíÿííÿ (2.7) ó âèãëÿäi ðÿäó

Ỹ3(x, t, ε) = (3.94)

178



∞∑
r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t)] +

∞∑
r=0

ω̄kr(x).

Òàêèì ñïîñîáîì ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.4) ïðè r = 0.

Âèñíîâîê 11. Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.68) ïðè r = 0 ìà¹ âèãëÿä

ω̄10(x) = ω̄0
10 · exp{−

∫
b(x)

a(x)
dx}+ exp{−

∫
b(x)

a(x)
dx} · h(x)

a(x)
exp{

∫
b(x)

a(x)
dx}.

ω̄20(x) = ω̄′
10 · φ′(x) ·

g03(−2)x
ρ3

a(x)
.

ω̄30(x) = φ′(x) · g02(−2)x
ρ2.

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè iòåðàöiéíèõ ðiâíÿíü ç (3.68) çíà-

éäåìî âñi êîìïîíåíòè ωkr(x).

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Ỹ hom.
ik (x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó

Y hom.
k (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t) + ω̄kr(x)] .

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ïðè h(x) = 0, çàäîâîëü-

íÿòèìå òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.2.1. Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.4) ïðè h(x) = 0 ìîæíà ïðåäñòà-

âèòè ó âèãëÿäi ðÿäiâ:

Yik(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+
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+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t)] +

∞∑
r=1

µrω̄kr(x).

3.2.4 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñè-

ñòåìè

Äëÿ ïîáóäîâè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ñêîðèñòà¹ìîñü

ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåíü ç [10], äå ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê (2.1) ïîáóäîâàíèé ó

âèãëÿäi ðÿäó

Y part.
k (x, ε) =

+∞∑
r=0

µrỹk(x). (3.95)

ßê i ó âèïàäêó ç äîäàòíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi, ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (3.95).

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Òîäi ôîðìàëüíî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ðÿäó

Y part.
k (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

+∞∑
r=0

µrỹk(x).

Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.4) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Yik(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

(3.96)

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t) + ω̄kr(x)] +

+∞∑
r=0

µrỹk(x).

Çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì, ïiäñóìó¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó

ó âèãëÿäi òåîðåìè

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèç ðiâ-

180



íÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Òîäi äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ε > 0 ó ïðîñòîði áåçðåçîíàí-

ñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìåòîäîì iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié ìîæíà ïîáóäóâàòè

¹äèíèé àñìïòîòè÷íèé ðÿä

Yk(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t) + ω̄kr(x)] +

+∞∑
r=0

µrỹk(x),

äå U1(ε
− 2

3φ(x)) = Ai(t), U2(ε
− 2

3φ(x)) = Bi(t), φ(x) =
(
3
2

∫ x
0

√
−xã(x)dx

) 2
3

.
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3.3 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî

çáóðåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòèòü íåñòàáiëüíó äèôåðåí-

öiàëüíó òî÷êó çâîðîòó.

Âèçíà÷åíî óìîâè, çà ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ðåãóëÿðèçàöiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨

çàäà÷i. Òàêîæ ïðåäñòàâëåíî ïîáóäîâó ïðîñòîðó áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîñëiäæåíî çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó (2.4) ç íåñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ

òî÷êîþ çâîðîòó ó ïðîñòîði áåçðåçîíàíñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîáóäîâàíî àñèìïòî-

òèêó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íå-

ñòàáiëüíîþ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êîþ çâîðîòó äëÿ äâîõ âèïàäêiâ:

1) êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) < 0, b(x) > 0;

2) êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) < 0, b(x) < 0.

Äëÿ ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáó-

ðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) âèêîðèñòàíî ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä iñòî-

òíî îñîáëèâèõ ôóíêöié. Ó âèïàäêó íåñòàáiëüíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çàñòî-

ñîâàíî îïåðàòîð Åéði (1.80) äëÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.4).

Äëÿ ïîáóäîâè äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i âèêîðèñòàíî iñòîòíî îñîáëèâi

ôóíêöi¨ U1(t) = Ai(t) òà U2(t) = Bi(t) òà ¨õ ïîõiäíi, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíî-

ðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Åéði U ′′(t) − tU(t) = 0. Òðåòié ðîçâ'ÿçîê

îäíîðiäíî¨ çàäà÷i äëÿ âèïàäêó ã(x) < 0, b(x) > 0 ïîáóäîâàíî ç âèêîðèñòàí-

íÿì âèðîäæåíîãî ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ âåêòîðíîìó ðiâíÿííþ

(2.4).

Äëÿ ïîáóäîâè ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i âèêîðèñòàíî iñòî-

òíî îñîáëèâó ôóíêöiþ ν(t) (1.108) òà ¨¨ ïîõiäíó (1.109), ÿêi ¹ ÷àñòèííèìè

ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Åéði âèäó U ′′(t)− tU(t) = π−1 [6].

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié äëÿ âèïàäêó, êîëè äëÿ ñè-

ñòåìè (2.4) êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) < 0, b(x) < 0 ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó

ðîçâ'ÿçêó ÿê ñóïåðïîçèöiþ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (3.62) òà ÷àñòèííîãî

âèïàäêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (3.42). Òàêèì ñïîñîáîì ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 3.1.1.

Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
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Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Ôîðìàëüíî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-

ãëÿäi ðÿäó:

Ỹ hom.
k (x, t, ε) =

∞∑
r=0

εr

[[
2∑

i=1

[
αikr(x)Ui(t) + ε

1
3βikr(x)U

′
i(t)
]]

+ ωkr(x)

]
,

äå U1(t) = Ai(t), U2(t) = Bi(t).

Ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i.

Òåîðåìà 3.1.2.

Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Ôîðìàëüíî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè ó âèãëÿäi ðÿäó :

Ỹ part.

k (x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[
fkr(x)ν(ε

2
3 · φ(x)) + ε

1
3gkr(x)

dν(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrω̄kr(x).

Òåîðåìà 3.1.3.

Íåõàé ÑÑÇÄÐ (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 5. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) > 0.

Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Yk(x, t, ε) =
2∑

i=1

{[
q∑

r=0

εrαikr(x) +O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · φ(x))+

+ε
1
3

[
q∑

r=0

εrβikr(x) +O(εq+1)

]
dUi(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+

+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1)+

+

[
+∞∑
r=0

εrfkr(x) +O(εq+1)

]
ν(ε−

2
3 ·φ(x))+ε

1
3

[
+∞∑
r=0

εrgkr(x) +O(εq+1)

]
dν(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+
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+
+∞∑
r=0

εrωkr(x) +O(εq+1),

äå U1(ε
− 2

3φ(x)) = Ai(t), U2(ε
− 2

3φ(x)) = Bi(t), φ(x) =
(
3
2

∫ x
0

√
−xã(x)dx

) 2
3

.

Äëÿ âèïàäêó, êîëè äëÿ ñèñòåìè (2.4) êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ã(x) < 0,

b(x) < 0 ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ÿê ñóïåðïîçèöiþ ðîçâ'ÿçêó îäíî-

ðiäíî¨ ñèñòåìè (3.62) òà ÷àñòèííîãî âèïàäêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (3.95).

Òåîðåìà 3.2.1.

Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ìîæíà ïîáóäó-

âàòè ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Ỹ hom.
k (x, t, ε) âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ó

âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó

Y hom.
k (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t) + ω̄kr(x)] .

Äëÿ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè îòðèìàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ó âèãëÿäi òåîðåìè

Òåîðåìà 3.2.2.

Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Òîäi ôîðìàëüíî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.4) ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ðÿäó

Y part.
k (x, ε−

2
3φ(x), ε) =

+∞∑
r=0

µrỹk(x).

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ öüîãî âèïàäêó çàïèñàíî ó âèãëÿäi ðÿäó.
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Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé ñèñòåìà ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (2.4) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ñ 2. A0(x), H(x) ∈ C∞[−l, 0].
Ñ 6. a(x) = xã(x), ã(x) < 0, b(x) < 0.

Òîäi äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ε > 0 ó ïðîñòîði áåçðåçîíàí-

ñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìåòîäîì iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié ìîæíà ïîáóäóâàòè

¹äèíèé àñìïòîòè÷íèé ðÿä

Yk(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αikr(x)Ui(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βikr(x, ε)U

′
i(ε

− 2
3φ(x))]+

+
∞∑

r=−2

µr [fkr(x)ν(t) + µgkr(x)ν
′(t) + ω̄kr(x)] +

+∞∑
r=0

µrỹk(x),

äå U1(ε
− 2

3φ(x)) = Ai(t), U2(ε
− 2

3φ(x)) = Bi(t), φ(x) =
(
3
2

∫ x
0

√
−xã(x)dx

) 2
3

.

Çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì çàñòîñîâóâàíî äëÿ ïðàêòè÷íî¨ ïîáóäîâè

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ñèñíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiëüíèõ ðiâíÿíü. Ùî ïåðå-

âiðåíî íà ïðèêëàäi.

Äëÿ âèïàäêó ã(x) < 0 òà b(x) < 0 ïåðåâiðåíî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iñòîòíî

îñîáëèâèõ ôóíêöié äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = 4x+ 2,

äå A(x, ε) ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

A(x, ε) = A0(x) + εA1,

à A0(x) i A1 ìàòðèöi âèãëÿäó

A0(x) =

 0 0 0

0 0 1

b(x) a(x) 0

 , A1 =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

ïðè ε → 0, x ∈ [0, l], Y (x, ε) = colomn(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε)) - øóêàíà

âåêòîð-ôóíêöiÿ, (x) = colomn(0, 0, 4x+ 2) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
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Çà òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ:

1. ã(x), b(x) ∈ C∞[−1; 0],

2. a(x) = xã(x), ã(x) = −4, b(x) = (4x+ 4).

Ìåòîäîì iñòîòíî îñîáëèâèõ ôóíêöié, ïîâòîðþþ÷è âñi êðîêè, ïîáóäîâàíî

àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi

Y (x, ε) ∼= Ỹ (x, ε−
2
3 · 3

√
4x, ε) =

2∑
i=1

{[
q∑

r=0

ε0


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+ ε1


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x
+



+ε2


0

1
3
√
4

√
eCi30√
ex·

√
x

−−4x
3
√
4

eCi20

ex·e
1
4x

+O(εq+1)

]
Ui(ε

− 2
3 · 3

√
4x)+

+ε
1
3

 q∑
r=0

ε0


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε1


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+ ε2


0

eCi20

ex·e
1
4x√

eCi30√
ex·

√
x

+O(εq+1)

×

×dUi(ε
− 2

3 · 3
√
4x))

d(ε−
2
3 · 3

√
4x)

}
+

+∞∑
r=0

ε0

 ω0
10 · x

4x+4
4x ω0

10 · x
0

+ε1

 ω0
11 · x

4x+4
4x ω0

11 · x
0

+ε2

 ω0
12 · x

4x+4
4x ω0

12 · x
0

+

+ε3

 ω0
13 · x

4x+4
4x ω0

13 · x
(x+1)2

x2 − ω0
13 · x

+O(εq+1).

Ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíi â [1] òà äåÿêi ðåçóëüòàòè ç öüîãî ðîçäiëó âèñâiòëåíî

â òåçàõ ìiæíàðîäíî¨ êîíôåðåíöi¨ [5].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà àñèìïòîòè÷íîìó iíòåãðóâàííþ ñèñòåìè ñèí-

ãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâî-

ðîòó.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

� ðîçðîáëåíî ìåòîä ïîáóäîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâîðîòó, ÿêó îòðèìà-

íî ç âiäïîâiäíîãî ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî äèôåðåíöiàëü íîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî

ïîðÿäêó òèïó Ëióâiëëÿ;

� äëÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿíó-

òî âèïàäîê äèôåðåíöiàëüíî¨ òî÷êè çâîðîòó äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ

ìàòðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi, îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà,

âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó;

� ðîçðîáëåíî àëãîðèòì, ÿêèé âêëþ÷à¹ âiñiì åòàïiâ àñèìïòîòè÷íîãî iíòå-

ãðóâàííÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç òî÷êîþ çâî-

ðîòó;

� ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìà-

òðèöi, à ñàìå êîëè êîåôiöi¹íòè îáèäâà äîäàòíi, îáèäâà âiä'¹ìíi òà îáèäâà,

âiäïîâiäíî ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ;

� 6) íàâåäåíî ïðèêëàäè ïîáóäîâè àñèìòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ñèíãóëÿð-

íî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äèôåðåíöiàëüíîþ òî÷êîþ çâîðîòó çà

óìîâ, êîëè çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi ïî÷åðãîâî, ðiçíèõ çíàêiâ.
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