
Мiнiстерство освiти i науки України

Полiський нацiональний унiверситет

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису

Рассадкiна Марина Валерiївна

УДК 512.56, 512.64, 519.11

ДИСЕРТАЦIЯ

Класифiкацiйнi та комбiнаторнi задачi

в теорiї квадратичних форм Тiтса

01.01.06 – алгебра та теорiя чисел

Подається на здобуття наукового ступеня
доктора фiзико-математичних наук

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання
iдей, результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне
джерело. М. В. Рассадкiна

Київ – 2025



2

АНОТАЦIЯ

Рассадкiна М. В. Класифiкацiйнi та комбiнаторнi задачi в теорiї

квадратичних форм Тiтса. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 – алгебра та теорiя

чисел. – Полiський нацiональний унiверситет – Київський нацiональний

унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2025.

У 70-х роках минулого столiття розпочався новий етап розвитку теорiї

зображень, пов’язаний з введенням зображень нових об’єктiв — таких

як сагайдаки i частково впорядкованi множини. Об’єднання двох видiв

зображень привiв до найбiльш загальних вiльних матричних задач, що

дозволило, зокрема, дати точнi означення iнтуїтивно зрозумiлих понять,

виник новий метод опису зображень класичних алгебраїчних об’єктiв,

який полягає в їх зведеннi до вiльних матричних задач (нових чи вже

добре вивчених). Отже, в теорiї зображень виникли рiзнi новi можливостi

дослiджень тощо.

Специфiкою нових дослiджень зображень стала i так звана

квадратична форма Тiтса. Вперше її ввiв у 1972 р. П. Габрiель для

зображень сагайдакiв, а потiм в 1974 р. Ю. А. Дрозд для частково

впорядкованих множин. Цi результати стали початком нового напрямку в

алгебрi, який пов’язаний iз вивченням зв’язкiв мiж властивостями зобра-

жень рiзних об’єктiв та властивостями вiдповiдних квадратичних форм.

Дослiдження квадратичних форм Тiтса постiйно вимагають нових

iдей i алгоритмiв, вони пов’язанi з рiзними класифiкацiйними i

комбiнаторними задачами.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню квадратичних форм Тiтса

скiнченних частково впорядкованих (скорочено ч.в.) множин з рiзних
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точок зору. Вона складається зi вступу i шести роздiлiв.

У вступi наведено загальну характеристику та мету роботи, об-

ґрунтовано її актуальнiсть i наукову новизну тощо.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено основнi вiдомостi

iз теорiї зображень категорiй, сагайдакiв i ч.в. множин, та зв’язок з

квадратичними формами Тiтса.

У другому роздiлi детально викладено метод мiнiмаксної

еквiвалентностi ч.в. множин, включаючи поняття мiнiмаксної системи

твiрних для класiв ч.в. множин, приведено мiркування (з прикладами)

про явнi i неявнi класифiкацiї та модифiкацiї класифiкацiй. Новими

результатами, викладеними в цьому роздiлi, є модифiкована класифiкацiя

P -критичних ч.в. множин (в сенсi опису по класам мiнiмаксних

iзоморфiзмiв множин), опис Тiтса i не Тiтса P -критичних ч.в. множин

та загальну теорему про ч.в. множини верхньої ширини 3. Для довiльної

ч.в. множини знайдено зв’язок мiж нижньою i верхньою шириною як

найменшою та найбiльшою шириною в класi всiх множин, мiнiмаксно

еквiвалентних заданiй.

У другому роздiлi вивчаються також ч.в. множини з додатною

квадратичною формою Тiтса; такi множини називаються додатними.

Описано максимальнi додатнi множини i мiнiмальнi додатнi несерiйнi

множини. Доведено, що кожна несерiйна додатна множина вкладається

в максимальну як нижня або верхня пiдмножина. Доведено, що множина

всiх додатних ч. в. множин має мiнiмаксну систему твiрних iз квазi-

ланцюгових ч.в. множин (множин, дiаграми Хассе яких є ланцюгами).

Доведено, що для неорiєнтованого графа Хассе довiльної зв’язаної

несерiйної додатної ч. в. множини iснує додатний цикломатичний каркас.

У третьому роздiлi доведено, що довiльна NP -критична ч. в. множина

(мiнiмальна множина, квадратична форма Тiтса якої не є невiд’ємною)

мiнiмаксно еквiвалентна суперкритичнiй множинi Назарової. Бiльш
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точно суперкритичнi множини (по одному iз кожного iз шести класiв

iзоморфiзму) утворюють канонiчну мiнiмаксну систему твiрних для

множини всiх NP -критичних ч. в. множин. Використовуючи це твер-

дження, отримано повну загальну класифiкацiю NP -критичних ч.в.

множин (їх число, з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi, дорiвнює

115). Отримано також модифiковану класифiкацiю NP -критичних ч.

в. множин в тому сенсi, що (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi)

вказано ч.в. множини, що належать кожному iз шести класiв мiнiмаксної

еквiвалентностi.

У четвертому роздiлi описано серiйнi невiд’ємнi ч.в. множини з

одновимiрним цiлочисловим ядром їхньої квадратичної форми Тiтса

(названi Д. Сiмсоном основними). Доведена гiпотеза Сiмсона про немож-

ливiсть цiлочислової еквiвалентностi мiж квадратичними формами Тiтса

основної ч. в. множини i циклiчної розширеної дiаграми Динкiна. Вве-

дено поняття майже додатної ч.в. множини як невiд’ємної множини з

максимальною додатною пiдмножиною. Доведено, що множина недодат-

них майже додатних множин (названих суттєвими) збiгається з множи-

ною основних множин. Це дає можливiсть при дослiдженнi основних ч.в.

множин замiнити комбiнаторику квадратичних форм i вiдповiдних їм

матриць на комбiнаторику самих ч.в. множин. Описано всi суттєвi май-

же додатнi множини (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi їх 247, не

рахуючи P -критичних). Цей результат завершує опис всiх майже додат-

них ч.в. множин як аналогiв звичайних i розширених дiаграм Динкiна.

У п’ятому роздiлi введено поняття надсуперкритичних ч. в. множин

як природне продовження ряду “критичнi множини Клейнера —

надсуперкритичнi множини Назарової”. Тодi клас всiх ч.в. множин, якi

їм мiнiмаксно iзоморфнi, є природним продовженням ряду “P -критичнi

множини — NP -критичнi множини”. Згiдно отриманого опису ч.в.

множин цього класу їх кiлькiсть, з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi,
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дорiвнює 203. Цей процес можна продовжити до нескiнченностi, ввiвши

iндуктивно поняття m-надсуперкритичної ч. в. множини для довiльного

натурального числа.

У шостому роздiлi дослiджуються коефiцiєнти транзитивностi для

рiзних класiв ч.в. множин. Знайдено залежностi мiж шириною, висотою

та коефiцiєнтом транзитивностi для несерiйних додатних ч. в. множин.

А саме, доведено, що якщо kt(S) позначає коефiцiєнт транзитивностi ч.в.

множин S, а w(S) i h(S) вiдповiдно її ширину i висоту, то для несерiйних

додатних множин S i T маємо такi нерiвностi:

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
20 , якщо h(T ) = h(S) + 1.

(3) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 3 i h(T ) > h(S);

(4) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 2, h(T ) > h(S)

i дiаграма Хассе множини T не є циклом.

Для P -критичних ч.в. множин S i T маємо такi нерiвностi:

(5 )kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(5) kt(T ) > kt(S)− 1
10 , якщо h(T ) = h(S) + 1.

У випадку ж, коли S i T — ч.в. множини, мiнiмаксно еквiвалентнi

суперкритичним (вiдповiдно надсуперкритичним) множинам, маємо:

(7) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 2,

(8) kt(T ) > kt(S)− 1
50 (вiдповiдно − 1

25), якщо h(T ) = h(S) + 2,

(9) kt(T ) > kt(S)− 1
5 , якщо h(T ) = h(S) + 1.

Окрiм того, для рiзних класiв вказано умови, при яких коефiцiєнт

транзитивностi є найбiльшим.

Ключовi слова; Квадратична форма Тiтса, мiнiмаксна еквiвалентнiсть,

верхня i нижня ширина, цикломатичний каркас, NP -критична ч.в.

множина, майже додатна ч.в. множина, надсуперкритична ч.в. множина,

коефiцiєнт транзитивностi.
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In the 1970s, a new stage in the development of the representation theory

began, associated with the introduction of representations of new objects —

such as quivers and partially ordered sets. The combination of the two types of

representations led to the most general free matrix problems, which allowed, in

particular, to give precise definitions of intuitively understandable concepts, a

new method of describing representations of classical algebraic objects arose,

which consists in reducing them to free matrix problems (new or already well-

studied). Thus, various new research opportunities arose in the representation

theory, etc.

The so-called Tits quadratic form became a specific feature of new represen-

tation research. It was first introduced in 1972 by P. Gabriel for representations

of quivers, and then, in 1974, by Yu. A. Drozd for partially ordered sets. These

results marked the beginning of a new direction in algebra, which is associated

with the study of the connections between the properties of representations

of various objects and the properties of the corresponding quadratic forms.

Studies of Tits quadratic forms constantly require new ideas and algo-

6
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rithms, they are associated with various classification and combinatorial prob-

lems.

The dissertation is devoted to the study of Tits quadratic forms of finite

partially ordered (abbreviated as posets) sets from different points of view. It

consists of an introduction and six sections.

The introduction provides a general description and purpose of the work,

substantiates its relevance and scientific novelty, etc.

The first Chapter of the dissertation presents the basic information from the

theory of representations of categories, quivers and posets, and the connection

with Tits quadratic forms.

The second Chapter presents in detail the method of minimax equivalence

of posets, including the concept of a minimax system of generators for classes

of posets, and provides considerations (with examples) on explicit and implicit

classifications and modifications of classifications. The new results presented

in this section are a modified classification of P -critical posets (in the sense

of a description by classes of minimax isomorphisms of sets), a description of

Tits and non-Tits P -critical posets and a general theorem on posets of upper

width 3. For an arbitrary poset a relation between the lower and upper widths

as the smallest and largest widths in the class of all sets minimax equivalent

to the given one is found.

In the second Chapter, we also study posets with positive quadratic Tits

form; such posets are called positive. Maximal positive posets and minimal

positive non-serial posets are described. It is proved that every non-serial pos-

itive poset is embedded in a maximal one as a lower or upper subset. It is

proved that the poset of all positive posets has a minimax system generated

from quasi-chain posets (sets whose Hasse diagrams are chains). It is proved

that for an undirected Hasse graph of an arbitrary connected non-serial posi-

tive poset there exists a positive cyclomatic frame.

In the third Chapter, we show that an arbitrary NP -critical poset (a min-
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imal poset whose Tits quadratic form is not non-negative) is minimax equiva-

lent to a supercritical Nazarova poset. More precisely, supercritical posets (one

from each of the six isomorphism classes) form a canonical minimax system of

generators for the poset of all NP -critical posets. Using this statement we ob-

tain the complete general classification of NP -critical posets (their number up

to isomorphism and duality is equal to 115). We obtain also the modification

of classification of NP -critical posets in the sense that (up to isomorphism

and duality) it is indicated the posets which belong to each from six classes

of minimax equivalence.

In the fourth Chapter, serial nonnegative posets with a one-dimensional

integer kernel of their Tits quadratic form (called fundamental by D. Simson)

are described. Simson’s conjecture on the impossibility of integer equivalence

between the Tits quadratic forms of a fundamental poset and a cyclic extend-

ed Dynkin diagram is proved. The concept of an almost positive poset as a

nonnegative poset with a maximal positive subset is introduced. It is proved

that the poset of nonpositive almost positive posets (called essential) coin-

cides with the poset of fundamental posets. This makes it possible to study

fundamental posets replace the combinatorics of quadratic forms and their

corresponding matrices with the combinatorics of the posets themselves). All

essential almost positive posets are described (up to isomorphism and duality,

247 of them, not counting P -critical ones). This result completes the descrip-

tion of all almost added posets as analogues of ordinary and extended Dynkin

diagrams.

In the fifth Chapter, the concept of oversupercritical posets is introduced as

a natural extension of the series “Kleiner critical sets — Nazarova supercritical

posets”. Then the class of all posets that are minimax isomorphic to them is a

natural extension of the series “P -critical posets — NP -critical critical posets”.

According to the obtained description of posets of this class, their number, up

to isomorphism and duality, is 203. This process can be continued to infinity
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by inductively introducing the concept of m-oversupercritical poset for an

arbitrary natural number.

In the sixth Chapter, transitivity coefficients for different classes of posets

are investigated. Dependencies between width, height and transitivity coeffi-

cient for non-serial positive posets are found. Namely, it is proved that if kt(S)

denotes the transitivity coefficient of the poset S, and w(S) and h(S) denote

its width and height, respectively, then for non-serial positive posets S and T

we have the following inequalities:

(1) kt(T ) > kt(S), if h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
20 , if h(T ) = h(S) + 1.

(3) kt(T ) ≥ kt(S), if w(T ) = w(S) = 3 and h(T ) > h(S);

(4) kt(T ) ≥ kt(S), if w(T ) = w(S) = 2, h(T ) > h(S)

and the Hasse diagram of the poset T is not a cycle.

For P -critical posets S and T we have the following inequalities:

(5 )kt(T ) > kt(S), if h(T ) > h(S) + 1;

(5) kt(T ) > kt(S)− 1
10 , if h(T ) = h(S) + 1.

In the case when S and T are posets that are minimax

equivalent to supercritical (respectively oversupercritical) sets, we have:

(7) kt(T ) > kt(S), if h(T ) > h(S) + 2,

(8) kt(T ) > kt(S)− 1
50 (respectively − 1

25), if h(T ) = h(S) + 2,

(9) kt(T ) > kt(S)− 1
5 , if h(T ) = h(S) + 1.

In addition, the conditions under which the transitivity coefficient is the

largest are indicated for different classes.

Keywords: Tits quadratic form, minimax equivalence, down and lower

width, cyclomatic scanning tree, NP -critical poset, almost positive poset,

oversupercritical poset, transitive coefficient.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. У 70-х роках минулого

столiття розпочався новий етап розвитку теорiї зображень, пов’язаний

з введенням зображень нових об’єктiв — таких як сагайдаки i

частково впорядкованi множини (вiдповiдно П. Габрiелем в [1] i Л.

О. Назаровою, А. В. Ройтером в [2]). Обидва види зображень є

вiльними матричними в сенсi вiдсутностi алгебраїчних спiввiдношень.

Скiнченновимiрнi алгебри почали розглядатися як алгебри шляхiв

сагайдакiв зi спiввiдношеннями, а зображення частково впорядкованих

множин отримали рiзнi узагальнення. Об’єднання двох видiв зображень

привело до найбiльш загальних вiльних матричних задач, що дозволило,

зокрема, дати точнi означення таких iнтуїтивно зрозумiлих понять, як

ручнi та дикi матричнi задачi (Ю. А. Дрозд [3, 4]); з’явилися рiзнi непрямi

методи визначення належностi до таких класiв. Виник новий метод опису

зображень класичних алгебраїчних об’єктiв, який полягає в їх зведеннi до

вiльних матричних задач (нових чи вже добре вивчених). Отже, в теорiї

зображень виникли рiзнi новi можливостi дослiджень. Зокрема, саме

вони дозволили описати всi ручнi скiнченнi групи над полями довiльної

характеристики (В. М. Бондаренко, Ю. А. Дрозд [5]).

Специфiкою нових дослiджень зображень стала i так звана

квадратична форма Тiтса. Її змiнними є координати вектор-розмiрностi

зображення i визначається вона як рiзниця мiж числом параметрiв групи,

яка дiє на цих зображеннях, i числом параметрiв самих зображень.

Вперше її ввiв у 1972 р. П. Габрiель [1] для зображень сагайдакiв. Вiн

показав, що (скiнченний) сагайдак має скiнченний зображувальний тип

над полем (тобто скiнченне число класiв еквiвалентностi нерозкладних
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зображень) тодi i лише тодi, коли його квадратична форма Тiтса є

додатною. На мовi самих сагайдакiв такими є лише сагайдаки, для яких

вiдповiднi неорiєнтованi графи всiх її зв’язних компонент є дiаграмами

Динкiна (з однократними зв’язками). Цi результати П. Габрiеля стали

початком нового напрямку в алгебрi, який пов’язаний iз вивченням

зв’язкiв мiж властивостями зображень рiзних об’єктiв та властивостями

вiдповiдних квадратичних форм.

Згодом, в 1974 р. Ю. А. Дрозд [6] вперше розглянув квадратичну

форму Тiтса для частково впорядкованих (скорочено ч. в.) множин. Вiн

довiв, що (скiнченна) ч. в. множина має скiнченний зображувальний

тип над полем тодi i лише тодi, коли її квадратична форма Тiтса є

слабко додатною (тобто додатною на множинi векторiв з невiд’ємними

координатами). На мовi самих ч. в. множин це означає, що множина не

мiстить п’яти пiдмножин спецiального вигляду, вказаних в [7] i названих

критичними.

Пiдкреслимо, що квадратична форма Тiтса сагайдака є слабко

додатною тодi i лише тодi, коли вона є додатною (для ч. в. множин це

не так). Цей факт вiдiграв вирiшальну роль в природностi дослiджень,

пов’язаних з кандидатською (i в значнiй мiрi з теперiшньою) дисертацiєю

автора. А саме, виникає задача про опис всiх ч. в. множин з додатною

формою Тiтса, яка є природною сама по собi, а тим бiльше враховуючи,

що згiдно вже сказаного такi ч. в. множини є аналогами дiаграм Динкiна.

Ч. в. множини з додатною квадратичною формою Тiтса описанi автором

разом з В. М. Бондаренком в роботi [8, 9]. Вони, як i у випадку

сагайдакiв, дiляться на несерiйнi та серiйнi (несерiйнi є аналогами дiаграм

Динкiна E6, E7 i E8, а серiйнi — дiаграм Динкiна An i Dn). Загальне

число несерiйних ч. в. множин з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi

дорiвнює 108; число серiй дорiвнює 3 (двi 2-параметричнi i одна 3-

параметрична). У згаданiй статтi [9] описанi також мiнiмальнi ч. в.
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множини з недодатною квадратичною формою Тiтса, якi названi P -

критичними (вiдносно слабкої недодатностi ними є критичнi множини).

Їх число з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi дорiвнює 75.

Повертаючись до iсторичного огляду, зауважимо, що умова слабкої

додатностi квадратичної форми Тiтса зустрiчається в багатьох

дослiдженнях зображень рiзних об’єктiв. Критерiй, аналогiчний

отриманому Ю. А. Дроздом, має мiсце у загальному випадку для

матричних задач без спiввiдношень [11].

Властивостi квадратичних форм Тiтса вивчали також М. Барот,

К. Бонгартц, П. Дрекслер, С. А. Овсiєнко, Х. А. де ла Пенья, К. Рiнгель,

Д. Сiмсон та iншi (див., зокрема, [12]–[26]). При цьому дослiджувалися

як властивостi форм Тiтса, так i властивостi зображень рiзних об’єктiв,

якi можна охарактеризувати в термiнах таких форм.

Iз тематикою дисертацiї тiсно пов’язанi зображення ручних сагайдакiв

i ч. в. множин. Л. О. Назарова [27] i незалежно П. Донован та М.

Р. Фройслiх [28] довели, що зв’язний сагайдак має ручний нескiнченно

зображувальний тип над полем тодi i лише тодi, коли вiдповiдний йому

неорiєнтований граф є розширеною дiаграмою Динкiна. З iншої сторони,

такими сагайдаками вичерпуються всi зв’язнi сагайдаки, квадратична

форма Тiтса яких є одночасно невiд’ємною i не додатною [29]. Звiдси

(з врахуванням згадуваних вище результатiв роботи [1]) випливає, що

сагайдак має ручний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли його

квадратична форма Тiтса невiд’ємна. Якщо ж говорити про ч. в.

множину, то вона має ручний зображувальний тип тодi i лише тодi,

коли її квадратична форма Тiтса слабко невiд’ємна [30]. На мовi самих

ч. в. множин це означає, що множина не мiстить шести пiдмножин

спецiального вигляду, вказаних в [31] i названих суперкритичними. I

оскiльки для сагайдака невiд’ємнiсть i слабка невiд’ємнiсть збiгаються,

а для ч. в. множини такої властивостi немає, то виникає природна задача
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про вивчення ч. в. множин з невiд’ємною квадратичною формою Тiтса.

Така задача детально розглядається в цiй дисертацiї для майже додатних

ч. в. множин, якi є узагальненням додатних (тобто, за означенням,

таких, квадратична форма яких є додатною). Окрiм повного опису таких

множин, для них вказанi мiнiмальнi мiнiмакснi системи твiрних. Описано

також мiнiмальнi ч. в. множини, що не є невiд’ємними, якi названi

NP -критичними (вiдносно слабкої невiд’ємностi ними є суперкритичнi

множини).

У дисертацiї розглядаються також iншi класи ч. в. множин,

розв’язується низка класифiкацiйних i комбiнаторних задач. Зокрема,

доведена гiпотеза Д. Сiмсона про зв’язок мiж квадратичними формами

Тiтса ч.в. множин i сагайдакiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,

грантами.

Докторська дисертацiя пiдготовлена здобувачем самостiйно. Вона

виконано вiдповiдно наукового напрямку “Математичнi науки та

природничi науки” № БФ 30-2021, який проводиться на механiко-

математичному факультетi Київського нацiонального унiверситету iменi

Тараса Шевченка.

Мета i завдання дослiдження. Основною тематикою роботи є

дослiдження скiнченних частково впорядкованих множин та природним

чином вiдповiдних їм графiв, пов’язаних з невiд’ємними квадратичними

формами.

Метою дослiдження є класифiкацiя майже додатних частково

впорядкованих множин, мiнiмальних частково впорядкованих множин,

форма Тiтса яких не є невiд’ємною, частково впорядкованих множин,

мiнiмаксно iзоморфних надсуперкритичним множинам та опис

пов’язаних з цими класами множин дискретних параметрiв i вивчення

спiввiдношень мiж ними.
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Об’єктом дослiдження є частково впорядкованi множини разом з

їхнiми дiаграмами Хассе та квадратичнi форми Тiтса.

Предмет дослiдження — майже додатнiсть та невiд’ємнiсть частково

впорядкованих множин i мiнiмальнiсть мiнiмаксних систем твiрних.

Методи дослiдження. Основними методами, що використо-

вуються у дослiдженнi, є стандартнi методи комбiнаторного аналiзу та

введений доктором фiз.-мат. наук В. М. Бондаренком метод мiнiмаксної

еквiвалентностi частково впорядкованих множин.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiї отримано

новi результати для скiнченних частково впорядкованих (скорочено ч. в.

множин), основними з яких є такi:

1. Для довiльної ч.в. множини знайдено зв’язок мiж нижньою i

верхньою шириною як найменшою та найбiльшою шириною в класi всiх

множин, мiнiмаксно еквiвалентних заданiй.

2. Описано максимальнi додатнi ч.в. множини (множини з додатною

квадратичною формою Тiтса). Доведено, що кожна несерiйна додатна

множина вкладається в деяку максимальну як нижня або верхня

пiдмножина.

3. Введено поняття (верхнього) вузлового розширення порядку m

довiльної несерiйної ч.в. множини i вивчається зображувальний тип його

графа Хассе як комутативного сагайдака у випадку несерiйної додатної

множини. Доведено, що скiнченний зображувальний тип визначається

лише вiдсутнiстю в якостi верхнiх пiдсагайдакiв комутативного сагайдака

направлених розширених дiаграм Динкiна.

4. Доведено, що клас всiх додатних ч. в. множин має мiнiмаксну

систему твiрних iз квазi-ланцюгових ч.в. множин (тобто таких, для яких

дiаграми Хассе є ланцюгами). Множина всiх мiнiмальних недодатних

множин (якi називаються P -критичними) такої властивостi не має.

5. Доведено, що для неорiєтованого графа Хассе довiльної зв’язної
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несерiйної додатної ч. в. множини iснує додатний цикломатичний каркас

(iншими словами, ациклiчний пiдграф з тим же числом вершин, який є

дiаграмою Динкiна).

6. Знайдено залежностi мiж шириною, висотою та коефiцiєнтом

транзитивностi для несерiйних додатних i P -критичних ч. в. множин.

7. Доведено, що суперкритичнi ч.в. множини Назарової (мiнiмальнi

множини, квадратична форма Тiтса яких не є слабко невiд’ємною), по

однiй з кожного iз шести класiв iзоморфiзму, утворюють мiнiмальну

мiнiмаксну систему твiрних для NP -критичних ч.в. множин (мiнiмальних

множин, форма Тiтса яких не є невiд’ємною). Як наслiдок отримано

повну класифiкацiю NP -критичних ч.в. множин (їх число, з точнiстю

до iзоморфiзму i дуальностi, дорiвнює 115).

8. Описано серiйнi невiд’ємнi ч.в. множини з одновимiрним

цiлочисловим ядром їхньої квадратичої форми Тiтса (названих Д.

Сiмсоном головними).

9. Доведена гiпотеза Сiмсона про неможливiсть цiлочислової

еквiвалентностi мiж квадратичними формами Тiтса головної ч. в.

множини i циклiчної розширеної дiаграми Динкiна.

10. Введено поняття майже додатної ч.в. множини як невiд’ємної

множини з максимальною додатною пiдмножиною. Доведено, що

множина недодатних майже додатних ч.в. множин (названих суттєвими)

збiгається з множиною головних ч.в множин. Це дало можливiсть

при дослiдженнi несерiйних основних множин замiнити складну

комбiнаторику квадратичних форм (доступну лише для комп’ютерних

програм) на комбiнаторику самих ч.в. множин.

11. Показано, що будь-який клас мiнiмаксного iзоморфiзму,

породжений суттєвою майже додатною ч.в. множиною, має в якостi

канонiчного представника серiйну розширену дiаграму Динкiна: цикл,

якщо клас замкнутий вiдносно дуальностi, i другу – в iншому випадку.
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12. Описано (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi) всi несерiйнi

суттєвi майже додатнi ч.в. множини; їх 247, не рахуючи P -критичних. Цей

результат завершує опис всiх майже додатних ч.в. множин як аналогiв

звичайних i розширених дiаграм Динкiна.

13. Введено поняття надсуперкритичних ч. в. множин як природне

продовження ряду “критичнi множини Клейнера — суперкритичнi

множини Назарової”. Описанi (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi)

ч.в. множини, їм мiнiмаксно еквiвалентнi, що утворюють клас, який є

природним продовженням ряду “P -критичнi множини — NP -критичнi

множини”.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi

результати є внеском в теорiю частково впорядкованих множин i

графiв, теорiю квадратичних форм, в комбiнаторну теорiю алгебраїчних

об’єктiв. Вони можуть бути використанi для подальших дослiджень

частково впорядкованих множин зi строго невiд’ємною формою Тiтса i

пiдготовцi спецiалiзованих курсiв та монографiй.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться

на захист, отриманi автором самостiйно.

У спiльних статтях з проф. В. М. Бондаренком спiвавтору належить

постановка задачi та загальне керiвництво роботою, основнi результати

отриманi дисертантом особисто.

У роботi [36] усi результати i їхнi доведення дисертант отримав

самостiйно, В. В. Бондаренко та I. В. Черв’яков перевiряли обчислення i

брали участь в обговореннi результатiв.

У роботi [37] усi результати та їхнi доведення дисертант отримав

самостiйно, I. В. Черв’яков перевiряв таблицю.

У роботi [38] постановка задачi й доведення основних результатiв

належить дисертанту, В. В. Бондаренко перевiряв обчислення та брав

участь в обговореннi теорем 1 i 2.
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У роботах [39, 42] план дослiдження i доведення усiх результатiв

належить дисертанту, I. В. Черв’яков перевiряв обчислення.

У роботi [40] усi результати та їхнi доведення дисертант отримав

самостiйно, I. В. Черв’яков перевiряв таблицю та брав участь в

обговореннях.

У роботах [47, 51] усi результати та їхнi доведення дисертант отримав

самостiйно, М. В. Стойка перевiряв таблицi.

У статтi [62] постановка задачi належить А. П. Петравчуку, iдея та

конструкцiя доведення — В. М. Бондаренку, а обчислення, пов’язанi з

доведенням основної теореми, належать здобувачу.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї.

Результати дисертацiйної роботи оприлюднено на наступних

конференцiях:

1. XII Мiжнародна конференцiя iм. акад. М. Кравчука (м. Київ, 15-17

травня, 2008р.),

2. VII Miжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Харкiв, 18-23

серпня, 2009р.),

3. Український математичний конгрес (м. Київ, 27-29 серпня, 2009р.),

4. Conference of Humboldt-Kolleg (Kiev, November 19-22, 2009),

5. VII Miжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Луганськ,

5-12 липня, 2011р.)„

6. Miжнародна алгебраїчна конференцiя, присвячена 70-рiччю з дня

народження професора Володимира Кириченка (м. Миколаїв, 13-19

липня, 2012р.).

7. Miжнародна конференцiя, присвячена 100-рiччю з дня народження

Л. А. Калужнiна (м. Київ, 7-12 липня, 2014р.),
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8. X Miжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Одеса, 20-27

серпня, 2015р.),

9. Conference “Groups and Actions: Geometry and Dynamics"(Kyiv, De-

cember 19-22, 2016),

10. XI Miжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена 75-

рiччю з дня народження В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 липня, 2017р.),

11. Конференцiя “Cучаснi проблеми механiки та математики"(м. Львiв:

22-25 травня, 2018р.),

12. ХII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Вiнниця, 2-6

липня, 2019р.),

13. International mathematical conference dedicated to the 60th anniversary

of department of algebra and mathematical logic of Taras Shevchenko

National University of Kyiv (Kyiv, July 14-17, 2020),

14. International Skorobohatko Mathematical Conference (Lviv, Ukraine, 26-

30 October, 2020),

15. ХII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Київ, 6-9

липня, 2021р.),

16. International Algebraic Conference "At the End of the Year 2021"(Kyiv,

December 27-28, 2021),

17. Всеукраїнська науково-методична конференцiя "Сучаснi науково -

методичнi проблеми математики у вищiй школi (м. Київ, 23-24

травня, 2022р.),

18. Мiжнародна наукова конференцiя "Сучаснi проблеми механiки та

математики - 2023"(м. Львiв, 23-25 травня, 2023р.),
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19. International Scientific Conference "Algebraic and Geometric Methods

of Analysis"devoted to 160 anniversary of Dvytro Grave (Odesa, May 29

-June 1, 2023),

20. ХIV Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi (м. Суми, 3-7

липня, 2023р.),

21. International Algebraic Conference "At the End of the Year 2023"(Kyiv,

December 26-27, 2023),

22. Конференця молодих учених "Пiдстригачiвськi читання - 2024"(м.

Львiв: 27-29 травня, 2024),

23. International Scientific Conference "Algebraic and Geometric Methods

of Analysis"(Odesa: May 27-30, 2024),

24. Ukraine Mathematics Conference "At the End of the Year 2024"(Kyiv,

December 16-18, 2024).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 30 наукових

роботах у фахових виданнях [34]–[63], роботах [32] i [33], якi додатково

вiдображають науковi результати, та тезах конференцiй [64] – [87]. З

них 10, а саме [34, 35, 44, 50, 54, 55, 58, 61, 62, 63], проiндексованi у

мiжнароднiй наукометричнiй базi Scopus. Стаття [62] як опублiкована у

виданнi, вiднесеному до квартиля Q1 (вiдповiдно до класифiкацiї SCIma-

go Journal and Country Rank) прирiвнюється до трьох публiкацiй, а кожна

з п’яти робiт [34, 35, 44, 61, 63] як опублiкована у виданнi, вiднесеному до

квартиля Q3 — до двох публiкацiй (п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд

23.09.2019 р.). Отже, 30 статей, у яких вiдображено основнi результати

дисертацiї, зараховується як 37 фахових публiкацiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз

анотацiй, вступу, шести роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел



34

та додаткiв, якi мiстять список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї

i вiдомостi про апробацiю результатiв. Загальний обсяг дисертацiї

становить 351 сторiнки, основний текст займає 302 сторiнки.

Автор висловлює щиру подяку своєму Вчителю, професору, доктору

фiзико-математичних наук Вiталiю Михайловичу Бондаренку за постiйну

пiдтримку, новi iдеї та кориснi поради.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в роздiлах 2–6.

У другому роздiлi розглядаються новi iдеї щодо попереднiх дослiджень

додатних i P -критичних ч.в. множин. У пiдроздiлi 2.1 наведено основнi

означення для ч.в. множин.

Пiдроздiл 2.2 присвячений опису основного методу дослiджень ч. в.

множин разом з їхнiми квадратичними формами Тiтса, який називається

методом мiнiмаксної еквiвалентностi.

Для мiнiмального (вiдповiдно максимального) елемента a ∈ S введемо

ч. в. множину S↑a (вiдповiдно S↓a), рiвну S як звичайнiй множинi i такiй,

що

a) a — максимальний (вiдповiдно мiнiмальний) елемент S↑a (вiдповiдно

S↓a);

b) якщо x, y 6= a, то x < y в S↑a (вiдповiдно S↓a) тодi i лише тодi, коли

x < y в S;

c) a > x в S↑a (вiдповiдно a < x S↓a) тодi i лише тодi, коли a >< x в S.

Ч. в. множина T називається (min, max)-еквiвалентною ч. в. множинi

S, якщо T дорiвнює якiйсь ч. в. множинi вигляду S = S
ε1ε2...εp
x1x2...xp (p ≥ 0),

де εi ∈ {↑, ↓} i, для кожного i = 1, . . . , p, xi — мiнiмальна (вiдповiдно

максимальна) точка Si−1 = S
ε1ε2...εi−1
x1x2...xi−1, якщо εi =↑ (вiдповiдно εi =↓);

при p = 0 вважаємо, що S = S. Добуток (min, max)-еквiвалентностi i
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iзоморфiзму називається (min, max)-iзоморфiзмом.

Основною мотивацiєю введення поняття (min, max)-еквiвалентностi є

той факт, що вона зберiгає Z-еквiвалентнiсть вiдповiдних квадратичних

форм Тiтса.

Пiзнiше цi поняття стали називати також мiнiмаксною еквiвалентнiстю

та мiнiмаксним iзоморфiзмом. В результатi багаторiчного використання

цих понять при дослiдженнi рiзних класiв ч.в. множин (в чому активну

участь брала здобувач) виникли новi поняття, одним з яких є поняття

мiнiмаксної системи твiрних. Про це йде мова в пiдроздiлi 2.3. А

саме мiнiмаксною системою твiрних для довiльного класу ч.в. множин,

замкутого вiдносно iзоморфiзму та дуальностi, називається такий

фiксований набiр елементiв цього класу, що будь-який iнший елемент

є мiнiмаксно iзоморфний одному iз вибраних. Мiнiмальна (або близька

до такої) система твiрних дає змогу ефективно застосувати алгоритм,

наведений в кiнцi пiдроздiлу 2.2, для розв’язку класифiкацiйних задач.

У пiдроздiлi 2.4 говориться про явнi та неявнi класифiкацiї, а в

наступних трьох пiдроздiлах отримано модифiкованi в рiзних сенсах

класифiкацiї додатних та P -критичних ч.в. множин.

Пiдроздiл 2.8 присвячений подальшому розвитку методу мiнiмаксної

еквiвалентностi: введено поняття нижньої i верхньої ширини довiльної

ч.в. множини (як найменшої i найбiльшої ширини в класi всiх множин,

мiнiмаксно еквiвалентних заданiй) та доведено низку вiдповiдних

тверджень.

У пiдроздiлi 2.9 описано, з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi

всi максимальнi додатнi ч.в. множини; окрiм того, показано, що кожна

несерiйна додатна множина вкладається в деяку максимальну як нижня

або верхня пiдмножина. В наступному пiдроздiлi описано всi мiнiмальнi

несерiйнi додатнi ч.в. множини.

У пiдроздiлi 2.11 доведено, що клас всiх додатних ч. в. множин
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має мiнiмаксну систему твiрних iз квазi-ланцюгових ч.в. множин (тобто

таких, для яких дiаграми Хассе є ланцюгами).

Заключний пiдроздiл 2.12 присвячений застосуванню додатних ч.в.

множин до графiв Хассе. У першiй його частинi доведено, що для

неорiєтованого графа Хассе довiльної зв’язної несерiйної додатної ч.

в. множини iснує додатний цикломатичний каркас (iншими словами,

ациклiчний пiдграф з тим же числом вершин, який є дiаграмою Динкiна).

А в другiй частинi введено поняття (верхнього) вузлового розширення

порядку m довiльної ч.в. множини i вивчається зображувальний тип

його графа Хассе як комутативного сагайдака у випадку додатної

множини. Доведено, що скiнченний зображувальний тип визначається

лише вiдсутнiстю в якостi верхнiх пiдсагайдакiв комутативного сагайдака

направлених розширених дiаграм Динкiна. Наведена деяка достатня

умова дикостi таких задач.

Третiй роздiл присвячено вивченню мiнiмальних ч.в. множин, що не

є невiд’ємними; такi множини називаються NP -критичними. Доведено,

що суперкритичнi ч.в. множини Назарової (мiнiмальнi множини,

квадратична форма Тiтса яких не є слабко невiд’ємною), а саме

N1 = {1, 2, 3, 4, 5},
N2 = {1, 2, 3, 4 ≺ 5},
N3 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7},
N4 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8},
N5 = {1, 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9},
N6 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 6 ≺ 8 ≺ 9},

утворюють мiнiмальну мiнiмаксну систему твiрних для NP -критичних

ч.в. множин. Використовуючи це твердження, отримано повну загальну

класифiкацiю NP -критичних ч.в. множин (їх число, з точнiстю до

iзоморфiзму i дуальностi, дорiвнює 115). Отримано також модифiковану

класифiкацiю NP -критичних ч. в. множин в тому сенсi, що (з точнiстю до
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iзоморфiзму i дуальностi) вказано ч.в. множини, що належать кожному

iз шести класiв мiнiмаксної еквiвалентностi.

Модифiкований опис дозволив сформулювати та довести таке

твердження, яке використовується в останньому роздiлi.

Твердження 3.20. Нехай N — деяка множина Назарової i m =

m(N ) — найбiльший порядок пiдмножини вузлових елементiв серед усiх

множин X, мiнiмаксно iзоморфних множинi N . Тодi m дорiвнює висотi

множини N . Така пiдмножина вузлових елементiв, зокрема, завжди

реалiзується як верхня (нижня) пiдмножина деякої множини X.

А iз загального списку випливає наступне твердження, яке вiдображає

якiснi, а не кiлькiснi властивостi.

Твердження 3.19. Пiдмножина S0 всiх вузлових елементiв

довiльної NP -критичної ч.в. множини S є (неперетинним) об’єднанням

S0 = S−0 ∪ S+
0 вiдповiдно нижньої та верхньої пiдмножин множини S.

Пiдкреслимо, що класифiкацiя NP -критичних множин вказується як

на теоретико-множиннi мовi, так i на геометричнiй мовi (в термiнах

дiаграм Хассе). Перше задання множин важливе для строгих доведень

в рiзних застосуваннях, а друге є, звичайно ж, бiльш наглядним.

У четвертому роздiлi вивчається клас невiд’ємних ч.в. множин, який

названий майже додатним.

Невiд’ємна множина S називається майже додатною, якщо S \ x

додатна для деякого x ∈ S. Очевидно, додатнi та P -критичнi ч.в.

множини майже додатнi. Будь-яка майже додатна множина, яка не є

додатною, називається строго майже додатною, а якщо додатково не є

i P -критичною, — то суттєвою майже додатною. Доведено, що останнi

збiгаються з головними, якi за означенням Д. Сiмсона складаються iз

невiд’ємних ч.в. множин, квадратична форма Тiтса яких має одновимiрне

цiлочислове ядро. Це дало можливiсть при дослiдженнi несерiйних

основних множин замiнити складну комбiнаторику квадратичних форм
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(доступну лише для комп’ютерних програм) на комбiнаторику самих ч.в.

множин.

У цьому роздiлi доведена гiпотеза Сiмсона про неможливiсть

цiлочислової еквiвалентностi мiж квадратичними формами Тiтса

основних ч.в. множин та циклiчними розширеними дiаграмами Динкiна.

Описано серiйнi та несерiйнi строго майже додатнi ч.в. множини.

Кiлькiсть несерiйних без P -критичних (з точнiстю до iзоморфiзму i

дуальностi) дорiвнює 247. Останнiй результат завершує опис всiх майже

додатних ч.в. множин як аналогiв звичайних i розширених дiаграм

Динкiна.

У п’ятому роздiлi введено узагальнення суперкритичних ч.в. множин

Назарової, якi названi надсуперкритичними множинами. За означенням

P -критичнi ч. в. множини — це найменшi (вiдносно вкладення) недодатнi

ч. в. множини, яким вiдповiдають критичнi множини Клейнера в тому

сенсi, що будь-яка P -критична ч. в. множина мiнiмаксно iзоморфна однiй

(i лише однiй) iз множин Клейнера. В термiнах мiнiмаксних систем

твiрних це означає, що критичнi множини Клейнера (по одному iз

кожного класу iзоморфiзму) утворюють мiнiмаксну систему твiрних для

множини всiх P -критичних ч. в. множин (до того ж, ця система твiрних

є мiнiмальною). Аналогiчно, NP -критичнi ч. в. множини — це найменшi

множини, що не є невiд’ємними, i їм вiдповiдають суперкритичнi

множини. Виникає запитання — а чи не можна продовжити цей ряд,

враховуючи, що квадратичнi форми, що не є невiд’ємними, не мають

природньої градацiї?

У першiй частинi роздiлу пропонується позитивне вирiшення

цiєї проблеми. А саме, розглядаються так званi надсуперкритичнi

множини, якi вiдрiзняються вiд суперкритичних в такiй мiрi, як

суперкритичнi вiдрiзняються вiд критичних; при цьому кожна

суперкритична ч. в. множина є пiдмножиною деякої надсуперкритичної
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ч. в. множини (вiдмiтимо, що i кожна критична множина належить

деякiй суперкритичнiй множинi).

Формально це здiйснюється наступним чином:

1. Для ч.в. множини X позначимо через X+ множину всiх

одноелементних розширень X ∪ a множини X таких, що елемент a разом

iз порiвняльними з ним елементами утворює ланцюг.

2. Зафiксуємо суперкритичнi ч.в. множини Ni (по однiй iз кожного

класу iзоморфiзму) i розглянемо в об’єднаннi всiх множин N+
i

пiдмножину мiнiмальних (вiдносно включення) ч. в. множин. Елементи

цiєї пiдмножини називаємо надсуперкритичними ч.в. множинами.

Мотивацiєю для такого означення є твердження 5.1, за яким

суперкритичнi ч. в. множини можна отримати таким же самим способом

iз критичних.

Усi надсуперкритичнi ч.в. множини самодуальнi (як i критичнi та

суперкритичнi) i згiдно твердження 5.2 вичерпуються (з точнiстю до

iзоморфiзму) такими множинами:

OS1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1) = s ss s s s

OS2 = (1, 1, 1, 1, 2) = s s ss s
s

OS3 = (1, 1, 2, 2) = s s ss
ss

OS4 = (1, 1, 1, 3) = s s ss
s
s

OS5 = (2, 3, 3) = s s
s

s
s
ss

s
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OS6 = (2, 2, 4) = s s
s

s
s
s
s

s

OS7 = (1, 4, 4) = s s
s

s
s
s
s

s
s

OS8 = (1, 3, 5) = s s
s

s
s
s
s

s

s

OS9 = (1, 2, 7) = s s
s

s
s
s
s

s
s

s

OS10 = (6,И) = s s
s

s
s

s

¡
¡

s
s
s

s

Отже, введенi таким чином надсуперкритичнi ч.в. множини є

природним продовженням ряду “критичнi множини Клейнера —

суперкритичнi множини Назарової”
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Цей матерiал викладено в пiдроздiлах 5.1 i 5.2.

У пiдроздiлi 5.3 описанi (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi) всi

ч.в. множини, якi мiнiмаксно iзоморфнi кожному iз надсуперкритичних

множин, вказаних вище. Їх загальна кiлькiсть — 203. Усi разом вони є

продовженням ряду “P -критичнi множини — NP -критичнi множини” (бо

надсуперкритичнi ч.в. множини утворюють їхню мiнiмальну мiнiмаксну

систему твiрних).

Цей процес можна продовжити до нескiнченностi, якщо iндуктивно

ввести поняття s-надсуперкритичних множин для довiльного

натурального числа s.

В останньому, шостому роздiлi розглядається одна комбiнаторна

задача для тих класiв ч.в. множин, елементи яких описувалися в

попереднiх роздiлах.

Нехай S — (скiнченна) ч.в. множина i S2
< := {(x, y) |x, y ∈ S, x < y}.

Якщо (x, y) ∈ S2
< i немає елемента z ∈ S, що задовольняє нерiвнiсть

x < z < y, то елементи x i y називаються сусiднiми. Покладемо

nw = nw(S) := |S2
<| i позначимо через ne = ne(S) кiлькiсть пар

сусiднiх елементiв. Вiдношення kt = kt(S) чисел nw− ne i nw називається

коефiцiєнтом транзитивностi ч.в. множини S; у випадку nw = 0 (тодi

ne = 0) вважається, що kt = 0. Очевидно, що дуальнi ч.в. множини мають

однаковий коефiцiєнт транзитивностi.

У цьому роздiлi описуються коефiцiєнти транзитивностi для

несерiйних додатних, P -критичних i NP -критичних ч.в. множин та

ч.в. множин надсуперкритичного MM -типу.

Iз отриманого опису випливають, зокрема, такi теореми про зв’язок

мiж коефiцiєнтами транзитивностi k1(S) i k1(T ) ч.в. множин S i T та

їхнiми параметрами (висотою h i шириною w) i умови, за яких коефiцiєнти

транзитивностi приймають найбiльшi значення.

Теорема 6.11. Нехай S i T — несерiйнi додатнi множини. Тодi
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(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
20, якщо h(T ) = h(S) + 1.

Теорема 6.12. Нехай S i T — несерiйнi додатнi множини. Тодi

(3) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 3 i h(T ) > h(S);

(4) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 2, h(T ) > h(S)

i дiаграма Хассе множини T не є циклом.

Теорема 6.29. Нехай S i T — P -критичнi множини. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
10, якщо h(T ) = h(S) + 1.

Теорема 6.67. Нехай S i T — множини мiнiмаксно еквiвалентнi

суперкритичним (вiдповiдно надсуперкритичним) множинам. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 2,

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
p, якщо h(T ) = h(S) + 2,

(3) kt(T ) > kt(S)− 1
5, якщо h(T ) = h(S) + 1,

де p = 50 (вiдповiдно p = 25).

Теорема 6.68. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних фiксованiй

множинi Клейнера (вiдповiдно Назарової чи надсуперкритичнiй) тодi

i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну пiдмножину з вузлових

елементiв, порядок якої дорiвнює висотi фiксованої множини. Бiльшого

числа вузлових елементiв бути не може.

Теорема 6.69. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних множинам

Клейнера (вiдповiдно Назарової чи надсуперкритичнiй) тодi i тiльки

тодi, коли S мiстить щiльну пiдмножину з найбiльш можливим

числом вузлових елементiв.
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Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ I ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

1.1. Категорiї над полем

Вкажемо спочатку основнi поняття класичної теорiї категорiй.

Множина об’єктiв категорiї Φ позначається через Ob Φ, а множина її

морфiзмiв — через Mor Φ; множина морфiзмiв з об’єкта X в об’єкт Y

позначається через HomΦ(X, Y ) або Φ(X, Y ). Замiсть X ∈ Ob Φ часто

пишуть X ∈ Φ; запис X ∼= Y означає, що X i Y iзоморфнi. Iзоморфiзм

називають ще оборотним морфiзмом; iнакше кажучи, морфiзм α ∈
Φ(X, Y ) оборотний, якщо iснує морфiзм β ∈ Φ(Y,X) такий, що αβ = 1X

i βα = 1Y (1Z позначає одиничний морфiзм об’єкта Z).

Скелетом категорiї називається її повна пiдкатегорiя, що складається

з представникiв всiх класiв iзоморфних об’єктiв.

Коварiантний функтор, як правило, називається просто функтором.

Категорiї Φ i Ψ називаються iзоморфними, якщо iснують функтори F :

Φ → Ψ i G : Ψ → Φ такi, що FG i GF — тотожнi функтори. Але в теорiї

категорiй бiльш важливим є поняття еквiвалентностi категорiй (див.,

напр., [88]). На практицi зручнiше користуватися не самим поняттям, а

вiдповiдним критерiєм.

Функтор F : Φ → Ψ називається строгим, якщо для довiльних об’єктiв

X,Y категорiї Φ вiдображення

F (X,Y ) : HomΦ(X, Y ) → HomΨ(XF, Y F )

(яке визначається вiдображенням F : Mor Φ → Mor Ψ) iн’єктивнe, i
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повним, якщо це вiдображення сюр’єктивнe. Далi, функтор F : Φ → Ψ

називається щiльним, якщо для кожного Y ∈ Ψ iснує iзоморфний йому

об’єкт вигляду XF , X ∈ Φ.

Теорема 1.1. Функтор F : Φ → Ψ є еквiвалентнiстю категорiй тодi

i лише тодi, коли вiн строгий, повний i щiльний.

Переходимо тепер до категорiй над полями.

Категорiєю над полем k або просто k-категорiєю називається

довiльна категорiя Φ, всi множини морфiзмiв якої є (не обов’язково

скiнченновимiрними) векторними просторами над k такими, що

композицiя морфiзмiв k-бiлiнiйна; тодi множини Φ(X, X) є k-алгебрами.

Якщо всi простори Φ(X,Y ) є скiнченновимiрними, то категорiя Φ

називається скiнченновимiрною. Елемент X ∈ Φ називається нульовим,

якщо Φ(X, X) = 0 або, що те ж саме, 1X = 0 (зауважимо, що в k-категорiї

не завжди iснують нульовi об’єкти).

Функтор F : Φ → Ψ мiж k-категорiями Φ i Ψ називається k-лiнiйним,

якщо всi вiдповiднi йому вiдображення F (X, Y ) є k-лiнiйними; iнодi

такий функтор називають k-функтором. Як правило, мiж k-категорiями

розглядають тiльки k-лiнiйнi функтори.

Кожнiй категорiї Φ можна природно зiставити k-категорiю kΦ, що

називається k-лiнiйною оболонкою або k-лiнеаризацiєю Φ; вона має тi

ж об’єкти, що i категорiя Φ, а kΦ(X,Y ) — це векторний k-простiр з

базисом Φ(X, Y ). Очевидно, що довiльний функтор F : Φ → Ψ, де

Ψ — k-категорiя, однозначно продовжується до k-лiнiйного функтора

F k : kΦ → Ψ.

Двостороннiм iдеалом (або просто iдеалом) I k-категорiї Φ

називається набiр пiдпросторiв I(X,Y ) ⊆ Φ(X, Y ), де X,Y ∈ Φ, таких,

що λαγ ∈ Φ(W,Z) щораз, коли α ∈ I(X, Y ), λ ∈ Φ(W,X), γ ∈
Φ(Y, Z). З кожним iдеалом I зв’язаний фактор-k-категорiя Φ/I з тими
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ж об’єктами, що i категорiя Φ, i множинами морфiзмiв (Φ/I)(X, Y ) =

Φ(X, Y )/I(X,Y ) для всiх X, Y ∈ Φ. Зауважимо, що якщо 1X ∈ I,
то об’єкт X категорiї Φ/I є нульовим. Канонiчнi проекцiї (просторiв)

Φ(X, Y ) → Φ/I(X,Y ) задають функтор-проекцiю Π : Φ → Φ/I.
Як важливий приклад, пов’язаний iз цими поняттями, можна вказати

наступний приклад. Нехай F : Φ → Ψ — k-функтор мiж k-категорiями,

що є повним i щiльним. Позначимо через KerF ядро функтора F , тобто

множина всiх морфiзмiв α таких, що αF = 0; очевидно, що KerF — iдеал

в Φ. Тодi F iндукує еквiвалентнiсть Φ/KerF ∼= Ψ.

Cкiнченновимiрна k-категорiя Ψ називається спектроїдом, якщо її

об’єкти попарно неiзоморфнi i всi алгебри ендоморфiзмiв Ψ(X,X)

локальнi (локальна алгебра — це алгебра з 1 6= 0, всi необоротнi

елементи якої утворюють iдеал). Зауважимо, що умова про локальнiсть

всiх алгебр ендоморфiзмiв еквiвалентна тому, що всi необоротнi морфiзми

Ψ утворюють iдеал. Цей iдеал називається радикалом спектроїда Ψ;

позначаємо його через RΨ. Таким чином, маємо RΨ(X, Y ) = Ψ(X, Y )

для X 6= Y , а RΨ(X, X) — це максимальний iдеал (радикал) локальної

алгебри Ψ(X, X).

Якщо I — iдеал спектроїда Ψ i I ⊆ RΨ, то, мабуть, Ψ/I також є

спектроїдом; якщо ж I не належить RΨ, то множина P = {X ∈ Ψ | 1X ∈
I} непорожня i значить фактор-категорiя Ψ/I не є спектроїдом (оскiльки

об’єкти X ∈ P стають нульовими об’єктами Ψ/I, алгебри ендоморфiзмiв

Ψ/I(X, X) не є локальними). Однак у другому випадку спектроїдом є

повна пiдкатегорiя категорiї Ψ/I, що складається з ненульових об’єктiв.

Адитивною k-категорiєю (або k-адитивною категорiєю) називається

довiльна k-категорiя, що є адитивною (тобто має скiнченнi прямi

суми i нульовий об’єкт). Вiдзначимо, що кожнiй k-категорiї Φ можна

природно зiставити адитивну k-категорiю ⊕Φ, що називається адитивною

оболонкою Φ. Її об’єктами є скiнченнi послiдовностi (X1, . . . , Xs) об’єктiв з
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Φ, а морфiзми (X1, . . . , Xs) → (Y1, . . . , Yt) ототожнюються з ”матрицями”

µ = (µij) ∈
⊕

i,j Φ(Xi, Yj); композицiя морфiзмiв визначається правилом

множення матриць.

Очевидно, що довiльний k-лiнiйний функтор з Φ в Ψ, де Ψ — адитивна

k-категорiя, можна природно продовжити до k-лiнiйного функтора з ⊕Φ

в Ψ.

Скiнченновимiрна адитивна k-категорiя називається категорiєю Крул-

ля-Шмiдта, якщо кожний її об’єкт розкладається в пряму суму

нерозкладних об’єктiв з локальними алгебрами ендоморфiзмiв. Повну

пiдкатегорiю категорiї Крулля-Шмiдта Φ, що складається з представникiв

всiх класiв iзоморфiзмiв нерозкладних об’єктiв, будемо позначати через

Φ0; очевидно, що категорiя Φ0 визначена однозначно з точнiстю до

iзоморфiзму категорiй i є спектроїдом. Назвемо її головним спектроїдом

категорiї Φ.

Поняття радикала, що введено вище для спектроїдiв, можна ввести

також i для категорiй Крулля-Шмiдта.

Нехай Φ — категорiя Крулля-Шмiдта. Морфiзм α ∈ Φ(X, Y )

називається радикальним, якщо для кожного β ∈ Φ(Y,X) морфiзми

1X + αβ i 1Y + βα оборотнi (насправдi досить вимагати одну з цих

умов). Всi радикальнi морфiзми утворюють iдеал, що називається

радикалом категорiї Φ; позначаємо його через RΦ. Зауважимо, що

мiж просторами RΦ(⊕iXi,⊕jYj) i ⊕i,jRΦ0
(Xi, Yj) iснує природний

(канонiчний) iзоморфiзм.

1.2. Зображення k-категорiй

Нехай Φ — деяка k-категорiя i mod k — категорiя скiнченновимiрних

векторних k-просторiв. Пiд зображенням категорiї Φ розумiємо k-

функтор з Φ в mod k. Два зображення називаємо еквiвалентними або



47

iзоморфними, якщо iзоморфнi вiдповiднi функтори. Iнакше кажучи,

категорiя зображень Rep Φ категорiї Φ — це категорiя Funct(Φ, mod k)

функторiв з Φ в mod k. З добре вiдомих загальних теорем випливає, що

Rep Φ — категорiя Крулля-Шмiдта. Легко показати, що якщо категорiї

Funct(Φ, mod k) i Funct(Ψ, mod k) еквiвалентнi, то еквiвалентними є

Φ i Ψ (для цього потрiбно зафiксувати пару взаємно квазiоборотних

функторiв мiж Φ i Ψ i пiсля цього подивитися на зв’язок мiж функторами

F : Φ → mod k i G : Ψ → mod k). Зокрема, еквiвалентними є категорiї

Funct(Φ, mod k) i Funct(Φ, mod k), де Φ — скелет категорiї Φ.

Частину з щойно сказаного сформулюємо у виглядi твердження, яким

часто користуються.

Твердження 1.2. Якщо Φ — категорiя Крулля-Шмiдта i Φ0 —

її головний спектроїд, то Φ ∼= ⊕Φ0 i категорiї Rep Φ i Rep Φ0

еквiвалентнi.

Назвемо k-категорiю Φ категорiєю скiнченного типу, якщо вона має

(з точнiстю до iзоморфiзму) скiнченне число нерозкладних об’єктiв, i

категорiєю rep-скiнченного типу, якщо Rep Φ — категорiя скiнченного

типу.

Зображення k-категорiй самим прямим чином пов’язанi з

зображеннями алгебр.

Нехай Φ — k-категорiя; будемо вважати, що число її об’єктiв скiнченне.

Цiй категорiї можна природно зiставити скiнченновимiрну k-алгебру

A(Φ). Саме покладемо

A(Φ) =
⊕

X,Y ∈Φ

Φ(X,Y )

(тут розглядається пряма сума векторних k-просторiв). Добуток в A(Φ)

досить визначити для довiльних морфiзмiв α ∈ Φ(X, Y ) i β ∈ Φ(Z, T ):
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добуток α i β дорiвнює морфiзму αβ, якщо Y = Z, i нульовому елементу

(простору A(Φ)), якщо Y 6= Z.

Алгебру A(Φ) можна визначити i для k-категорiї з нескiнченним

числом об’єктiв (см. [89, §2]).

Зрозумiло, що мiж зображеннями k-категорiї Φ i k-алгебри AΦ

є природна взаємно однозначна вiдповiднiсть (їх категорiї зображень

iзоморфнi).

1.3. Зображення сагайдакiв

Сагайдаком називається довiльний орiєнтований граф Q = (Q0, Q1)

з множиною вершин Q0 i множиною стрiлок Q1. У дисертацiї

зустрiчатимуться лише скiнченнi сагайдаки, тобто такi що обидвi

множини Q0 i Q1 скiнченнi. Початкову i кiнцеву вершини стрiлки λ

позначаємо вiдповiдно через s(λ) i t(λ). У такому випадку ще пишуть

λ : x → y, де x = s(λ) i y = t(λ).

Шляхом довжини n > 1 з початковою вершиною x i кiнцевою

вершиною y називається послiдовнiсть α = α1α2 . . . αn стрiлок αi така,

що s(α1) = x, t(αi) = s(αi+1) для будь-якого 1 6 i < n i t(αn) = y.

Окрiм того, з формальних мiркувань вважаємо, що при x = y iснує шлях

α = 1x довжини 0. Початкова i кiнцева вершини шляху α позначаються

вiдповiдно через s(α) i t(α). У цьому випадку ще кажуть, що шлях iде

з вершини x у вершину y. Два шляхи α i β називаються паралельними,

якщо збiгаються їхнi початковi i кiнцевi вершини.

Довiльному сагайдаку Q = (Q0, Q1) природнiм чином можна зiставити

категорiю його шляхiв PQ, об’єктами якої є елементи множини Q0

(вершини сагайдака), а множина морфiзмiв PQ(x, y) складається iз

всiх шляхiв з вершини x у вершину y; добуток (композицiя) шляхiв

визначається природним чином (приписуванням другого шляху до
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першого). Звiдси, зокрема, маємо, що добуток довiльного шляху на

шлях довжини 0 (чи шляху довжини 0 на довiльний) дорiвнює саме

зафiксованому довiльному шляху. I, отже, кожна напiвгрупа PQ(x, y) є

моноїдом.

Лiнiйна оболонка kPQ категорiї PQ називається k-категорiєю шляхiв

сагайдака Q. Вона позначається просто через kQ У випадку, коли

Q скiнченний, можна розглянути алгебру A(Q) його шляхiв; це

скiнченновимiрна алгебра, базис якої складається iз всiх шляхiв. (Вище

ми визначили скiнченновимiрну алгебру за будь-якою скiнченною k-

категорiєю, i якщо цю конструкцiю застосувати до k-категорiї kQ, то

одержимо саме алгебру A(Q).)

Зображення U сагайдака Q = (Q0, Q1) над полем k складається зi

скiнченних векторних k-просторiв Ui, i ∈ Q0, i лiнiйних вiдображень γα :

Ux → Uy, де α : x → y пробiгає Q1. Вектор d = (dx), x ∈ Q0, де dx = dimUx

(i = 1, . . . , n), називається вектором-розмiрнiстю зображення U . Морфiзм

ϕ з U в U ′ складається з лiнiйних вiдображень ϕx : Ux → U ′
x, x ∈ Q0 таких,

що для кожної стрiлки α : x → y дiаграма

Ux
γα−−→ Uy

ϕx

y
yϕy

U ′
x

γ′α−−→ U ′
y

комутативна.

Для зображення U сагайдака Q покладемо U = {Ux |x ∈ Q0} i γ =

{γα |α ∈ Q1}. Використовуючи цi набори, U можна записати в короткiй

формi: U = (U, γ).

Категорiю зображень сагайдака Q (яка є категорiєю Крулля-Шмiдта)

будемо позначати через Repk Q або просто RepQ (якщо поле k фiксоване).

Очевидно, що мiж зображеннями сагайдака Q i k-категорiї k є

природна взаємно однозначна вiдповiднiсть; бiльш того, їх категорiї

зображень iзоморфнi. Звiдси i зi сказаного в попередньому пунктi
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випливає, що взаємно однозначна вiдповiднiсть є мiж зображеннями

скiнченного сагайдака Q i зображеннями скiнченної алгебри A(Q).

Кажуть, що сагайдак Q має скiнченний (нескiнченний)

зображувальний тип над полем k, якщо Repk Q — категорiя скiнченного

(нескiнченного) типу, тобто вiн має скiнченне (нескiнченне) число класiв

еквiвалентностi нерозкладних зображень.

Сагайдаки скiнченного типу описав П. Габрiель у роботi [1].

Теорема 1.3. Зв’язний сагайдак Q має скiнченний тип над полем

k тодi i лише тодi, коли вiн є деякою дiаграмою Динкiна з довiльним

напрямком стрiлок:

An
r r r r rp p p (n ≥ 1)

Dn
r r r r r

r

p p p (n ≥ 4)

E6 r r r

r

r r

E7 r r r

r

r r r

E8 r r r

r

r r r r

(графи An та Dn мають n вершин).

Зображення незв’язного сагайдака очевидним чином зводиться до

зображень його зв’язних компонент. А значить незв’язний сагайдак має

скiнченний тип тодi i лише тодi, коли вiн є неперетинним об’єднанням

дiаграм Динкiна (з довiльним напрямком стрiлок).

Сагайдак називається диким якщо задача про опис його зображень
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мiстить в собi класичну нерозв’язну задачу про пару матриць, i ручним

в iншому випадку. Щодо точних означень ручних та диких матричних

задач див. роботи Ю. А. Дрозда [3], [4]. Щодо прикладiв застосування

цих означень див., зокрема, [5], [90].

У працях [27] i [28] незалежно доведена наступна теорема.

Теорема 1.4. Зв’язний сагайдак Q нескiнченного типу є ручним над

полем k тодi i лише тодi, коли вiн є деякою розширеною дiаграмою

Динкiна з довiльним напрямком стрiлок:

Ãn
r r r r rrp p p (n ≥ 1)

D̃n
r r r r rr

r r

p p p (n ≥ 4)

Ẽ6 r r r

r

r

r r

Ẽ7 r r r

r

r r r r

Ẽ8 r r r

r

r r r r r

(графи Ãn та D̃n мають n вершин).

1.4. Зображення сагайдакiв iз спiввiдношеннями

Спiввiдношенням для сагайдака Q = (Q0, Q1) називають довiльну k-

лiнiйну комбiнацiю його паралельних шляхiв. Нехай λ = {λi | i ∈ I}
— деякий набiр спiввiдношень для Q. Зображенням сагайдака Q зi
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спiввiдношеннями λi, i ∈ I, називається довiльне зображення U = (U, γ)

сагайдака Q таке, що при пiдстановцi у кожне λi замiсть всiх його стрiлок

вiдповiдних ним лiнiйних вiдображень виходить нульове вiдображення

(якщо в λi входить який-небудь шлях 1x довжини 0, то йому зiставляється

тотожне вiдображення простору Ux). Виходячи з останнього визначення,

у цiй ситуацiї часто говорять, що маємо сагайдак Q зi спiввiдношеннями

λi = 0 (i ∈ I).

Зауважимо, що сагайдак зi спiввiдношеннями (Q, λ) = (Q0, Q1, λ)

визначає k-категорiю k/I, де I = I(λ) — iдеал в k, породжений λi

(i ∈ I). В зворотному напрямку, якщо розглянути iдеал I категорiї k i

зафiксувати в ньому морфiзми λi, якi його породжують (зокрема, у якостi

таких морфiзмiв можна взяти всi морфiзми з I), то будемо мати сагайдак

зi спiввiдношеннями (Q, λ), де λ позначає множину всiх λi.

Зображення сагайдака зi спiввiдношеннями (Q, λ) утворюють

категорiю, яка є повною пiдкатегорiєю категорiї RepQ; позначимо її

Repk (Q, λ) або просто Rep (Q, λ) (якщо поле фiксоване). Очевидно, що

мiж зображеннями сагайдака Q зi спiввiдношеннями λi = 0 (i ∈ I) i

зображеннями k-категорiї k/I, де I = I(λ), iснує природна взаємно

однозначна вiдповiднiсть; бiльш того, що вiдповiднi категорiї зображень

iзоморфнi. Те ж саме можна сказати й про зв’язок мiж зображеннями

розглянутого сагайдака зi спiввiдношеннями i зображеннями алгебри

A(Q)/I◦, де I◦ = I◦(λ) — iдеал в A(Q), породжений λi (зауважимо, що

A(Q)/I◦ ∼= A(k/I)).

Кажуть, що сагайдак iз спiввiдношеннями (Q, λ) має скiнченний тип

над полем k, якщо Repk Q — категорiя скiнченного типу.

Найбiльш простими сагайдаками зi спiввiдношеннями є дерева зi

спiввiдношеннями та комутативнi сагайдаки (комутативний сагайдак — це

сагайдак без орiєнтованих циклiв, у якому довiльнi два шляхи ненульової

довжини, якi мають однаковi початкову та кiнцеву вершини, рiвнi мiж



53

собою). Сагайдаки зi спiввiдношеннями скiнченного типу в першому

випадку описанi в роботi [16], а в iншому випадку — в роботi [91]

(див. також [92]); вiдносно довiльного сагайдаку iз спiввiдношеннями

скiнченного типу (у випадку скiнченновимiрної алгебри шляхiв) див. [89,

§14].

Розглянемо бiльш детально випадок комутативних сагайдакiв [91]. Без

обмеження загальностi можна, мабуть, вважати, що не iснує стрiлки

α, яка дорiвнює деякому шляху β 6= α (оскiльки такi стрiлки можна

викинути); таку стрiлку називають лишньою.

Нехай Q = (Q, λ) — комутативний сагайдак (λ — множина всiх

спiввiдношень вигляду α − β, де α i β — паралельнi шляхи ненульової

довжини. Вершину x ∈ Q0 називають (+)-допустимою ((-)-допустимою),

якщо вона не є кiнцем (початком) якого-небудь ребра.

Пiдсагайдаком комутативного сагайдака Q називається всякий

сагайдак Q′, який можна отримати з Q за допомогою комбiнацiї

наступних операцiй:

a) вiдкидання (+)- або (-)-допустимої вершини (разом iз ребрами, якi

її мiстять);

b) ототожнення кiнцiв деякого ребра (стягування ребра в точку) з

подальшим вiдкиданням зайвих ребер.

При цьому Q розглядається як сагайдак iз усiма спiввiдношеннями, якi

iндукуються спiввiдношеннями iз λ.

У роботi [91] доведена така теорема.

Теорема 1.5. Комутативний сагайдак має скiнченний тип над

полем k тодi i лише тодi, коли вiн не мiстить, з точнiстю

до антиiзоморфiзму, нi одного iз наступних пiдсагайдакiв (там де

напрямок ребра не вказаний, вiн може бути довiльним):
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Зображення сагайдакiв зi спiввiдношеннями вивчалися також багатьма

iншими авторами (див., наприклад, [93]–[113]). Як показує наступний

пiдроздiл, сагайдаки зi спiвввiдношеннями виникають при дослiдженнi

довiльної категорiї Крулля-Шмiдта.
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1.5. Cагайдак iз спiввiдношеннями категорiї

Крулля-Шмiдта

Нехай Ψ — спектроїд. Будемо вважати, що число його об’єктiв скiнченне.

Сагайдак QΨ категорiї Ψ визначається в такий спосiб. QΨ має в якостi

вершин об’єкти з Ψ. Число стрiлок з вершини X у вершину Y дорiвнює

розмiрностi просторуRΨ(X,Y )/R2
Ψ(X, Y ). Далi, зiставимо кожнiй стрiлцi

α : X → Y сагайдака QΨ радикальний морфiзм α ∈ RΨ(X,Y ) таким

чином, щоб для кожної пари (X, Y ) простiр RΨ(X,Y ) був прямою сумою

пiдпростору R2
Ψ(X,Y ) i пiдпростору, породженого всiма морфiзмами

α : X → Y . Маємо функтор F : kΨ → Ψ такий, що XF = X

для кожної вершини X i αF = α для кожної стрiлки α. Оскiльки k-

категорiя Ψ скiнченна i число її об’єктiв скiнченне, то Rs
Ψ = 0 для

деякого натурального s, i легко бачити, що функтор F повний. Тому

маємо еквiвалентнiсть категорiй kΨ/KerF → Ψ.

Якщо тепер зафiксувати в iдеалi KerF морфiзми λi, i ∈ I, якi його

породжують, то будемо мати сагайдак iз спiввiдношеннями QΨ = (QΨ, λ),

де λ позначає множину всiх λi (див. попереднiй пункт). Будемо його

називати сагайдаком iз спiввiдношеннями спектроїда Ψ. Зауважимо,

що сагайдак QΨ визначається категорiєю Ψ однозначно, а сагайдак iз

спiввiдношеннями QΨ — нi.

У випадку, коли Φ — k-категорiя Крулля-Шмiдта, що має (з точнiстю

до iзоморфiзму) скiнченне число нерозкладних об’єктiв, назвемо її

сагайдаком iз спiввiдношеннями QΦ, сагайдак iз спiввiдношеннями QΦ0
,

де Φ0 — головний спектроїд Φ.
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1.6. Зображення частково впорядкованих множин

Пiд пiдмножиною X ч. в. множини A завжди розумiємо повну ч. в.

пiдмножину (тобто, для x, y ∈ X , x < y в X тодi i лише тодi, коли

x < y в A).

Дамо означення зображення ч. в. множини A [2] у термiнах

градуйованих векторних просторiв [90] (в [2] використовується матрична

мова).

Нехай A — ч. в. множина i k — довiльне поле.

Дамо спочатку означення категорiї A-градуйованих векторних

просторiв над k [90]. A-градуйований векторний простiр над k (або просто

A-градуйований k-простiр) — це пряма сума U =
⊕

x∈A Ux векторних k-

просторiв Ux. Цiлочисленний вектор d = d(U) = (dx), x ∈ A, де dx =

dim Ux, називається вектором-розмiрнiстю простору U ; його розмiрнiсть

dim U =
∑

x∈A dx позначається скорочено через d = d(U).

Лiнiйне вiдображення ϕ : U → U ′, де U,U ′ — A-градуйованi k-

простори, називається A-вiдображенням, якщо ϕbc = 0 щораз, коли b 66 c,

де ϕxy позначає лiнiйне вiдображення Ux в U ′
y, iндуковане вiдображенням

ϕ (тобто ϕxy = ixϕπ′y, де ix — вкладення Ux в U , а π′y — проекцiя

U ′ на U ′
y). Множина всiх A-вiдображень U в U ′ (яке є пiдпростором в

Hom(U,U ′)) позначаємо через HomA(U,U ′). A-вiдображення ϕ природно

ототожнювати з матрицею (ϕxy), x, y ∈ A; тодi сума i добуток A-

вiдображень визначаються вiдповiдно сумою i добутком цих матриць

(звiдки, зокрема, випливає, що сума i добуток A-вiдображень є A-

вiдображеннями).

Категорiя A-градуйованих векторних просторiв над полем k — це

категорiя, об’єктами якої є A-градуйованi векторнi простори над k, а

морфiзмами — A-вiдображення. Цю категорiю, що є категорiєю Крулля-

Шмiдта, будемо позначати через modAk, за аналогiєю з категорiєю



58

скiнченних векторних k-просторiв mod k.

Переходимо тепер до визначення зображень ч. в. множин.

Зображення ч. в. множин A — це трiйка X = (V, U, γ), що складається

з просторiв V ∈ mod k, U ∈ modAk i лiнiйного вiдображення γ :

V → U . Ототожнюємо вiдображення γ з вектором (γa), a ∈ A, де

γa — вiдображення V в Ua, iндуковане γ. Прямою сумою зображень

X = (V, U, γ) i X ′ = (V ′, U ′, γ′) називається зображення X ⊕ X ′ =

(V ⊕ V ′, U ⊕ U ′, γ ⊕ γ′).

Вектор d = d(X) = (d0, d1, d2, . . . , dn), де d0 = dim V i di = dim Ui,

називається вектором-розмiрнiстю зображення X , а число d = d(X) =

dim V + dim U — його розмiрнiстю.

Морфiзмом з (V, U, γ) в (V ′, U ′, γ′) є довiльна пара (µ, ν) лiнiйних

вiдображень µ ∈ Hom(V, V ′) i ν ∈ HomA(U,U ′) таких, що дiаграма

V
γ−−→ U

µ

y
yν

V ′ γ′−−→ U ′

комутативна. Перемножуються морфiзми покоординатно. Очевидно, що

морфiзм (µ, ν) є iзоморфiзмом тодi i лише тодi, коли µ — iзоморфiзм в

mod k i ν — iзоморфiзм в modAk.

Категорiя зображень (над полем k) ч. в. множин A позначається через

RepkA або просто через RepA. Згiдно основного результату роботи [114]

вона є категорiєю Крулля-Шмiдта.

Кажуть, що ч. в. множина A має скiнченний тип, якщо RepA —

категорiя скiнченного типу.

Частково впорядкованi множини скiнченного типу над довiльним
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полем описує наступна теорема, доведена в роботi [7].

Теорема 1.6. Частково впорядкована множина A має скiнченний

тип тодi i лише тодi, коли вона не мiстить у собi пiдмножин такого

вигляду:

K1: u u u u ;

K2:

u u u

u u u

;

K3:

u u u

u u

u u

;

K4:

u u u

u u

u

u

u

;

K5:

u u

u u

¡
¡¡

.u

u

u

u

.

Частково впорядкованi множини Kt називають критичними

множинами або критичними множинами Клейнера (оскiльки вони
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вперше виникли в його статтi).

Ручнi частково впорядкованi множини над довiльним полем описує

наступна теорема, доведена в роботi [31].

Теорема 1.7. Частково впорядкована множина A має скiнченний

тип тодi i лише тодi, коли вона не мiстить у собi пiдмножин такого

вигляду:

N1: u u u u u ;

N2: u u u u
u

;

N3:

u u u

u u u

u

;

N4:

u u u

u u

u u

u

;

N5:

u u u

u u

u

u

u

u

;
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N6:

u u

u u

¡
¡¡

.u

u

u

u

u

.

Частково впорядкованi множини Nt називаються суперкритичними

множинами або суперкритичними множинами Назарової (оскiльки вони

вперше виникли в її статтi).

Зображення ч. в. множин вивчалися також в багатьох iнших працях

(див., напр., [115]–[122]).

1.7. Квадратичнi форми Тiтса

Квадратичнi форми виникали i продовжують виникати при розв’язаннi

багатьох задач в рiзних областях математики. Серед них важливу роль

вiдiграють квадратичнi форми Тiтса для рiзних алгебраїчних об’єктiв

(графiв, частково впорядкованих множин, алгебр, тощо).

У цьому параграфi розглянемо означення форм Тiтса (для тих об’єктiв,

якi будуть зустрiчатися надалi) та розглянемо деякi їх властивостi.

Як звичайно, Z позначає кiльце цiлих чисел, а Q — поле рацiональних

чисел.

Протягом дисертацiї додатно визначенi форми qn
Z → Z часто

називаємо просто додатними. Слабко додатною формою називається

форма q, додатно визначена на множинi всiх векторiв iз невiд’ємними

координатами.

1.7.1. Форма Тiтса скiнченного сагайдака. Квадратична форма

(скiнченного) сагайдака Q = (Q0, Q1) — це згiдно означення форма qQ :
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ZQ0 → Z, яка задається наступною рiвнiстю:

qQ(z) =
∑

i∈Q0

z2
i −

∑

i→j

zizj,

де i → j пробiгає множину Q1.

Легко показати (див. [1]), що сагайдак Q має додатно визначену форму

Тiтса тодi i лише тодi, коли вiн є неперетинним об’єднанням дiаграм

Динкiна (з довiльним напрямком стрiлок).

Дамо тепер означення квадратичної форми Тiтса для сагайдака з

спiввiдношеннями Q = (Q, λ), де λ = {λi | i ∈ I}.
Покладемо Γ = k i позначимо через R радикал Γ. Позначимо далi

через I iдеал в Γ, породжений всiма λi, через J iдеал в Γ, породжений

всiма стрiлками i через K iдеал в Γ, породжений iдеалами I i J .

Будемо вважати, що кожне λi належить R2 i що категорiя Γ = k/I
скiнченна (тодi Γ — спектроїд). Квадратичною формою Тiтса сагайдака

зi спiввiдношеннями Q називається наступна форма qQ : ZQ0 → Z:

qQ(z) =
∑

x∈Q0

z2
x −

∑
x→y

zxzy +
∑

x,y∈Q0

rxyzxzy,

де x → y пробiгає множину Q1 i rxy = dimI(x, y)− dimK(x, y).

1.7.2. Форма Тiтса спектроїда. Визначимо форму Тiтса qΨ(z) для

спектроїда Ψ зi скiнченним числом об’єктiв: qΨ(z) — це форма Тiтса

qQ(z) для сагайдака зi спiввiдношеннями Q спектроїда Ψ (див. попереднiй

пункт).

У випадку, коли Φ — k-категорiя Крулля-Шмiдта, що має (з точнiстю

до iзоморфiзму) скiнченне число нерозкладних об’єктiв, назвемо її

формою Тiтса qΦ(z) форму Тiтса qΦ0
(z), де Φ0 — головний спектроїд Φ.

1.7.3. Форма Тiтса скiнченної ч. в. множини. Квадратична

форма ч. в. множини S — це форма qS(z) : ZS∪0 → Z, яка задається
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наступною рiвнiстю:

qS(z) = z2
0 +

∑

i∈S

z2
i +

∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑

i∈S

zi

(з формальних мiркувань треба вважати, що нi один iз елементiв S не

позначений числом 0).

У роботi [6] доведено, що ч. в. множина S має скiнченний тип над

полем тодi i лише тодi, коли її форма Тiтса слабко додатна. Звiдси,

враховуючи теорему iз 1.6, випливає, що ч. в. множина S має слабо

додатну квадратичну форму Тiтса тодi i лише тодi, коли вона не мiстить

як пiдмножину нiяку критичну множину Клейнера.

Далi, у роботi [30] доведено, що ч. в. множина S має ручний тип над

полем тодi i лише тодi, коли її форма Тiтса слабко невiд’ємна. Звiдси,

враховуючи теорему iз [2], випливає, що ч. в. множина S має слабко

невiд’ємну квадратичну форму Тiтса тодi i лише тодi, коли вона не

мiстить як пiдмножину нiяку критичну множину Назарової.

1.8. Класифiкацiя додатних частково впорядкованих

множин

Нагадаємо, що частково впорядкована множина називається додатною,

якщо додатна її квадратичнi форма Тiтса. Додатнi ч.в. множини бувають

серiйнi та несерiйнi.

Ч. в. множину S iз додатно визначеною формою Тiтса називатимемо

серiйною, якшо для будь-якого натурального m iснує ч. в. множина T

така, що

а) S є пiдмножиною T ;

б) |T \ S| = m;

в) форма Тiтса множини T додатно визначена.
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Теорема 1.8. Будь-яка додатна множина порядку n < 5 або n > 7 є

серiйною.

Серiйнi ч.в. множини задаються такою теоремою.

Теорема 1.9. Серiйнi додатнi ч.в. множини вичерпуються

наступними множинами:

1) 2) q
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£
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£
£
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£
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Результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi [9].

1.9. Класифiкацiя P -критичних частково

впорядкованих множин

Ч. в. множину S назвемо P -критичною, якщо форма Тiтса будь-якої її

власної пiдмножини є додатною, але форма Тiтса самої S такою не є.

Теорема 1.11. P -критичнi ч.в. множини вичерпуються

наступними множинами:
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Результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi [9].
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Роздiл 2

НОВI IДЕЇ ЩОДО ДОДАТНИХ I БЛИЗЬКИХ ДО

НИХ ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН

На початкових кроках дослiджень класiв частково впорядкованих

(скорочено ч.в.) множин, пов’язаних з їхнiми квадратичними формами,

основна увага придiлялася повнiй класифiкацiї тих чи iнших класiв.

Основним методом був (i залишається) метод мiнiмаксної еквiвалентностi,

детально викладений в першому пiдроздiлi (в розвитку цього методу

активну участь приймала автор). Iншi iдеї також були присутнi, але на

них, як правило, не фiксувалася увага в такiй степенi, щоб це призводило

до нових застосувань. Про новi iдеї i поняття, якi виникли в процесi

дослiджень, результати яких викладено в цiй дисертацiї, i буде йти мова

в цьому роздiлi. Але спочатку про загальнi означення i позначення, якi

стосуються частково впорядкованих (скорочено ч.в.) множин i якi будуть

використовуватися протягом всiєї дисертацiї.

2.1. Означення i позначення для ч. в. множин

Протягом всiх роздiлiв розглядаються лише скiнченнi ч. в. множини без

елементiв, позначених символом 0. У випадку, коли немає двозначностей,

часто замiсть “ч. в. множина” пишемо просто “множина”. Ч. в. множина

називається додатною, невiд’ємною тощо, якщо такою є її квадратична

форма Тiтса.

Ч. в. множини вважаються непорожнiми, хоча в означеннях i
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формулюваннях тверджень деякi пiдмножини можуть бути порожнiми.

Як звичайна множина ч. в. множина S позначається (коли це потрiбно)

через S0.

Частковий порядок позначається через ≤, або через ¹, коли елементи

ч. в. множини занумерованi натуральними числами. Пiд пiдмножиною

ч. в. множини S завжди розумiємо повну пiдмножину, тобто з

вiдношенням порядку, який iндукується заданим порядком на всiй

множинi. Пiдмножину U ⊆ S назвемо нижньою (вiдповiдно верхньою),

якщо x ∈ U кожного разу, коли x < y (вiдповiдно x > y) i y ∈ U . i

щiльною, якщо U = S \ (X ∪ Y ) для деякої нижньої пiдмножини X i

деякої верхньої пiдмножини Y (X = ∅ чи T = ∅ не виключається).

Шириною ч. в. множини T називається максимальна кiлькiсть

її попарно непорiвняльних елементiв; позначається вона через w(T ).

Висотою h(T ) множини T називається найбiльша довжина m ланцюга

x1 < x2 . . . < xm, де x ∈ T . Ч. в. множина T називається дуальною до ч.

в. множини S i позначається через Sop, якщо T = S як звичайнi множини

i x < y в T тодi i лише тодi, коли x > y в S.

Об’єднання попарно неперетинних ч. в. множин S1, S2, . . . Sm

називається їх сумою; якщо елементи рiзних множин непорiвняльнi,

то сума називається прямою. Цi операцiї позначаються вiдповiдно

символами + i
∐
. Ч. в. множина називається примiтивною, якщо вона

є прямою сумою ланцюгiв (лiнiйно впорядкованих множин). А запис

S1 < S2 означатиме, що x1 < x2 для довiльних x1 ∈ S1 i x2 ∈ S2.

Позначення T ∼= S для ч. в. множин означає що T iзоморфна S. Коли

множина S є фiксованою простого вигляду, також кажемо, що T має

форму S, i пiд словами “T мiстить S” розумiємо iснування пiдмножини в

T iзоморфної множинi S.

Ч. в. множина S часто зображується сагайдаком Q = (Q0, Q1), де

множина вершин Q0 дорiвнює S0, а множина ребер Q1 складається зi
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стрiлок (x, y) : x → y iз сусiднiми елементами x < y i y (тобто для яких

не iснує елемента z, який задовольняє нерiвнiсть x < z < y). Позначимо

цей сагайдак Q через
−→
H (S). Пiд дiаграмою Хассе ч. в. множини S ми

розумiємо вiдповiдний йому неорiєнтований граф H(S). У випадку, коли

дiаграма Хассе зображується на площинi, ребро (x, y) (де, нагадаємо,

x < y) завжди йде знизу вгору вiд вершини x до вершини y. Для повного

(вiдносно ребер) пiдграфа F графа H(S), позначаємо через F≤ вiдповiдну

ч. в. пiдмножину в S; тодi H(F≤) = F .

Для зручностi в подальшому будемо нагадувати деякi iз означень,

вказаних в цьому пiдроздiлi.

2.2. (Min, max)-еквiвалентнiсть частково впорядко-

ваних множин

У цьому пiдроздiлi нагадаємо деякi поняття, якi визначають основний

метод дослiдження ч.в. множин (який запропонував у свiй час В. М.

Бондаренко).

2.2.1. Означення (min, max)-еквiвалентностi. Нехай S —

скiнченна частково впорядкована множина. Пiдмножина X називається

нижньою (вiдповiдно верхньою), якщо x ∈ X щораз, коли x < y

(вiдповiдно x > y) i y ∈ X . Запис x >< y буде означати, що елементи x i y

непорiвняльнi. Множину елементiв x ∈ S, непорiвняльних з фiксованим

елементом a ∈ S, будемо позначати S><(a); для пiдмножин Y i Z множини

S пишемо Y < Z, якщо y < z для будь-яких y ∈ Y, z ∈ Z (це заздалегiдь

виконується, коли Y або Z є порожньою). Одноелементнi пiдмножини S

ототожнюються iз самими елементами.

Для ч.в. множин X i Y пишемо X =0 Y , якщо X i Y рiвнi як звичайнi

множини (тобто без розгляду порядкiв на них). Якщо ж X =0 Y i при

цьому x < y в X тодi i лише тодi, коли x < y в Y , то X i Y називаються
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рiвними як ч. в. множини.

Дуальну до S ч. в. множину будемо позначати через Sop. Ч. в. множини

S i T називаються антиiзоморфними, якщо S iзоморфно T op.

Поняття (min, max)-еквiвалентностi ч. в. множин введене в роботi [123].

Нагадаємо його.

Для мiнiмального (вiдповiдно максимального) елемента a ∈ S введемо

ч. в. множину S↑a (вiдповiдно S↓a) наступним чином: це об’єднання (без

перетину) пiдмножин {a} i S \ a з найменшим частковим порядком, який

мiстить заданий на S \ a порядок, i при цьому a > S><(a) (вiдповiдно

a < S><(a)). Iншими словами, S↑a =0 S (вiдповiдно S↓a =0 S) i вiдношення

часткового порядку задається такими умовами:

a) a — максимальний (вiдповiдно мiнiмальний) елемент S↑a (вiдповiдно

S↓a);

b) якщо x, y 6= a, то x < y в S↑a (вiдповiдно S↓a) тодi i лише тодi, коли

x < y в S;

c) a > x в S↑a (вiдповiдно a < x S↓a) тодi i лише тодi, коли a >< x в S.

Надалi пишемо S↑↑xy замiсть (S↑x)
↑
y i т. д.

Нехай S i T — ч. в. множини такi, що S =0 T . Ч. в. множину T назвемо

(min, max)-еквiвалентною ч. в. множинi S, якщо T дорiвнює якiйсь ч. в.

множинi вигляду

S = Sε1ε2...εp
x1x2...xp

(p ≥ 0),

де εi ∈ {↑, ↓} i, для кожного i = 1, . . . , p, xi — мiнiмальний (вiдповiдно

максимальний) елемент Si−1 = S
ε1ε2...εi−1
x1x2...xi−1, якщо εi =↑ (вiдповiдно εi =↓);

при p = 0 вважаємо, що S = S. Зауважимо, що не вимагається, щоб

елементи x1x2 . . . xp були рiзнi. Той факт, що введене вiдношення є вiд-

ношенням еквiвалентностi, ми доведемо у наступному параграфi.
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Наприклад, якщо за S та T взяти вiдповiдно ч. в. множини

u
4

u1 u
2

u3

¡
¡¡

¡
¡¡

, u u u

u

,
1 2 3

4

.

то T = (S)↑↓34.

Поняття (min, max)-еквiвалентностi можна продовжити звичайним

чином до поняття (min, max)-iзоморфiзма. Саме назвемо ч. в. множини

S i S ′ (min, max)-iзоморфними, якщо iснує ч. в. множина T , яка (min,

max)-еквiвалентна S та iзоморфна S ′. Замiсть (min, max)-еквiвалент-

нiсть будемо часто говорити мiнiмаксна еквiвалентнiсть (i аналогiчно для

iзоморфiзму).

Надалi, коли пишеться S↑x, S↓y , S↑↓xy i т. д., не завжди вказується, що x є

мiнiмальним, y є максимальним i т. д. (тобто завжди передбачається, що

виписанi вирази подiбного типу мають сенс).

2.2.2. Первиннi властивостi (min, max)-еквiвалентних

частково впорядкованих множин. Безпосередньо з означення (min,

max)-еквiвалентних ч. в. множин випливають наступнi їхнi властивостi.

Лема 2.1. a) (S↑a)
op = (Sop)↓a для будь-якого мiнiмального елемента

a ∈ S;

b) S↑↓aa = S для будь-якого мiнiмального елемента a ∈ S;

b′) S↓↑aa = S для будь-якого максимального елемента a ∈ S;

c) S↑↑ab = S↑↑ba для будь-яких (рiзних) мiнiмальних елементiв a, b ∈ S;

при цьому в S↑↑ba елементи a i b є максимальними;
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c′) S↓↓ab = S↓↓ba для будь-яких (рiзних) максимальних елементiв a, b ∈ S;

при цьому в S↓↓ba елементи a i b є мiнiмальними.

Наслiдок 2.2. Вiдношення (min, max)-еквiвалентностi є вiдношен-

ням еквiвалентностi.

У випадку, коли ч. в. множини S i T (min, max)-еквiвалентнi, пишеться

S ∼=(min,max) T .

Нагадаємо, що квадратична форма Тiтса ч. в. множини S — це форма

qS(z) : ZS∪0 → Z, яка задається наступною рiвнiстю:

qS(z) = z2
0 +

∑

i∈S

z2
i +

∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑

i∈S

zi

(передбачається, що жоден з елементiв S не позначений символом 0); тут

Z — множина цiлих чисел i ZS∪0 множина векторiв z = (zi), де zi ∈ Z i

i ∈ S ∪ 0.

Основною мотивацiєю введення поняття "(min, max)-еквiвалентних

ч. в. множин"є наступне твердження iз роботи [123].

Твердження 2.3. Нехай S i T — (min, max)-еквiвалентнi ч. в.

множини. Тодi їхнi форми Тiтса Z-еквiвалентнi.

2.2.3. Min-еквiвалентнi частково впорядкованi множини та

їх властивостi. Будемо тепер розглядати ч. в. множини вигляду S =

S↑↑...↑x1x2...xp
; як i в загальному випадку, не вимагається, щоб елементи

x1x2 . . . xp були рiзнi. Якщо ч. в. множина T дорiвнює якiйсь ч. в. множинi

вигляду S (p ≥ 0), то будемо говорити, що T є min-еквiвалентною ч. в.

множинi S i писати T ∼=min S.

Послiдовнiсть

α = (x1, x2, . . . , xp), 0 ≤ p < ∞,

елементiв xi ∈ S назвемо min-допустимою, якщо вираз S = S↑↑...↑x1x2...xp

має сенс. Число p назвемо довжиною α i позначимо d(α). У цьому
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випадку також пишеться S = S↑α. Помiтимо, що порожня послiдовнiсть

α0 (довжини 0) є min-допустимою. Множина всiх min-допустимих

послiдовностей елементiв з S позначимо P(S).

Для послiдовностi α = (x1, x2, . . . , xp) ∈ P(S) i 0 ≤ i ≤ p покладемо

α(i) = (x1, x2, . . . , xi) та α(i) = (xi, xi+1, . . . , xp). Очевидно, що α(i) ∈ P(S)

i α(i) ∈ P(S↑α(i−1)
). Покладемо, далi,

[α]S = {x ∈ S | x = xi для деякого i}.

Кратнiсть входження a ∈ S в α ∈ P(S) позначаємо через mα(a).

Iншими словами, mα(a) дорiвнює числу i ∈ {1, 2, . . . , p} таких, що xi = a.

Лема 2.4. Якщо α ∈ P(S), то пiдмножина [α]S ⊆ S є нижньою.

Множину всiх послiдовностей

α = (x1, x2, . . . , xp) ∈ P(S)

таких, що mα(x) ≤ k для довiльного x ∈ S, позначимо через Pk(S).

Зокрема, P1(S) — це множина всiх min-допустимих послiдовностей без

повторень (що мiстить, мiж iншим, послiдовнiсть α0). Помiтимо, що

Pk(S) ⊆ Ps(S), якщо k < s.

Сформулюємо тепер деякi твердження, якi пов’язанi з властивостями

послiдовностей з P(S) i якi знадобляться надалi. Порядок ч. в. множини

S позначаємо через n.

Лема 2.5. Нехай S1 позначає множину всiх мiнiмальних елементiв

в S i (iндуковано) Si, i > 1, — множина мiнiмальних елементiв в S \
(∪i−1

j=1Sj) (очевидно, що ∪r
i=1Si = S, де r — найбiльше i таке, що Si 6= ∅);

запис h(x) = i для елемента x ∈ S буде означати, що x ∈ Si. Тодi

будь-яка послiдовнiсть без повторень (x1, x2, . . . , xn) така, що h(x1) ≤
h(x2) ≤ . . . ≤ h(xn), належить P(S) (а значить i P1(S)).
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Наслiдок 2.6. Нехай X — пiдмножина S. В P1(S) iснує

послiдовнiсть α така, що [α] = X, тодi i лише тодi, коли пiдмножина

X нижня.

Твердження 2.7. Нехай α = (x1, x2, . . . , xm) послiдовнiсть iз P1(S)

(тодi m ≤ n) i нехай a, b ∈ S. Тодi a < b в S = S↑α в тому i лише в тому

випадку, коли виконується одна з наступних умов:

a) a < b в S i або a, b ∈ [α]S, або a, b /∈ [α]S;

b) a >< b в S i b ∈ [α]S, a /∈ [α]S.

Наслiдок 2.8. Якщо α ∈ P1(S) i [α]S = S, то S↑α = S.

Наслiдок 2.9. Якщо α ∈ P1(S), то [α]S↑α — верхня ч. в. пiдмножина

в S↑α, рiвна [α]S.

Наслiдок 2.10. Якщо α, β ∈ P1(S), причому β утворюється з α

перестановкою її членiв (або, iншими словами, [α]S = [β]S), то S↑α = S↑β.

Через S↑X , де X — нижня пiдмножина S, будемо позначати ч. в.

множину S↑α, де α — послiдовнiсть iз P1(S) така, що [α] = X . Iснування

такого α випливає з леми 2.5, а незалежнiсть введеної ч. в. множини вiд

вибору α — з наслiдку 2.10. Iз сказаного випливає, що при обчисленнi

порядку на S↑X можна не фiксувати вiдповiдну послiдовнiсть, а вiдразу

скористатися умовами a) i b) твердження 2.7. Зокрема, S↑S = S.

Лема 2.11. Нехай X i Y — нижнi пiдмножини S такi, що x >< y

для будь-яких x ∈ X, y ∈ Y . Тодi (S↑X)↑Y = (S↑Y )↑X = S↑X∪Y .

З вищесказаного випливає наступне твердження.

Твердження 2.12. Наступнi умови еквiвалентнi:

a) T min-еквiвалентна S;

b) T (min, max)-еквiвалентна S.
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Звiдси випливає, що вiдношення min-еквiвалентностi є вiдношенням

еквiвалентностi.

Природно можна ввести min-iзоморфiзм ч. в. множин (це робиться,

виходячи з min-еквiвалентностi, у такий же спосiб, як ранiше визначався

(min, max)-iзоморфiзм, виходячи з (min, max)-еквiвалентностi).

Розглянутi вище твердження про послiдовностi з P1(S) можна

узагальнити на послiдовностi з P2(S).

Для α = (x1, x2, . . . , xm) ∈ P2(S) позначимо через [α]2S пiдмножину в

[α]S, що складається з тих елементiв S, якi зустрiчаються в послiдовностi

α два рази.

Твердження 2.13. Нехай α ∈ P2(S) i нехай a, b ∈ S. Тодi a < b в

S = S↑α тодi i лише тодi, коли виконується одна з наступних умов:

a) a < b в S i mα(a) = mα(b);

b) b < a в S i mα(a) = 0,mα(b) = 2;

c) a >< b в S i mα(b) = mα(a) + 1.

Наслiдок 2.14. Якщо α, β ∈ P2(S), причому β утворюється iз α

перестановкою її членiв (або, iншими словами, [α]S = [β]S i [α]2S = [β]2S),

то S↑α = S↑β.

Лема 2.15. Якщо α ∈ P2(S), то [α]2S є нижньою пiдмножиною в [α]S

(а значить i в S) i [α]2S < S \ [α]S.

Доведення. Припустимо, що [α]2S не є нижньою. Тодi iснують елементи

b ∈ [α]2S i a /∈ [α]2S такi, що a < b; нехай i та j > i позначають такi числа,

що xi = xj = b. Оскiльки пiдмножина [α]S є нижньою i [α]2S ⊆ [α]S, то

a ∈ [α]S. Тодi a = xs для деякого s, i оскiльки елемент b є мiнiмальним

в S↑α(i−1)
, то s < i, а значить a >< b в S↑α(i−1)

. Отже, a < b в S↑α(i)
, а значить

i в S↑α(j−1)
, а тодi елемент b не є мiнiмальним в S↑α(j−1)

; значить α не є

min-допустимою, тому приходимо до протирiччя. Далi, припустимо, що

зазначена в умовi нерiвнiсть не виконується. Тодi iснують a ∈ [α]2S i b ∈
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S \ [α]S такi, що a >< b (оскiльки [α]2S — нижня пiдмножина, то випадок

b < a неможливий). Нехай a = xi = xj, де i < j. Тому що b 6∈ [α]S, то

a >< b в S↑α(i−1)
, а тому b < a в S↑α(i)

; по тiй же причинi b < a в S↑α(j−1)
i

значить в цiй ч. в. множинi xj = a не може бути мiнiмальним елементом;

знову прийшли до протирiччя.

Будемо писати (аналогiчно з послiдовностями) S↑↑Y X замiсть (S↑Y )↑X .

Лема 2.16. Нехай Y — нижня пiдмножина S, а X — нижня

пiдмножина Y , причому X < S \Y . Тодi вираз S↑↑Y X = (S↑Y )↑X коректний.

Твердження 2.17. Нехай X i Y — пiдмножини S. В P2(S) iснує

послiдовнiсть α така, що [α]S = Y i [α]2S = X, тодi i лише тодi, коли

Y — нижня пiдмножина S, X — нижня пiдмножина Y i при цьому

X < S \ Y .

Зауважимо, що можна вивчати ч. в. множини вигляду S = S↓↓...↓x1x2...xp
.

Для них легко переформулювати все, що було сказано вище для ч. в.

множин вигляду S = S↑↑...↑x1x2...xp
(зокрема, ввести поняття max-еквi-

валентностi i max-iзоморфiзму ч. в. множин). Вiдповiднi означення i

доведення розглядаються аналогiчним чином; їх можна також одержати

з вищенаведених переходом до дуальної ч. в. множини з урахуванням

твердження a) леми 2.1 та випливає з рiвностi S↑↑XS\X = S.

Лема 2.18. Нехай X — нижня пiдмножина S. Тодi S↑X = S↓S\X .

В якостi прикладiв приведемо ще деякi кориснi твердження про зв’язок

мiж min- та max-еквiвалентнiстю.

Нехай Y та X задовольняють умовам леми 2.16, тобто Y — нижня

пiдмножина S, X — нижня пiдмножина Y та при цьому X < S \ Y .

Оскiльки пiдмножина Y однозначно задається пiдмножиною Z = S \ Y ,

то замiсть Y та X можна розглядати пiдмножини Z та X такi, що Z —

верхня пiдмножина S, X — нижня пiдмножина Y , причому Z ∩ X = ∅
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та X < Z. При цьому ч. в. множина S↑↑Y X обчислюється в нових термiнах

наступним чином.

Лема 2.19. S↑↑Y X = S↑↓XS\Y = S↓↑S\Y X .

Лема 2.20. Нехай X — верхня пiдмножина ч.в. множини S. Тодi

(a) S↓X = S↑S\X ;

(b) (S↓X)op = (Sop)↑Xop.

Наслiдок 2.21. Якщо множина S самодуальна, тодi для нижньої

пiдмножини Y , S↑Y = (S↑S\Y op)op.

Дiйсно, X = Y op верхня пiдмножина ч.в. множини Sop = S i з рiвностi

(b) маємо (S↓Y op)op = S↑Y , звiдки за рiвнiстю (a) маємо S↑B = (S↑S\Bop)op.

Важливим є наступне твердження.

Твердження 2.22. Нехай α = (x1, x2, . . . , xm) ∈ P(S) i X

— пiдмножина S. Позначимо через αX пiдпослiдовнiсть α, яка

складається iз всiх xi ∈ X. Тодi αX ∈ P(X) i X↑
αX

— пiдмножина S↑α.

2.2.4. Алгоритм побудови всiх частково впорядкованих мно-

жин, min-еквiвалентних заданiй множинi. У цiй частинi роздiлу

вкажемо алгоритм, який дозволяє виписати всi ч. в. множини, min-

еквiвалентнi заданiй ч. в. множинi.

Спочатку розглянемо деякi додатковi твердження про властивостi min-

еквiвалентних ч. в. множин.

Нехай S — довiльна ч. в. множина i n = |S|.

Лема 2.23. Нехай α — послiдовнiсть iз P(S) i при цьому [α]S = S.

Тодi iснує послiдовнiсть β ∈ P(S) довжини d(β) = d(α) − n така, що

S↑β = S↑α.

Наслiдок 2.24. Нехай T ∼=min S. Тодi iснує послiдовнiсть γ ∈ P2(S)

така, що T = S↑γ.
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За наслiдком 2.24 для опису всiх ч. в. множин, min-еквiвалентних

фiксованiй ч. в. множинi S, досить обмежитися послiдовностями з P2.

Якщо врахувати викладене в 2.2.3., то такий опис можна проводити за

наступною схемою:

I. Описати всi нижнi пiдмножини X 6= S в S i для кожної з них

побудувати ч. в. множину S↑X .

II. Описати всi пари (Y, X), що складаються iз власної нижньої

пiдмножини Y в S i непорожньої нижньої пiдмножини X в Y такої, що

X < S \ Y ; для кожної такої пари побудувати ч. в. множину (S↑Y )↑X .

III. Серед отриманих в I i II ч. в. множин вибрати по однiй з кожного

класу iзоморфних множин.

Назвемо двi вказанi в I пiдмножини X i X ′ сильно iзоморфними,

якщо iснує автоморфiзм ϕ : S → S такий, що ϕ(X) = X ′ (як ч. в.

пiдмножини). Аналогiчно, двi вказанi в II пари (Y, X) i (Y ′, X ′) назвемо

сильно iзоморфними, якщо iснує автоморфiзм ϕ : S → S такий, що

ϕ(Y ) = Y ′ i ϕ(X) = X ′. Очевидно, що пiдмножини в I i пари пiдмножин

в II досить описувати з точнiстю до сильного iзоморфiзму.

Результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi [9] (вони входили

в кандидатську дисертацiю автора, а результатами цiєї дисертацiї не

вважаються).

2.3. Мiнiмакснi системи твiрних

Викладений в попередньому пiдроздiлi матерiал з перших же робiт став

для здобувача основним методом дослiдження. Вiн дозволяє описувати

з точнiстю до iзоморфiзму ч.в. множини, якi належать рiзним, часто

досить складним, класам (див., зокрема, роботу [9]). На основi досвiду,

пов’язаного з такими дослiдженнями, виникли новi поняття [124]. Про

одне з них буде йти мова в цьому пiдроздiлi.
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Нехай K клас (скiнченних) ч.в. множин, замкнутий вiдносно

iзоморфiзму i дуальностi (або, що те саме, вiдносно iзоморфiзму i

антиiзоморфiзму). Нехай далi U = {Ui} — фiксована множина ч.в.

множин iз цього класу Ui ∈ K, де i пробiгає (скiнченну або нескiнченну)

множину I. Множина U називається мiнiмаксною системою твiрних

для класу K, якщо будь-яка множина X iз цього класу мiнiмаксно

iзоморфна ч.в. множинi Ui для деякого i ∈ I. Природним чином

визначається мiнiмальна мiнiмаксна система твiрних. Система твiрних

U називається самодуальною, якщо самодуальними є всi твiрнi Ui.

Якщо вiдома така система U , класифiкацiю вiдповiдних множин можна

отримати застосуванням вказаного вище алгоритму до всiх твiрних Ui.

Приклад. Iз теореми 2 [9] випливає, що мiнiмаксною системою твiрних

для всiх P -критичних ч.в. множин є множини Клейнера.

У цьому i в наступних роздiлах (в процесi рiзних класифiкацiй)

мiнiмакснi системи твiрних будуть вказанi для багатьох класiв ч.в.

множин.

Деяка модифiкацiя таких систем твiрних (яка також вказана в [124])

приведена в роздiлi 3.

2.4. Явнi та неявнi класифiкацiї

Розглянемо спочатку приклад явної класифiкацiї.

У роботi [1], присвяченiй зображенням сагайдакiв, П. Габрiель показав,

що (скiнченний) сагайдак має скiнченний зображувальний тип (тобто

скiнченне число класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень) тодi i

лише тодi, коли його квадратична форма Тiтса є додатною. На мовi самих

сагайдакiв це означає, що вiдповiднi неорiєнтованi графи всiх її зв’язних

компонент є схемами Динкiна (з однократними зв’язками). Незважаючи

на те, що схем Динкiна нескiнченна кiлькiсть, всi вони добре вiдомi (див.
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теорему 1.3). Отже, в даному випадку ми маємо явний опис сагайдакiв з

додатною квадратичною формою Тiтса.

Ю. А. Дрозд [6] довiв, що (скiнченна) ч. в. множина має скiнченний

зображувальний тип над полем тодi i лише тодi, коли її квадратична

форма Тiтса є слабко додатною (тобто додатною на множинi векторiв з

невiд’ємними координатами). На мовi самих ч. в. множин це означає, що

множина не мiстить п’яти пiдмножин спецiального вигляду, вказаних в

[7] i названих критичними (див. теорему 1.6). Отже, цi критичнi множини

є неявним описом ч.в. множин зi слабко додатною квадратичною формою

Тiтса. Явний опис не отримано. Критичних ч.в. множин “настiльки мало”,

що “бiльшiсть” множин мають не слабко додатну квадратичну форму

Тiтса.

Критичних ч.в. множин вiдносно додатностi квадратичної форми Тiтса

(якi називаються P -критичними) вже набагато бiльше, а саме 75, з

точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi. I тому не дивно, що всi множини з

додатною формою Тiтса можна явно описати. Див. у зв’язку з цим Вступ

i пiдроздiли 1.8 i 1.9 попереднього роздiлу.

У наступних роздiлах дисертацiї зустрiчається як неявний опис ч.в.

множин (а саме критичних множин вiдносно невiд’ємностi квадратичної

форми Тiтса, названих NP -критичними), так i явний (майже додатних

множин i множин, мiнiмаксно iзоморфних надсуперкритичним).

2.5. Модифiкацiї

Коли вже отримана повна класифiкацiя ч.в. множин, що належать досить

великому класу, навiть незначна її модифiкацiя може бути корисною

при застосуваннях чи навiть пiдказати деякi новi твердження. Приклади

таких модифiкацiй приводяться нижче в пiдроздiлi про модифiкацiї

описiв серiйних i несерiйних додатних ч.в. множин.
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Найбiльш ефективними модифiкацiями загальних описiв ч.в. множин

деякого класу (замкнутого вiдносно iзоморфiзмiв) є видiлення пiдкласiв

мiнiмаксно iзоморфних множин. Це дозволяє сформулювати новi

твердження, якi використовуються в тих чи iнших застосуваннях.

Видiлення вказаних класiв здiйснюється по наступнiй схемi: iз доведення

загальної класифiкацiї за допомогою застосування вказаного в кiнцi

пiдроздiлу 2.2 алгоритму (який застосовується до деякої фiксованої

мiнiмаксної системи твiрних) по черзi видiляються множини, якi

вiдповiдають конкретним твiрним.

За приклад вiзьмемо опис P -критичних множин (див. пiдроздiл 1.9).

Згiдно викладеного в пiдроздiлi 2.3 канонiчною мiнiмаксною системою

твiрних для такого класу множин є множина всiх множин Клейнера (по

одному представнику iз кожного класу iзоморфiзму).

У кожному з випадкiв ми спочатку виписуємо вiдповiднi ч.в. множини

в теоретико-множиннiй формi (вказуючи в дужках вiдповiдну множину

iз загальної класифiкацiї), а потiм для наглядностi виписуємо їх дiаграми

Хассе.

У випадку, коли ч.в. множина X мiнiмаксно iзоморфна ч.в. множинi

P , будемо скорочено говорити, що X має MM -тип P .

Теорема 2.25. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K1

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

3 множинами:

1) PC1.1(1) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 2 ≺ 3, 2 ≺ 4};
2) PC1.2(30) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 4 ≺ 3};
3) PC1.3(75) = {1, 2, 3, 4}.
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Теорема 2.26. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K2

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

7 множинами:

1) PC2.1(3) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6};
2) PC2.2(2) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6};
3) PC2.3(4) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6};
4) PC2.4(31) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6};
5) PC2.5(34) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 1, 5 ≺ 6}.
6) PC2.6(32) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6};
7) PC2.7(33) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6}.
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Теорема 2.27. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K3

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

12 множинами:

1) PC3.1(8) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
2) PC3.2(9) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
3) PC3.3(7) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
4) PC3.4(5) = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
5) PC3.5(6) = {1 ≺ 2 ≺ 6, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
6) PC3.6(35) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7};
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7) PC3.7(40) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7};
8) PC3.8(41) = {1 ≺ 2 ≺ 4, 2 ≺ 3, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7};
9) PC3.9(38) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
10) PC3.10(39) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
11) PC3.11(36) = {1, 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
12) PC3.12(37) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7}.
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Теорема 2.28. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K4

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

25 множинами:

1) PC4.1(20) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
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2) PC4.2(18) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
3) PC4.3(19) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
4) PC4.4(15) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
5) PC4.5(16) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
6) PC4.6(17) = {1 ≺ 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
7) PC4.7(10) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
8) PC4.8(13) = {1 ≺ 7, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
9) PC4.9(11) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
10) PC4.10(14) = {1 ≺ 2 ≺ 8, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
11) PC4.11(12) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
12) PC4.12(51) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
13) PC4.13(53) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
14) PC4.14(52) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
15) PC4.15(57) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
16) PC4.16(60) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8}.
17) PC4.17(42) = {1, 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
18) PC4.18(49) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
19) PC4.19(50) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
20) PC4.20(55) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
21) PC4.21(56) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
22) PC4.22(43) = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
23) PC4.23(46) = {1, 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
24) PC4.24(44) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
25) PC4.25(45) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}.
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Теорема 2.29. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K5

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

28 множинами:

1) PC5.1(29) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 7, 2 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
2) PC5.2(28) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 7, 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
3) PC5.3(21) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
4) PC5.4(24) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 6, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
5) PC5.5(26) = {1 ≺ 2 ≺ 8, 1 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
6) PC5.6(27op) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 1 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
7) PC5.7(25op) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
8) PC5.8(22) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 5, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
9) PC5.9(23) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
10) PC5.10(71) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
11) PC5.11(66) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
12) PC5.12(54) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 7 ≺ 8};
13) PC5.13(69) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
14) PC5.14(59) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
15) PC5.15(61) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
16) PC5.16(65) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
17) PC5.17(70) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
18) PC5.18(73) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
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19) PC5.19(74) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 4 ≺ 7 ≺ 8};
20) PC5.20(47) = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
21) PC5.21(48) = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
22) PC5.22(67) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
23) PC5.23(58) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
24) PC5.24(62) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 8, 7 ≺ 8};
25) PC5.25(68) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
26) PC5.26(72) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
27) PC5.27(63) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 8};
28) PC5.28(64) = {1 ≺ 7, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 8}.
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Вкажемо деякi наслiдки з модифiкованої класифiкацiї.

Нагадаємо, що об’єднання попарно неперетинних ч.в. множин

X1, . . . , Xs (s > 1) таке, що елементи рiзних множин завжди

непорiвняльнi, називається їхньою прямою сумою.

Твердження 2.30. Якщо в фiксованому класi мiнiмаксно iзоморфних

P -критичних множин iснує пряма сума S лiнiйно впорядкованих

пiдмножин, то множина S iзоморфна деякiй множинi Клейнера.
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Твердження 2.31. Якщо P -критична множина S висоти h має

лiнiйно впорядкований прямий доданок L, порядок якого l є найбiльшим

серед всiх множин такого ж вигляду iз iї класу мiнiмаксно iзоморфних

множин, то l = h.

Елемент ч.в. множини називається вузловим, якщо вiн порiвняльний з

усiма iншими елементами. Iз загальної таблицi P -критичних ч.в. множин

(див. пiдроздiл 1.9) випливає, що пiдмножина S0 всiх вузлових елементiв

довiльної P -критичної множини S є (неперетинним) об’єднанням S0 =

S−0 ∪ S+
0 нижньої та верхньої пiдмножин множини S. А iз модифiкованої

класифiкацiї додатково маємо наступне: для довiльних фiксованих p, q ≥
0, що задовольняють рiвнiсть p+q = |S0|, серед всiх P -критичних множин

T таких, що |T | = |S| i |T0| = |S0| iснує ч.в. множина F = F (p, q),

мiнiмаксно iзоморфна S, для якої |F−
0 | = p i |F+

0 | = q. I якщо врахувати,

що лiнiйно впорядкована пiдмножина S+
0 ∪S−0 (з x < y для довiльних x ∈

S+
0 i y ∈ S−0 ) ч.в. множини S↑↓

S−0 S+
0
є її прямим доданком та, в позначеннях

твердження 2.31, пiдмножина L в S↑L є верхньою пiдмножиною з вузлових

елементiв, то матимемо наступне твердження.

Твердження 2.32. Нехай — деяка множина Клейнера i m =

m(K) — найбiльший порядок пiдмножини вузлових елементiв серед усiх

множин X, мiнiмаксно iзоморфних множинi K. Тодi m дорiвнює висотi

множини K. Така пiдмножина вузлових елементiв, зокрема, завжди

реалiзується як верхня (нижня) пiдмножина деякої множини X.

Це твердження знадобиться в останньому роздiлi дисертацiї.

У роздiлi 3 дисертацiї буде отримана як загальна класифiкацiя

мiнiмальних ч.в. множин, квадратична форма Тiтса яких не є

невiд’ємною, так i модифiкована класифiкацiя (по класам мiнiмаксно

iзоморфних множин).

Зауважимо, що iншi класифiкацiї, отриманi в дисертацiї (для майже
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додатних ч.в. множин та ч.в. множин надсуперкритичного MM -типу)

зразу були отриманi по класам мiнiмаксних iзоморфiзмiв множин (як

бiльш ефективнi типи класифiкацiй).

2.6. Не Тiтса P -критичнi частково впорядкованi

множини

Розглянемо ще одну рiзновиднiсть класифiкацiйних задач, коли iз вже

отриманої класифiкацiї треба видiлити ч.в. множини, що задовольняють

додатковим умовам. Мова йде про не Тiтс P -критичнi ч.в. множини, як

деякий пiдклас P -критичних ч.в. множин. Вiн введений в роботi [125] з

посиланням на нашу класифiкацiю P -критичних множин [9].

2.6.1. Постановка задачi. Нагадаємо, що мiнiмальнi недодатнi ч.в.

множини, якi вперше описанi в роботi [9], називаються P -критичними.

Iншими словами (див. пiдроздiл 1.9), ч.в. множина S називається P -

критичною, якщо виконуються такi умови:

(a) квадратична форма Тiтса qS(z) множини S не є додатною;

(b) квадратична форма Тiтса довiльної власної пiдмножини множини

S додатна.

Умова (b) означає, що якщо форма qS(z) розглядається з zi = 0 для

довiльного фiксованого 0 6= i ∈ S, то вона додатна.

Значно пiзнiше, в 1914 р. А. Полак i Д. Сiмсон [125] обчислили P -

критичнi множини за допомогою комп’ютерних програм. При цьому вони

видiлили деякий пiдклас P -критичних множин, який назвали Тiтса P -

критичними множинами. А саме, P -критична ч.в. множина S називається

Тiтса P -критичною, якщо квадратична форма qS(z) при z0 = 0 також є

додатною. Незважаючи на те, що опис всiх P -критичних множин вже був

вiдомим, опис частини таких множин зi вказаною додатковою умовою є

далеко не простою технiчною задачею. Такий опис отримали А. Полак i Д.
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Сiмсон в тiй же статтi (також iз застосуванням комп’ютерних програм).

У цьому пiдроздiлi описуються (методом мiнiмаксної еквiвалентностi)

не Тiтса P -критичнi ч.в. множини без використання повної класифiкацiї

P -критичних множин. I тодi доповнення отриманих множин до повної

класифiкацiї буде описувати Тiтса P -критичнi множини.

Згiдно основного результату цього пiдроздiлу, число не Тiтса P -

критичних ч.в. множин дорiвнює 11 з точнiстю до iзоморфiзму i

дуальностi. Тодi кiлькiсть Тiтса P -критичних ч.в. множин дорiвнює 64

(з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi).

2.6.2. Формулювання основної теореми.

Теорема 2.33. З точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi, не Тiтса

P -критичнi ч.в. множини задаються наступною таблицею.
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Зауважимо, що (sd) в основнiй клiтинi таблицi означає, що вiдповiдна

ч.в. множина самодуальна, а смд (не смд) в першiй клiтинi означає

самодуальнi (не самодуальнi); пiсля цього вказано їх кiлькiсть в таблицi.

Теорема 2.33 буде доведена методом мiнiмаксної еквiвалентностi.

Пiдкреслимо, що мiнiмаксна еквiвалентнiсть зберiгає Z-еквiвалентнiсть

квадратичних форм. Про це говорить твердження 2.3, яке сформулюємо

тут бiльш конкретно (а саме з врахуванням його доведення в роботi [123]).

Твердження 2.34. Нехай S ч.в. множина i нехай T = S↑A або T =

S↓A. Тодi qS(z) = qT (z′), де z′0 = z0−
∑

a∈A za, z′x = −zx для x ∈ A i z′x = zx

для x /∈ A.

2.6.3. Зв’язок мiж P -критичними ч.в. множинами i

множинами Клейнера. Нагадаємо (див. роздiл 1), що критичними

множинами (тепер множинами Клейнера) називаються множини вигляду

K1–K5, якi утворюють повну систему мiнiмальних множин зi слабко

недодатною квадратичною формою Тiтса.

З точнiстю до iзоморфiзму, множини Клейнера мають такий вигляд:

K1 = {1, 2, 3, 4} (без вiдношень),

K2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 | 1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6},
K3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7},
K4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6, 7 ≺ 8, 5 ≺ 8},
K5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}.
Для ч.в. множини S порядку n визначимо ядро qS(z) таким чином:

Ker qS(z) := {u ∈ Zn+1 | qS(u) = 0}. Наступне твердження показує, що

для кожної множини Клейнера K ядро qK(z) є нескiнченною циклiчною

групою.

Твердження 2.35. Покладемо qi(z) := qKi
(z) (1 ≤ i ≤ 5).

Квадратичнi форми qi(z) є невiд’ємними i
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Ker q1(z) = (2, 1, 1, 1, 1)Z,

Ker q2(z) = (3, 1, 1, 1, 1, 1, 1)Z,

Ker q3(z) = (4, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1)Z,

Ker q4(z) = (5, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 1)Z,

Ker q5(z) = (6, 3, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1)Z.

Дiйсно, спiввiдношення⊇ перевiряються прямими обчисленнями, i тодi

спiввiдношення =, а також невiд’ємнiсть випливають з роботи [126] (див.

також теорему 2 роздiлу 1.0 [16] i [117]).

Наслiдок 2.36. Нехай v = (v0, v1, . . . , vm) ∈ Ker qK(z) з K є

множиною Клейнера. Тодi 2v0 = v1 + v2 + . . . + vm.

Згiдно Теореми 2 [9] для P -критичних множин виконується наступна

теорема.

Теорема 2.37. Ч.в. множина S є P -критичною тодi i тiльки тодi,

коли вона мiнiмаксно iзоморфна деякiй множинi Клейнера.

Iз тверджень 2.34, 2.35 i теореми 2.37, маємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.38. Нехай S — P -критична множина порядку n. Тодi

квадратична форма Тiтса множини S є невiд’ємною i Ker qS(z) = vZ

для деякого вектора v = (vi)i∈0∪S ∈ Zn+1 з vi 6= 0 для будь-якого i 6= 0,

яка визначається S однозначно з точнiстю до знака.

2.6.4. 0-збалансованi пiдмножини. Вектор v = (vi)i∈0∪S ∈ Zn+1

зазначений у наслiдку 2.38 позначається vS = (vS
i )i∈0∪S; невелика

двозначнiсть вектора vS несуттєва (можна, наприклад, зафiксувати vs 6=
0 i вибрати vS з vS

s > 0). Пiдмножина X P -критичної множини S

називається малою, якщо |X| не перевищує цiлу частину (|S| + 1)/2, i

0-збалансованою, якщо vS
0 =

∑
i∈X vS

i . З цих означень i твердження 2.35

випливають наступнi двi леми.
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Лема 2.39. Для будь-якої множини Клейнера Ki (1 ≤ i ≤ 5) не iснує

0-збалансованої пiдмножини вигляду X = A ∪B, A < B.

Лема 2.40. Для множин Клейнера Ki малi 0-збалансованi нижнi

пiдмножини Aij вичерпуються з точнiстю до автоморфiзму ( Ki )

такими пiдмножинами:

(1) A11 = {1, 2};
(2) A21 = {1, 2, 3}, A22 = {1, 3, 5};
(3) A31 = {1, 2, 3}, A32 = {1, 2, 5};
(4) A41 = {1, 2, 3, 7}, A42 = {1, 2, 5, 6}, A43 = {1, 2, 5, 7},

A44 = {1, 5, 7, 8}, A45 = {5, 6, 7};
(5) A51 = {1, 2, 4}, A52 = {1, 4, 5, 6}, A53 = {2, 3, 4, 5}.

Повним перерахуванням усiх випадкiв можна довести наступну лему

(з використанням попередньої леми), але вона випливає безпосередньо з

наслiдкiв 2.21 i 2.36 (за наслiдком 2.36, для будь-якої множини Клейнера

K пiдмножини X i K \X одночасно є або не є 0-збалансованими).

Лема 2.41. Нехай X — немала 0-збалансована нижня пiдмножина

множини Клейнера K = Ki. Тодi iснує мала 0-збалансована нижня

пiдмножина Y з K така, що K↑
X = (K↑

Y )op.

2.6.5. Доведення теореми 2.33. З наслiдку 2.38 (приймаючи до

уваги означення P -критичних i Тiтса P -критичних ч.в. множин) випливає

таке твердження.

Твердження 2.42. P -критична множина S є не Тiтса P -

критичною тодi i тiльки тодi, коли vS
0 = 0.

За теоремою 2.37 i твердженнями 2.34, 2.42, щоб довести теорему

2.33, достатньо показати, що множина всiх ч.в. множин, отриманих як

результат застосування алгоритму, вказаному в кiнцi пiдроздiлу 2.2, до
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всiх 0-збалансованих пiдмножин X (див. Крок I) i 0-збалансованих пар

пiдмножин (X, Y ) (див. Крок II) всiх множин Клейнера K = K1, . . . , K5

збiгається, з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi, з множиною всiх ч.в.

множин iз таблицi теореми 2.33.

Iз леми 2.39 випливає, що Крок II згаданого алгоритму є в цьому

випадку порожнiм, а за лемою 2.41 для Кроку I можна брати лише

малi пiдмножини. Отже, залишилось обчислити ч.в. множини KA, де

K = K1, . . . , K5 i A пробiгає пiдмножини, вказанi в лемi 2.40, а потiм

порiвняти їх з ч.в. множинами, вказаними в таблицi теореми 2.33. Маємо:

для K = K1, A = A11, множина KA iзоморфна nTPC1;

для K = K2, A = A21, множина KA iзоморфна nTPC3;

для K = K2, A = A22, множина KA iзоморфна nTPC2;

для K = K3, A = A31, множина KA iзоморфна nTPC4op;

для K = K3, A = A32, множина KA iзоморфна nTPC6op;

для K = K4, A = A41, множина KA iзоморфна nTPC11;

для K = K4, A = A42, множина KA iзоморфна nTPC10;

для K = K4, A = A43, множина KA iзоморфна nTPC9;

для K = K4, A = A44, множина KA iзоморфна nTPC11op;

для K = K4, A = A45, множина KA iзоморфна nTPC8op;

для K = K5, A = A51, множина KA iзоморфна nTPC7op.

для K = K5, A = A52, множина KA iзоморфна nTPC5op;

для K = K5, A = A53, множина KA iзоморфна nTPC5.

Таким чином, множина всiх ч.в. множин вигляду KA збiгається з

точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi з сукупнiстю множин iз таблицi

теореми. Теорему 2.33 доведено.
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2.7. Модифiкацiя опису додатних частково

впорядкованих множин

У цьому роздiлi ми розглянемо модифiкацiї як серiйних, так i несерiйних

ч.в. множин (див. пiдроздiл 1.8).

Для серiйних множин вона полягає у фiксацiї параметрiв для кожної

серiї та накладання таких обмежень на них, що множини, якi належать

рiзним серiям завжди неiзоморфнi; така модифiкацiя застосовується в

роздiлi 4 про майже додатнi множини i явно використовується при

доведеннi однiєї iз теорем. Для несерiйних множин модифiкацiя опису

полягає в розташуваннi 108-и множин в порядку зростання їх порядкiв.

Така модифiкацiя i допомагає, зокрема, сформулювати твердження про

максимальнi додатнi множини.

2.7.1. Випадок серiйних ч.в. множин. Додатна ч. в. множина

S називається серiйною, якщо iснує строго зростаюча нескiнченна

послiдовнiсть S ⊆ S1 ⊆ S2 . . ., всi члени Si якої є також додатними

множинами.

Модифiкацiя полягає в тому, що серiйнi множини записуються

параметрами таким чином, що рiзнi серiї не перетинаються.

Сума S = A+B ч.в. множин A,B 6= ∅ називається лiвою (вiдповiдно

правою), якщо a < b (вiдповiдно b < a) для деяких a ∈ A, b ∈ B i немає

a′ ∈ A, b′ ∈ B, що задовольняє a′ > b′ (вiдповiдно b′ > a′). I лiва, i

права суми називаються одностороннiми. Сума S = A + B називається

двосторонньою, якщо a < b i a′ > b′ для деяких a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B.

Нарештi, одностороння (лiва або права) або двостороння сума S = A +

B називається мiнiмаксною, якщо x < y, де x i y належать до рiзних

доданкiв, та x є мiнiмальним, а y максимальним в S.

Лiнiйна впорядкована множина з n ≥ 0 елементiв називається

ланцюгом довжини n. Множина з однiєю парою непорiвняльних
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елементiв a1 < . . . < ap < {b, c} < d1 < . . . dq (p, q ≥ 0) називається

майже ланцюгом довжини n = p + q + 1.

Теорема 2.43. Ч.в. множина T є серiйною додатною тодi i тiльки

тодi, коли вона iзоморфна однiй з наступних множин S :

(1) S є прямою сумою ланцюга довжиною k ≥ 0 i ланцюга довжиною

s ≥ 1, де k ≤ s;

(2) S — лiва мiнiмаксна сума двох ланцюгiв довжин k ≥ 1 i s ≥ 2, де

k + s ≥ 3;

(3) S є прямою сумою майже ланцюга довжиною k ≥ 1 i ланцюга

довжиною s ≥ 0, де k + s > 1.

Окрiм того, усi цi ч.в. множини попарно неiзоморфнi.

Доведення. Легко бачити, що (1) при k < s має вигляд (1); (2) при k =

s = 1 має вигляд (1) при k = 0; (2) при k = 1, s = 2 або k = 2, s = 1

має вигляд (3) при s = 0; (3) при k = 1, s = 0 має вигляд (1) k = s = 1.

Залишилося врахувати теорему 1.9.

2.7.2. Випадок несерiйних ч.в. множин. Модифiкацiя полягає

в тому, що несерiйнi ч.в. множини описуються не загальним списком

(як ранiше), а окремо кожного порядку (5, 6, 7). Множини виписанi

таким чином (щодо пари iз двох взаємно дуальних множин), якщо

дивитися на дiаграму Хассе, що в кожнiй незв’язнiй компонентi, яка

не є ланцюгом, кiлькiсть мiнiмальних вузлових елементiв не менша за

кiлькiсть максимальних.

Для пiдмножин X, Y множини S позначимо X t Y їх пряму суму

(тобто таке об’єднання, що елементи з рiзних пiдмножин непорiвняльнi).

З теореми Дiлворта випливає, що будь-яку ч.в. множину можна

представити у формi tm
i=1Xi, де Xi є ланцюжками та додатковими

спiввiдношеннями y < z для y i z, що належать рiзним компонентам.
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As, Bs, Cs позначають вiдповiдно ланцюги a1 < . . . < as, b1 < . . . < bs,

c1 < . . . < cs.

Додатнi несерiйнi ч.в. множини класифiкованi в [9] через їх

дiаграми Хассе. Наступнi три теореми є теоретико-множинним

переформулюванням нашої класифiкацiї, сортуючи їх за порядком (який

може дорiвнювати лише 5, 6 або 7), (m у дужках означає вiдповiдне

число з [9], а mop означає, що необхiдно взяти дуальну множину iз числом

m).

Теорема 2.44. Несерiйнi додатнi множини порядку 5 вичерпано, з

точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 10 множинами:

NSP5.1(3) A2 tB3, a1 ≺ b2;

NSP5.2(4) A2 tB3, a2 ≺ b3;

NSP5.3(5) A2 tB3, a1 ≺ b2, a2 ≺ b3;

NSP5.4(1) A1 tB4, a1 ≺ b3;

NSP5.5(2) A2 tB3, a1 ≺ b1, a2 ≺ b3;

NSP5.6(46) A1 tB2 t C2;

NSP5.7(48) A1 tB2 t C2, b1 ≺ c2;

NSP5.8(49) A1 tB2 t C2, a1 ≺ b2, b1 ≺ c2;

NSP5.9(47) A1 tB1 t C3, b1 ≺ c3;

NSP5.10(50) A1 tB3 t C1, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1;
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Зауважимо, що самодуальнi множини в таблицi позначенi в нижнiх
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лiвих кутах sd. Несерiйних ч.в. множин порядку 5 з точнiстю до

iзоморфiзму 16.

Теорема 2.45. Несерiйнi додатнi множини порядку 6 вичерпано, з

точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 32 множинами:

NSP6.1(12) A3 tB3, a1 ≺ b2;

NSP6.2(20) A3 tB3, a1 ≺ b2, a2 ≺ b3;

NSP6.3(10) A2 tB4, a1 ≺ b2;

NSP6.4(11) A2 tB4, a1 ≺ b3;

NSP6.5(13) A2 tB4, a2 ≺ b4;

NSP6.6(14) A2 tB4, a1 ≺ b2, a2 ≺ b3;

NSP6.7(16) A2 tB4, a1 ≺ b2, a2 ≺ b4;

NSP6.8(18) A2 tB4, a1 ≺ b3, a2 ≺ b4;

NSP6.9(19op) A3 tB3, a1 ≺ b2, a3 ≺ b3;

NSP6.10(14op) A3 tB3, a2 ≺ b2, a3 ≺ b3;

NSP6.11(15) A3 tB3, a1 ≺ b1, a2 ≺ b2, a3 ≺ b3;

NSP6.12(6) A1 tB5, a1 ≺ b3;

NSP6.13(8) A1 tB5, a1 ≺ b4;

NSP6.14(7) A2 tB4, a1 ≺ b1, a2 ≺ b3;

NSP6.15(9) A2 tB4, a1 ≺ b1, a2 ≺ b4;

NSP6.16(58) A2 tB2 t C2, b1 ≺ c2;

NSP6.17(66) A2 tB2 t C2, a1 ≺ b2, b1 ≺ c2;

NSP6.18(51) A1 tB2 t C3;

NSP6.19(55) A1 tB2 t C3, b1 ≺ c2;

NSP6.20(56) A1 tB2 t C3, b1 ≺ c3;

NSP6.21(57) A2 tB1 t C3, b1 ≺ c3;

NSP6.22(60) A1 tB2 t C3, a1 ≺ b2, b1 ≺ c2;

NSP6.23(61) A1 tB2 t C3, a1 ≺ b2, b1 ≺ c3;

NSP6.24(62) A1 tB3 t C2, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1;
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NSP6.25(63) A1 tB3 t C2, a1 ≺ b3, b1 ≺ c2;

NSP6.26(59) A1 tB2 t C3, b1 ≺ c2, b2 ≺ c3;

NSP6.27(67) A1 tB3 t C2, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1, b2 ≺ c2;

NSP6.28(52) A1 tB1 t C4, b1 ≺ c3;

NSP6.29(54) A1 tB1 t C4, b1 ≺ c4;

NSP6.30(64) A1 tB4 t C1, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1;

NSP6.31(65) A1 tB4 t C1, a1 ≺ b4, b1 ≺ c1;

NSP6.32(53) A1 tB2 t C3, b1 ≺ c1, b2 ≺ c3;

w=2
h=3,4

q
q

q
q

¡

qq
NSP6.1

q
q

q
q

¡

q
¡
q

NSP6.2

sd
q
q

q
q

¡

q
qNSP6.3

q
q

q
q

¢
¢
q
qNSP6.4

q
q q¢
¢q
qNSP6.5

q

q
q
q

q
¡

q
¡

qNSP6.6

q
q
q

q
¡

q
¢
¢
qNSP6.7

q
q
q

q
¢
¢
q

¢
¢
qNSP6.8

q
q q
¡q
¢
¢

q
q

NSP6.9

q
q q
¡q
¡

q
q

NSP6.10

q
q q
¡

q
¡

q
q¡

NSP6.11

sd

w=2
h=5

q q
q
q

¢
¢

q
qNSP6.12

q q
q
q

£
£
££
q
qNSP6.13

q
q q
¡

q
¢
¢
q
qNSP6.14

q
q q
¡

q
£
£
££q
qNSP6.15

sd

w=3
h=2,3

q q
q

q
q

¡
q

NSP6.16

sd
q q

q
q
q

¡
q
¡

NSP6.17

sd
q q

q
q
q
qNSP6.18

sd
q q

q
q
q

¡

qNSP6.19

q q
q

q
q

¢
¢
qNSP6.20

q q
q

q
q

¢
¢
qNSP6.21

q q
q

q
q

¡

q
¡

NSP6.22

q q
q

q
q

¢
¢
q

¡

NSP6.23

q q
q
q q

q
¡¢

¢

NSP6.24

q q
q
q q

q¡¢
¢

NSP6.25

q q
q

q
q

¡

q
¡

NSP6.26

q q
q
q q

q
¡¢

¢¡

NSP6.27

w=3
h=4

q q q
q
q

¢
¢

qNSP6.28

q q q
q
q

£
£
££
qNSP6.29

q q
q
q
q

q
¡¢

¢

NSP6.30

q q
q
q
q

q
¡£

£
££

NSP6.31

sd
q q

q q
¡

q
¢
¢
qNSP6.32

sd

Несерiйних ч.в. множин порядку 6 з точнiстю до iзоморфiзму 56.
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Теорема 2.46. Несерiйнi додатнi множини порядку 7 вичерпано, з

точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 66 множинами:

NSP7.1(29) A3 tB4, a1 ≺ b3;

NSP7.2(30) A3 tB4, a2 ≺ b4;

NSP7.3(42) A3 tB4, a1 ≺ b2, a2 ≺ b4;

NSP7.4(43) A3 tB4, a1 ≺ b3, a2 ≺ b4;

NSP7.5(44) A3 tB4, a1 ≺ b3, a3 ≺ b4;

NSP7.6(45) A3 tB4, a1 ≺ b2, a2 ≺ b3, a3 ≺ b4;

NSP7.7(26) A2 tB5, a1 ≺ b2;

NSP7.8(27) A2 tB5, a1 ≺ b4;

NSP7.9(28) A2 tB5, a2 ≺ b5;

NSP7.10(31) A2 tB5, a1 ≺ b2, a2 ≺ b3;

NSP7.11(33) A2 tB5, a1 ≺ b2, a2 ≺ b4;

NSP7.12(36) A2 tB5, a1 ≺ b2, a2 ≺ b5;

NSP7.13(38) A2 tB5, a1 ≺ b3, a2 ≺ b5;

NSP7.14(40) A2 tB5, a1 ≺ b4, a2 ≺ b5;

NSP7.15(35op) A3 tB4, a2 ≺ b2, a3 ≺ b3;

NSP7.16(41op) A4 tB3, a1 ≺ b2, a4 ≺ b3;

NSP7.17(39op) A4 tB3, a2 ≺ b2, a4 ≺ b3;

NSP7.18(37op) A4 tB3, a3 ≺ b2, a4 ≺ b3;

NSP7.19(32) A3 tB4, a1 ≺ b1, a2 ≺ b2, a3 ≺ b3;

NSP7.20(34) A3 tB4, a1 ≺ b1, a2 ≺ b2, a3 ≺ b4;

NSP7.21(21) A1 tB6, a1 ≺ b3;

NSP7.22(24) A1 tB6, a1 ≺ b5;

NSP7.23(22) A2 tB5, a1 ≺ b1, a2 ≺ b3;

NSP7.24(25) A2 tB5, a1 ≺ b1, a2 ≺ b5;

NSP7.25(23) A3 tB4, a2 ≺ b1, a3 ≺ b3;

NSP7.26(75) A1 tB3 t C3, b1 ≺ c3;
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NSP7.27(78) A2 tB2 t C3, b1 ≺ c2;

NSP7.28(79) A3 tB1 t C3, b1 ≺ c3;

NSP7.29(80) A3 tB2 t C2, b1 ≺ c2;

NSP7.30(89) A1 tB3 t C3, a1 ≺ b2, b1 ≺ c3;

NSP7.31(91) A1 tB3 t C3, a1 ≺ b3, b1 ≺ c2;

NSP7.32(92) A1 tB3 t C3, a1 ≺ b3, b1 ≺ c3;

NSP7.33(99) A2 tB2 t C3, a1 ≺ b2, b1 ≺ c2;

NSP7.34(100) A2 tB2 t C3, a1 ≺ b2, b1 ≺ c3;

NSP7.35(101) A2 tB3 t C2, a1 ≺ b3, b1 ≺ c2;

NSP7.36(102) A2 tB3 t C2, a2 ≺ b3, b1 ≺ c1;

NSP7.37(85) A1 tB3 t C3, b1 ≺ c2, b2 ≺ c3;

NSP7.38(86) A2 tB2 t C3, b1 ≺ c2, b2 ≺ c3;

NSP7.39(108) A2 tB3 t C2, a2 ≺ b3, b1 ≺ c1, b2 ≺ c2;

NSP7.40(108op) A2 tB3 t C2, a1 ≺ b2, a2 ≺ b3, b1 ≺ c2;

NSP7.41(68) A1 tB2 t C4;

NSP7.42(72) A1 tB2 t C4, b1 ≺ c2;

NSP7.43(73) A1 tB2 t C4, b1 ≺ c3;

NSP7.44(74) A1 tB2 t C4, b1 ≺ c4;

NSP7.45(76) A2 tB1 t C4, b1 ≺ c3;

NSP7.46(87) A1 tB2 t C4, a1 ≺ b2, b1 ≺ c2;

NSP7.47(88) A1 tB2 t C4, a1 ≺ b2, b1 ≺ c4;

NSP7.48(90) A1 tB3 t C3, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1;

NSP7.49(93) A1 tB4 t C2, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1;

NSP7.50(94) A1 tB4 t C2, a1 ≺ b3, b1 ≺ c2;

NSP7.51(95) A1 tB4 t C2, a1 ≺ b4, b1 ≺ c2;

NSP7.52(81) A1 tB2 t C4, b1 ≺ c2, b2 ≺ c3;

NSP7.53(83) A1 tB2 t C4, b1 ≺ c2, b2 ≺ c4;

NSP7.54(84op) A1 tB3 t C3, b2 ≺ c2, b3 ≺ c3;

NSP7.55(77) A2 tB2 t C3, b1 ≺ c1, b2 ≺ c3;
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NSP7.56(103) A1 tB3 t C3, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1, b2 ≺ c2;

NSP7.57(104) A1 tB3 t C3, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1, b2 ≺ c3;

NSP7.58(105) A1 tB4 t C2, a1 ≺ b4, b1 ≺ c1, b2 ≺ c2;

NSP7.59(106) A1 tB4 t C2, a1 ≺ b4, b2 ≺ c1, b3 ≺ c2;

NSP7.60(82) A1 tB3 t C3, b1 ≺ c1, b2 ≺ c2, b3 ≺ c3;

NSP7.61(69) A1 tB1 t C5, b1 ≺ c3;

NSP7.62(71) A1 tB1 t C5, b1 ≺ c5;

NSP7.63(96) A1 tB5 t C1, a1 ≺ b3, b1 ≺ c1;

NSP7.64(97) A1 tB5 t C1, a1 ≺ b4, b1 ≺ c1;

NSP7.65(98) A1 tB5 t C1, a1 ≺ b5, b1 ≺ c1;

NSP7.66(70) A1 tB2 t C4, b1 ≺ c1, b2 ≺ c3.

w = 2
h = 4 q

q
q
q

¢
¢
qq
qNSP7.1

q
q

q
q¢

¢qq
qNSP7.2

q
q

q
q¢

¢qq
q

¡

NSP7.3

q
q

q
q¢

¢qq
q

¢
¢

NSP7.4

q
q

q
q

¡qq
q

¢
¢

NSP7.5

q
q

q
q¡
qq
q

¡

¡

NSP7.6

w = 2
h = 5

q
q

q
q

¡

q
q
qNSP7.7

q
q

q
q

£
£
££q
q
qNSP7.8

q
q

q
q£

£
££
q
q
qNSP7.9

q
q

q
q

¡

q
¡

q
qNSP7.10

q
q

q
q

¡

q
¢
¢
q
qNSP7.11

q
q

q
q

¡

q
£
£
££q
qNSP7.12

q
q

q
q

¢
¢
q

£
£
££q
qNSP7.13

q
q

q
q

£
£
££q

£
£
££q
qNSP7.14

q
q
q
¡

q¡
q
q

q

NSP7.15

q
q
q
q
q

q
£
£
££

¡q
qNSP7.16

q
q
q
q
q

q
¢
¢

¡q
q

NSP7.17

q
q
q
q
q

q¡
¡q

q
NSP7.18

q
q
q
¡

q¡
q
q

q
¡

NSP7.19

q
q
q
¡

q¢
¢q
q

q
¡

NSP7.20

w = 2
h = 6

q q
q
q

¢
¢

q
q
qNSP7.21

q q
q
q

¤
¤
¤
¤q
q
qNSP7.22

q
q q
¡

q
¢
¢
q
q
qNSP7.23

q
q q
¡

q
¤
¤
¤
¤
q
q
qNSP7.24

sd
q
q
q
¡

q¢
¢q
q
qNSP7.25

sd

w = 3
h = 3

q q
q

q
q

¢
¢
qq

NSP7.26

sd



113

q q
q

q
q

¡
q

qNSP7.27

q q
q

q
q

¢
¢q
qNSP7.28

q q
q

q
q

¡
q
qNSP7.29

sd
q q

q
q
q

¢
¢
q

¡

qNSP7.30

q q
q
q q

q¡¢
¢

qNSP7.31

q q
q
q q

q¢
¢

¢
¢

qNSP7.32

q q
q

q
q

¡
q
¡

qNSP7.33

q q
q

q
q

¢
¢q

¡

qNSP7.34

q q
q

q
q

¡
q
¢
¢
qNSP7.35

sd
q q

q
q
q

¡
q¡

qNSP7.36

sd
q q

q
q
q

¡

q
¡
qNSP7.37

sd
q q

q
q
q

¡

q
¡q

NSP7.38

q q
q
q q

q
¡

¡¡q

NSP7.39

q q
q
q q

q¡¡
¡q

NSP7.40
w = 3
h = 4 q q

q
q
q
q
qNSP7.41

sd
q q

q
q
q

¡

q
qNSP7.42

q q
q

q
q

¢
¢
q
qNSP7.43

q q
q

q
q

£
£
££q
qNSP7.44

q q
q

q
q

¢
¢
q
qNSP7.45

q q
q

q
q

¡

q
¡

qNSP7.46

q q
q

q
q

£
£
££q

¡

qNSP7.47

q q
q
q q

q
¡¢

¢

qNSP7.48

q q
q
q
q

q
¡¢

¢ q

NSP7.49

q q
q
q
q

q¡¢
¢ q

NSP7.50

q q
q
q
q

q¡£
£
££

q

NSP7.51

q q
q

q
q

¡

q
¡

qNSP7.52

q q
q

q
q

¡

q
¢
¢
qNSP7.53

q q
q q
¡q
¡

q
q

NSP7.54

q q
q q
¡

q
¢
¢
q

q

NSP7.55

sd

q q
q
q q

q
¡¢

¢¡

qNSP7.56

q q
q
q q

q
¡¢

¢¢
¢
qNSP7.57

q q
q
q q

q
¡£

£
££
¡

qNSP7.58

q q
q
q

q
q¡

£
£
££
¡

qNSP7.59

q q
q q
¡

q
¡

q
q¡

NSP7.60

sd

w = 3
h = 5

q q q
q
q

¢
¢

q
qNSP7.61

q q q
q
q

¤
¤
¤
¤q
qNSP7.62

q q
q
q
q

q
¡¢

¢

qNSP7.63

q q
q
q
q

q
¡£

£
££

qNSP7.64

q q
q
q
q

q
¡¤

¤
¤
¤
qNSP7.65

sd
q q

q q
¡

q
¢
¢
q
qNSP7.66

Несерiйних ч.в. множин порядку 7 з точнiстю до iзоморфiзму 121.

2.8. Верхня i нижня ширина частково впорядкованих

множин

Додатнi ч.в. множини вперше описанi в роботах [8] i [9]. В першiй роботi

був розглянутий випадок ширини 2, а потiм в другiй – загальний випадок.



114

При цьому в другiй роботi спочатку було доведено, що будь-яка ч.в.

множина ширини 3 мiнiмаксно еквiвалентна деякiй множинi ширини 2

(а ширина 4 неможлива). З iншого боку iз указаних описiв випливає,

що додатнi ч.в. множини ширини 2 є лiвими сумами двох ланцюгiв. У

наступному пунктi ця ситуацiя узагальнюється на випадок довiльних ч.в.

множин так званої верхньої ширини 3, а в 2.8.2 вивчається зв’язок мiж

верхньою та нижньою множиною.

Нагадаємо, що шириною w(S) ч.в. множини називається найбiльше

число її попарно непорiвняльних елементiв. Введемо два новi

поняття. Верхньою шириною ч. в. множини S назвемо число

w+(S) = maxT∼=(min,max)Sw(T ), а нижньою шириною — число

w−(S) = minT∼=(rmmin,max)Sw(T ).

2.8.1. Про частково впорядкованi множини верхньої ширини

3. Введемо ще одне поняття. Сума S = S1 + S2 + · · · + Sm(m > 0)

називається односторонньою, якщо з точнiстю до перестановки доданкiв

з x < y i x ∈ Si, y ∈ Sj, де i 6= j, випливає, що i < j. Позначимо через

R0(S) множину усiх пар (x, y) ∈ S × S сусiднiх елементiв x i y (тобто

порiвняльних елементiв x i y, таких, що немає елемента z, що задовольняє

нерiвностi x < z < y, якщо x < y, i нерiвностi x > z > y, якщо x > y).

Якщо S = S1 + S2 + · · ·+ Sm, то число

r0(S) =
1

2
(|R0(S)| −

m∑
i=1

|R0(Si)|)

називається рангом заданої суми. Очевидно, що суми рангу 0 — це прямi

суми, i тiльки вони.

Нагадаємо, що ланцюгом називається будь-яка лiнiйно впорядкована

множина. Елемент ч.в. множини називається вузловим або вузлом, якщо

вiн порiвняльний з усiма елементами.

Лема 2.47. Якщо ч. в. множина S ширини 2 не мiстить
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пiдмножини P виду {a, b} < {c, d}, де a i b (вiдповiдно c i d)

непорiвняльнi, то S є односторонньою сумою двох ланцюгiв.

Зауважимо, що обернене твердження очевидне.

Покажемо спочатку, що множина вузлiв S0 є об’єднанням нижньої

та верхньої пiдмножин. Припустимо, що це не так. Тодi iснує вузол

f , непорiвняльнi елементи a, b i непорiвняльнi елементи c, d, такi, що

{a, b} < f < {c, d}. Тому S мiстить пiдмножину виду P i дiйшли до

протирiччя. Отже, S0 є об’єднанням нижньої пiдмножини S01 та верхньої

пiдмножини S02.

Як ч. в. множина ширини 2 пiдмножина S \S0 є сумою двох ланцюгiв,

скажiмо, A i B, причому ця сума одностороння, iнакше пiдмножина S\S0,

що складається з усiх його мiнiмальних i максимальних елементiв, має

вигляд P . Отже (з точнiстю до перенумерацiї A та B) немає елементiв

a ∈ A, b ∈ B, таких, що a > b. Тодi S є односторонньою сумою ланцюгiв

S01 ∪ A = [S01 < A] та B ∪ S02 = [B < S02], що i потрiбно було довести.

Очевидно, що ч.в. множина має верхню ширину 1 тiльки у тому

випадку, коли вона складається з одного елемента.

Лема 2.48. Ланцюг довжини d > 1 i пряма сума двох ланцюгiв

мають верхню ширину 2.

Дiйсно, якщо S — ланцюг довжини d > 1, то ч. в. множини виду S↑a i S↓b
є прямими сумами двох ланцюгiв, а якщо S — пряма сума двох ланцюгiв

A i B, то S↑c (вiдповiдно S↓c ) є прямою сумою двох ланцюгiв, якщо ланцюг

C (X = A або C = B), що мiстить елемент c, має довжину d(C) > 1, i

ланцюгом, якщо d(C) = 1. Отже, застосовуючи операцiї вигляду S↑a i S↓b ,

в обох випадках нiколи не "вийдемо"за межi ч. в. множин ширини 2. Зi

сказаного очевидно випливає твердження леми.

Тепер переходимо до основної теореми.
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Теорема 2.49. Нехай S - ч. в. множина верхньої ширини 3. Тодi S

(min, max)-еквiвалентна одностороннiй сумi двох ланцюгiв рангу r > 0.

Нехай S — ч. в. множина верхньої ширини 3. Зафiксуємо максимальний

елемент a i позначимо через {a}< множину всiх елементiв x ∈ S таких, що

x < a (не включаємо в позначення символ S, так як у кожному випадку

буде ясно, про яку ч. в. множину йде мова). Тодi при X = {a}< маємо:

S↑X = X
∐

S ′, де S ′ — деяка пiдмножина ч. в. множини S↑X . З того, що

верхня ширина S дорiвнює 3, випливає, що ширина S ′ не перевищує двох.

З iншого боку, згiдно леми 2.48 ширина S ′ не може бути рiвною одиницi.

Отже, ширина S ′ дорiвнює двом. А тодi ч. в. множина T = (S↑X)↑a має

також ширину 2, причому a є його вузлом. З того, що a — вузол, випливає,

що за будь-якого представлення T у виглядi суми двох ланцюгiв (як ч. в.

множини ширини 2) ранг цiєї суми не дорiвнює нулю.

Якщо взяти до уваги лему 2.47, то, щоб завершити доведення теореми,

достатньо показати, що T не мiстить пiдмножини P = {a, b} < {c, d}, де a

i b (вiдповiдно c i d) непорiвняльнi. Припустимо протилежне i покладемо

Y = {a}<∪{b<}∪{a, b}. Тодi в ч. в. множинi T ↑
Y елементи a, b, c, d попарно

непорiвняльнi, а це неможливо через те, що верхня ширина S (а значить

i T ) дорiвнює 3. Теорему 2.49 доведено.

2.8.2. Зв’язок мiж нижньою та верхньою шириною.

Сформулюємо основну теорему.

Теорема 2.50. Нехай S – ч. в. множина верхньої ширини w+(S) > 1.

Тодi виконується нерiвнiсть
[

w+(S)+1
2

]
≤ w−(S) ≤ w+(S)− 1.

Для верхньої ширини 2 та 3 доведення теореми випливають iз леми

2.48 та теореми 2.49.

Нехай тепер S — ч. в. множина верхньої ширини ≥ 3. Зафiксуємо в нiй

максимальний елемент a i позначимо через {a}< множину всiх елементiв

x ∈ S, таких, що x < a (не включаємо в позначення символ S тому що в
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кожному випадку буде ясно, про яку ч. в. множину йде мова). Тодi при

X = {a}< маємо: S↑X = S ′
∐{a}, де S ′ — деяка пiдмножина ч. в. множини

S↑X . З того, що верхня ширина S бiльша за 3, випливає, що ширина S ′

не перевищує w+(S) − 1. А тодi ширина ч. в. множини T = (S↑X)↑a не

перевищує w+(S) − 1, бо a є його вузлом. Оскiльки w−(S) ≤ w(T ), то

w−(S) ≤ w+(S)− 1.

З iншого боку, нехай P — ч. в. множина ширини w(P ) = w−(S).

Вiзьмемо довiльну нижню пiдмножину X. Тодi з рiвностi w(P ) = w−(S)

маємо w(X) ≤ w−(S) та w(P\X) ≤ w−(S). А отже, w(P ↑
X) ≤ 2w−(S).

Якщо взяти в P нижню пiдмножину Y таку, що Y < (P\X), то

Y > (P\X) в множинi P ↑↑
XY , а тому ширина P ↑↑

XY не може бути бiльшою

за ширину P ↑
X . Отже, для довiльної множини T (min,max)-еквiвалентної

множинi S w(T ) ≤ 2w−(S), звiдки w−(S) ≥ w+(S)
2 .

Легко перевiрити, що якщо верхня ширина множини S парна, то

w−(S) ≥ w+(S)

2
=

[
w+(S)

2

]
=

[
w+(S) + 1

2

]

Якщо ж верхня ширина множини S непарна, то з того, що w−(S)

натуральне, випливає

w−(S) ≥ w+(S) + 1

2
=

[
w+(S) + 1

2

]

Теорема 2.50 доведена.

Приклади. Розглянемо спочатку наступний простий приклад.

Приклад 1. S = {1, 2, 3 | 2 ≺ 3}.
До даної множини (min)-еквiвалентною є множина T = {1, 2, 3 | 2 ≺

3 ≺ 1}. Тому w+(S) = 2 та w−(S) = 1, що задовольняє теоремi 2.50.

У бiльш складних випадках, щоб зменшити перебiр, будемо

користуватися алгоритмом 2.2.4.

Приклад 2. S = {1, 2, 3, 4 | 3 ≺ 4}.
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Крок I. Опишемо (з точнiстю до iзоморфiзму) всi нижнi пiдмножини

в множинi S. Ними будуть: A1 = ∅, A2 = {1}, A3 = {3}, A4 = {1, 2},
A5 = {1, 3},A6 = {3, 4}, A7 = {1, 2, 3}, A8 = {1, 3, 4}.

Позначимо через Si ч. в. множину S↑X при X = Ai, а через Ti – i-ту

ч. в. множину з таблицi, яка нижче. Тодi легко переконатися в тому, що

S1
∼= T5, S2

∼= T3, S3
∼= T6, S4

∼= T op
1 , S5

∼= T4, S6
∼= T1, S7

∼= T op
6 , S8

∼= T op
3 .

Крок II. Опишемо (з точнiстю до iзоморфiзму) всi пари (Y,X) нижнiх

власних пiдмножин в множинi S, такi, що X ⊆ Y i X < S \ Y . Ними

будуть: B1 = (A7, {3}).
Позначимо через S ′i ч. в. множину (S↑Y )↑X при (Y,X) = Bi; очевидно,

S ′i = (Si)
↑
X . Тодi легко переконатися в тому, що S ′1 ∼= T2.

Крок III. Отже, бачимо, що в I i II кожна iз ч. в. множин Ti i T op
i ,

де i = 1, 2, . . . , 6 зустрiчається один раз (при цьому, якщо T op
i
∼= Ti, то Ti

зустрiчається, а T op
i немає).
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Отже, w+(S) = 3 та w−(S) = 2, що задовольняє теоремi 2.50.

Приклад 3. S = {1, 2, 3, 4, 5, 6 | 4 ≺ 5 ≺ 6}.

s s
s

s s

s

Крок I. Опишемо (з точнiстю до iзоморфiзму) всi нижнi пiдмножини

в множинi S. Ними будуть: A1 = ∅, A2 = {1}, A3 = {4}, A4 = {1, 2},
A5 = {1, 4},A6 = {4, 5}, A7 = {1, 2, 3}, A8 = {1, 2, 4}, A9 = {1, 4, 5},
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A10 = {4, 5, 6}, A11 = {1, 2, 3, 4}, A12 = {1, 2, 4, 5}, A13 = {1, 4, 5, 6}, A14 =

{1, 2, 3, 4, 5}, A15 = {1, 2, 4, 5, 6}.
Позначимо через Si ч. в. множину S↑X при X = Ai, а через Ti – i-ту

ч. в. множину з таблицi, яка нижче. Тодi легко переконатися в тому, що

S1
∼= T7, S2

∼= T4, S3
∼= T10, S4

∼= T op
1 , S5

∼= T6, S6
∼= T8, S7

∼= T op
2 , S8

∼= T op
5 ,

S9
∼= T5, S10

∼= T2, S11
∼= T op

8 , S12
∼= T op

6 , S13
∼= T1, S14

∼= T op
10 , S15

∼= T op
4 .

Крок II. Опишемо (з точнiстю до iзоморфiзму) всi пари (Y,X) нижнiх

власних пiдмножин в множинi S, такi, що X ⊆ Y i X < S \ Y . Ними

будуть: B1 = (A11, {4}), B2 = (A14, {4}), B3 = (A14, {4, 5}).
Позначимо через S ′i ч. в. множину (S↑Y )↑X при (Y,X) = Bi; очевидно,

S ′i = (Si)
↑
X . Тодi легко переконатися в тому, що S ′1 ∼= T op

3 , S ′2 ∼= T9, S ′3 ∼= T3.

Крок III. Легко бачити, що в I i II кожна iз ч. в. множин Ti i T op
i , де

i = 1, 2, . . . , 10 зустрiчається один раз (при цьому, якщо T op
i
∼= Ti, то Ti

зустрiчається, а T op
i немає).
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Таким чином, w+(S) = 4 та w−(S) = 2, що задовольняє теоремi 2.50.

2.9. Опис максимальних додатних частково

впорядкованих множин

Оскiльки серед серiйних додатних ч.в. множин немає максимальних,

то будемо розглядати лише несерiйнi множини. Наступна теорема

класифiкує всi додатнi множини S, якi є максимальними (тобто не
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мiстяться в iнших несерiйних додатних множинах як повнi пiдмножини).

Теорема 2.51. Нехай S — додатна несерiйна ч.в. множина. Тодi

наступнi умови еквiвалентнi:

(1) S — максимальна;

(2) S має порядок 7;

(3) S є iзоморфна або антиiзоморфна множинi з теореми 2.46.

Доведення. Iмплiкацiя (3) ⇒ (2) очевидна i (2) ⇒ (1) випливає з теореми

1.8. Iмплiкацiя (2) ⇒ (3) випливає з Теорема 2.46.

Очевидно, що для завершення доведення теореми достатньо довести

iмплiкацiю (1) ⇒ (2). Оскiльки S i Sop є одночасно максимальними чи не

максимальними, усi подальшi мiркування може бути виконано з точнiстю

до дуальностi.

Отже, по сутi, потрiбно показати, що всi множини, зазначенi в

Теоремах 2.44 i 2.45 не є максимальними. Це випливає з наступних фактiв,

якi легко перевiрити:

(c.1) 5.1 ∼= 7.7\{b4, b5}, 5.2 ∼= 7.36\{c1, c2}, 5.3 ∼= 7.10\{b4, b5}, 5.4 ∼=
7.21\{b5, b6}, 5.5 ∼= 7.23\{b5, b6}, 5.6 ∼= 7.41\{c3, c4}, 5.7 ∼= 7.29\{a2, a3},
5.8 ∼= 7.46\{c3, c4}, 5.9 ∼= 7.61\{c4, c5}, 5.10 ∼= 7.63\{b4, b5};

(c.2) 6.1 ∼= 7.2op\{b1}, 6.2 ∼= 7.6\{b4}, 6.3 ∼= 7.7\{b5}, 6.4 ∼= 7.1\{a3},
6.5 ∼= 7.2\{a3}, 6.6 ∼= 7.10\{b5}, 6.7 ∼= 7.3\{b3}, 6.8 ∼= 7.4\{a3}, 6, 9 ∼=
7, 3op\{b1}, 6.10 ∼= 7.15\{b4}, 6.11 ∼= 7.19\{b4}, 6.12 ∼= 7.21\{b6}, 6.13 ∼=
7.8\{a2}, 6.14 ∼= 7.23\{b6}, 6, 15 ∼= 7, 16op\{b1}, 6.16 ∼= 7.29\{a3}, 6.17 ∼=
7.33\{c3}, 6.18 ∼= 7.41\{c4}, 6.19 ∼= 7.42\{c4}, 6.20 ∼= 7.32\{b3}, 6.21 ∼=
7.45\{c4}, 6.22 ∼= 7.46\{c4}, 6.23 ∼= 7.33\{a2}, 6.24 ∼= 7.48\{c3}, 6.25 ∼=
7.50\{b4}, 6.26 ∼= 7.52\{c4}, 6.27 ∼= 7.56\{c3}, 6.28 ∼= 7.61\{c5}, 6.29 ∼=
7.47\{b2}, 6.30 ∼= 7.63\{b5}, 6.31 ∼= 7.64\{b5}, 6.32 ∼= 7.66\{c4}.

Теорему 2.51 доведено.
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Пiдмножина X множини S називається нижньою (вiдповiдно,

верхньою), якщо x ∈ X тодi коли x < y (вiдповiдно x > y) i y ∈ X .

Назвемо пiдмножину екстремальною, якщо вона нижня або верхня.

З доведення теореми 2.51 випливає наступна теорема.

Теорема 2.52. Нехай n,m ∈ {5, 6, 7} i n < m. Тодi для будь-якої

несерiйної додатної множини S порядку n, iснує несерiйна додатна

множина T порядку m така, що S iзоморфна пiдмножинi T . Можна

вважати, що образ iзоморфiзму є екстремальною пiдмножиною.

Доведення. Випадок n = 5, m = 7 випливає з (c.1) i випадок n = 6, m = 7

з (c.1) (див. доведення теореми 2.51).

Випадок n = 5, m = 6 випливає з iзоморфiзмiв 5.1 ∼= 6.3\{b4},
5.2 ∼= 6.1op\{b1}, 5.3 ∼= 6.6\{b4}, 5.4 ∼= 6.12\{b5}, 5.5 ∼= 6.14\{b4},
5.6 ∼= 6.18\{c3}, 5.7 ∼= 6.169\{a2}, 5.8 ∼= 6.22\{c3}, 5.9 ∼= 6.28\{c4},
5, 10 ∼= 6, 30\{b4}.

Очевидно, в будь-якому випадку n = 5, m = 7, n = 6, m = 7,

n = 5, m = 6 усi правi частини iзоморфiзмiв є нижнiми пiдмножинами у

додатних множинах порядку 7, 7, 6 вiдповiдно.

Зауважимо, що S ∼= T означає Sop ∼= T op. Отже, якщо повторити

попереднi мiркування для всiх множин дуальних до тих, що мiстяться

в теоремах 2.44, 2.45 i 2.46, отримуємо що правi частини iзоморфiзмiв є

верхнiми пiдмножинами.

Теорема 2.52 доведена.

Нарештi, маємо наступну теорему, яка випливає з теореми 2.52 i

класифiкацiї серiйних додатних множин [9], [10].

Теорема 2.53. Нехай m — натуральне число. Для немаксимальної

додатної множини S порядку m, iснує додатна множина T порядку

m + 1 така, що S iзоморфна пiдмножинi T .
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2.10. Опис мiнiмальних додатних несерiйних

частково впорядкованих множин

Наступна теорема класифiкує всi несерiйнi додатнi множини S, якi є

мiнiмальними (тобто не мiстять несерiйних повних пiдмножин).

Теорема 2.54. Нехай S — несерiйна додатна множина. Тодi

наступнi умови еквiвалентнi:

(1) S є мiнiмальна;

(2) S має порядок 5;

S є iзоморфна або антиiзоморфна множинi з теореми 2.44.

Доведення. Iмплiкацiя (3) ⇒ (2) очевидна i (2) ⇒ (1) випливає з теореми

1.8. Iмплiкацiя (2) ⇒ (3) випливає з теореми 2.44.

Очевидно, що для завершення доведення теореми достатньо довести

iмплiкацiю (1) ⇒ (2). Оскiльки S i Sop є водночас мiнiмальними чи не

мiнiмальними, усi подальшi мiркування може бути виконано з точнiстю

до дуальностi.

Отже, по сутi, потрiбно показати, що всi множини, зазначенi в

Теоремах 2.45 i 2.46 не є мiнiмальними. Це випливає з наступних фактiв,

якi легко перевiрити:

(a.1) кожна з множин 6.1–6.2, 6.4–6.9, 6.13, 6.15–6.16, 6.26–6.27, 6.31–

6.32 теореми 2.45 без елемента b1 є iзоморфною або антиiзоморфною однiй

з множин з Теореми 2.44;

(a.2) кожна з множин 6.6, 6.10–6.11, 6.14, 6.21–6.22, 6.24, 6.28 теореми

2.45 без елемента a1 є iзоморфною або антиiзоморфною однiй з множин з

Теореми 2.44;

(a.3) кожна з множин 6.17–6.20, 6.23, 6.25, 6.29–6.30 теореми 2.45 без

елемента c1 є iзоморфною або антиiзоморфною однiй з множин з Теореми

2.44;
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(a.4) кожна з множин 6.3, 6.12 теореми 2.45 без елемента b4 є

iзоморфною або антиiзоморфною однiй з множин з Теореми 2.44;

(b.1) кожна з множин 7.1–7.6, 7.8–7.9, 7.11–7.14, 7.16–7.17, 7.20, 7.22,

7.24, 7.26–7.27, 7.29, 7.35–7.39, 7.51–7.60, 7.64–7.66 теореми 2.46 без

елемента b1 є iзоморфною або антиiзоморфною однiй з множин з Теореми

2.45;

(b.2) кожна з множин 7.10, 7.15, 7.18–7.19, 7.23, 7.25, 7.28, 7,45–7,46,

7,48, 7,61 теореми 2.46 без елемента a1 є iзоморфною або антиiзоморфною

однiй з множин з Теореми 2.45;

(b.3) кожна з множин 7.10, 7.15, 7.18–7.19, 7.23, 7.25, 7.28, 7,45–7,46,

7,48, 7,61 теореми 2.46 без елемента a1 є iзоморфною або антиiзоморфною

однiй з множин з Теореми 2.45;

(b.4) кожна з множин 7.30–7.24, 7.40–7.44, 7.47, 7.49–7.50, 7.62–7.63

теореми 2.46 без елемента c1 є iзоморфною або антиiзоморфною однiй

з множин з Теореми 2.45;

(b.5) кожна з множин 7.7, 7.21 теореми 2.46 без елемента b4 є

iзоморфною або антиiзоморфною однiй з множин з Теореми 2.45.

2.11. Додатнi частково впорядкованi множини i

графи Хассе

2.11.1. Квазiлацюгова система мiнiмаксних твiрних для

додатних ч.в. множин. Ми називаємо ч.в. множину квазiланцюговою,

якщо її дiаграма Хассе є ланцюгом.

Теорема 2.55. Класи серiйних i несерiйних ч.в. множин мають

мiнiмакснi системи квазiланцюгових ч.в. множин.

Розглянемо спочатку випадок серiйних ч.в. множин.



124

Нехай S – серiйна множина (див. теорему 2.43. Iз означення S↑x маємо

наступнi твердження:

(1) якщо S має вигляд (1), S := S1ks = {a = a1 < . . . < ak}
∐{b = b1 <

. . . bs}, тодi (при k 6= 0) S↑a ∼= S1,k−1,s+1 i S↑b ∼= S1,k+1,s−1;

(2) якщо S має вигляд (2), S := S2ks = {a = a1 < . . . < ak}
∐{b =

b1 < . . . bs} iз a1 < bs, тодi S↑a iзоморфна множинi {a2 < . . . < ak}
∐{b1 <

. . . bs−1 < (bs, a1)} вигляду (3) (або S3,k−1,s,s−1 в запису (3)) i (при s > 1)

S↑b ∼= S2,k+1,s−1;

(3) якщо S має вигляд (3), S := S3kst = {a = a1 < . . . < ak}
∐{b =

b1 < . . . bt < (c, d) < bt+1 < . . . < bs−1}, тодi (при k 6= 0) S↑a ∼= S3,k−1,s+1,t,

S↑b ∼= S3,k+1,s−1,t−1, коли t 6= 0, i S↑c ∼= S2,s,k+1, коли t = 0.

Простий аналiз показує, що iз цих тверджень маємо наступне: ч.в.

множини S1,0,n, де n пробiгає N, i S2,1,m, де m пробiгає N \ 1, утворюють

мiнiмальну мiнiмаксну систему квазiланцюгових твiрних для класу

серiйних додатних ч.в. множин.

Теорема 2.55 для серiйних ч.в. множин доведена.

Розглянемо тепер випадок несерiйних ч.в. множин (див. таблицю в

теоремi 1.10, в якiй множини виписанi з точнiстю до iзоморфiзму i

дуальностi).

Твердження 2.56. Всi несерiйнi додатнi ч.в. множини дiляться 8

класiв мiнiмаксного iзоморфiзму:
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(I) 1, 2, 3, 4, 46, 47, 49;

(II) 5, 48, 50;

(III) 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 13, 51, 52, 53, 54, 57, 60, 61;

(IV) 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 55, 56, 58, 59, 62, 63, 64, 65, 66, 67;

(V) 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 68, 69, 70, 71, 76, 77, 79,

87, 88, 89;

(VI) 31, 32, 36, 37, 40, 41, 43, 72, 74, 80, 81, 82, 86, 90, 92, 94, 96,

98, 99, 103, 108;

(VII) 33. 34, 35, 38, 39, 42, 44, 73, 75, 78, 83, 84, 91, 93, 95, 97, 100,

102, 104, 106, 107;

(VIII) 45, 85, 101, 105.
Пiдкресленi зверху множини (i лише вони) є квазiланцюговими.

Твердження випливає з результатiв роботи [9], але потрiбнi деякi

пояснення.

В [9] показано (якщо користуватися термiнологiєю пiдроздiлу 2.3), що

множина ч.в. множин ширини 2 M = {1, 5, 6, 14, 21, 31, 33, 45} разом з

множиною M op (яка складається iз вiдповiдних дуальних ч.в. множин)

утворює мiнiмальну мiнiмаксну систему твiрних для всiх несерiйних

додатних ч.в. множин. Бiльш того, iз доведень в [9] маємо, що кожна

ч.в. множина iз таблицi i множина, дуальна до неї, мiнiмаксно iзоморфна

деякiй ч.в. множиi iз M . Iншими словами, кожний клас мiнiмаксного

iзоморфiзму є замкнутим вiдносно дуальностi. Таким чином, i сама

множина M є мiнiмальною мiнiмаксною системою твiрних для несерiйних

додатних ч.в. множин. Тому в умовi твердження 2.56 ч.в. множини

виписанi лише з точнiстю до iзоморфiзму.

Тепер уже iз твердження 2.56 випливає теорема 2.55 для несерiйних

ч.в. множин.
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В якостi мiнiмальної мiнiмаксної системи твiрних iз квазiланцюгових

множин (для класу несерiйних ч.в. множин) можна взяти, наприклад,

таку систему:
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2.11.2. Наявнiсть каркасiв Динкiна для несерiйних ч.в.

множин з додатною квадратичною формою Тiтса У цьому пунктi

пiд графом мається на увазi скiнченний неорiєнтований граф. Пiд

пiдграфом графа G = (G0, G1) з множиною вершин G0 та множиною

ребер G1 розумiємо будь-який граф G′ = (G′
0, G

′
1) з G′

0 ⊆ G0 та G′
1 ⊆ G1.

Пiд пiдмножиною S ′ ч.в. множини S завжди розумiємо повну пiдмножину

(тобто з вiдношенням порядку, iндукованим заданим вiдношенням на S).

Ч.в. множина S = (A,≤) зазвичай зображується сагайдаком Q =

(Q0, Q1), де Q0 = A та Q1 складається зi стрiлок (x, y) : x → y таких,

що x < y та x, y сусiднi (тобто немає z, що задовольняє x < z < y).

Позначаємо сагайдак Q через
−→
H (S), але пiд дiаграмою Хассе S замiсть

цього сагайдака ми маємо на увазi вiдповiдний йому неорiєнтований граф

H(S). У цьому випадку дiаграма Хассе на площинi зображується таким

чином, що ребро (x, y), де x < y, завжди йде вгору вiд x до y. Для

пiдграфа F графа H(S) позначимо через F≤ вiдповiдну пiдмножину S

(тодi H(F≤) = F ).
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Нехай G — зв’язний граф (для наших цiлей достатньо розглянути

тiльки простi графи, тобто без петель i кратних ребер). Мiнiмальна

кiлькiсть cr(G) ребер, якi необхiдно видалити, щоб отримати граф без

циклiв, називається циклiчним або цикломатичним рангом G. Якщо такi

ребра фiксованi, то граф, який залишається, називається каркасом G.

Циклiчний ранг можна легко обчислити за формулою cr(G) = m−n + 1,

де m i n кiлькiстю ребер i вершин G вiдповiдно, i дорiвнює кiлькостi

незалежних циклiв в G. Докладнiше про цю тему див. [127, 128].

Переходимо безпосередньо до формулювання основних теорем.

Ч.в. множина S називається зв’язною, якщо такою є її дiаграма Хассе.

Елемент множини S називається вузловим, якщо вiн порiвняльний з усiма

iншими елементами. Для простоти пишемо cr(S) замiсть cr[H(S)].

Теорема 2.57. Нехай є будь-яка зв’язна несерiйна додатна ч.в.

множина S, cr(S) < 3. Якщо cr(S) = 2, то S має такий вузловий

елемент x, що cr(S \ x)] = 1.

Теорема 2.58. Нехай S — зв’язна несерiйна додатна множина. Тодi

граф Хассе H(S) має такi каркаси F , що

(1) граф F додатний;

(2) множина F≤ додатна.

За результатами П. Габрiеля [1], (1) еквiвалентна наступнiй умовi: F —

дiаграма Динкiна з простою схемою (тобто An, Dm, E6, E7, E8).

Неважко помiтити, що теореми випливають iз класифiкацiї Таблицi А,

що додається нижче у складi модифiкованої класифiкацiї (див. теореми

2.44, 2.45 i 2.46) разом з додатковою iнформацiєю для кожної дiаграми

Хассе, пронумерованою p.q у верхньому лiвому кутi. А саме:

(a) якщо граф p.q ациклiчний, то вiн iзоморфний дiаграмi Динкiна,

яка вказана у верхньому правому кутi;
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(b), якщо граф p.q має цикл, верхнiй рядок p.q → s.t означає, що граф

s.t є каркасом для графа p.q пiсля видалення ребер, видiлених стрiлками

(спрямованих ребер).

Слiд також використати згаданий результат П. Габрiеля.

Таблиця А зв’язних несерiйних додатних множин з точнiстю до

iзоморфiзму та дуальностi (з додатковою iнформацiєю).
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Зауважимо, що в доведеннi не розглядаються множини, дуальнi тим,

що розташованi в таблицi (за винятком самодуальних, позначених як

sd), оскiльки всi властивостi множин, що вивчаються, є замкнутими над

дуальнiстю.

2.11.3. Зображувальний тип графiв Хассе вузлових

розширень додатних ч.в. множин. У теорiї зображень груп,

напiвгруп, алгебр, сагайдакiв, ч.в. множин тощо основною задачею

є опис зображень над полем з точнiстю до еквiвалентностi. Але в

бiльшостi випадкiв це неможливо, бо задача про опис зображень

мiстить в собi класичну задачу про пару матриць (тобто задачу про
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приведення пари квадратних матриць одночасними перетвореннями

подiбностi). Такi задачi про опис (а також самi об’єкти) називаються

дикого зображувального типу або просто дикими, а всi iншi –

ручного зображувального типу або просто ручними (точнi означення

приведенi в статтях [3], [4]). Частинним випадком ручних задач є

задачi скiнченного зображувального типу; в цьому випадку число

нерозкладних зображень з точнiстю до еквiвалентностi скiнченне.

Теорiя зображень розвивається багато десятилiть; щодо результатiв

про знаходження зображувального типу див., зокрема, роботи

[1, 5, 7, 12, 16, 27, 28, 30, 31, 90, 103, 104, 109, 120], [129]–[136].

Серед робiт про зображувальний тип особливе мiсце займає

стаття [137]. Iз основного результату (якщо його переформулювати в

матричнiй формi) маємо таку задачу: з парою квадратних комутуючих

нiльпотентних матриць A,B над полем можна робити не лише одночасно

однi й тi ж самi перетворення подiбностi, а й замiнювати пару A,B на

пару A = aA + bB, B = cA + dB, де a, b, c, d — такi елементи поля, що

вектори (a, b) i (c, d) лiнiйно незалежнi. У роботi [137] доведено, що ця

задача є дикою.

У статтi здобувача [62] (якому належать основнi обчислення)

розглядається узагальнення цiєї задачi на “полiномiальну” лiнiйну

комбiнацiю. Бiльш точно, нехай P = (A,B) i P = (A, B) — двi пари

комутуючих нiльпотентних матриць над полем K. Будемо говорити, що

пара P полiномiально еквiвалентна парi P i писати P ∼K[x] P , якщо

A = f(A,B), B = g(A,B) для деяких полiномiв f, g ∈ K[x, y] над полем

K, що задовольняють умови

f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 0,
∣∣∣∣∣∣

df
dx(0, 0) df

dy(0, 0)

dg
dx(0, 0) dg

dy(0, 0)

∣∣∣∣∣∣
6= 0.
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Доведено, що задача про опис пари матриць вказаного типу з точнiстю

до полiномiальної еквiвалентностi є дикою.

Тепер переходимо до ч.в. множини S i через
−→
H (S) будемо позначати

її граф Хассе як орiєнтовний граф, у якому будь-якi 2 шляхи з тими ж

самими початковою i кiнцевою вершинами рiвнi. Згiдно пiдроздiлу 1.4

такий граф називається комутативним сагайдаком.

Нагадаємо (див. пiдроздiл 2.1), що пiдмножина U ч.в. множини S

називається щiльною, якщо U = S \ (X ∪ Y ) для деякої нижньої

пiдмножини X i деякої верхньої пiдмножини Y (X = ∅ чи T = ∅ не

виключається, тобто нижнi i верхнi пiдмножини вважаються щiльними).

Назвемо повний щодо стрiлок пiдсагайдак V сагайдака
−→
H (S) нижнiм,

верхнiм чи щiльним, якщо вiдповiдна йому пiдмножина ч.в. множини S

є вiдповiдно нижньою, верхньою чи щiльною. Тодi теорему 1.5 в випадку

ч.в. множин можна сформулювати наступним чином.

Теорема 2.59. Комутативний сагайдак
−→
H (S) має скiнченний

зображувальний тип над полем k тодi i лише тодi, коли вiн не

мiстить, з точнiстю до дуальностi (антиiзоморфiзму), нi одного зi

щiльних пiдсагайдакiв, що мають вигляд, вказаний в теоремi 1.5 (там

де напрямок стрiлок не вказаний, вiн може бути довiльним).

Для ч.в. множини S покладемо S = S(1)∪∞, де x < ∞ для довiльного

x ∈ S. Таку ч.в. множину назвемо (верхнiм) вузловим розширенням

порядку 1 множини S.

Наслiдок 2.60. Якщо ч.в. множина S додатна, то комутативний

сагайдак
−→
H (S(1)) (а зачить i

−→
H (S)) має скiнченний зображувальний

тип над полем k.

Це твердження вперше вказане в кандидатськiй дисертацiї здобувача

(Стьопочкiна М.В. (MIN,MAX)-ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ СКIНЧЕННИХ

ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН ТА ДОДАТНА
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ВИЗНАЧЕНIСТЬ КВАДРАТИЧНОЇ ФОРМИ ТIТСА, Київський

нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ-2007); див.

Теорему 5.3.

Поняття вузлового розширення порядку 1 можна узагальнити на

довiльний порядок m > 1. А саме, вузловим розширенням порядку m

ч.в. множини S назвемо будь-яку множину вигляду S(m) = S ∪L, де L —

ланцюг i S < L в сенсi x < y для довiльних x ∈ S, y ∈ L.

Основним результатом цiєї частини дисертацiї є наступна теорема.

Теорема 2.61. Комутативний сагайдак
−→
H (S(m)) розширення порядку

m несерiйної додатної ч.в. множини S має скiнченний зображувальний

тип над полем k тодi i лише тодi, коли будь-який його верхнiй

пiдсагайдак без циклiв є (без врахування напрямкiв стрiлок) дiаграмою

Динкiна.

Теорема випливає iз теореми 2.59, наслiдка 2.60, теореми Габрiеля 1.3

i наступного твердження.

Твердження 2.62. Нехай G — комутативний сагайдак з циклом,

який входить в перелiк сагайдакiв в теоремi 1.5 i має такий напрямок

стрiлок, що всi (направленi) шляхи закiнчуються в однiй i тiй же

вершинi. Тодi вiдповiдна йому ч.в. множина S не є додатною. Бiльш

того, якщо S \S+
0 , де S+

0 — найбiльша верхня пiдмножина S з вузлових

елементiв, не є серiйною додатною, то вона не є i несерiйною додатною.

Дiйсно, така ч.в. множина не може бути несерiйною додатною, бо її

порядок бiльший семи (див. пункт 2.7.2). Якщо ж вона серiйна, то згiдно

пункту 2.7.1 є майже ланцюгом (тобто iснує елемент, вiдкинувши який,

отримаємо ланцюг), i легко бачити, що такiй ч.в. множинi не вiдповiдає нi

один сагайдак iз теореми 1.5. Далi, якщо сагайдак G має вигляд VI, VII,

IX, X, XI або XII, то легко бачити, що множина S \ S+
0 не є нi серiйною
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додатною (згiдно 2.7.1), нi несерiйною додатною (згiдно 2.7.2). У випадку

ж VIII множина S \ S+
0 є серiйною додатною. Твердження доведено.

Приклади до теореми 2.61.

1. Для ч.в. множини NSP7.1 (див. пункт 2.7.2) вузлове розширення

другого порядку має скiнченний зображувальний тип, а третього порядку

– дикий.

2. Для ч.в. множини NSP5.3 (див. пункт 2.7.2) вузловi розширення

порядку 2, 3 i 4 мають скiнченний зображувальний тип, порядку 5 –

нескiнченний, а порядку 6 – дикий.

3. Для ч.в. множини NSP7.10 (див. пункт 2.7.2) вузлове розширення

другого порядку має скiнченний зображувальний тип, третього –

нескiнченний, а четвертого – дикий.

4. Для додатної ч.в. множини з трьома максимальними елементами

вузлове розширення другого порядку є диким.

5. Для ланцюга i напiвланцюга вузлове розширення довiльного

порядку має скiнченний зображувальний тип.

2.12. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi детально викладено метод мiнiмаксної еквiвалентностi

ч.в. множин, включаючи поняття мiнiмаксної системи твiрних для

класiв ч.в. множин, приведено мiркування (з прикладами) про явнi i

неявнi класифiкацiї та модифiкацiї класифiкацiй. Новими результатами,

викладеними в цьому роздiлi, є, зокрема, модифiкована класифiкацiя P -

критичних ч.в. множин (в сенсi опису по класам мiнiмаксних iзоморфiзмiв

множин), опис Тiтса i не Тiтса P -критичних ч.в. множин, теореми про

верхню i нижню ширину ч.в. множин, опис максимальних додатних

ч.в. множин та теореми про властивостi неорiєнтованих та орiєнтованих

графiв Хассе додатних множин.
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Роздiл 3

NP -КРИТИЧНI ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНI

МНОЖИНИ

Нагадаємо, що квадратична форма f(z) = f(z1, . . . , zm) : Zm → Z

(Z — множина всiх цiлих чисел) називається слабко невiд’ємною, якщо

вона приймає невiд’ємне значення на будь-якому векторi з невiд’ємними

координатами. Форма, яка набуває невiд’ємне значення на всiх векторах,

називається невiд’ємною; у такому випадку пишемо f(z) ≥ 0.

Ч. в. множину S назвемо NP -критичною (вiдповiдно WNP -

критичною), якщо форма Тiтса будь-якої її власної пiдмножини є

невiд’ємною (вiдповiдно слабко невiд’ємною), але форма Тiтса самої S

такою не є. Iншими словами, NP -критичнi (вiдповiдно WNP -критичнi)

ч. в. множини — це найменшi (вiдносно вкладення) множини, що не є

невiд’ємними (вiдповiдно слабко невiд’ємними).

У цьому роздiлi приведено повний опис NP -критичних ч. в. множин.

3.1. Додатковi твердження про min-еквiвалентнi ч. в.

множини

Пiдмножина X ч. в. множини S називається нижньою (вiдповiдно

верхньою), якщо x ∈ X щоразу, коли x < y (вiдповiдно x > y) i

y ∈ X, i щiльною, якщо x ∈ X щоразу, коли y < x < z i y, z ∈ X .

Очевидно, що нижнi та верхнi пiдмножини є щiльними. Через
←
A i

→
A,

де A — пiдмножина T , будемо позначати вiдповiдно найменшу нижню i
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найменшу верхню пiдмножину в T , що мiстить A. Пiдмножину
↔
A=

←
A ∩ →

A,

що є найменшою щiльною пiдмножиною, яка мiстить A, будемо називати

замиканням пiдмножини A в S.

Нагадаємо, що запис X < Y для пiдмножин T означає, що x < y для

будь-яких x ∈ X, y ∈ Y . Запис x >< y означатиме, що елементи x та y

непорiвняльнi. Покладемо T><(a) = {x ∈ T | x >< a}. Для елемента a ∈ T

позначимо через {a}< (вiдповiдно {a}>) пiдмножину всiх x ∈ T таких,

що x < a (вiдповiдно x > a).

Min-еквiвалентнiсть ч. в. множин (див. останнiй пiдроздiл роздiлу 1)

позначається символом∼=min (а∼= означає iзоморфiзм ч. в. множин). Якщо

T2
∼=min T1, то (згiдно з означенням) T2 i T1 рiвнi як звичайнi множини;

кожна пiдмножина X ⊂ T1 є пiдмножиною i T2, але не обов’язково з

тим самим частковим порядком. Якщо ж вiдношення порядку на X не

змiнилося, то часто (щоб наголосити на цьому фактi) будемо писати X◦

замiсть X (для X ⊂ T2).

Нехай S — ч. в. множина. Скiнченну послiдовнiсть α = (x1, x2, . . . , xp)

елементiв xi ∈ S назвемо min-допустимою, якщо вираз S = S↑↑...↑x1x2...xp
має

сенс (випадок p = 0 не виключається). У цьому випадку будемо також

писати S = S↑α.

Множину всiх min-допустимих послiдовностей позначаємо P(S), а

множину таких послiдовностей без повторень — P1(S). Пiдмножина S, що

складається з всiх елементiв xi послiдовностi α ∈ P1(S), будемо позначати

через [α]S. Зауважимо, що якщо S i T min-еквiвалентнi, то не завжди iснує

α ∈ P1(S) таке, що T = S↑α.

Вiдповiдно до наслiдка 2.6 в P1(S) iснує послiдовнiсть α така, що [α]S =

X, тодi i тiльки тодi, коли пiдмножина X нижня. А згiдно з наслiдком

2.10, якщо α, β ∈ P1(S) i [α]S = [β]S, то S↑α = S↑β. Отже, для нижньої

пiдмножини X природно визначити ч. в. множину S↑X , вважаючи, що

S↑X = S↑α, де α ∈ P1(S) — будь-яка з послiдовностей, що [α]S = X. З
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наслiдка 2.9 випливає, що в S = S↑X пiдмножина X буде верхньою, а

отже Y = S \X — нижньою (з тими самими частковими порядками); при

цьому y < x для y ∈ Y i x ∈ X (в S) тодi i тiльки тодi, коли y >< x в S.

Зокрема, якщо S = X
∐

Y (вiдповiдно S = {X < Y }), то S↑X = {Y < X}
(вiдповiдно S↑X = X

∐
Y ).

Розглянемо тепер деякi твердження, якi знадобляться в подальшому.

Як i ранiше, S — довiльна ч. в. множина. Через M−(S) (вiдповiдно

M+(S)) будемо позначати множину всiх її мiнiмальних (вiдповiдно

максимальних) елементiв.

Лема 3.1. Нехай X = R
∐{M < N} — пiдмножина ч. в. множини

S. Тодi iснують T1, T2
∼=min S, в яких вiдповiдно X = M ◦∐{N ◦ < R◦} i

X = N ◦∐{R◦ < M ◦}.

Дiйсно, в якостi T1 i T2 можна взяти ч. в. множину T = S↑Y вiдповiдно

при Y = S\ →
N i Y =

←
M .

Наслiдок 3.2. Якщо S мiстить пiдмножини A i B такi, що A < B,

то A ∪B = A◦∐
B◦ у деякому T ∼=min S.

Справдi, за умови леми потрiбно покласти M = A,N = B, R = ∅.

Наслiдок 3.3. Нехай L = L1
∐

. . .
∐

Lm — примiтивна пiдмножина

S (L1, . . . , Lm — непорожнi ланцюги) i нехай c — елемент S такий, що

c > Li для будь-якого i 6= m i {c}< ∩ Lm = ∅. Тодi iснує T1
∼=min S, що

мiстить примiтивну пiдмножину L′ = L◦1
∐

. . .
∐

L◦m−1
∐

L′m, де L′m —

ланцюг порядку |Lm|+ 1, що мiстить L◦m.

Дiйсно, випадок w(L) < 3 тривiальний, а за w(L) ≥ 3 потрiбно

застосувати лему при M = L1 + . . . + Lm−1, N = {c}, R = Lm.

Лема 3.4. Нехай L — щiльна пiдмножина S. Тодi iснує T ∼=min S, в

якому L є нижньою пiдмножиною з тим самим частковим порядком.
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Дiйсно, в якостi T можна взяти T = S↑P при P = ∪x∈M−(L){x}<.

Також знадобиться ще одне твердження, а саме

Твердження 3.5. Нехай α = (x1, x2, . . . , xm) ∈ P(S) i X —

пiдмножина S. Позначимо через αX пiдпослiдовнiсть α, що складається

з усiх xi ∈ X. Тодi αX ∈ P(X) i X↑
αX

— пiдмножина S↑α.

3.2. Властивостi квадратичної форми Тiтса,

пов’язанi з її невiд’ємнiстю

Вiдповiдно до основного результату роботи [123] квадратичнi форми Тiтса

min-еквiвалентних ч. в. множин є Z-еквiвалентними. Звiдси, зокрема,

маємо таке твердження.

Твердження 3.6. Нехай S i T — min-еквiвалентнi ч. в. множини.

Тодi їхнi форми Тiтса одночасно є чи не є невiд’ємними.

Нагадаємо, що напiвланцюгом називається ординальна сума S =

{A1 < A2 . . . < As} антиланцюгiв Ai довжини 1 i 2 (антиланцюг довжини

m — це ч. в. множина, що складається з m попарно непорiвняльних

елементiв). Це еквiвалентно тому, що w(S) < 3 i S не мiстить пiдмножин

ширини 2 виду {a}∐{b < c}. Множини Ai називаються ланками

напiвланцюга. У випадку, коли всi ланки одноелементнi, S — ланцюг.

Твердження 3.7. Якщо ч. в. множина S є прямою сумою двох

напiвланцюгiв, то його форма Тiтса невiд’ємна.

Доведення. Згiдно леми 3.1 при X = S, M = ∅ i твердження 3.6 досить

вважати, що S — напiвланцюг; крiм того, можна, очевидно, вважати,

що всi її ланки двоелементнi. Отже, нехай S = {A1 < A2 . . . < As}, де
Ai = {i−, i+}. Тодi легко бачити, що 2qS(z) = z2

0 +
∑s

i=1(zi−− zi+)2 +(z0−∑
j∈S zj)

2, звiдки маємо, що форма qS(z) невiд’ємна.
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Нарештi, розглянемо твердження про невiд’ємнiсть форми Тiтса для

деяких конкретних ч.в. множин, яке знадобиться в подальшому.

Лема 3.8. Квадратична форма Тiтса є невiд’ємною для наступних

ч.в. множин:

S1 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7, 4 ≺ 8, 1 ≺ 6, 2 ≺ 7, 3 ≺ 8, 4 ≺ 5};
S2 = {2 ≺ 5, 3 ≺ 6, 4 ≺ 7, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7, 4 ≺ 5};
S3 = {2 ≺ 5, 3 ≺ 6, 4 ≺ 7, 1 ≺ 5, 1 ≺ 6, 1 ≺ 7};
S4 = {2 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6};
S5 = {2 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 5, 3 ≺ 7};
S6 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 2 ≺ 4, 3 ≺ 5, 3 ≺ 7};
S7 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 4 ≺ 6, 5 ≺ 6, 2 ≺ 7, 4 ≺ 7, 7 ≺ 8};
S8 = {1 ≺ 3 ≺ 4, 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 3, 2 ≺ 9, 5 ≺ 7, 5 ≺ 9};
S9 = {1 ≺ 4 ≺ 7, 2 ≺ 5 ≺ 8, 3 ≺ 6 ≺ 9, 1 ≺ 8, 2 ≺ 9, 3 ≺ 7};
S10 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 3 ≺ 7};
S11 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 1 ≺ 5, 3 ≺ 8};
S12 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 7 ≺ 8 ≺ 9, 1 ≺ 5, 3 ≺ 9};
S13 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6, 7 ≺ 8 ≺ 9, 5 ≺ 8};
S14 = {2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 2 ≺ 8}.

В умовах леми передбачається, що кожна з множин Si складається з

елементiв 1, 2, . . . , s, де s — найбiльше число, що явно зустрiчається в її

визначеннi.

qS1
= x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + x2

5 + x2
6 + x2

7 + x2
8 + x2

0 + x1x5 + x1x6 + x2x6 +

x2x7 +x3x7 +x3x8 +x4x5 +x4x8−x0(x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8) =

(x1+
1
2x5+

1
2x6− 1

2x0)
2+(x2+

1
2x6+

1
2x7− 1

2x0)
2+(x3+

1
2x7+

1
2x8− 1

2x0)
2+(x4+

1
2x5 + 1

2x8− 1
2x0)

2 + 1
2(x5− 1

2x6− 1
2x8)

2 + 1
4(x6−x8)

2 + 1
2(x7− 1

2x6− 1
2x8)

2 ≥ 0

qS2
= x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + x2

5 + x2
6 + x2

7 + x2
0 + x2x5 + x2x6 + x3x6 + x3x7 +

x4x5 +x4x7−x0(x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7) = (x1− 1
2x0)

2 +(x2 + 1
2x5 +

1
2x6 − 1

2x0)
2 + (x3 + 1

2x6 + 1
2x7 − 1

2x0)
2 + (x4 + 1

2x5 + 1
2x7 − 1

2x0)
2 + 1

2(x5 −
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1
2x6 − 1

2x7)
2 + 3

8(x6 − x7)
2 ≥ 0

qS3
= x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + x2

5 + x2
6 + x2

7 + x2
0 + x1x5 + x1x6 + x1x7 + x2x5 +

x3x6 + x4x7−x0(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7) = (x1 + 1
2x5 + 1

2x6 + 1
2x7−

1
2x0)

2 + (x2 + 1
2x5 − 1

2x0)
2 + (x3 + 1

2x6 − 1
2x0)

2 + (x4 + 1
2x7 − 1

2x0)
2 + 1

2(x5 −
1
2x6 − 1

2x7)
2 + 3

8(x6 − x7)
2 ≥ 0

qS4
= x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + x2

5 + x2
6 + x2

7 + x2
8 + x2

9 + x2
0 + x2x4 + x3x4 +

x3x6 + x3x7 + x3x8 + x3x9 + x5x6 + x5x7 + x5x8 + x5x9 + x6x7 + x6x8 +

x6x9 + x7x8 + x7x9 + x8x9− x0(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9) =

(x1− 1
2x0)

2 +(x2 + 1
2x4− 1

2x0)
2 +(x3 + 1

2x4 + 1
2x6 + 1

2x7 + 1
2x8 + 1

2x9− 1
2x0)

2 +

1
2(x4− 1

2x6− 1
2x7− 1

2x8− 1
2x9)

2 +(x5 + 1
2x6 + 1

2x7 + 1
2x8 + 1

2x9− 1
2x0)

2 + 3
8(x6−

1
3x7 − 1

3x8 − 1
3x9)

2 + 1
3(x7 − 1

2x8 − 1
2x9)

2 + 1
4(x8 − x9)

2 ≥ 0

qS5
= x2

1+x2
2+x2

3+x2
4+x2

5+x2
6+x2

7+x2
8+x2

0+x2x5+x2x6+x3x5+x3x6+

x3x7+x3x8+x4x7+x4x8+x5x6+x7x8−x0(x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8) =

(x1− 1
2x0)

2+(x2+
1
2x5+

1
2x6− 1

2x0)
2+(x3+

1
2x5+

1
2x6+

1
2x7+

1
2x8− 1

2x0)
2+(x4+

1
2x7 + 1

2x8− 1
2x0)

2 + 1
2(x5− 1

2x7− 1
2x8)

2 + 1
2(x6− 1

2x7− 1
2x8)

2 + 1
2(x7−x8)

2 ≥ 0

qS6
= x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4 +x2

5 +x2
6 +x2

7 +x2
8 +x2

9 +x2
0 +x1x4 +x2x4 +x2x5 +

x3x5 +x3x7 +x3x8 +x3x9 +x6x7 +x6x8 +x6x9 +x7x8 +x7x9 +x8x9−x0(x1 +

x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8 +x9) = (x1 + 1
2x4− 1

2x0)
2 +(x2 + 1

2x4 + 1
2x5−

1
2x0)

2 +(x3 + 1
2x5 + 1

2x7 + 1
2x8 + 1

2x9− 1
2x0)

2 + 1
2(x4−x5)

2 + 3
8(x5− 2

3x7− 2
3x8−

2
3x9)

2 + (x6 + 1
2x7 + 1

2x8 + 1
2x9− 1

2x0)
2 + 1

3(x7− 1
2x8− 1

2x9)
2 + 1

4(x8− x9)
2 ≥ 0

qS7
= x2

1+x2
2+x2

3+x2
4+x2

5+x2
6+x2

7+x2
8+x2

0+x1x3+x2x3+x2x7+x2x8+

x4x6 +x4x7 +x4x8 +x5x6 +x7x8−x0(x1 +x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8) =

(x1 + 1
2x3− 1

2x0)
2 +(x2 + 1

2x3 + 1
2x7 + 1

2x8− 1
2x0)

2 + 1
2(x3− 1

2x7− 1
2x8)

2 +(x4 +

1
2x6+

1
2x7+

1
2x8− 1

2x0)
2+(x5+

1
2x6− 1

2x0)
2+ 1

2(x6− 1
2x7− 1

2x8)
2+ 1

4(x7−x8)
2 ≥ 0

qS8
= x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4 +x2

5 +x2
6 +x2

7 +x2
8 +x2

9 +x2
0 +x1x3 +x1x4 +x2x3 +

x2x4 + x2x9 + x3x4 + x5x7 + x5x8 + x5x9 + x6x7 + x6x8 + x7x8− x0(x1 + x2 +

x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9) = (x1 + 1
2x3 + 1

2x4 − 1
2x0)

2 + (x2 + 1
2x3 +

1
2x4− 1

2x0)
2 + 1

2(x3− 1
2x9)

2 + 1
2(x4− 1

2x9)
2 + (x5 + 1

2x7 + 1
2x8 + 1

2x9− 1
2x0)

2 +

(x6 + 1
2x7 + 1

2x8 − 1
2x0)

2 + 1
2(x7 − 1

2x9)
2 + 1

2(x8 − 1
2x9)

2 ≥ 0
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qS9
= x2

1+x2
2+x2

3+x2
4+x2

5+x2
6+x2

7+x2
8+x2

9+x2
0+x1x4+x1x7+x1x8+x2x5+

x2x8 +x2x9 +x3x6 +x3x7 +x3x9 +x4x7 +x5x8 +x6x9−x0(x1 +x2 +x3 +x4 +

x5+x6+x7+x8+x9) = (x1+ 1
2x4+ 1

2x7+ 1
2x8− 1

2x0)
2+(x2+ 1

2x5+ 1
2x8+ 1

2x9−
1
2x0)

2 +(x3 + 1
2x6 + 1

2x7 + 1
2x9− 1

2x0)
2 + 3

4(x4 + 1
3x7− 1

3x8− 1
3x0)

2 + 3
4(x5 + 1

3x8−
1
3x9− 1

3x0)
2 + 3

4(x6− 1
3x7 + 1

3x9− 1
3x0)

2 + 1
3(x7− 1

2x8− 1
2x9)

2 + 1
4(x8−x9)

2 ≥ 0

qS10
= x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + x2

5 + x2
6 + x2

7 + x2
8 + x2

9 + x2
0 + x1x2 + x3x4 +

x3x7 + x3x8 + x3x9 + x5x6 + x5x7 + x5x8 + x5x9 + x6x7 + x6x8 + x6x9 +

x7x8 + x7x9 + x8x9 − x0(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9) =

(x1 + 1
2x2 − 1

2x0)
2 + 3

4(x2 − 1
3x0)

2 + (x3 + 1
2x4 + 1

2x7 + 1
2x8 + 1

2x9 − 1
2x0)

2 +

3
4(x4− 1

3x7− 1
3x8− 1

3x9− 1
3x0)

2 +(x5 + 1
2x6 + 1

2x7 + 1
2x8 + 1

2x9− 1
2x0)

2 + 3
4(x6 +

1
3x7 + 1

3x8 + 1
3x9 − 1

3x0)
2 + 1

3(x7 − 1
2x8 − 1

2x9)
2 + 1

4(x8 − x9)
2 ≥ 0

qS11
= x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4 +x2

5 +x2
6 +x2

7 +x2
8 +x2

9 +x2
0 +x1x2 +x1x5 +x3x4 +

x3x5 +x3x8 +x3x9 +x4x5 +x6x7 +x6x8 +x6x9 +x7x8 +x7x9 +x8x9−x0(x1 +

x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9) = (x1+ 1
2x2+ 1

2x5− 1
2x0)

2+ 3
4(x2− 1

3x0)
2+

(x3+
1
2x4+

1
2x5+

1
2x8+

1
2x9− 1

2x0)
2+ 3

4(x4+
1
3x5− 1

3x8− 1
3x9− 1

3x0)
2+ 1

3(x5− 1
2x8−

1
2x9)

2+(x6+
1
2x7+

1
2x8+

1
2x9− 1

2x0)
2+ 3

4(x7+
1
3x8+

1
3x9− 1

3x0)
2+ 1

4(x8−x9)
2 ≥ 0

qS12
= x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4 +x2

5 +x2
6 +x2

7 +x2
8 +x2

9 +x2
0 +x1x2 +x1x5 +x1x6 +

x3x4+x3x5+x3x6+x3x9+x4x5+x4x6+x5x6+x7x8+x7x9+x8x9−x0(x1+x2+

x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8 +x9) = (x1 + 1
2x2 + 1

2x5 + 1
2x6− 1

2x0)
2 + 3

4(x2− 1
3x6−

1
3x0)

2 +(x3 + 1
2x4 + 1

2x5 + 1
2x6 + 1

2x9− 1
2x0)

2 + 3
4(x4 + 1

3x5 + 1
3x6− 1

3x9− 1
3x0)

2 +

1
3(x5− 1

2x6− 1
2x9)

2+ 1
4(x6−x9)

2+(x7+
1
2x8+

1
2x9− 1

2x0)
2+ 3

4(x8+
1
3x9− 1

3x0)
2 ≥ 0

qS13
= x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4 +x2

5 +x2
6 +x2

7 +x2
8 +x2

9 +x2
0 +x1x2 +x1x3 +x2x3 +

x4x5 +x4x6 +x4x8 +x4x9 +x5x6 +x5x8 +x5x9 +x7x8 +x7x9 +x8x9−x0(x1 +

x2 +x3 +x4 +x5 +x6 +x7 +x8 +x9) = (x1 + 1
2x2 + 1

2x3− 1
2x0)

2 + 3
4(x2 + 1

3x3−
1
3x0)

2 + 2
3(x3− 1

4x0)
2 +(x4 + 1

2x5 + 1
2x6 + 1

2x8 + 1
2x9− 1

2x0)
2 + 3

4(x5 + 1
3x6 + 1

3x8 +

1
3x9− 1

3x0)
2+ 2

3(x6− 1
2x8− 1

2x9− 1
4x0)

2+(x7+
1
2x8+

1
2x9− 1

2x0)
2+ 1

4(x8−x9)
2 ≥ 0

qS14
= x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + x2

5 + x2
6 + x2

7 + x2
8 + x2

9 + x2
0 + x2x3 + x2x4 +

x2x8 + x2x9 + x3x4 + x5x6 + x5x7 + x5x8 + x5x9 + x6x7 + x6x8 + x6x9 +

x7x8 + x7x9 + x8x9 − x0(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9) =
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(x1− 1
2x0)

2 +(x2 + 1
2x3 + 1

2x4 + 1
2x8 + 1

2x9− 1
2x0)

2 + 3
4(x3 + 1

3x4− 1
3x8− 1

3x9−
1
3x0)

2 + 2
3(x4 − 1

4x8 − 1
4x9 − 1

4x0)
2 + (x5 + 1

2x6 + 1
2x7 + 1

2x8 + 1
2x9 − 1

2x0)
2 +

3
4(x6 + 1

3x7 + 1
3x8 + 1

3x9− 1
3x0)

2 + 2
3(x7 + 1

4x8 + 1
4x9− 1

4x0)
2 + 1

4(x8− x9)
2 ≥ 0

Невiд’ємнiсть квадратичної форми Тiтса для перерахованих ч.в.

множин доведена.

3.3. WNP -критичнi ч. в. множини

Нехай (p) означає ланцюг 1 < 2 < . . . < p, а (p, q, . . . , r) — пряму суму

ланцюгiв (p), (q), . . . , (r). Покладемо И = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 1 ≺ 4}.

Твердження 3.9. Ч. в. множина є WNP -критичною тодi i лише

тодi, коли вона iзоморфна однiй з наступних ч.в. множин: N1 =

(1, 1, 1, 1, 1), N2 = (1, 1, 1, 2), N3 = (2, 2, 3), N4 = (1, 3, 4), N5 = (1, 2, 6),

N6 = (5,И).

Доведення. Згiдно теореми А [30] наступнi твердження еквiвалентнi:

(1) ч. в множина S не мiстить пiдмножин вигляду Ni;

(2) ч. в множина S є слабко невiд’ємною.

Звiдси випливає, що ч. в. множина S з пiдмножинами вигляду Ni не

є слабко невiд’ємною i що не слабко невiд’ємна ч. в. множина мiстить

пiдмножину вигляду Ni.

Далi, при доведеннi теореми B [30] показано, що форма Тiтса кожної

з Ni не є слабко невiд’ємною. З цих фактiв випливає, очевидно,

справедливiсть твердження, що доводиться.

Ч. в. множини вигляду N1–N6 вперше виникли в статтi Л. О.

Назарової [31] (присвяченiй опису ручних ч. в. множин). Вона назвала

їх суперкритичними. Надалi називатимемо їх суперкритичними ч.в.

множинами Назарової або просто множинами Назарової. Випишемо їх
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на мовi дiаграм Хассе:

N1 = (1, 1, 1, 1, 1) = s s s s s

N2 = (1, 1, 1, 2) = s s s s
s

N3 = (2, 2, 3) = s s
ss

s
s
s

N4 = (1, 3, 4) = s
s

s
s
s

s

s
s

N5 = (1, 2, 6) = s
s

s
s

s

s

s

s
s

N6 = (5,И) = s
s

s
s

s

s
s

s

¡
¡

s

Їхнi пiдмножини K1 = (1, 1, 1, 1), K2 = (2, 2, 2), K3 = (1, 3, 3), K4 =

(1, 2, 5), K5 = (4,И), або на мовi дiаграм Хассе

K1 = (1, 1, 1, 1) = s s s s

K2 = (2, 2, 2) = s s
ss

s
s
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K3 = (1, 3, 3) = s
s

s
s
s

s

s

K4 = (1, 2, 5) = s
s

s
s

s

s

s

s

K5 = (4,И) = s
s

s
s

s

s
s

s

¡
¡

,

якi виникли ранiше в роботi [7] i називаються, як уже було сказано

вище, (критичними) множинами Клейнера, грають таку ж роль, як i

суперкритичнi множини Назарової, але вже при описi P -критичних ч. в.

множин.

Якщо P — заздалегiдь визначена ч. в. множина (напр., P = Ki або

P = Ni), то казатимемо, що ч. в. множина T мiстить P , якщо T мiстить

X, iзоморфне P ; якщо при цьому T = P , то казатимемо, що T має вигляд

P .

Безпосередньо з означень маємо такi твердження.

Лема 3.10. Замикання нещiльної пiдмножини вигляду Ki мiстить

деякий Nj.

Лема 3.11. Якщо примiтивна ч.в. множина T мiстить як власну

пiдмножину деяку Ki, то вона мiстить деяку Nj.

З останньої леми та наслiдкiв 3.2, 3.3 маємо таке твердження.

Лема 3.12. Якщо ч. в. множина S мiстить деяку примiтивну K =

Ki i x ∈ S — такий елемент, що K ′ = K∩{x}< має ширину w ≥ w(S)−1
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i видiляється прямим доданком з K (зокрема, спiвпадає з K), то iснує

T ∼=min S, що мiстить деяку Nj.

Справдi це випливає з леми 3.11, якщо попередньо у випадку w(K ′) =

w(S) скористатися наслiдком 3.2 при A = K, B = x (з урахуванням того,

що в цьому випадку K ′ = K), а у випадку w(K ′) = w(S)− 1 — наслiдком

3.3 при L = K,Lm = K \K ′.

Доведемо тепер таке твердження.

Твердження 3.13. Будь-яка WNP -критична ч. в. множина є NP -

критичною.

Доведення. Згiдно з означенням форма Тiтса WNP -критичної множини

не є невiд’ємною. Далi, легко бачити, використовуючи твердження 3.9, що

будь-яка максимальна пiдмножина M кожної WNP -критичної множини

або є пiдмножиною (не обов’язково власною) деякої критичної множини

Клейнера, або є прямою сумою двох напiвланцюгiв (загальне число

двохелементних ланок яких вбирається у 1). В першому випадку форма

Тiтса множини M невiд’ємна за лемою 3.8, а в другому за твердженням

3.7 (згiдно з твердженням 21 [9] у другому випадку форма Тiтса навiть

додатна).

3.4. Теорема про ч. в. множини без WNP -критичних

пiдмножин

Розглянемо такi ч. в. множини, що будь-якi min-еквiвалентнi їм ч. в.

множини не мiстять суперкритичних множин Назарової; сукупнiсть усiх

таких ч. в. множин позначимо через F .

Теорема 3.14. Форма Тiтса ч. в. множини S ∈ F невiд’ємна.
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Очевидно, що w(S) ≤ 4 (iнакше S ⊃ N1). Якщо будь-яка ч. в.

множина T ∼=min S не мiстить критичних множин Клейнера, то згiдно

з твердженням 24 [9] форма Тiтса ч. в. множини S додатна. Тому

вважатимемо, що S мiстить хоча б одну K ∼= Ki (1 ≤ i ≤ 5), причому

S 6= K (бо ч. в. множини Ki мають невiд’ємну форму Тiтса; це випливає

хоча б iз леми 3.8).

Розглянемо спочатку випадок, коли K ∼= K1.

За лемою 3.4 при L = K1 можна вважати, що K = M−(S); нехай

K = {a1, a2, a3, a4}. Пiдмножину {ai}> ∩ {aj}> позначимо через Lij;

оскiльки Lji = Lij, то в подальшому, при розглядi цих множин, завжди

вважатимемо (з мiркувань зручностi), що i < j. Оскiльки w(S) = 4 i

S 6⊇ N2, то об’єднання всiх L̂ij = Lij ∪ {ai, aj} i S. Крiм того, за лемою

3.12 пiдмножини Lij i Lpq не перетинаються при (i, j) 6= (p, q). Тодi кожна

Lij — напiвланцюг (можливо, порожнiй), iнакше K∪Lij мiститьN1 абоN2

(залежно вiд того, чи iснує в Lij пiдмножина X ∼= (1, 1, 1) або Y ∼= (1, 2)).

Якщо не порожнiм є лише один з напiвланцюгiв Lij (ширини 1 або 2)

або непорожнi тiльки два напiвланцюги Lij i Lpq при {i, j} ∩ {p, q} = ∅,

то S — пряма сума двох напiвланцюгiв i з твердження 3.7 qS(z) ≥ 0.

Тут також враховується випадок, коли iснує хоча б один Lij, що є

напiвланцюгом ширини 2, оскiльки тодi кожний Lpq при |{i, j}∩{p, q}| = 1

є порожнiм, бо в iншому випадку пiдмножина, що складається з двох

непорiвняльних елементiв a, b ∈ Lij, будь-якого елемента c ∈ Lpq та

елементiв пiдмножини K \ {ai, aj} (порядку 2), має вид N2.

Таким чином, для K ∼= K1 залишилося розглянути випадок, коли

кожне Lij є ланцюгом (можливо, порожнiм), причому всi Lij попарно

не перетинаються i iснують Lpq, Lrs 6= ∅ такi, що |{p, q} ∩ {r, s}| = 1.

Покладемо lij = |Lij| i позначимо через m = m(S) число непорожнiх Lij.

Якщо при цьому або a) m = 4, або b) m = 3 i для (попарно рiзних i

непорожнiх) Lij, Lpq, Lrs виконуються рiвностi |{i, j}∩{p, q}| = 1, |{p, q}∩
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{r, s}| = 1, |{i, j} ∩ {r, s}| = 1, |{i, j} ∩ {p, q} ∩ {r, s}| = 0; або c) m =

3 i для (попарно рiзних i непорожнiх) Lij, Lpq, Lrs виконується рiвнiсть

|{i, j} ∩ {p, q} ∩ {r, s}| = 1, то (з точнiстю до перенумерацiї мiнiмальних

елементiв) має мiсце один iз таких випадкiв: 1.1) l12 = l23 = l34 = l14 = 1;

1.2) l12 ≥ 1, l23 ≥ 1, l34 ≥ 1, l14 > 1; 2.1) l12 = l23 = l13 = 1; 2.2)

l12 ≥ 1, l23 ≥ 1, l13 > 1. 3.1) l12 = l13 = l14 = 1; 3.2) l12 ≥ 1, l13 ≥ 1, l14 > 1.

Тут випадки 1.1) та 1.2) вiдповiдають умовi a), випадки 2.1) та 2.2) —

умовi b), випадки 3.1) та 3.2) — умовi c). Зауважимо, що не вказанi lij

вважаємо нульовими. Це буде мати мiсце i при розглядi випадкiв K ∼= Ki

при i > 1.

Якщо ж не виконується жодна з умов a) - c), то (з точнiстю до

перенумерацiї мiнiмальних елементiв) або m = 2 i при цьому L23, L34 6= ∅,
або m = 3 i при цьому L12, L23, L34 6= ∅. Покладемо у цих випадках

вiдповiдно l = (l23, l34) i l = (l12, l23, l34), вважаючи за можливе (при

розглядi конкретних ч. в. множин) деякi координати вектора l задавати

не конкретним числом, а нерiвностями виду > z i ≥ z, де z — деяке

натуральне число, а також зручнiшими нерiвностями виду z1 ≤ s ≤ z2.

У цiй ситуацiї має мiсце, як легко бачити, один iз таких випадкiв: 4.1)

l = (1, 1 ≤ s ≤ 4); 4.2) l = (1, > 4); 5.1) l = (2, 2); 5.2) l = (≥ 2, > 2);

6.1) l = (1, 1, 1 ≤ s ≤ 3); 6.2) l = (1, 1, > 3); 7.1) l = (1, 2, 1); 7.2) l =

(1, > 2, 1); 8.1) l = (2, 1, 2); 8.2) l = (≥ 2, 1, > 2); 9) l = (≥ 1, > 1, > 1).

Проаналiзуємо тепер усi випадки 1.1)-9).

У випадках i.1) при i = 1, 2, . . . , 8 ч. в. множина S мiститься, з точнiстю

до iзоморфiзму, в Si (див. лему 3.8). У випадках 1.2) та 2.2) S мiстить N2,

у випадках 3.2), 7.2) i 9) S мiстить N3, у випадках 5.2) та 8.2) S мiстить

N4, у випадку 4.2) S мiстить N5 i в випадку 6.2) S мiстить N6. Звiдси

(з урахуванням леми 3.8) випливає, що якщо S ∈ F , то її форма Тiтса

невiд’ємна.

Тепер вважатимемо, що K ∼= Ki при i > 1. I нехай будь-яке T ∼=min S не
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мiститьK1 (оскiльки випадокK ∼= K1 вже розглянутий); тодi за наслiдком

3.2 ч. в. множина T не мiстить пiдмножин виду Q13 = {R1 < R3}, Q31 =

{R3 < R1} i Q22 = {R2 < R′
2}, де R1

∼= (1) – множина, що складається з

одного елемента u0, R2
∼= (1, 1) (вiдповiдно R′

2
∼= (1, 1)) — множина, що

складається з двох непорiвняльних елементiв u1 i u2 (вiдповiдно u′1 i u′2) i

R3
∼= (1, 1, 1) —множина, що складається з трьох попарно непорiвняльних

елементiв v1, v2 i v3.

Далi, за лемою 3.10 пiдмножина K є щiльною, а тодi за лемою 3.4 при

L = Ki можна вважати, що K — нижня пiдмножина S; звiдси, зокрема,

маємо, що M−(K) = M−(S). Покладемо M−(K) = {a1, a2, a3} i M+(K) =

{b1, b2, b3}, причому вважаємо, що a1 ≤ b1, a2 < b2, a3 < b3.

Розглянемо спочатку випадки K ∼= Ki при i 6= 5.

Припустимо, Bij = {bi}> ∩ {bj}> i Lij = {ai}> ∩ {bj}>, якi

розглядатимемо тiльки для i 6= j, i, крiм того, Ci = {bi}< ∪ bi. За

лемою 3.11 K є максимальною примiтивною пiдмножиною як в S, так

i в кожному T ∼=min S, у якому K ∼= Ki. Тодi за лемою 3.12 Bij = ∅, а

це означає, що S \K є об’єднанням усiх пiдмножин Lij (iнакше S мiстить

K1), причому вони попарно не перетинаються (iнакше S ⊃ Q31). Крiм

того, якщо Lij непорожня, то Lis при j 6= s i Lji є порожнiми (iнакше,

вiдповiдно, S ⊃ Q13 i S ⊃ Q22). З Bij = ∅ та w(S) = 3 випливає також,

що Lij є ланцюгом.

Як i у випадку K ∼= K1, кiлькiсть непорожнiх Lij позначимо через

m = m(S) i покладемо lij = |Lij|.
Нехай спочатку K ∼= K2. Якщо при цьому m = 3, то (з точнiстю

до перестановки в iндексах чисел 1, 2, 3) має мiсце один iз наступних

випадкiв: 10.1) l12 = l23 = l31 = 1; 10.2) l12 ≥ 1, l23 ≥ 1, l31 > 1. Якщо

ж m = 1, 2, має мiсце один iз таких випадкiв (у яких не вказанi lij є

нульовими): 11.1) 1 ≤ l12 ≤ 3; 11.2) l12 > 3; 12.1) l12 = 1, l23 = 2; 12.2)

l12 ≥ 1, l23 > 2; 13.1) l12 = 2, l23 = 1; 13.2) l12 > 2, l23 ≥ 1.
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Проаналiзуємо тепер усi випадки 10.1)-13.2).

У випадках i.1) за i = 10, 11, 12, 13 ч. в. множина S мiститься,

з точнiстю до iзоморфiзму, в Si−1 (див. лему 3.8). У випадках 10.2),

11.2), 12.2) та 13.2) S мiстить вiдповiдно N3, N5, N6 i N4. Звiдси (з з

урахуванням леми 3.8) випливає, що якщо S ∈ F , то її форма Тiтса

невiд’ємна.

Нехай тепер K ∼= K3; при цьому можна вважати, що будь-яка T ∼=min S

не мiстить K2 (бо випадок K ∼= K2 вже розглянуто). Згiдно введеним вище

позначенням M−(K) = {a1, a2, a3} i M+(K) = {b1, b2, b3}, де a1 = b1, a2 <

b2, a3 < b3; позначимо через c2 i c3 "неврахованi"елементи пiдмножини K:

a2 < c2 < b2, a3 < c3 < b3.

Зазначимо, що множина Kij = {ci}>∩{bj}> є порожньою, якщо i 6= j i

при цьому i, j 6= 1, бо iнакше згiдно з наслiдком 3.3 при L = L1
∐

L2
∐

L3,

L1 = {ai, ci}, L2 = {aj, cj, bj} i L3 = {a1} деяка T1
∼=min S мiстить N3. Далi

Li1 при i = 2, 3 спiвпадає з Ki1, iнакше K ∪ (Li1 \ Ki1) мiстить N3. При

цьому якщо Li1 6= ∅, то m = 1, тому що у випадку, коли Lij 6= ∅ (j 6= 1),

пiдмножина K∪Li1∪Lij мiстить Q13, а коли Lji 6= ∅ (j 6= 1), пiдмножина

K ∪ Li1 ∪ Lji мiстить K2.

Отже, (з точнiстю до перестановки в iндексах чисел 2 i 3) має мiсце

один iз таких випадкiв: 14.1) l21 ≤ 2; 14.2) l21 > 2; 15.1) l23 ≤ 2; 15.2)

l23 > 2. I у випадках 14.1) i 15.1) ч. в. множина S мiститься, з точнiстю

до iзоморфiзму, вiдповiдно в S13, S14 (див. лему 3.8), а у випадках 14.2)

i 15.2) S мiстить вiдповiдно N4 i N5. Отже, для S ∈ F її форма Тiтса

невiд’ємна.

Покажемо, що у випадку K ∼= K4 iснує T ∼=min S, що мiстить K2

або K3, а вiдповiднi випадки вже розглянуто. Згiдно з введеними вище

позначеннями M−(K) = {a1, a2, a3} i M+(K) = {b1, b2, b3}, де a1 = b1, a2 <

b2, a3 < b3; позначимо через c3, d3, e3 "неврахованi"елементи пiдмножини

K: a3 < c3 < d3 < e3 < b3.
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Пiдмножина L23 є порожньою, бо iнакше якщо f позначає

максимальний елемент L23, то S↑P при P = S\f мiститьN6 (точнiше, K∪f

має вигляд N6). Якщо L32 6= ∅ i g ∈ L32, то g > c3, iнакше пiдмножина

(K \ a3) ∪ g має вигляд N4; тодi за наслiдком 3.3 при L = L1
∐

ÃL2
∐

L3,

L1 = {a3, c3}, L2 = C2, L3 = a1 iснує T1
∼=min S, в якому K ∪ g має вигляд

K2. Якщо ж L31 6= ∅ i h ∈ L31, то h > d3, iнакше (K\{a3, c3}∪h має вигляд

N3; тодi за наслiдком 3.3 при L = L1
∐

ÃL2
∐

L3, L1 = C1, L2 = {a3, c3, d3},
L3 = C2 iснує T1

∼=min S, в якому K ∪ h має вигляд K3. Нарештi, якщо

L21 6= ∅ i t ∈ L21, то K ∪ t має вигляд N6.

Залишилося розглянути випадок, коли K ∼= K5.

Позначимо через U пiдмножину K, що складається з елементiв

a1, b1, a2, b2, причому вважаємо, що a1 < b2. "Неврахованi"елементи K
позначимо через c3 i d3, вважаючи, що c3 < d3. Тодi K = U

∐
C3, де

C3 = {a3 < c3 < d3 < b3}; покладемо C1 = {a1, b1}, C2 = {a2, b2}.
Знадобиться одне твердження, яке конкретизує наслiдок 3.3 i

очевидним чином випливає з його доведення.

Наслiдок 3.15. Нехай S, L = L1
∐

. . .
∐

Lm i c — тi ж, що в умовi

наслiдка 3.3, причому m = 3, |L1| = i, |L2| = j, |L3| = max(i, j)− 1 i при

цьому i ≤ j i i + j = 4. Тодi iснує T1
∼=min S, що мiстить Kj.

Покажемо, що випадок K ∼= K5 зводиться до вже розглянутих випадкiв

K ∼= K2 i K ∼= K3, а саме, що iснує T ∼=min S, що мiстить K2 або K3.

Припустимо, що це так, тобто, що кожна ч. в. множина T , min-

еквiвалентна S, не мiстить нi K2, нi K3, i покажемо, що в цьому випадку

приходимо до суперечностi.

Покажемо спочатку, що S розкладається (щодо прямої суми, яка

визначена вище). Нехай це не так, тодi iснує x такий, що {x}< ∩ U 6= ∅

i {x}< ∩ C3 6= ∅; означає x > a3. Покладемо R = {x}< ∩ U . Очевидно,

що b2 /∈ R (iнакше K ∪ x мiстить Q31). З тiєї ж причини R не може



152

одночасно утримувати елементи a1 та a2 (вiдповiдно b1 та a2). Крiм того,

якщо a1 ∈ R, то i b1 ∈ R, iнакше K ∪ x мiстить Q13. Таким чином, для

R залишається всього двi можливостi: a) R = C1; b) R = {a2}. Випадок
a) неможливий, оскiльки при x >< c3 пiдмножина K∪ x мiстить K3, а при

x > c3 за наслiдком 3.15 для L1 = C1, L2 = {a3, c3}, L3 = {a2} i c = x iснує

T1
∼=min S, що мiстить K2. Випадок b) також неможливий, тому що при

x >< b3 пiдмножина M+(K) ∪ x має вигляд K1, а при x > b3 за наслiдком

3.15 для L1 = a2, L2 = C3 \ b3, L3 = C1 та c = x iснує T1
∼=min S, що

мiстить K3 (легко бачити, що з доведення наслiдка 3.3 випливає, що iснує

навiть T1
∼=min S, що мiстить N4).

Отже, S розкладемо на пряму суму двох власних пiдмножин;

зрозумiло, що одне мiстить U , iнше — C3. Тому iснує x такий, що або

{x}<∩U = ∅, {x}<∩C3 6= ∅, або навпаки: {x}<∩U 6= ∅, {x}<∩C3 = ∅.

У першому випадку при x >< b3 пiдмножина M+(K) ∪ x має вигляд K1,

а при x > b3 пiдмножина K ∪ x має вигляд N6. Покажемо, що й другий

випадок неможливий. Покладемо V = T><(x) ∩ U . Легко бачити, що V

є пiдмножиною U ширини w ≤ 1 (iнакше K ∪ x мiстить K1); крiм того,

V — верхня пiдмножина, бо пiдмножина U \ V = {x}< ∩ U нижня. I у

випадку w = 1 пiдмножина K∪x мiстить Q22, якщо V = {b2}, i N4, якщо

V = {b1} або V = C2. Якщо ж V порожня, то за лемою 3.1 (при M = U ,

N = x, R = C3) iснує T1
∼=min S, в якому K ∪ x має вигляд N6.

Отже, дiйшли протирiччя i тому iснує T ∼=min S, що мiстить K2 або K3.

Теорему 3.14 доведено.

3.5. Теорема про NP -критичнi множини

Теорема 3.16. Для довiльної фiксованої ч. в. множини S мають

мiсце наступнi твердження:
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1) якщо форма Тiтса будь-якої ч. в. множини, яка min-еквiвалентна

S, слабко невiд’ємна, то форма Тiтса самої S невiд’ємна;

2) якщо форма Тiтса S невiд’ємна, то форма Тiтса будь-якої ч. в.

множини, яка min-еквiвалентна S, також невiд’ємна (i тим паче

слабко невiд’ємна).

Теорема 3.17. Ч. в. множина S є NP -критичною тодi i тiльки

тодi, коли вона min-еквiвалентна деякiй WNP -критичнiй ч. в.

множинi.

В умовах теорем 3.16 та 3.17 min-еквiвалентнiсть можна замiнити

на max-еквiвалентнiсть або (min, max)-еквiвалентнiсть (через їх

рiвносильнiсть), а також на min-, max- або (min, max)-iзоморфiзм.

Зауважимо, що WNP -критичнi ч. в. множини, яких всього 6, добре

вiдомi. Теорема 3.17 дає ефективний метод вивчення NP -критичних

множин.

Розглянемо спочатку теорему 3.17. Якщо ч. в. множина S min-

еквiвалентна WNP -критичнiй множинi N , то за твердженнями 3.6 та

3.13 форма Тiтса qS(z) не є невiд’ємною. Легко бачити, що з твердження

3.5 (з врахуванням тверджень 3.6 i 3.13) випливає, що кожна власна

пiдмножина R ⊂ S має невiд’ємну форму Тiтса; справдi, iнакше N мало

б власну пiдмножину Q ∼=min R, форма Тiтса якого не є невiд’ємною, а

це суперечило б тому факту, що множина N є NP -критичною. Таким

чином, S є NP -критичною.

Навпаки, якщо S є NP -критичною, то за теоремою 3.14 вона min-

еквiвалентна деякiй ч. в. множинi S ′, яка мiстить WNP -критичну

множину N ∼= Ni. Але тодi (знову за твердженнями 3.5 i 3.6) S ′ = N ,

а тому S min-еквiвалентно N .

Переходимо до теореми 3.16. Твердження 2) безпосередньо випливає з

твердження 3.6. Якщо ж S задовольняє умову твердження 1), то будь-
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яка ч. в. множина, яка min-еквiвалентна S, не мiстить WNP -критичних

пiдмножин (згiдно з означенням останнiх), а тому за теоремою 3.14 S має

невiд’ємну форму Тiтса.

3.6. Опис NP -критичних частково впорядкованих

множин

Теорема 3.18. NP -критичнi ч. в. множини вичерпуються, з

точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму, ч. в. множинами 1)–

115), вказаними в таблицi.
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Зробимо деякi зауваження до таблицi.

Вказану у цiй таблицi ч. в. множину пiд номером i позначаємо через

NPi. Якщо множина NPi має ширину 2 i в таблицi написано i = j′, це

означає, що NPi можна отримати з NPj замiною єдиної її максимальної

точки на єдину мiнiмальну точку. Те саме стосується i випадку i = j′′ =

(j′)′ (потрiбно порiвнювати NPi i NPj′). Якщо множина NPi має ширину

3 i в таблицi написано i = j′, то це означає, що сказане вище вiдноситься

вже не до NPi i NPj, а до їхнiх зв’язних компонентiв (прямих доданкiв)

ширини 2. Те ж саме стосується i випадку i = j′′.

Довiльнi ч. в. множини S i T , якi виходять одна з iншої за допомогою

подiбних операцiй назвемо 0-iзоморфними. I якщо з таблицi викинути

множини з номерами i = j′ i i = j′′, то отримаємо опис NP -критичних

множин з точнiстю до 0-iзоморфiзму та дуальностi.

Суперкритичнi ч. в. множини Назарової представимо в такому виглядi:

N1 = {1, 2, 3, 4, 5}, де всi елементи попарно непорiвняльнi;

N2 = {1, 2, 3, 4, 5 | 4 ≺ 5};
N3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7};
N4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
N5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
N6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 | 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 8 ≺ 9, 6 ≺ 9}.
Усi (з точнiстю до iзоморфiзму чи додатково i антиiзоморфiзму)

NP -критичнi ч. в. множини можна отримати таким чином: взяти всi

суперкритичнi множини Назарової та для кожної з них описати всi min-

еквiвалентнi їй ч. в. множини. Скористаємося алгоритмом 2.2.4.

Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в суперкритичних множинах Назарової N1–N6. Ними

будуть:

для N1 — X1,1 = ∅, X1,2 = {1}, X1,3 = {1, 2}, X1,4 = {1, 2, 3}, X1,5 =
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{1, 2, 3, 4};
для N2 — X2,1 = ∅, X2,2 = {1}, X2,3 = {4}, X2,4 = {1, 2}, X2,5 = {1, 4},

X2,6 = {4, 5}, X2,7 = {1, 2, 3}, X2,8 = {1, 2, 4}, X2,9 = {1, 4, 5}, X2,10 =

{1, 2, 3, 4}, X2,11 = {1, 2, 4, 5};
для N3 — X3,1 = ∅, X3,2 = {1}, X3,3 = {5}, X3,4 = {1, 2}, X3,5 =

{1, 3}, X3,6 = {1, 5}, X3,7 = {5, 6}, X3,8 = {1, 2, 3}, X3,9 = {1, 2, 5},
X3,10 = {1, 3, 5}, X3,11 = {1, 5, 6}, X3,12 = {5, 6, 7}, X3,13 = {1, 2, 3, 4},
X3,14 = {1, 2, 3, 5}, X3,15 = {1, 2, 5, 6}, X3,16 = {1, 3, 5, 6}, X3,17 =

{1, 5, 6, 7}, X3,18 = {1, 2, 3, 4, 5}, X3,19 = {1, 2, 3, 5, 6}, X3,20 = {1, 2, 5, 6, 7},
X3,21 = {1, 3, 5, 6, 7}, X3,22 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X3,23 = {1, 2, 3, 5, 6, 7};

для N4 — X4,1 = ∅, X4,2 = {1}, X4,3 = {2}, X4,4 = {5}, X4,5 =

{1, 2}, X4,6 = {1, 5}, X4,7 = {2, 3}, X4,8 = {2, 5}, X4,9 = {5, 6},
X4,10 = {1, 2, 3}, X4,11 = {1, 2, 5}, X4,12 = {1, 5, 6}, X4,13 = {2, 3, 4},
X4,14 = {2, 3, 5}, X4,15 = {2, 5, 6}, X4,16 = {5, 6, 7}, X4,17 = {1, 2, 3, 4},
X4,18 = {1, 2, 3, 5}, X4,19 = {1, 2, 5, 6}, X4,20 = {1, 5, 6, 7}, X4,21 =

{2, 3, 4, 5}, X4,22 = {2, 3, 5, 6}, X4,23 = {2, 5, 6, 7}, X4,24 = {5, 6, 7, 8},
X4,25 = {1, 2, 3, 4, 5}, X4,26 = {1, 2, 3, 5, 6}, X4,27 = {1, 2, 5, 6, 7}, X4,28 =

{1, 5, 6, 7, 8}, X4,29 = {2, 3, 4, 5, 6}, X4,30 = {2, 3, 5, 6, 7}, X4,31 = {2, 5, 6, 7,

8}, X4,32 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X4,33 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, X4,34 = {1, 2, 5, 6, 7, 8},
X4,35 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X4,36 = {2, 3, 5, 6, 7, 8}, X4,37 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
X4,38 = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, X4,39 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8};

для N5 — X5,1 = ∅, X5,2 = {1}, X5,3 = {2}, X5,4 = {4},
X5,5 = {1, 2}, X5,6 = {1, 4}, X5,7 = {2, 3}, X5,8 = {2, 4}, X5,9 =

{4, 5}, X5,10 = {1, 2, 3}, X5,11 = {1, 2, 4}, X5,12 = {1, 4, 5}, X5,13 =

{2, 3, 4}, X5,14 = {2, 4, 5}, X5,15 = {4, 5, 6}, X5,16 = {1, 2, 3, 4},
X5,17 = {1, 2, 4, 5}, X5,18 = {1, 4, 5, 6}, X5,19 = {2, 3, 4, 5}, X5,20 =

{2, 4, 5, 6}, X5,21 = {4, 5, 6, 7}, X5,22 = {1, 2, 3, 4, 5}, X5,23 = {1, 2, 4, 5, 6},
X5,24 = {1, 4, 5, 6, 7}, X5,25 = {2, 3, 4, 5, 6}, X5,26 = {2, 4, 5, 6, 7},
X5,27 = {4, 5, 6, 7, 8}, X5,28 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X5,29 = {1, 2, 4, 5, 6, 7},
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X5,30 = {1, 4, 5, 6, 7, 8}, X5,31 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X5,32 = {2, 4, 5, 6, 7, 8},
X5,33 = {4, 5, 6, 7, 8, 9}, X5,34 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X5,35 = {1, 2, 4, 5, 6,
7, 8}, X5,36 = {1, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, X5,37 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X5,38 =

{2, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, X5,39 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X5,40 = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
X5,41 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9};

для N6 — X6,1 = ∅, X6,2 = {1}, X6,3 = {6}, X6,4 = {8}, X6,5 = {1, 2},
X6,6 = {1, 6}, X6,7 = {1, 8}, X6,8 = {6, 7}, X6,9 = {6, 8}, X6,10 = {1, 2, 3},
X6,11 = {1, 2, 6}, X6,12 = {1, 2, 8}, X6,13 = {1, 6, 7}, X6,14 = {1, 6, 8},
X6,15 = {6, 7, 8}, X6,16 = {6, 8, 9}, X6,17 = {1, 2, 3, 4}, X6,18 = {1, 2, 3, 6},
X6,19 = {1, 2, 3, 8}, X6,20 = {1, 2, 6, 7}, X6,21 = {1, 2, 6, 8}, X6,22 =

{1, 6, 7, 8}, X6,23 = {1, 6, 8, 9}, X6,24 = {6, 7, 8, 9}, X6,25 = {1, 2, 3, 4, 5},
X6,26 = {1, 2, 3, 4, 6}, X6,27 = {1, 2, 3, 4, 8}, X6,28 = {1, 2, 3, 6, 7}, X6,29 =

{1, 2, 3, 6, 8}, X6,30 = {1, 2, 6, 7, 8}, X6,31 = {1, 2, 6, 8, 9}, X6,32 =

{1, 6, 7, 8, 9}, X6,33 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X6,34 = {1, 2, 3, 4, 5, 8}, X6,35 =

{1, 2, 3, 4, 6, 7}, X6,36 = {1, 2, 3, 4, 6, 8}, X6,37 = {1, 2, 3, 6, 7, 8}, X6,38 =

{1, 2, 3, 6, 8, 9}, X6,39 = {1, 2, 6, 7, 8, 9}, X6,40 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X6,41 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}, X6,42 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8}, X6,43 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9},
X6,44 = {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9}, X6,45 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X6,46 = {1, 2, 3, 4, 5,
6, 8, 9}, X6,47 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}.

Позначимо через NPi,j ч. в. множини S↑X при S = Ni i X = Xi,j. Тодi

легко переконатись у тому, що

N1,1 iзоморфна NP115, N1,2 iзоморфна NP114, N1,3 iзоморфна NP45,

N1,4 iзоморфна NP op
45 , N1,5 iзоморфна NP op

114; N2,1 iзоморфна NP112,

N2,2 iзоморфна NP43, N2,3 iзоморфна NP113, N2,4 iзоморфна NP op
1 ,

N2,5 iзоморфна NP44, N2,6 iзоморфна NP41, N2,7 iзоморфна NP op
41 ,

N2,8 iзоморфна NP op
44 , N2,9 iзоморфна NP1, N2,10 iзоморфна NP op

113,

N2,11 iзоморфна NP op
43 ; N3,1 iзоморфна NP46, N3,2 iзоморфна NP49,

N3,3 iзоморфна NP50, N3,4 iзоморфна NP4, N3,5 iзоморфна NP53, N3,6

iзоморфна NP52, N3,7 iзоморфна NP47, N3,8 iзоморфна NP op
6 , N3,9
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iзоморфна NP7, N3,10 iзоморфна NP op
54 , N3,11 iзоморфна NP51, N3,12

iзоморфна NP2, N3,13 iзоморфна NP op
2 , N3,14 iзоморфна NP op

51 , N3,15

iзоморфна NP op
7 , N3,16 iзоморфна NP54, N3,17 iзоморфна NP6, N3,18

iзоморфна NP op
47 , N3,19 iзоморфна NP op

52 , N3,20 iзоморфна NP op
4 , N3,21

iзоморфна NP op
53 , N3,22 iзоморфна NP op

50 , N3,23 iзоморфна NP op
49 ; N4,1

iзоморфна NP55, N4,2 iзоморфна NP17, N4,3 iзоморфна NP62, N4,4

iзоморфна NP63, N4,5 iзоморфна NP op
15 , N4,6 iзоморфна NP op

18 , N4,7

iзоморфна NP58, N4,8 iзоморфна NP69, N4,9 iзоморфна NP60, N4,10

iзоморфна NP op
13 , N4,11 iзоморфна NP op

66 , N4,12 iзоморфна NP op
16 , N4,13

iзоморфна NP11, N4,14 iзоморфна NP65, N4,15 iзоморфна NP68, N4,16

iзоморфна NP56, N4,17 iзоморфна NP op
8 , N4,18 iзоморфна NP op

64 , N4,19

iзоморфна NP op
67 , N4,20 iзоморфна NP op

14 , N4,21 iзоморфна NP14, N4,22

iзоморфна NP67, N4,23 iзоморфна NP64, N4,24 iзоморфна NP8, N4,25

iзоморфна NP op
56 , N4,26 iзоморфна NP op

68 , N4,27 iзоморфна NP op
65 , N4,28

iзоморфна NP op
11 , N4,29 iзоморфна NP16, N4,30 iзоморфна NP66, N4,31

iзоморфна NP13, N4,32 iзоморфна NP op
60 , N4,33 iзоморфна NP op

69 , N4,34

iзоморфна NP op
58 , N4,35 iзоморфна NP18, N4,36 iзоморфна NP15, N4,37

iзоморфна NP op
63 , N4,38 iзоморфна NP op

62 , N4,39 iзоморфна NP op
17 ; N5,1

iзоморфна NP70, N5,2 iзоморфна NP27, N5,3 iзоморфна NP74, N5,4

iзоморфна NP op
84 , N5,5 iзоморфна NP op

25 , N5,6 iзоморфна NP29, N5,7

iзоморфна NP23, N5,8 iзоморфна NP95, N5,9 iзоморфна NP82, N5,10

iзоморфна NP op
19 , N5,11 iзоморфна NP94, N5,12 iзоморфна NP31, N5,13

iзоморфна NP26, N5,14 iзоморфна NP96, N5,15 iзоморфна NP80, N5,16

iзоморфна NP op
71 , N5,17 iзоморфна NP op

101, N5,18 iзоморфна NP op
30 , N5,19

iзоморфна NP23, N5,20 iзоморфна NP99, N5,21 iзоморфна NP77, N5,22

iзоморфна NP op
77 , N5,23 iзоморфна NP op

99 , N5,24 iзоморфна NP op
28 , N5,25

iзоморфна NP30, N5,26 iзоморфна NP101, N5,27 iзоморфна NP71, N5,28

iзоморфна NP op
80 , N5,29 iзоморфна NP op

96 , N5,30 iзоморфна NP op
26 , N5,31

iзоморфна NP op
31 , N5,32 iзоморфна NP op

94 , N5,33 iзоморфна NP19, N5,34
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iзоморфна NP op
82 , N5,35 iзоморфна NP op

95 , N5,36 iзоморфна NP op
23 , N5,37

iзоморфна NP op
29 , N5,38 iзоморфна NP25, N5,39 iзоморфна NP op

84 , N5,40

iзоморфна NP op
74 , N5,41 iзоморфна NP op

27 ; N6,1 iзоморфна NP85, N6,2

iзоморфна NP93, N6,3 iзоморфна NP76, N6,4 iзоморфна NP op
97 , N6,5

iзоморфна NP91, N6,6 iзоморфна NP98, N6,7 iзоморфна NP111, N6,8

iзоморфна NP37, N6,9 iзоморфна NP op
75 , N6,10 iзоморфна NP89, N6,11

iзоморфна NP100, N6,12 iзоморфна NP110, N6,13 iзоморфна NP39, N6,14

iзоморфна NP op
106, N6,15 iзоморфна NP op

104, N6,16 iзоморфна NP op
36 , N6,17

iзоморфна NP86, N6,18 iзоморфна NP102, N6,19 iзоморфна NP109, N6,20

iзоморфна NP40, N6,21 iзоморфна NP op
107, N6,22 iзоморфна NP op

103, N6,23

iзоморфна NP op
108, N6,24 iзоморфна NP op

32 , N6,25 iзоморфна NP32, N6,26

iзоморфна NP103, N6,27 iзоморфна NP108, N6,28 iзоморфна NP op
40 , N6,29

iзоморфна NP107, N6,30 iзоморфна NP op
102, N6,31 iзоморфна NP109, N6,32

iзоморфна NP op
86 , N6,33 iзоморфна NP104, N6,34 iзоморфна NP36, N6,35

iзоморфна NP op
39 , N6,36 iзоморфна NP106, N6,37 iзоморфна NP op

100, N6,38

iзоморфна NP op
110, N6,39 iзоморфна NP op

89 , N6,40 iзоморфна NP op
37 , N6,41

iзоморфна NP75, N6,42 iзоморфна NP op
98 , N6,43 iзоморфна NP op

111, N6,44

iзоморфна NP op
91 , N6,45 iзоморфна NP op

76 , N6,46 iзоморфна NP97, N6,47

iзоморфна NP op
93 .

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

пари (X,Y ) нижнiх власних пiдмножин в суперкритичних множинах

Назарової N2– N6 такi, що Y ⊆ X i Y < S \X (для N1 таких пар немає).

Ними будуть:

для N2 — Y2,1 = (X2,10, {4});
для N3 — Y3,1 = (X3,18, {5}), Y3,2 = (X3,22, {5}), Y3,3 = (X3,22, {5, 6}),

Y3,4 = (X3,23, {3});
для N4 — Y4,1 = (X4,25, {5}), Y4,2 = (X4,32, {5}), Y4,3 = (X4,32, {5, 6}),

Y4,4 = (X4,34, {2}), Y4,5 = (X4,37, {5}), Y4,6 = (X4,37, {5, 6}), Y4,7 =

(X4,37, {5, 6, 7}), Y4,8 = (X4,38, {2}), Y4,9 = (X4,38, {2, 3});
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для N5 — Y5,1 = (X5,16, {4}), Y5,2 = (X5,22, {4}), Y5,3 = (X5,22, {4, 5}),
Y5,4 = (X5,28, {4}), Y5,5 = (X5,28, {4, 5}), Y5,6 = (X5,28, {4, 5, 6}), Y5,7 =

(X5,34, {4}), Y5,8 = (X5,34, {4, 5}), Y5,9 = (X5,34, {4, 5, 6}), Y5,10 =

(X5,34, {4, 5, 6, 7}), Y5,11 = (X5,39, {4}), Y5,12 = (X5,39, {4, 5}), Y5,13 =

(X5,39, {4, 5, 6}), Y5,14 = (X5,39, {4, 5, 6, 7}), Y5,14 = (X5,39, {4, 5, 6, 7, 8}),
Y5,16 = (X5,40, {2});

для N6 — Y6,1 = (X6,32, {1}), Y6,2 = (X6,39, {1}), Y6,3 = (X6,39, {1, 2}),
Y6,4 = (X6,41, {6}), Y6,5 = (X6,44, {1}), Y6,6 = (X6,44, {1, 2}), Y6,7 =

(X6,44, {1, 2, 3}), Y6,8 = (X6,45, {6}), Y6,9 = (X6,45, {8}), Y6,10 =

(X6,45, {6, 8}), Y6,11 = (X6,46, {6}), Y6,12 = (X6,47, {1}), Y6,13 = (X6,47,

{1, 2}), Y6,14 = (X6,47, {1, 2, 3}), Y6,15 = (X6,47, {1, 2, 3, 4}).
Позначимо через N ′

i,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = Ni i (X, V ) = Yi,j.

Тодi легко переконатися, що

N ′
2,1 iзоморфна NP42; N ′

3,1 iзоморфна NP op
3 , N ′

3,2 iзоморфна NP48,

N ′
3,3 iзоморфна NP3, N ′

3,4 iзоморфна NP5; N ′
4,1 iзоморфна NP op

9 , N ′
4,2

iзоморфна NP op
57 , N ′

4,3 iзоморфна NP10, N ′
4,4 iзоморфна NP op

12 , N ′
4,5

iзоморфна NP61, N ′
4,6 iзоморфна NP57, N ′

4,7 iзоморфна NP9, N ′
4,8

iзоморфна NP59, N ′
4,9 iзоморфна NP12; N ′

5,1 iзоморфна NP op
20 , N ′

5,2

iзоморфна NP op
72 , N ′

5,3 iзоморфна NP op
21 , N ′

5,4 iзоморфна NP op
78 , N ′

5,5

iзоморфна NP op
73 , N ′

5,6 iзоморфна NP22, N ′
5,7 iзоморфна NP op

81 , N ′
5,8

iзоморфна NP79, N ′
5,9 iзоморфна NP73, N ′

5,10 iзоморфна NP21, N ′
5,11

iзоморфна NP83, N ′
5,12 iзоморфна NP81, N ′

5,13 iзоморфна NP78, N ′
5,14

iзоморфна NP72, N ′
5,15 iзоморфна NP20, N ′

5,16 iзоморфна NP24; N ′
6,1

iзоморфна NP op
33 , N ′

6,2 iзоморфна NP op
87 , N ′

6,3 iзоморфна NP op
34 , N ′

6,4

iзоморфна NP35, N ′
6,5 iзоморфна NP op

90 , N ′
6,6 iзоморфна NP88, N ′

6,7

iзоморфна NP34, N ′
6,8 iзоморфна NP105, N ′

6,9 iзоморфна NP op
38 , N ′

6,10

iзоморфна NP op
35 , N ′

6,11 iзоморфна NP38, N ′
6,12 iзоморфна NP92, N ′

6,13

iзоморфна NP90, N ′
6,14 iзоморфна NP87, N ′

6,15 iзоморфна NP33.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин
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Ni i N op
i , де i = 1, 2, . . . , 115, зустрiчається по одному разу (при цьому

якщо N op
i
∼= Ni, то Ni зустрiчається, а N op

i — нi).

Теорема доведена.

3.7. Модифiкований опис NP -критичних частково

впорядкованих множин

Модифiкацiя полягає в тому, що NP -критичнi ч.в. множини

класифiкуються не загальним списком, а по класах мiнiмаксних

iзоморфiзмiв. Такий опис дозволяє сформулювати та довести новий

тип властивостей, якi можуть знадобитися при рiзних застосуваннях.

Наприклад, iз загального списку випливає наступне твердження.

Твердження 3.19. Пiдмножина S0 всiх вузлових елементiв

довiльної NP -критичної ч.в. множини S є (неперетинним) об’єднанням

S0 = S−0 ∪ S+
0 вiдповiдно нижньої та верхньої пiдмножин множини S.

А ось наступне твердження, яке знадобиться нам в останньому

роздiлi, вже не випливає iз загального опису NP -критичних множин, але

випливає iз опису їхнiх класiв мiнiмаксних iзоморфiзмiв (який, нагадаємо,

приводиться нижче в цьому роздiлi).

Твердження 3.20. Нехай N — деяка множина Назарової i m =

m(N ) — найбiльший порядок пiдмножини вузлових елементiв серед усiх

множин X, мiнiмаксно iзоморфних множинi N . Тодi m дорiвнює висотi

множини N . Така пiдмножина вузлових елементiв, зокрема, завжди

реалiзується як верхня (нижня) пiдмножина деякої множини X.

Переходимо до класифiкацiї NP -критичних множин (з точнiстю

до iзоморфiзму i дуальностi) по класам мiнiмаксних iзоморфiзмiв.

Вiдповiднi ч.в. множини вказуються i в теоретико-множинному, i в

геометричному виглядi. Перше задання важливе для строгих доведень
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в рiзних застосуваннях (див., наприклад, останнiй роздiл), а друге є,

звичайно ж, бiльш наглядним. Число в круглих дужках пiсля номеру

множини вказує її номер в приведеному ранiше загальному списку (див.

теорему 3.18). Цей номер може бути з верхнiм iндексом “op”, що означає,

що потрiбно взяти дуальну множину; така ситуацiя виникає тому, що

множини в загальному списку фiксуються з точнiстю до дуальностi за

деяким принципом, який не обов’язково забезпечує вiдсутнiсть дуальних

множин в рiзних модифiкацiях.

Теорема 3.21. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N1

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

3 множинами:

1) NP1.1(45) = {1 ≺ 3, 1 ≺ 5, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5};
2) NP1.2(114) = {1 ≺ 5, 2 ≺ 5, 3 ≺ 5, 4 ≺ 5};
3) NP1.3(115) = {1, 2, 3, 4, 5}.
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Теорема 3.22. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N2

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

7 множинами:

1) NP2.1(1) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 2};
2) NP2.2(44) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5};
3) NP2.3(41) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 3};
4) NP2.4(43) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 4};
5) NP2.5(42) = {2 ≺ 1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 4};
6) NP2.6(112) = {1, 2, 3, 4 ≺ 5};
7) NP2.7(113) = {1, 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 5 ≺ 4}.
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Теорема 3.23. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N3

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

15 множинами:

1) NP3.1(7) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
2) NP3.2(2) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
3) NP3.3(4) = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
4) NP3.4(6) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
5) NP3.5(3) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
6) NP3.6(5) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
7) NP3.7(46) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7};
8) NP3.8(50) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7};
9) NP3.9(52) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7};
10) NP3.10(54) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 2, 5 ≺ 6 ≺ 7};
11) NP3.11(47) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
12) NP3.12(49) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
13) NP3.13(48) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
14) NP3.14(51) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7};
15) NP3.15(53) = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7}.
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Теорема 3.24. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N4

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

26 множинами:

1) NP4.1(18) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
2) NP4.2(15) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
3) NP4.3(16) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
4) NP4.4(17) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
5) NP4.5(13) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
6) NP4.6(14) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
7) NP4.7(8) = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
8) NP4.8(11) = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
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9) NP4.9(9) = {1 ≺ 2 ≺ 6, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
10) NP4.10(12) = {1 ≺ 2 ≺ 7, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
11) NP4.11(10) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
12) NP4.12(55) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
13) NP4.13(63) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
14) NP4.14(66) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
15) NP4.15(67) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
16) NP4.16(68) = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
17) NP4.17(69) = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
18) NP4.18(60) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
19) NP4.19(62) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
20) NP4.20(61) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
21) NP4.21(64) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
22) NP4.22(65) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
23) NP4.23(56) = {1, 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
24) NP4.24(58) = {1, 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
25) NP4.25(57) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
26) NP4.26(59) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}.
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Теорема 3.25. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N5

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

31 множинами:

1) NP5.1(30) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
2) NP5.2(31) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
3) NP5.3(28) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
4) NP5.4(29) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
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5) NP5.5(25) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
6) NP5.6(26) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
7) NP5.7(27) = {1 ≺ 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
8) NP5.8(19) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
9) NP5.9(23) = {1 ≺ 8, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
10) NP5.10(20) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
11) NP5.11(24) = {1 ≺ 2 ≺ 9, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
12) NP5.12(21) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
13) NP5.13(22) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
14) NP5.14(82) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
15) NP5.15(83) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
16) NP5.16(99) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 9, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
17) NP5.17(80) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
18) NP5.18(84) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 9, 7 ≺ 8 ≺ 9};
19) NP5.19(81) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
20) NP5.20(96) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
21) NP5.21(101) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 9, 7 ≺ 8 ≺ 9};
22) NP5.22(70) = {1, 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
23) NP5.23(77) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
24) NP5.24(78) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
25) NP5.25(79) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
26) NP5.26(94) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
27) NP5.27(95) = {1 ≺ 3, 2 ≺ 9, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
28) NP5.28(71) = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
29) NP5.29(74) = {1, 2 ≺ 9, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
30) NP5.30(72) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
31) NP5.31(73) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9}.
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Теорема 3.26. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N6

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

33 множинами:

1) NP6.1(40) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 8, 2 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
2) NP6.2(39) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 8, 2 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
3) NP6.3(32) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
4) NP6.4(35) = {1 ≺ 2 ≺ 9, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
5) NP6.5(37) = {1 ≺ 2 ≺ 9, 1 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
6) NP6.6(38op) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 9, 1 ≺ 8, 7 ≺ 8 ≺ 9};
7) NP6.7(36op) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 8, 7 ≺ 8 ≺ 9};
8) NP6.8(33) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 5, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
9) NP6.9(34) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
10) NP6.10(91) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
11) NP6.11(93) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 8, 7 ≺ 8 ≺ 9};
12) NP6.12(100) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 9, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
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13) NP6.13(107) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
14) NP6.14(92) = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 8, 4 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
15) NP6.15(110) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 4 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
16) NP6.16(85) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 6 ≺ 9, 8 ≺ 9};
17) NP6.17(89) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
18) NP6.18(98) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
19) NP6.19(102) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 9, 7 ≺ 8 ≺ 9};
20) NP6.20(106) = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 9};
21) NP6.21(90) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
22) NP6.22(109) = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
23) NP6.23(111) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 9, 5 ≺ 8 ≺ 9};
24) NP6.24(75) = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
25) NP6.25(76) = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
26) NP6.26(86) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
27) NP6.27(97) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
28) NP6.28(103) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 9, 8 ≺ 9};
29) NP6.29(87) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
30) NP6.30(88) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
31) NP6.31(108) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
32) NP6.32(104) = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 9};
33)NP6.33(105) = {1 ≺ 8, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 9}.
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3.8. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi показано, що довiльна NP -критична ч. в. множина

мiнiмаксно еквiвалентна суперкритичнiй множинi Назарової. Бiльш точно

суперкритичнi множини (по одному iз кожного класу iзоморфiзму)

утворюють канонiчну мiнiмаксну систему твiрних для множини всiх

NP -критичних ч. в. множин, а саме мiнiмальну мiнiмаксну систему iз

шести суперкритичних твiрних (номери вказано згiдно модифiкованої

класифiкацiї):

NP1.3(115) = {1, 2, 3, 4, 5};
NP2.6(112) = {1, 2, 3, 4 ≺ 5};
NP3.7(46) = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7};
NP4.12(55) = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
NP5.22(70) = {1, 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
NP6.16(85) = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 6 ≺ 8 ≺ 9}.
Використовуючи це твердження, описано з точнiстю до iзоморфiзму i

дуальностi всi NP -критичннi ч. в. множини (теорема 3.18).

У процесi доведення теореми 3.18 отримана модифiкацiя опису

NP -критичних множин. Вона полягає в тому, що NP -критичнi ч.в.

множини класифiкуються не загальним списком, а по класах мiнiмаксних

iзоморфiзмiв. Такий опис дозволяє сформулювати та довести новий

тип властивостей, якi можуть знадобитися при рiзних застосуваннях.

За приклад можна взяти таке твердження, яке використовується в

останньому роздiлi.

Твердження 3.20. Нехай N — деяка множина Назарової i m =

m(N ) — найбiльший порядок пiдмножини вузлових елементiв серед усiх

множин X, мiнiмаксно iзоморфних множинi N . Тодi m дорiвнює висотi

множини N . Така пiдмножина вузлових елементiв, зокрема, завжди

реалiзується як верхня (нижня) пiдмножина деякої множини X.
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А iз загального списку випливає наступне твердження, яке вiдображає

якiснi, а не кiлькiснi, властивостi.

Твердження 3.19. Пiдмножина S0 всiх вузлових елементiв

довiльної NP -критичної ч.в. множини S є (неперетинним) об’єднанням

S0 = S−0 ∪ S+
0 вiдповiдно нижньої та верхньої пiдмножин множини S.

Пiдкреслимо, що класифiкацiя NP -критичних множин вказується як

на теоретико-множиннiй мовi, так i на геометричнiй мовi (в термiнах

дiаграм Хассе). Перше задання множин важливе для строгих доведень

в рiзних застосуваннях (див., наприклад, останнiй роздiл), а друге є,

звичайно ж, бiльш наглядним.
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Роздiл 4

МАЙЖЕ ДОДАТНI ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНI

МНОЖИНИ

У 2005 роцi в роботi [9] було описано всi мiнiмальнi ч.в. множини з не

додатною квадратичною формою Тiтса (якi називаються P -критичними).

В цiй же роботi було також описано всi множини з додатною формою

Тiтса (якi називаються просто додатними): вони є аналогами дiаграм

Динкiна (див. вступ). Згiдно сказаного в пiдроздiлi 2.3 маємо неявну

та явну класифiкацiю додатних множин. Нагадаємо (див. пiдроздiл 2.4),

що для ч.в. множин зi слабко додатною квадратичною формою Тiтса

отримана лише неявна класифiкацiя, а явну отримати не можна (через

дуже малу кiлькiсть, всього 5, критичних множин вiдносно слабкої

додатностi).

У роздiлi 3 описано всi мiнiмальнi невiд’ємнi ч.в. множини (тобто

з невiд’ємною квадратичною формою Тiтса), вони названi NP -

критичними. Тобто отримана неявна класифiкацiя невiд’ємних множин.

У цьому роздiлi мова йтиме про опис невiд’ємних множин.

4.1. Головнi ч.в. множини. Проблема Сiмсона

Невiд’ємнi ч.в. множини, для яких ядро їхньої квадратичної форми

Тiтса Ker qS(z) := {t ∈ Z1+|S| | qS(t) = 0} — нескiнченна циклiчна

пiдгрупа (вiдносно додавання) групи Z1+|S|, є аналогами розширених

дiаграм Динкiна (оскiльки для таких дiаграм виконується аналогiчна
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властивiсть). Розглянемо цю ситуацiю бiльш детально. У роздiлi 2

доведено таке твердження (див. наслiдок 2.38).

Теорема 4.1. Нехай S — P -критична множина. Тодi

(1) квадратична форма Тiтса qS(z) є невiд’ємною;

(2) Ker qS(z) := {t ∈ Z|S|+1 | qS(t) = 0} нескiнченна циклiчна група,

тобто Ker qS(z) = t′Z для деякого t′ 6= 0 (еквiвалентно симетрична

матриця qS(z) має коранг 1).

Звiдси випливає, що P -критичнi множини збiгаються з мiнiмальними

ч. в. множинами (вiдносно повного включення) множини P12 усiх ч.в.

множин, що задовольняють умови (1) i (2). Ч. в. множини, що належать

P12, називаються головними [138].

Iз останньої теореми маємо такий наслiдок.

Наслiдок 4.2. Для невiд’ємної множини S такi умови еквiвалентнi:

(a) S є головною;

(b) S мiстить рiвно одну P -критичну ч.в. множину, яка

позначатиметься через S.

Основним результатом цього пiдроздiлу є розв’язання вiдкритої

проблеми, яка належить Д. Сiмсону (проблема 1.6 [141]). Вона

вiдноситься до зв’язку мiж квадратичними формами Тiтса головних ч.в.

множин i (неорiєнтованих) графiв.

За твердженням 9 [138], для будь-якої головної множини J iснує

розширена дiаграма Динкiна DJ ∈ {Ãs, s ≥ 3, D̃n, n ≥ 4, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8}, що

однозначно визначається J , така що симетричнi матрицi квадратичних

форм Тiтса J i DJ (названi у [138] симетричними матрицями Грама) є Z-

конгруентними. DJ називається типом Кокстера–Евклiда ч.в. множини

J Z-еквiвалентними квадратичнiй формi дiаграми Динкiна DJ .

Проблема полягала в тому: чи iснує головна ч.в. множина J , для якої

тип Кокстера–Евклiда є розширеною дiаграмою Динкiна DJ ∈ {Ãs}?
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Зауважимо, що iз означень випливає, що для не головної ч.в. множини

вказаної розширеної дiаграми Динкiна не iснує.

Наступна теорема, яка сформульована в термiнах еквiвалентностi

квадратичних форм, дає негативну вiдповiдь.

Теорема 4.3. Нехай S — головна ч. в. множина. Тодi її квадратична

форма Тiтса не може бути Z-еквiвалентна квадратичнiй формi Тiтса

розширеної схеми Динкiна, яка є циклом.

Доведення цiєї теореми є загальним (не мiстить конкретних обчислень)

i базується на методах мiнiмаксної еквiвалентностi множин i стабiльної

еквiвалентностi квадратичних форм.

4.1.1. Стабiльна еквiвалентнiсть квадратичних форм. Нехай

f(z) = f(z1, z2, . . . , zn) — квадратична форма n змiнних над полем R

дiйсних чисел iз симетричною матрицею

F = M(f) :=

=




f11
f12

2 . . .
f1,n−1

2
f1n

2

f12

2 f22 . . .
f2,n−1

2
f2n

2

... ... . . . ... ...
f1,n−1

2
f2,n−1

2 . . . fn−1,n−1
fn−1,n

2

f1n

2
f2n

2 . . .
fn−1,n

2 fnn




.

Тодi квадратичну форму можна записати в наступнiй матричнiй формi:

f(z) =
∑n

i=1 fiiz
2
i +

∑
i<j fijzizj =

= (z1, z2, . . . , zn) M(f)




z1

z2
...

zn




= zM(f)zT ,
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де лiтера T означає транспонування матрицi.

Якщо в квадратичнiй формi f(z) виконати лiнiйне перетворення z =

yA з y = (y1, y2, . . . , yn) невиродженою матрицею n × n A, тодi ми

отримаємо квадратичну форму

f(y) = (yA)F (ATyT ) = y
(
AFAT

)
yT .

З цього, зокрема, випливає, що M(f) = AM(f)AT .

Квадратична форма f(z) = f(z1, . . . , zn) називається розкладною,

якщо iснує власна пiдмножина S ⊂ N := {1, 2, . . . , n} така, що fij = 0

для i ∈ S, j ∈ N \ S i для i ∈ N \ S, j ∈ S; iнакше форма називається

нерозкладною.

Нагадаємо деякi означення, наведенi в [139].

Матриця n× n A називається s-стабiльною, де s ∈ {1, 2, . . . , n}, якщо

його s-й стовпець збiгається з s-м стовпцем одиничної n × n матрицi E.

Лiнiйне несингулярне перетворення z = yA (див. вище) називається s-

стабiльним, якщо така ж матриця A.

Двi квадратичнi форми f = f(z) i g = g(y) називаються s-стабiльно

еквiвалентними, якщо iснує неособливе лiнiйне перетворення z = yA

s, яке s-стабiльне i переводить f(z) в g(y). Якщо f = f(z) i g =

g(y) є цiлими квадратичними формами, тодi термiн “s-стабiльно Z-

еквiвалентний” означає, що s-стабiльна матриця A є цiлочисельною та

оборотною (як матриця над Z).

Розглянемо тепер загальний випадок одиничних цiлих додатних

квадратичних форм:

f(z) = f(z1, . . . , zn) =
n∑

i=1

z2
i +

∑
i<j

fijzizj,

де n ≥ 1; з додатностi випливає, що fij ∈ {0, 1,−1} для всiх i, j. Множину

всiх таких квадратичних форм позначимо через Z+
n .
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Теорема 4.4 ([139], теорема 3). Для будь-якої нерозкладної

квадратичної форми f = f(z) ∈ Z+
n i s ∈ {1, . . . , n} iснує s-стабiльно

Z-еквiвалентна квадратична форма, яка є квадратичною формою Тiтса

певної дiаграми Динкiна.

Зауважимо, що подiбне твердження, але без додаткових обмежень на

еквiвалентнiсть, давно вiдоме [126].

4.1.2. Доведення теореми 4.3. Нехай S — головна множина

порядку n ≥ 1.

Тодi iснує ненульовий цiлочисленний вектор t = (ti)i∈S∪0 такий, що

qS(t) = 0. Вiзьмемо td 6= 0 з d ∈ S i розглянемо пiдмножину S0 := S \ d,

яка є додатною за визначенням головної множини. Покладемо A := {x ∈
S | x < d} i B := {x ∈ S |x > d}. Тодi множина Sd := S↑↓AB є множиною

з “iзольованим” елементом d (в тому сенсi, що вiн непорiвняльний з будь-

яким iншим елементом).

За твердженням 2.3 множина Sd є невiд’ємною (i навiть головною

згiдно твердженням 2.34), а множина Sd0 := Sd \ d додатною.. Тому

достатньо довести теорему для множини Sd.

Будемо вважати, що елементи S пронумерованi числами 1, 2, . . . , n

таким чином, що n = d, а для вiдношення часткового порядку

на S використаємо (щоб уникнути двозначностi) символ ≺ замiсть

<. Покладемо M := M [qSd
(z0, z1, . . . , zn)] (симетрична матриця

квадратичної форми Тiтса Sd) i N := M [qSd0
(z0, z1, . . . , zn−1)] (симетрична

матриця квадратичної форми Тiтса Sd0); рядки та стовпцi обох матриць

нумеруються 0, 1, . . . природним чином (у порядку зростання). Очевидно,

M =


 N vT

v 1


 , де v = (−1

2 , 0, . . . , 0).
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За теоремою 4.4 для S = Sd0 i s = 0 iснує 0-стабiльна матриця

A =


 1 A12

0 A22




з A22 як матрицею (n− 1)× (n− 1) (тодi A12 є 1× n− 1 матрицею) така,

що ANAT = M [qD(z)] для деякої дiаграми Динкiна D (вершини якої

пронумерованi 0, 1, ln− 1). Тодi, для A =


 A 0

0 1


, маємо (враховуючи,

що vAT = v): AMA
T

=


 M [qD(z)] vT

v 1


 , тобто AMA

T є симетричною

матрицею квадратичної форми Тiтса графа D, яка отримана з дiаграми

Динкiна D додаванням однiєї нової вершини n i одного нового ребра (0, n).

Очевидно, (зв’язний) граф D є деревом (бо така дiаграма D).

Таким чином, квадратична форма Тiтса qS(z) ч.в. множини i qD(z)

дерева D є Z-еквiвалентними. Оскiльки qD(z) є невiд’ємною i не є

додатною (бо такою є qS(z) з головною S), граф D є розширеною

дiаграмою Динкiна.

Теорема доведена.

4.2. Класифiкацiя серiйних головних ч.в. множин

За аналогiєю з означенням серiйної додатної ч.в. множини головна

ч.в. множина S називається серiйною, якщо iснує нескiнченна строго

зростаюча послiдовнiсть головних множин S ⊂ S1 ⊂ S2 ⊂ . . .

Ми будемо використовувати означення iз пiдроздiлу 2.1 роздiлу 2.

4.2.1. Основнi теореми. Ч. в. множина Q називається

напiвланцюгом довжини s, i 2-довжини k якщо вона має вигляд

Q1 < Q2 < · · · < Qs, де кожне Qi складається iз одного або двох

непорiвняльних елементiв i k — число двоелементних Qi (Qi < Qi+1

означає, що a < b для всiх a ∈ Qi та b ∈ Qi+1).
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Теорема 4.5. Ч.в. множина S є серiйною головною тодi i тiльки

тодi, коли виконується одна з наступних умов :

(I) S — пряма сума ланцюга довжини k ≥ 0 та напiвланцюга

довжини s ≥ 2 i 2-довжини 2;

(II) S — пряма сума напiвланцюга довжини k ≥ 1 i 2-довжини 1 та

напiвланцюга довжини s ≥ 1 i 2-довжини 1, де k ≤ s;

(III) S — лiва мiнiмаксна сума ланцюга довжини k ≥ 1 та

напiвланцюга довжини s ≥ 2 i 2-довжини 1 з єдиним максимальним

елементом;

(IV) S — лiва мiнiмаксна сума напiвланцюга довжини k ≥ 2 i 2-

довжини 1 з єдиним мiнiмальним елементом i ланцюга довжини s ≥ 1;

(V) S — двостороння мiнiмаксна сума ланцюга довжини k ≥ 2 та

ланцюга довжини s ≥ 3, де k ≤ s.

Крiм того, усi цi множини попарно неiзоморфнi.

Мовою дiаграм Хассе зазначенi в теоремi множини мають такий

вигляд:
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Тут вертикальнi лiнiї є ланцюгами, а похилi вiдрiзки не мiстять
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промiжних точок. Великi точки, зазначенi на малюнках (на вiдмiну вiд

малих i промiжних) повиннi бути завжди присутнiми.

Теорема 4.6. Будь-яка головна множина порядку n > 8 є серiйною.

4.2.2. Доведення основних теорем. Нам знадобляться наступнi

наслiдки iз твердження 2.34.

Наслiдок 4.7. Нехай S i T — такi ж, як в твердженнi 2.34 нехай

x /∈ A. Тодi T \ x додатна, якщо додатна S \ x.

Наслiдок 4.8. Ч.в. множина, мiнiмаксно-еквiвалентна головнiй,

також є головною.

Спочатку доведемо, що всi ч.в. множини вигляду (I)–(V) є головними;

їх серiйнiсть очевидна.

Легко побачити, що

(a) якщо S має вигляд (I) i L позначає ланцюг довжини k ≥ 0, тодi S↑L
також має вигляд (I) (з порожнiм ланцюгом);

(b) якщо S має вигляд (II) i L позначає перший напiвланцюг, тодi S↑L
вигляд (I) (з порожнiм ланцюгом);

(c) якщо S має вигляд (III) i p позначає мiнiмальий елемент ланцюга

довжини k ≥ 1, тодi S↑p має вигляд (I);

(d) якщо S має форму (IV) i p позначає мiнiмальний елемент

напiвланцюга довжини k ≥ 2, тодi S↑p має вигляд (II);

(e) якщо S має вигляд (V) i p позначає мiнiмальний елемент першого

ланцюга, тодi S↑p має вигляд (IV).

За наслiдком 4.8 достатньо розглянути лише випадок ч.в. множин

вигляду (I) при k = 0, тобто випадок напiвланцюгiв 2-довжини 2. Iз

формул (3) i (18) роботи [140] випливає, що квадратична форма Тiтса

qP (z) напiвланцюга P = {P1 < P2 < · · · < Ps} 2-довжини 2 з

двоелементними множинами Pi = {u1, u2}, Pj = {v1, v2} (i 6= j) i
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одноелементними множинами Pk = {pk} (p 6= i, j) задовольняє наступну

рiвнiсть:

2qP (z) = z2
0 + 2(z0 −

∑
k 6=i,j zpk

− zu1
− zu2

− zv1
− zv2

)2+

+
∑

k 6=i,j z2
pk

+ (zu1
− zu2

)2 + (zv1
− zv2

)2.

Звiдси маємо, що форма qP (z), а значить i множина P – головна.

Таким чином, достатнiсть теореми 4.5 доведена.

Оскiльки всi пiдмножини ч.в. множин вигляду (I)–(V) також мають

такий же вигляд (i всi ч.в. множини Si в означеннi серiйних головних

множин є такими також), то для доведення необхiдностi теореми 4.5 i

теореми 4.6 досить показати, що виконується наступне твердження.

Твердження 4.9. Будь-яка головна ч.в. множина порядку n > 8 має

один iз виглядiв (I)–(V).

Доведемо спочатку наступну лему.

Лема 4.10. Нехай A = {a}∐
B — головна множина порядку n > 8,

де B додатна множина. Тодi B = {b}∐
C, де C є майже ланцюгом

(значить A має вигляд (II) при k = 1).

Доведення. Iз результатiв попереднього роздiлу випливає, що ч.в.

множини

T1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8},
T2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9}.
T3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 | 2 ≺ 9, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9},
T4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 | 2 ≺ 3, 2 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9},
T5 = {1, 2, 3, 4, 5 | 4 ≺ 5}

не є невiд’ємними (бо вони NP -критичнi).

Оскiльки множина B є додатною порядку n′ = n − 1 > 7, вона має

вигляд (1), або (2), або (3) (див. теореми 2.43 i 1.8).

У випадку (1) {a}∐
B додатна, якщо k ≤ 1 (за (1) i (3) теореми

2.43), i не є невiд’ємною, якщо k > 1 (оскiльки вона мiстить пiдмножину,
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iзоморфну T2, коли k = 2 i T1, коли k > 2). Отже, A не може бути

головною.

У випадку (2) {a}∐
B не є невiд’ємною, оскiльки вона мiстить

пiдмножину, iзоморфну T3, коли k = 1; T4, коли k = 2; T1, коли k = 3, 4, 5;

T op
4 , коли k = 6; T op

3 , коли k ≥ 7. Отже, A не може бути головною.

У випадку (3) {a}∐
B додатна, якщо s = 0 (за (3) Теорема 2.43), i не є

невiд’ємною, якщо s > 1 (оскiльки вона мiстить пiдмножину, iзоморфну

T5). Отже, s = 1 i B має вигляд, вказаний у формулюваннi нашої леми

(тодi A є головною як ч.в. множина вигляду (V)).

Нехай тепер S — головна множина порядку n > 8 i нехай t 6= 0 таке, що

qS(t) = 0. Зафiксуємо d ∈ S так, що td 6= 0. Тодi за означенням головної

множини S0 = S \ d є додатною множиною. Покладемо A := {x ∈ S | x <

d} i B := {x ∈ S | x > d}. Тодi Sd := S↑↓AB = {d}∐
T для деякої пiд-

множини T в S. Множина T додатна, а множина Sd — головна вiдповiдно

за наслiдками 4.7 i 4.8. Оскiльки |T | > 7, iз теорем 2.43, 1.8 та леми 4.10

випливає, що T має форму (3) при s = 1.

Нехай T = {x0}
∐

C з майже ланцюгом C. Оскiльки S↑↓AB = {d}∐
T ,

маємо S = ({d}∐
T )↑↓AB або еквiвалентно S = {d}∐

T ↑↓
AB (оскiльки

d /∈ A,B), а множина всiх ч.в. множин вигляду (I)-(V) замкнута

вiдносно дуальностi, то за твердженням леми 2.20 (записаного як S↓A =

[(Sop)↑Aop]op), щоб завершити доведення, достатньо показати, що {d}∐
T ↑

A

має один iз виглядiв (I)-(V) для будь-якої нижньої пiдмножини T .

Покладемо C := {x1 < x2 < · · · xp < {u, v} < y1 < y2 < · · · < yq} i

випишемо усi типи нижнiх пiдмножин T = {x0}
∐

C:

A0 = ∅; A1 = {x1, . . . , xi}, 1 ≤ i ≤ p; A2 = {x1, . . . , xp, u};
A3 = A2 ∪ v; A4 = A3 ∪ {y1, . . . , yj}, 1 ≤ j ≤ q; A5 = x0;

A6 = x0 ∪ A1; A7 = x0 ∪ A2; A8 = x0 ∪ A3; A9 = x0 ∪ A4.

За означенням S↑A маємо, що {d}∐
T ↑

A = {d}∐
({x0}

∐
C)↑A має вигляд
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(II) для A = A0, A1, вигляд (III) для A = A2, вигляд (I) для A = A3, A4,

вигляд (III) для A = A5, A6, вигляд (V) для A = A7, вигляд (IV) для

A = A8, A9.

Твердження 4.9 доведено.

4.3. Головнi i майже додатнi частково впорядкованi

множини

Назвемо невiд’ємну множину S майже додатною, якщо S \ x додатна

для деякого x ∈ S. Очевидно, додатнi та P -критичнi ч.в. множини

майже додатнi. Будь-яка майже додатна множина, яка не є додатною,

називається строго майже додатною ч.в. множиною.

Твердження 4.11. Ч.в. множина S строго майже додатна тодi i

тiльки тодi, коли вона головна.

Твердження випливає з наслiдка 4.2 та основної iдеї доведення теореми

4.3.

Для повної класифiкацiї майже додатних множин залишається

класифiкувати несерiйнi строго додатнi ч.в. множини без P -критичних

ч.в. множин. Назвемо такi ч.в. множини суттєвими майже додатними.

Суттєвi майже додатнi ч.в. множини будуть класифiковано в

наступному пiдроздiлi. Їх 247 з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi.

Зауважимо, що iз опису несерiйних головних множин (див. пiдроздiл

4.2) i модифiкованого опису P -критичних множин (див. пiдроздiл 2.5

роздiлу 2) випливає, що серед P -критичних ч.в. множин (якi згiдно

їх означенню носять несерiйний характер) можуть бути серiйнi в класi

суттєвих майже додатних множин. Легко побачити, що такими є лише

чотири P -критичнi множини iз класу мiнiмаксних iзоморфiзмiв, який

мiстить єдину множину ширини 4. Отже, ми не включаємо цi 4 множини
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в суттєвi майже додатнi множини. I значить несерiйнi строго майже

додатнi ч.в. множини складаються iз суттєвих майже додатних множин i

P -критичних множин без вказаних чотирьох.

Пiдкреслимо, що замiна головних ч.в множин на строго майже

додатнi веде до бiльш простої комбiнаторики, а саме комбiнаторики

самих множин. Комбiнаторика ж квадратичних форм i їх матриць, яка

визначається самим означенням головних множин, доступна лише для

комп’ютерних програм i тому не випадково саме таким способом головнi

(несерiйнi) множини вивчалися вперше ([141], [142]). Ми традицiйно

використовуємо свiй метод мiнiмаксної еквiвалентностi. (див. пiдроздiл

2.2 разом з пiдроздiлом 2.3 роздiлу 2).

4.4. Мiнiмакснi системи твiрних для суттєвих майже

додатних множин

Нагадаємо, що для головної ч.в. множини S через a ∈ S позначається

єдина P -критична ч.в. множина, що мiститься в множинi S (див. наслiдок

4.2).

Наслiдок 4.12. Нехай a є елементом множини S i a< := {x ∈ S | x <

a}, a> := {x ∈ S | x > a}. Тодi елемент a iзольований в множинi S =

S↑↓a<a>, i S \ a додатна, якщо a ∈ S.

У [124, Section 5] Бондаренко В.М. ввiв поняття мiнiмаксної системи

твiрних. Зокрема, було надано такi означення. Нехай K — замкнутий

вiдносно скiнченних множин iзоморфiзм i дуальнiсть i нехай U = {Ui}
– сукупнiсть ч.в. множин. U є мiнiмаксною системою (вiдповiдно, d-

системою) твiрних K, якщо будь-яка X ∈ K є мiнiмаксно iзоморфна

множинi Ui (вiдповiдно Ui або U op
i ) для деякого i ∈ I.
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Теорема 4.13. Наступнi 9 множин з iзольованими елементами 1

утворюють мiнiмальну мiнiмаксну d-систему твiрних для множини

M усiх основних майже додатних множин:

M1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6|2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6};
M2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6};
M3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7};
M4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 7};
M5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 8};
M6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 7};
M7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 6, 3 ≺ 8};
M8 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
M9 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 7}.

Доведення. Використовуємо список усiх несерiйних додатних множин (з

точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi) у формi, вказанiй в пiдроздiлi 2.7

роздiлу 2. За [i, j] з i = 5, 6, 7, j вiд 1 до 10, 32, 66 вiдповiдно позначимо ч.в.

множину {1}∐
NSPi.j. Елементи цiєї ч.в. множини (що розглядається у

виглядi дiаграм Хассе) нумеруються цiлими числами 1, 2, . . . , 1+|NSPi.j|
таким чином, що p ≺ q означає, що елемент iз номером q стоїть вище або

праворуч вiд елемента з номером p. Також використовуємо класифiкацiю

серiйних додатних множин у формi теореми 2.43. Через [i]k,s з i = 1, 2,

позначаємо множину {0}∐
(i)k,s, де (i)k,s — часткова множина в умовi (i)

теореми з параметрами k i s.

Множини Mi є прямими сумами одноелементної множини {1} i

додатних множин (несерiйних для i 6= 5 i серiйної для i = 5): M1 = [5, 8],

M2 = [6, 1], M3 = [6, 22], M4 = [6, 27], M5
∼= [2]3,4, M6 = [7, 1], M7 = [7, 3],

M8 = [7, 46], M9 = [7, 56].

Цi множини є невiд’ємними за таблицями з роздiлу 3 всiх NP -

критичних множин NPi. Вони не є нi додатними, нi P -критичними, нi

серiйними строго майже додатними за таблицями пiдроздiлiв 2.5 i 2.7
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роздiлу 2 всiх P -критичних множин, всiх (серiйних i несерiйних) додатних

ч.в. множин та теоремою 4.5. Отже, M1, . . . , M9 ∈M.

Згiдно з наслiдком 4.12, щоб довести теорему, достатньо перевiрити,

що будь-яка пряма сума множин T = {∗}∐
S з додатною множиною

S або не належить M, або є мiнiмаксно iзоморфною Mi або мiнiмаксно

iзоморфною M op
j для деяких i, j. Очевидно, що T можна розглядати з

точнiстю до дуальностi.

Для випадкiв несерiйних ч.в. множин маємо наступне:

(A1)(A1)(A1) Ч.в. множини [5.1], [5.3] − [5.5], [6.2] − [6.4], [6.6] − [6.7], [6.10] −
[6.12], [6.14] додатнi, оскiльки [5.1] ∼= NSP6.19, [5.3] ∼= NSP6.26, [5.4] ∼=
NSP6.28, [5.5] ∼= NSP6.32, [6.2] ∼= NSP7.37, [6.3] ∼= NSP7.42, [6.4] ∼=
NSP7.43, [6.6] ∼= NSP7.52, [6.7] ∼= NSP7.53, [6.10]∼=NSP7, 54, [6.11] ∼=
NSP7.60, [6.12] ∼= NSP7.61, [6.14] ∼= NSP7.66.

(A2)(A2)(A2) Ч.в. множини [5.2], [6.13], [6.15], [7.7], [7.10], [7.19], [7.21], [7.23],

є P -критичними, оскiльки [5.2] ∼= P32, [6.13] ∼= P36, [6.15] ∼= P37, [7.7] ∼=
P47, [7.10] ∼= P67, [7.19] ∼= P68, [7.21] ∼= P43, [7.23] ∼= P44, [7.25] ∼= P45.

(A3)(A3)(A3) [6.5] ∼= NP49, [7.22] ∼= NP58, [7.24] ∼= NP59; [7, 2], [7, 5], [7, 9], [7.14],

[7.16] ⊃ NP49; [5, 6] − [5, 7], [5, 9], [6, 16] − [6, 21], [6, 23] − [6, 26], [6, 28] −
[6, 29], [6, 31]− [6, 32], [7, 26]− [7, 45], [7, 47]− [7, 55], [7, 57]− [7, 58], [7, 60]−
[7, 62], [7, 64]− [7, 66] ⊃ NP112.

(A4)(A4)(A4) [5.10]↑3 ∼= [5.8] = M1; [6.8]↑↓27
∼= [6.1]op = M op

2 , [6.9]↓↓76
∼=

[6.1] = M2; [6.30]↑3 ∼= [6.22] = M3; [6.27] = M4; [7.8]↓↓↓387
∼= M op

5 ,

[7.11]↓↓↑872
∼= M5, [7.12]↑↓28

∼= M op
5 , [7.15]↓↓↓876

∼= M op
5 , [7.18]↓↓87

∼= M5; [7.20]↑↑↓238

∼= M5, [7.13]↑↓28
∼= [7.1]op = M op

6 , [7.17]↓↓87
∼= [7.1] = M6; [7.4]↓↓↓148

∼= [7.3] = M7,

[7.6]↑↓↓↓2874
∼= [7, 3] = M7; [7.63]↑3 ∼= [7.46] = M8; [7, 59]↑↑↓348

∼= [7, 56] = M9.

Для випадкiв серiйних ч.в. множин маємо наступне:

(B1)(B1)(B1) [1]0,s
∼= (1)1,s, [1]2,2

∼= NSP5.6, [1]2,3
∼= NSP6.18, [1]2,4

∼=
NSP7.41, [1]2,5

∼= PC43, [1]2,s ⊃ NPC70 для s ≥ 6, [1]3,3
∼= PC35,

[1]k,s ⊃ NPC55 для k ≥ 3, s ≥ 4;
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(B2)(B2)(B2) [2]1,3
∼= NSP5.9, [2]1,4

∼= NSP6.29, [2]1,5
∼= NSP7.62, [2]1,6

∼=
PC46, [2]1,s ⊃ NPC74 для s ≥ 7, [2]2,2

∼= NSP5.7, [2]2,3
∼= NSP6.20, [2]2,4

∼=
NSP7.44, [2]2,5

∼= PC48, [2]2,s ⊃ NPC76 для s ≥ 6, [2]3,3
∼= NSP7.26,

[2]3,4
∼= M5, [2]k,s ⊃ NPC55 для k ≥ 3, s ≥ 5;

(B3)(B3)(B3) [3]k,0
∼= (3)k,1, [3]k,1 є серiйною строго майже додатною множиною,

[3]k,s ⊃ NPC112 для s ≥ 2.

Отже, доведено, що множини M1, . . . , M9 утворюють мiнiмаксну

d-систему твiрних для множини M.

Тепер доведемо, що ця d-система є мiнiмальною.

Лема 4.14. Нехай S — ч.в. множина i для b ∈ S S<
b := {x ∈ S |x <

b}, b< := {x ∈ S | x < b}, b> := {x ∈ S |x > b}, S◦b = S↑↓{b<}{b>}. Нехай T

— ч.в. множина, мiнiмаксно еквiвалентна множинi S. Тодi елемент b

iзольований в T тодi i тiльки тодi, коли T = S◦b .

Лема безпосередньо випливає з означень.

Лема 4.15. Мiнiмакснi ч.в. множини, еквiвалентнi ч.в. множинi

T1 = {1, 2, 3, 4} з непорiвняльними елементами, вичерпано з точнiстю

до iзоморфiзму множинами T1, T2 = {1 ≺ 2, 3, 4}, T3 = {1, 2, 3 ≺ 4} i

T4 = {1, 2 ≺ 3, 4}.
Лему можна довести простими обчисленнями.

Розглянемо спочатку множини M2,M3,M4 порядку 7.

(a1) Очевидно, M3 = T1. За лемою 4.15, для будь-якої мiнiмаксної

X, еквiвалентної M3, X iзоморфна деякому Ti. Тодi M2 не може бути

мiнiмаксно iзоморфною M3, iнакше M2 мiститиме двi рiзнi P -критичнi

пiдмножини — M2 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6 ≺ 7} та K ∼= Ti для деяких

i = 1, 2, 3, 4 (що неможливо згiдно наслiдка 4.2). Аналогiчно, M2 6∼=min,max

M op
3 , M2 6∼=min,max M4 i M2 6∼=min,max M op

4 .

(a2) Припустимо, що множина T мiнiмаксно еквiвалентна множинi

S := M3 i iзоморфна множинi M4. Тодi за лемою 4.14 T = S◦i для деяких
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1 ≤ i ≤ 7. Ч.в. множина M4 має ширину 4 i її дiаграма Хассе має цикл.

Оскiльки S◦i має ширину менше 4 для i = 4, 6, 7 i ї ї дiаграма Хассе є

деревом для i = 1, 2, 3, прийшли до протирiччя. Отже, M3 6∼=min,max M4.

Аналогiчно, M3 6∼=min,max M op
4 .

Розглянемо тепер множини M5, . . . , M9 порядку 8.

(b1) Подiбно до (a1) можна довести, що X 6∼=min,max Y для X =

M5,M6,M7 i Y = M8,M9,M
op
8 ,M op

9 . Також аналогiчно, коли X = M5,

Y = M6,M7,M
op
6 ,M op

7 , якщо лему 4.15 замiнити фактом, що ч.в. множина

{1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 6} ∼= M6
∼= M7 не є мiнiмаксно iзоморфною ч.в.

множиною {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 5 ≺ 7} = M5.

(b2) Подiбно до (a2) доводиться, що M8 6∼=min,max M9,M
op
9 .

(c) Випишемо з точнiстю до iзоморфiзму всi множини з iзольованими

елементами, мiнiмаксно еквiвалентнi множини S := M6 (див. Лему 4.14):

S◦1 = M6,

S◦2 ∼= {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 3 ≺ 8};
S◦3 ∼= {1, 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}op;

S◦4 ∼= {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 3 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
S◦5 ∼= {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 5}op;

S◦6 ∼= {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
S◦7 ∼= {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 3 ≺ 7 ≺ 8}op;

S◦8 ∼= {1, 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}.
Легко перевiрити, що жодна з цих груп не є iзоморфною жоднiй M7

або M op
7 .

Умови (a1)–(c) доводять мiнiмальнiсть нашої d-системи.

4.5. Опис суттєвих майже додатних ч. в. множин

Вище вже говорилося, а тут скажемо детальнiше, що деякi класи головних

множин порядку n = 5, 6, 7 (якi в нашiй термiнологiї означають несерiйнi)
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описанi за допомогою комп’ютерних програм в статтi [141] i препринтi

[142] вiдповiдно для n = 5, 6 i для n = 7).

З теореми 4.13 випливає, що всi суттєвi майже додатнi ч.в. множини

можна роздiлити на 9 класiв. Представниками кожного класу будуть

множини Mi, де i = 1, 2, ..., 9. Розглянемо кожний клас окремо.

4.5.1. Опис майже додатних ч. в. множин класу 1.

Представником першого класу є множина M1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6|2 ≺ 4, 3 ≺
4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6}.

Теорема 4.16. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M1 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 12 множинами:

1) MD1.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 3};
2) MD1.2 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 6, 3 ≺ 2};
3) MD1.3 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6, 5 ≺ 4};
4) MD1.4 = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 3};
5) MD1.5 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 3, 5 ≺ 6};
6) MD1.6 = {1 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6};
7) MD1.7 = {1 ≺ 3, 4 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 3};
8) MD1.8 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 2};
9) MD1.9 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 1 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 3, 5 ≺ 6 ≺ 4};
10) MD1.10 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6};
11) MD1.11 = {1, 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6};
12) MD1.12 = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6}.

s s
s s
s s

¡
¡
@

@

MD1.1

s s
s s

s
s

¢
¢
¢
¢

@
@
¢
¢
¢
¢

MD1.2

s s
s

s
ss

¡
¡@

@

MD1.3

ss
s

s
s
s

¢
¢
¢
¢

@
@

MD1.4

s s
s

s
s

s

¢
¢
¢
¢

@
@

MD1.5

s s
s

s
s
s

¡
¡

¡
¡

¡
¡

MD1.6



195

s

s
s

s
s
s

¢
¢
¢
¢@

@
@

@

MD1.7

s

s
s

s
ss

¡
¡

¡
¡

HHHH

MD1.8

s

s
s

s
ss

¡
¡

¡
¡

@
@

@
@

MD1.9

s s
s
s

s
s

¢
¢
¢
¢
¡

¡

¢
¢
¢
¢

MD1.10

s s
s

s
s

s¡
¡

¡
¡

MD1.11

s s

s

s
s
s

¢
¢
¢
¢

¢
¢
¢
¢

MD1.12

Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M1. Ними будуть:

X1,0 = ∅, X1,1 = {1}, X1,2 = {2}, X1,3 = {3}, X1,4 = {1, 2}, X1,5 =

{1, 3}, X1,6 = {2, 3}, X1,7 = {2, 5}, X1,8 = {1, 2, 3}, X1,9 = {1, 2, 5}, X1,10 =

{2, 3, 4}, X1,11 = {2, 3, 5}, X1,12 = {1, 2, 3, 4}, X1,13 = {1, 2, 3, 5}, X1,14 =

{2, 3, 4, 5},X1,15 = {1, 2, 3, 4, 5}, X1,16 = {2, 3, 4, 5, 6}.
Позначимо через K1,j ч. в. множини S↑X при S = M1 i X = X1,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K1,0 iзоморфна ч. в. множинi MD1.11,

ч. в. множина K1,1 iзоморфна ч. в. множинi MD1.6,

ч. в. множина K1,2 iзоморфна ч. в. множинi MD1.5,

ч. в. множина K1,3 iзоморфна ч. в. множинi MD1.3,

ч. в. множина K1,4 iзоморфна ч. в. множинi MD1.1,

ч. в. множина K1,5 iзоморфна ч. в. множинi MD1.8,

ч. в. множина K1,6 iзоморфна ч. в. множинi MD1.4,

ч. в. множина K1,7 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.8,

ч. в. множина K1,8 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.5,

ч. в. множина K1,9 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.6,

ч. в. множина K1,10 iзоморфна ч. в. множинi MD1.2,

ч. в. множина K1,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.3,

ч. в. множина K1,12 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.10,

ч. в. множина K1,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.11,

ч. в. множина K1,14 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.7,
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ч. в. множина K1,15 iзоморфна ч. в. множинi MD1.12,

ч. в. множина K1,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop
1.9.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M1 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y1,1 = (X1,13, {3}), Y1,2 = (X1,15, {3}), Y1,3 = (X1,22, {5}), Y1,4 =

(X1,22, {3, 5}).
Позначимо через K ′

1,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M1 i (X,V ) = Y1,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
1,1 iзоморфна ч. в. множинi MD1.9,

ч. в. множина K ′
1,2 iзоморфна ч. в. множинi MD1.7,

ч. в. множина K ′
1,3 iзоморфна ч. в. множинi MD1.10,

ч. в. множина K ′
1,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop

1.2.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 1.1− 1.12, зустрiчається по одному разу (при цьому,

якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.5.2. Опис майже додатних ч. в. множин класу 2.

Представником другого класу є множина M2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|2 ≺ 3 ≺
4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6}.

Теорема 4.17. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M2 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 22 множинами:

1) MD2.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5, 2 ≺ 6};
2) MD2.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5};
3) MD2.3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6};
4) MD2.4 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5, 2 ≺ 6};
5) MD2.5 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5};
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6) MD2.6 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 5};
7) MD2.7 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6};
8) MD2.8 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6};
9) MD2.9 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 3 ≺ 7};
10) MD2.10 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 1 ≺ 4, 3 ≺ 7};
11) MD2.11 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5};
12) MD2.12 = {2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 4, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7};
13) MD2.13 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 2, 5 ≺ 6 ≺ 7};
14) MD2.14 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 3 ≺ 6};
15) MD2.15 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6};
16) MD2.16 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6};
17) MD2.17 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 7};
18) MD2.18 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7};
19) MD2.19 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7, 6 ≺ 7};
20) MD2.20 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 7, 3 ≺ 7};
21) MD2.21 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 7};
22) MD2.22 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7}.
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Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M2. Ними будуть:

X2,0 = ∅, X2,1 = {1}, X2,2 = {2}, X2,3 = {5}, X2,4 = {1, 2},
X2,5 = {1, 5}, X2,6 = {2, 3}, X2,7 = {2, 5}, X2,8 = {1, 2, 3}, X2,9 = {1, 2, 5},
X2,10 = {2, 3, 4}, X2,11 = {2, 3, 5}, X2,12 = {2, 5, 6}, X2,13 = {1, 2, 3, 4},
X2,14 = {1, 2, 3, 5}, X2,15 = {1, 2, 5, 6}, X2,16 = {2, 3, 4, 5}, X2,17 =

{2, 3, 5, 6}, X2,18 = {2, 5, 6, 7}, X2,19 = {1, 2, 3, 4, 5}, X2,20 = {1, 2, 3, 5, 6},
X2,21 = {1, 2, 5, 6, 7}, X2,22 = {2, 3, 4, 5, 6}, X2,23 = {2, 3, 5, 6, 7}, X2,24 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}, X2,25 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, X2,26 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Позначимо через K2,j ч. в. множини S↑X при S = M2 i X = X2,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K2,0 iзоморфна ч. в. множинi MD2.8,

ч. в. множина K2,1 iзоморфна ч. в. множинi MD2.2,

ч. в. множина K2,2 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.9,

ч. в. множина K2,3 iзоморфна ч. в. множинi MD2.17,

ч. в. множина K2,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.17,

ч. в. множина K2,5 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.2,

ч. в. множина K2,6 iзоморфна ч. в. множинi MD2.16,

ч. в. множина K2,7 iзоморфна ч. в. множинi MD2.9,
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ч. в. множина K2,8 iзоморфна ч. в. множинi MD2.21,

ч. в. множина K2,9 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.8,

ч. в. множина K2,10 iзоморфна ч. в. множинi MD2.5,

ч. в. множина K2,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.11,

ч. в. множина K2,12 iзоморфна ч. в. множинi MD2.15,

ч. в. множина K2,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.6,

ч. в. множина K2,14 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.10,

ч. в. множина K2,15 iзоморфна ч. в. множинi MD2.19,

ч. в. множина K2,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.18;

ч. в. множина K2,17 iзоморфна ч. в. множинi MD2.12,

ч. в. множина K2,18 iзоморфна ч. в. множинi MD2.4,

ч. в. множина K2,19 iзоморфна ч. в. множинi MD2.14,

ч. в. множина K2,20 iзоморфна ч. в. множинi MD2.13,

ч. в. множина K2,21 iзоморфна ч. в. множинi MD2.22,

ч. в. множина K2,22 iзоморфна ч. в. множинi MD2.20,

ч. в. множина K2,23 iзоморфна ч. в. множинi MD2.1,

ч. в. множина K2,24 iзоморфна ч. в. множинi MD2.10,

ч. в. множина K2,25 iзоморфна ч. в. множинi MD2.19,

ч. в. множина K2,26 iзоморфна ч. в. множинi MDop
2.3.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M2 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y2,1 = (X2,9, {2}), Y2,2 = (X2,14, {2}), Y2,3 = (X2,15, {2}), Y2,4 =

(X2,19, {2}), Y2,5 = (X2,19, {5}), Y2,6 = (X2,19, {2, 5}), Y2,7 = (X2,20, {2}),
Y2,8 = (X2,21, {2}), Y2,9 = (X2,24, {2}), Y2,10 = (X2,24, {5}), Y2,11 =

(X2,24, {2, 5}), Y2,12 = (X2,24, {2, 5, 6}), Y2,13 = (X2,25, {2}), Y2,14 =

(X2,25, {2, 3}).
Позначимо через K ′

2,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M2 i (X,V ) = Y2,j.

Тодi легко переконатися, що



200

ч. в. множина K ′
2,1 iзоморфна ч. в. множинi MD2.3,

ч. в. множина K ′
2,2 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.20,

ч. в. множина K ′
2,3 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.1,

ч. в. множина K ′
2,4 iзоморфна ч. в. множинi MD2.18,

ч. в. множина K ′
2,5 iзоморфна ч. в. множинi MD2.6,

ч. в. множина K ′
2,6 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.5,

ч. в. множина K ′
2,7 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.12,

ч. в. множина K ′
2,8 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.4,

ч. в. множина K ′
2,9 iзоморфна ч. в. множинi MD2.11,

ч. в. множина K ′
2,10 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.21,

ч. в. множина K ′
2,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.16,

ч. в. множина K ′
2,12 iзоморфна ч. в. множинi MD2.7,

ч. в. множина K ′
2,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop

2.15,

ч. в. множина K ′
2,14 iзоморфна ч. в. множинi MD2.7.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 2.1− 2.22, зустрiчається по одному разу (при цьому,

якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.5.3. Опис майже додатних ч. в. множин класу 3.

Представником третього класу є множина M3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|2 ≺
4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7}.

Теорема 4.18. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M3 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 24 множинами:

1) MD3.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 3};
2) MD3.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 2 ≺ 7};
3) MD3.3 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6, 3 ≺ 2};
4) MD3.4 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 1 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 3 ≺ 2};
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5) MD3.5 = {3 ≺ 1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 2, 1 ≺ 6};
6) MD3.6 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7, 5 ≺ 4};
7) MD3.7 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 3, 5 ≺ 6 ≺ 7};
8) MD3.8 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 5 ≺ 4};
9) MD3.9 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 5 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 4};
10) MD3.10 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 1 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 3, 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 4};
11) MD3.11 = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 7, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
12) MD3.12 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 6 ≺ 3};
13) MD3.13 = {1, 2 ≺ 3, 1 ≺ 6, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
14) MD3.14 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 5};
15) MD3.15 = {1 ≺ 3, 4 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 5 ≺ 3};
16) MD3.16 = {1 ≺ 3, 5 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 3};
17) MD3.17 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 2, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};
18) MD3.18 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7 ≺ 6};
19) MD3.19 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 1 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 4, 6 ≺ 3};
20) MD3.20 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 7 ≺ 6};
21) MD3.21 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7 ≺ 6};
22) MD3.22 = {1, 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7};
23) MD3.23 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7};
24) MD3.24 = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7}.
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Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M3. Ними будуть:

X3,0 = ∅, X3,1 = {1}, X3,2 = {2}, X3,3 = {3}, X3,4 = {5}, X3,5 = {1, 2},
X3,6 = {1, 3}, X3,7 = {1, 5}, X3,8 = {2, 3}, X3,9 = {2, 5}, X3,10 = {3, 5},
X3,11 = {1, 2, 3}, X3,12 = {1, 2, 5}, X3,13 = {1, 3, 5}, X3,14 = {2, 3, 4},
X3,15 = {2, 3, 5}, X3,16 = {3, 5, 6}, X3,17 = {1, 2, 3, 4}, X3,18 = {1, 2, 3, 5},
X3,19 = {1, 3, 5, 6}, X3,20 = {2, 3, 4, 5}, X3,21 = {2, 3, 5, 6}, X3,22 =

{3, 5, 6, 7}, X3,23 = {1, 2, 3, 4, 5}, X3,24 = {1, 2, 3, 5, 6}, X3,25 = {1, 3, 5, 6, 7},
X3,26 = {2, 3, 4, 5, 6}, X3,27 = {2, 3, 5, 6, 7}, X3,28 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X3,29 =

{1, 2, 3, 5, 6, 7}, X3,30 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Позначимо через K3,j ч. в. множини S↑X при S = M3 i X = X3,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K3,0 iзоморфна ч. в. множинi MD3.22,

ч. в. множина K3,1 iзоморфна ч. в. множинi MD3.14,
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ч. в. множина K3,2 iзоморфна ч. в. множинi MD3.12,

ч. в. множина K3,3 iзоморфна ч. в. множинi MD3.8,

ч. в. множина K3,4 iзоморфна ч. в. множинi MD3.7,

ч. в. множина K3,5 iзоморфна ч. в. множинi MD3.1,

ч. в. множина K3,6 iзоморфна ч. в. множинi MD3.17,

ч. в. множина K3,7 iзоморфна ч. в. множинi MD3.2,

ч. в. множина K3,8 iзоморфна ч. в. множинi MD3.11,

ч. в. множина K3,9 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.17,

ч. в. множина K3,10 iзоморфна ч. в. множинi MD3.6,

ч. в. множина K3,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.12,

ч. в. множина K3,12 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.14,

ч. в. множина K3,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.7,

ч. в. множина K3,14 iзоморфна ч. в. множинi MD3.4,

ч. в. множина K3,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.8,

ч. в. множина K3,16 iзоморфна ч. в. множинi MD3.13,

ч. в. множина K3,17 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.20,

ч. в. множина K3,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.22,

ч. в. множина K3,19 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.18,

ч. в. множина K3,20 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.15,

ч. в. множина K3,21 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.9,

ч. в. множина K3,22 iзоморфна ч. в. множинi MD3.3,

ч. в. множина K3,23 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.24,

ч. в. множина K3,24 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.23,

ч. в. множина K3,25 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.21,

ч. в. множина K3,26 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.10,

ч. в. множина K3,27 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.16,

ч. в. множина K3,28 iзоморфна ч. в. множинi MD3.23,

ч. в. множина K3,29 iзоморфна ч. в. множинi MD3.24,

ч. в. множина K3,30 iзоморфна ч. в. множинi MDop
3.19.
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Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M3 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y3,1 = (X3,18, {3}), Y3,2 = (X3,23, {3}), Y3,3 = (X3,23, {5}), Y3,4 =

(X3,23, {3, 5}), Y3,5 = (X3,24, {3}), Y3,6 = (X3,28, {3}), Y3,7 = (X3,28, {5}),
Y3,8 = (X3,28, {3, 5}), Y3,9 = (X3,28, {3, 5, 6}), Y3,10 = (X3,29, {2}), Y3,11 =

(X3,29, {3}), Y3,12 = (X3,29, {2, 3}).
Позначимо через K ′

3,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M3 i (X,V ) = Y3,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
3,1 iзоморфна ч. в. множинi MD3.19,

ч. в. множина K ′
3,2 iзоморфна ч. в. множинi MD3.16,

ч. в. множина K ′
3,3 iзоморфна ч. в. множинi MD3.21,

ч. в. множина K ′
3,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop

3.3,

ч. в. множина K ′
3,5 iзоморфна ч. в. множинi MD3.10,

ч. в. множина K ′
3,6 iзоморфна ч. в. множинi MD3.9,

ч. в. множина K ′
3,7 iзоморфна ч. в. множинi MD3.18,

ч. в. множина K ′
3,8 iзоморфна ч. в. множинi MDop

3.13,

ч. в. множина K ′
3,9 iзоморфна ч. в. множинi MD3.5,

ч. в. множина K ′
3,10 iзоморфна ч. в. множинi MD3.20,

ч. в. множина K ′
3,11 iзоморфна ч. в. множинi MD3.15,

ч. в. множина K ′
3,12 iзоморфна ч. в. множинi MDop

3.4.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 3.1− 3.24, зустрiчається по одному разу (при цьому,

якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.5.4. Опис майже додатних ч. в. множин класу 4.

Представником четвертого класу є множина M4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7|2 ≺
5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 7}.
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Теорема 4.19. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M4 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 15 множинами:

1) MD4.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6, 4 ≺ 3};
2) MD4.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 2 ≺ 6};
3) MD4.3 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7};
4) MD4.4 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 5 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7};
5) MD4.5 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 5, 6 ≺ 7};
6) MD4.6 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7};
7) MD4.7 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7, 5 ≺ 3};
8) MD4.8 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 7};
9) MD4.9 = {1 ≺ 3, 5 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 4};
10) MD4.10 = {1 ≺ 4, 5 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 3};
11) MD4.11 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 2 ≺ 56 ≺ 7, 3 ≺ 6};
12) MD4.12 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 7, 1 ≺ 4, 3 ≺ 6 ≺ 7};
13) MD4.13 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7};
14) MD4.14 = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 7};
15) MD4.15 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 7, 6 ≺ 7}.

s

s
s s

s
s

s¢
¢
¢
¢A

A
A
A

¡
¡

MD4.1

s

s
s s

s
s

s
@

@

¡
¡

¡
¡

MD4.2

s s
s

s
s
ss

¡
¡

@
@

MD4.3

s s
s

s
s
ss

¢
¢
¢
¢A

A
A
A

MD4.4

s s
s

s
s

s
s
¡

¡

A
A
A
A

MD4.5

s s
s

s
s
s

s
¡

¡
¡

¡

¡
¡

MD4.6

s

s

s
s
s
s

s
©©­

­
­­@

@
@

@

MD4.7

s s
s
s

s
s

s
¡

¡
¡

¡

¡
¡

¡
¡

MD4.8

s

s
s

s
s
s

s

¢
¢
¢
¢

@
@

A
A
A
A

MD4.9

s

s
s

s
s
s

s

£
£
£
£
£
££

@
@

@
@

MD4.10



206

s s
s

s

s
ss

¢
¢
¢
¢
¡

¡

¡
¡

¡
¡

MD4.11

s s
s
s

s
s

s
¡

¡
¢
¢
¢
¢

¡
¡

¡
¡

MD4.12

s
s s

s
s

s s¡
¡

¡
¡

¡
¡

MD4.13

s s
s

s
s
s s

¡
¡

¢
¢
¢
¢
¡

¡

MD4.14

s
s

ss
s

s s¡
¡

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD4.15

Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M4. Ними будуть:

X4,0 = ∅, X4,1 = {1}, X4,2 = {2}, X4,3 = {3}, X4,4 = {1, 2},
X4,5 = {1, 3}, X4,6 = {2, 3}, X4,7 = {3, 4}, X4,8 = {3, 6}, X4,9 = {1, 2, 3},
X4,10 = {1, 3, 4}, X4,11 = {1, 3, 6}, X4,12 = {2, 3, 4}, X4,13 = {2, 3, 6}, X4,14 =

{3, 4, 6}, X4,15 = {1, 2, 3, 4}, X4,16 = {1, 2, 3, 6}, X4,17 = {1, 3, 4, 6}, X4,18 =

{2, 3, 4, 5}, X4,19 = {2, 3, 4, 6}, X4,20 = {3, 4, 6, 7}, X4,21 = {1, 2, 3, 4, 5},
X4,22 = {1, 2, 3, 4, 6}, X4,23 = {1, 3, 4, 6, 7}, X4,24 = {2, 3, 4, 5, 6}, X4,25 =

{2, 3, 4, 6, 7}, X4,26 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X4,27 = {1, 2, 3, 4, 6, 7}, X4,28 =

{2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Позначимо через K4,j ч. в. множини S↑X при S = M4 i X = X4,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K4,0 iзоморфна ч. в. множинi MD4.14,

ч. в. множина K4,1 iзоморфна ч. в. множинi MD4.11,

ч. в. множина K4,2 iзоморфна ч. в. множинi MD4.10,

ч. в. множина K4,3 iзоморфна ч. в. множинi MD4.13,

ч. в. множина K4,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.2,

ч. в. множина K4,5 iзоморфна ч. в. множинi MD4.6,

ч. в. множина K4,6 iзоморфна ч. в. множинi MD4.5,

ч. в. множина K4,7 iзоморфна ч. в. множинi MD4.5,

ч. в. множина K4,8 iзоморфна ч. в. множинi MD4.6,

ч. в. множина K4,9 iзоморфна ч. в. множинi MD4.3,

ч. в. множина K4,10 iзоморфна ч. в. множинi MD4.7,

ч. в. множина K4,11 iзоморфна ч. в. множинi MD4.8,
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ч. в. множина K4,12 iзоморфна ч. в. множинi MD4.4,

ч. в. множина K4,13 iзоморфна ч. в. множинi MD4.7,

ч. в. множина K4,14 iзоморфна ч. в. множинi MD4.3,

ч. в. множина K4,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.5,

ч. в. множина K4,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.6,

ч. в. множина K4,17 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.6,

ч. в. множина K4,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.1,

ч. в. множина K4,19 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.5,

ч. в. множина K4,20 iзоморфна ч. в. множинi MD4.2,

ч. в. множина K4,21 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.9,

ч. в. множина K4,22 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.13,

ч. в. множина K4,23 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.11,

ч. в. множина K4,24 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.9,

ч. в. множина K4,25 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.10,

ч. в. множина K4,26 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.15,

ч. в. множина K4,27 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.14,

ч. в. множина K4,28 iзоморфна ч. в. множинi MDop
4.12.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M4 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y4,1 = (X4,9, {3}), Y4,2 = (X4,15, {3}), Y4,3 = (X4,16, {3}), Y4,4 =

(X4,21, {3}), Y4,5 = (X4,22, {3}), Y4,6 = (X4,22, {3.4}), Y4,7 = (X4,26, {3}),
Y4,8 = (X4,26, {3, 4}), Y4,9 = (X4,26, {3, 6}), Y4,10 = (X4,26, {3, 4, 6}),
Y4,11 = (X4,27, {2}), Y4,12 = (X4,27, {3}), Y4,13 = (X4,27, {2, 3}), Y4,14 =

(X4,27, {3, 4}), Y4,15 = (X4,27, {2, 3, 4}).
Позначимо через K ′

4,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M4 i (X,V ) = Y4,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
4,1 iзоморфна ч. в. множинi MD4.2,

ч. в. множина K ′
4,2 iзоморфна ч. в. множинi MDop

4.10,
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ч. в. множина K ′
4,3 iзоморфна ч. в. множинi MDop

4.11,

ч. в. множина K ′
4,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop

4.12.

ч. в. множина K ′
4,5 iзоморфна ч. в. множинi MDop

4.14,

ч. в. множина K ′
4,6 iзоморфна ч. в. множинi MD4.12,

ч. в. множина K ′
4,7 iзоморфна ч. в. множинi MD4.14,

ч. в. множина K ′
4,8 iзоморфна ч. в. множинi MD4.10.

ч. в. множина K ′
4,9 iзоморфна ч. в. множинi MD4.11,

ч. в. множина K ′
4,10 iзоморфна ч. в. множинi MDop

4.2,

ч. в. множина K ′
4,11 iзоморфна ч. в. множинi MD4.12,

ч. в. множина K ′
4,12 iзоморфна ч. в. множинi MD4.15,

ч. в. множина K ′
4,13 iзоморфна ч. в. множинi MD4.9.

ч. в. множина K ′
4,14 iзоморфна ч. в. множинi MD4.9,

ч. в. множина K ′
4,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop

4.1.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 4.1 − 4.15, зустрiчається принаймнi по одному разу

(при цьому, якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.5.5. Опис майже додатних ч. в. множин класу 5.

Представником п’ятого класу є множина M5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺ 3 ≺
4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 8}.

Теорема 4.20. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

або множинi M5, або множинi M op
5 вичерпуються, з точнiстю до

iзоморфiзму та дуальностi, такими 52 множинами:

1) MD5.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 2 ≺ 8};
2) MD5.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 2 ≺ 8};
3) MD5.3 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 2 ≺ 8};
4) MD5.4 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 7};
5) MD5.5 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 7};
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6) MD5.6 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 4};
7) MD5.7 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 4};
8) MD5.8 = {1 ≺ 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5};
9) MD5.9 = {1 ≺ 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6};
10) MD5.10 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 5};
11) MD5.11 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 6};
12) MD5.12 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 7};
13) MD5.13 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 7};
14) MD5.14 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 5};
15) MD5.15 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 5};
16) MD5.16 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 1 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 6};
17) MD5.17 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
18) MD5.18 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
19) MD5.19 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 8};
20) MD5.20 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 8};
21) MD5.21 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
22) MD5.22 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
23) MD5.23 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
24) MD5.24 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
25) MD5.25 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
26) MD5.26 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
27) MD5.27 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
28) MD5.28 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
29) MD5.29 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
30) MD5.30 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
31) MD5.31 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
32) MD5.32 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
33) MD5.33 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 8};
34) MD5.34 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 8};
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35) MD5.35 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 4, 7 ≺ 8, 3 ≺ 8};
36) MD5.36 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 8, 7 ≺ 8};
37) MD5.37 = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
38) MD5.38 = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
39) MD5.39 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
40) MD5.40 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
41) MD5.41 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
42) MD5.42 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
43) MD5.43 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 7 ≺ 8};
44) MD5.44 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 8, 7 ≺ 8};
45) MD5.45 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 8, 7 ≺ 8};
46) MD5.46 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 6};
47) MD5.47 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 7};
48) MD5.48 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 8};
49) MD5.49 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 7};
50) MD5.50 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 8};
51) MD5.51 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 8};
52) MD5.52 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 8}.

s

s
s s

s
s

s

s

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.1

s

s
s s

s
s

s

s

¡
¡

£
£
£
£
£
££

MD5.2

s

s
s s

s
s

s

s

¢
¢
¢
¢

£
£
£
£
£
££

MD5.3

s

s
s s

s
s

s

s

£
£
£
£
£
££

¢
¢
¢
¢

MD5.4

s

s
s s

s

s

s
s

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.5

s s
s s

s
s

s
s

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.6



211

s s
s
s
s
s
s

s
¡

¡
£
£
£
£
£
££

MD5.7

s s
s
s
s
s
s

s
¢
¢
¢
¢

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤

MD5.8

s s
s
s
s
s
s

s
£
£
£
£
£
££

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤

MD5.9

s s

s s
s
s
s

s
¡

¡

¡
¡

MD5.10

s s

s
s s

s
s

s
¡

¡
¡

¡

MD5.11

s s

s
s
s s

s

s£
£
£
£
£
££

¡
¡

MD5.12

s s

s
s
s s

s

s
¢
¢
¢
¢

¡
¡

MD5.13

s

s
s s

s
s

s
s

¡
¡

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.14

s

s
s s

s
s

s
s

¡
¡

¡
¡

£
£
£
£
£
££

MD5.15

s

s
s

s s
s

s
s

¡
¡

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.16

s s
s

s
s
s

s
s

¡
¡

MD5.17

s s
s

s
s
ss

s
¡

¡
¡

¡

MD5.18

s s
s

s
s

ss
s
¢
¢
¢
¢

¡
¡

¡
¡

MD5.19

s s
s

s
s

ss
s¡

¡

¡
¡

¡
¡

MD5.20

s s
s

s
s
s
s

s

£
£
£
£
£
££

MD5.21

s s
s

s
s
s

s

s

¡
¡

MD5.22

s s
s

s
s
s
s

s
¡

¡
¢
¢
¢
¢

MD5.23

s s
ss

s

s
s

s¡
¡

¡
¡

MD5.24

s s
s

s
s
s
s

s

¢
¢
¢
¢

¡
¡

MD5.25

s s
s

s
s
s
s

s

¢
¢
¢
¢

¢
¢
¢
¢

MD5.26

s s
s

s

s
s
s

s

¢
¢
¢
¢

¡
¡

MD5.27

s s
s

s

s
s

s

s

¢
¢
¢
¢

¡
¡

MD5.28

s s
s

s

s
s

s

s

£
£
£
£
£
££

¢
¢
¢
¢

MD5.29

s s
s

s
s
s
s

s
¢
¢
¢
¢

¡
¡

MD5.30

s s
s

s
s

s

s
s

£
£
£
£
£
££

¡
¡

MD5.31

s s
s

s

s
ss

s
¡

¡
¡

¡

MD5.32

s s
s

s
s

s
s

s¡
¡

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.33

s

s

s
s
s

s

s
s¢
¢
¢
¢

¡
¡

¡
¡

MD5.34

s

s

s s
ss

s
s
¡

¡
¡

¡

¡
¡

MD5.35

s

s
s

s
ss

s
s
¡

¡

¡
¡

¡
¡

MD5.36



212

s s
s

s
s
s
s
s

¢
¢
¢
¢

MD5.37

s s
s

s
s
s
s
s

£
£
£
£
£
££

MD5.38

s s
s

s
s
s
s
s

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.39

s s
s

s
s
s
s
s

¡
¡

£
£
£
£
£
££

MD5.40

s s
s

s

s

s
s

s
¡

¡
¡

¡

MD5.41

s s
s

s

s

s s
s
¡

¡

¡
¡

MD5.42

s s
s

s

s

s

ss

¢
¢
¢
¢

¡
¡

MD5.43

s s
s

s

s

s

s

s

£
£
£
£
£
££

¡
¡

MD5.44

s s
s

s

s

s

s

s

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤

¡
¡

MD5.45

s s
s

s

s
s
s

s

¡
¡

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.46

s s
s

s

s

s
ss

¢
¢
¢
¢

¡
¡

¢
¢
¢
¢

MD5.47

s s
s

s

s

s
ss

¢
¢
¢
¢

¡
¡

£
£
£
£
£
££

MD5.48

s s
s

s
s
s
ss

£
£
£
£
£
££
¡

¡

¡
¡

MD5.49

s

s

s

s

s

s
s

s

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¡

¡

¡
¡

MD5.50

s s
s

s

s
s
s

s

£
£
£
£
£
££

¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥¥

MD5.51

s s
s

s

s
s
s

s

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤

¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥
¥¥

MD5.52

Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M5. Ними будуть:

X5,0 = ∅, X5,1 = {1}, X5,2 = {2}, X5,3 = {5}, X5,4 = {1, 2},
X5,5 = {1, 5}, X5,6 = {2, 3}, X5,7 = {2, 5}, X5,8 = {5, 6}, X5,9 = {1, 2, 3},
X5,10 = {1, 2, 5}, X5,11 = {1, 5, 6}, X5,12 = {2, 3, 4}, X5,13 = {2, 3, 5},
X5,14 = {2, 5, 6}, X5,15 = {5, 6, 7}, X5,16 = {1, 2, 3, 4}, X5,17 = {1, 2, 3, 5},
X5,18 = {1, 2, 5, 6}, X5,19 = {1, 5, 6, 7}, X5,20 = {2, 3, 4, 5}, X5,21 =

{2, 3, 5, 6}, X5,22 = {2, 5, 6, 7}, X5,23 = {1, 2, 3, 4, 5}, X5,24 = {1, 2, 3, 5, 6},
X5,25 = {1, 2, 5, 6, 7}, X5,26 = {2, 3, 4, 5, 6}, X5,27 = {2, 3, 5, 6, 7}, X5,28 =

{2, 5, 6, 7, 8}, X5,29 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X5,30 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, X5,31 =

{1, 2, 5, 6, 7, 8}, X5,32 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X5,33 = {2, 3, 5, 6, 7, 8}, X5,34 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X5,35 = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, X5,36 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
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Позначимо через K5,j ч. в. множини S↑X при S = M5 i X = X5,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K5,0 iзоморфна ч. в. множинi MD5.21,

ч. в. множина K5,1 iзоморфна ч. в. множинi MD5.4,

ч. в. множина K5,2 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.22,

ч. в. множина K5,3 iзоморфна ч. в. множинi MD5.29,

ч. в. множина K5,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.43,

ч. в. множина K5,5 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.1,

ч. в. множина K5,6 iзоморфна ч. в. множинi MD5.42,

ч. в. множина K5,7 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.18,

ч. в. множина K5,8 iзоморфна ч. в. множинi MD5.44,

ч. в. множина K5,9 iзоморфна ч. в. множинi MD5.50,

ч. в. множина K5,10 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.28,

ч. в. множина K5,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.3,

ч. в. множина K5,12 iзоморфна ч. в. множинi MD5.11,

ч. в. множина K5,13 iзоморфна ч. в. множинi MD5.36,

ч. в. множина K5,14 iзоморфна ч. в. множинi MD5.30,

ч. в. множина K5,15 iзоморфна ч. в. множинi MD5.51,

ч. в. множина K5,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.10,

ч. в. множина K5,17 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.35,

ч. в. множина K5,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.26,

ч. в. множина K5,19 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.9,

ч. в. множина K5,20 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.49,

ч. в. множина K5,21 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.20,

ч. в. множина K5,22 iзоморфна ч. в. множинi MD5.37,

ч. в. множина K5,23 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.41,

ч. в. множина K5,24 iзоморфна ч. в. множинi MD5.19,

ч. в. множина K5,25 iзоморфна ч. в. множинi MD5.38,

ч. в. множина K5,26 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.34,
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ч. в. множина K5,27 iзоморфна ч. в. множинi MD5.25,

ч. в. множина K5,28 iзоморфна ч. в. множинi MD5.8,

ч. в. множина K5,29 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.24,

ч. в. множина K5,30 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.31,

ч. в. множина K5,31 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.52,

ч. в. множина K5,32 iзоморфна ч. в. множинi MD5.27,

ч. в. множина K5,33 iзоморфна ч. в. множинi MD5.2,

ч. в. множина K5,34 iзоморфна ч. в. множинi MD5.17,

ч. в. множина K5,35 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.45,

ч. в. множина K5,36 iзоморфна ч. в. множинi MDop
5.5.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M5 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y5,1 = (X5,23, {5}), Y5,2 = (X5,25, {2}), Y5,3 = (X5,29, {5}), Y5,4 =

(X5,29, {5, 6}), Y5,5 = (X5,30, {2}), Y5,6 = (X5,31, {2}), Y5,7 = (X5,34, {2}),
Y5,8 = (X5,34, {5}), Y5,9 = (X5,34, {2, 5}), Y5,10 = (X5,34, {5, 6}), Y5,11 =

(X5,34, {2, 5, 6}), Y5,12 = (X5,34, {5, 6, 7}), Y5,13 = (X5,34, {2, 5, 6, 7}), Y5,14 =

(X5,35, {2}), Y5,15 = (X5,35, {2, 3}).
Позначимо через K ′

5,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M5 i (X,V ) = Y5,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
5,1 iзоморфна ч. в. множинi MDop

5.16,

ч. в. множина K ′
5,2 iзоморфна ч. в. множинi MD5.12,

ч. в. множина K ′
5,3 iзоморфна ч. в. множинi MD5.46,

ч. в. множина K ′
5,4 iзоморфна ч. в. множинi MD5.14,

ч. в. множина K ′
5,5 iзоморфна ч. в. множинi MD5.48,

ч. в. множина K ′
5,6 iзоморфна ч. в. множинi MDop

5.7,

ч. в. множина K ′
5,7 iзоморфна ч. в. множинi MDop

5.32,

ч. в. множина K ′
5,8 iзоморфна ч. в. множинi MD5.23,

ч. в. множина K ′
5,9 iзоморфна ч. в. множинi MD5.33,



215

ч. в. множина K ′
5,10 iзоморфна ч. в. множинi MD5.39,

ч. в. множина K ′
5,11 iзоморфна ч. в. множинi MD5.47,

ч. в. множина K ′
5,12 iзоморфна ч. в. множинi MD5.6,

ч. в. множина K ′
5,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop

5.13,

ч. в. множина K ′
5,14 iзоморфна ч. в. множинi MDop

5.40,

ч. в. множина K ′
5,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop

5.15.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi або MDop
i , де i = 5.1− 5.52, зустрiчається по одному разу.

Теорема доведена.

4.5.6. Опис майже додатних ч. в. множин класу 6.

Представником шостого класу є множина M6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺
3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 7}.

Теорема 4.21. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M6 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 30 множинами:

1) MD6.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 6, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
2) MD6.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 2 ≺ 7};
3) MD6.3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6};
4) MD6.4 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
5) MD6.5 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
6) MD6.6 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 5};
7) MD6.7 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 6};
8) MD6.8 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 6};
9) MD6.9 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 1 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 6};
10) MD6.10 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
11) MD6.11 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
12) MD6.12 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
13) MD6.13 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
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14) MD6.14 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
15) MD6.15 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
16) MD6.16 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
17) MD6.17 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7 ≺ 8};
18) MD6.18 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
19) MD6.19 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 8, 2 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
20) MD6.20 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 2};
21) MD6.21 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 4, 3 ≺ 8, 7 ≺ 8};
22) MD6.22 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 5, 4 ≺ 8, 7 ≺ 8};
23) MD6.23 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
24) MD6.24 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
25) MD6.25 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 3 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
26) MD6.26 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 7 ≺ 8};
27) MD6.27 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 8, 7 ≺ 8};
28) MD6.28 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 8, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
29) MD6.29 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 3 ≺ 7 ≺ 8};
30) MD6.30 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 3 ≺ 8}.
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Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M6. Ними будуть:

X6,0 = ∅, X6,1 = {1}, X6,2 = {2}, X6,3 = {5}, X6,4 = {1, 2},
X6,5 = {1, 5}, X6,6 = {2, 3}, X6,7 = {2, 5}, X6,8 = {5, 6}, X6,9 = {1, 2, 3},
X6,10 = {1, 2, 5}, X6,11 = {1, 5, 6}, X6,12 = {2, 3, 4}, X6,13 = {2, 3, 5}, X6,14 =

{2, 5, 6}, X6,15 = {1, 2, 3, 4}, X6,16 = {1, 2, 3, 5}, X6,17 = {1, 2, 5, 6}, X6,18 =

{2, 3, 4, 5}, X6,19 = {2, 3, 5, 6}, X6,20 = {2, 5, 6, 7}, X6,21 = {1, 2, 3, 4, 5},
X6,22 = {1, 2, 3, 5, 6}, X6,23 = {1, 2, 5, 6, 7}, X6,24 = {2, 3, 4, 5, 6}, X6,25 =

{2, 3, 5, 6, 7}, X6,26 = {2, 5, 6, 7, 8}, X6,27 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X6,28 =

{1, 2, 3, 5, 6, 7}, X6,29 = {1, 2, 5, 6, 7, 8}, X6,30 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X6,31 =

{2, 3, 5, 6, 7, 8}, X6,32 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X6,33 = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, X6,34 =

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
Позначимо через K6,j ч. в. множини S↑X при S = M6 i X = X6,j. Тодi
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легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K6,0 iзоморфна ч. в. множинi MD6.13,

ч. в. множина K6,1 iзоморфна ч. в. множинi MD6.3,

ч. в. множина K6,2 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.14,

ч. в. множина K6,3 iзоморфна ч. в. множинi MD6.16,

ч. в. множина K6,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.26,

ч. в. множина K6,5 iзоморфна ч. в. множинi MD6.1,

ч. в. множина K6,6 iзоморфна ч. в. множинi MD6.25,

ч. в. множина K6,7 iзоморфна ч. в. множинi MD6.12,

ч. в. множина K6,8 iзоморфна ч. в. множинi MD6.26,

ч. в. множина K6,9 iзоморфна ч. в. множинi MD6.29,

ч. в. множина K6,10 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.16,

ч. в. множина K6,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.3,

ч. в. множина K6,12 iзоморфна ч. в. множинi MD6.7,

ч. в. множина K6,13 iзоморфна ч. в. множинi MD6.22,

ч. в. множина K6,14 iзоморфна ч. в. множинi MD6.14,

ч. в. множина K6,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.6,

ч. в. множина K6,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.21,

ч. в. множина K6,17 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.13,

ч. в. множина K6,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.28,

ч. в. множина K6,19 iзоморфна ч. в. множинi MD6.11,

ч. в. множина K6,20 iзоморфна ч. в. множинi MD6.23,

ч. в. множина K6,21 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.24,

ч. в. множина K6,22 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.10,

ч. в. множина K6,23 iзоморфна ч. в. множинi MD6.27,

ч. в. множина K6,24 iзоморфна ч. в. множинi MD6.17,

ч. в. множина K6,25 iзоморфна ч. в. множинi MD6.18,

ч. в. множина K6,26 iзоморфна ч. в. множинi MD6.5,

ч. в. множина K6,27 iзоморфна ч. в. множинi MD6.15,
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ч. в. множина K6,28 iзоморфна ч. в. множинi MD6.20,

ч. в. множина K6,29 iзоморфна ч. в. множинi MD6.30,

ч. в. множина K6,30 iзоморфна ч. в. множинi MD6.19,

ч. в. множина K6,31 iзоморфна ч. в. множинi MD6.2,

ч. в. множина K6,32 iзоморфна ч. в. множинi MD6.10,

ч. в. множина K6,33 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.27,

ч. в. множина K6,34 iзоморфна ч. в. множинi MDop
6.4.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M6 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y6,1 = (X6,17, {2}), Y6,2 = (X6,21, {5}), Y6,3 = (X6,22, {2}), Y6,4 =

(X6,23, {2}), Y6,5 = (X6,27, {2}), Y6,6 = (X6,27, {5}), Y6,7 = (X6,27, {2, 5}),
Y6,8 = (X6,27, {5, 6}), Y6,9 = (X6,27, {2, 5, 6}), Y6,10 = (X6,28, {2}), Y6,11 =

(X6,29, {2}), Y6,12 = (X6,32, {2}), Y6,13 = (X6,32, {5}), Y6,14 = (X6,32, {2, 5}),
Y6,15 = (X6,32, {5, 6}), Y6,16 = (X6,32, {2, 5, 6}), Y6,17 = (X6,32, {2, 5, 6, 7}),
Y6,18 = (X6,33, {2}), Y6,19 = (X6,33, {2, 3}).

Позначимо через K ′
6,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M6 i (X,V ) = Y6,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
6,1 iзоморфна ч. в. множинi MD6.4,

ч. в. множина K ′
6,2 iзоморфна ч. в. множинi MD6.9,

ч. в. множина K ′
6,3 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.19,

ч. в. множина K ′
6,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.2,

ч. в. множина K ′
6,5 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.17,

ч. в. множина K ′
6,6 iзоморфна ч. в. множинi MD6.24,

ч. в. множина K ′
6,7 iзоморфна ч. в. множинi MD6.28,

ч. в. множина K ′
6,8 iзоморфна ч. в. множинi MD6.6,

ч. в. множина K ′
6,9 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.7,

ч. в. множина K ′
6,10 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.18,

ч. в. множина K ′
6,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.5,
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ч. в. множина K ′
6,12 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.11,

ч. в. множина K ′
6,13 iзоморфна ч. в. множинi MD6.21,

ч. в. множина K ′
6,14 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.22,

ч. в. множина K ′
6,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.29,

ч. в. множина K ′
6,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.25,

ч. в. множина K ′
6,17 iзоморфна ч. в. множинi MD6.8,

ч. в. множина K ′
6,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.23,

ч. в. множина K ′
6,19 iзоморфна ч. в. множинi MDop

6.8.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 6.1− 6.30, зустрiчається по одному разу (при цьому,

якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.5.7. Опис майже додатних ч. в. множин класу 7.

Представником сьомого класу є множина M7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺
3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 6, 3 ≺ 8}.

Теорема 4.22. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M7 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 31 множинами:

1) MD7.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 6, 2 ≺ 7, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
2) MD7.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 2 ≺ 6};
3) MD7.3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 2 ≺ 6};
4) MD7.4 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 2 ≺ 7};
5) MD7.5 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 2 ≺ 7};
6) MD7.6 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 2 ≺ 7};
7) MD7.7 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 3 ≺ 7};
8) MD7.8 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7};
9) MD7.9 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 1 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7};
10) MD7.10 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7, 4 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
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11) MD7.11 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
12) MD7.12 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
13) MD7.13 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7, 4 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
14) MD7.14 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8, 6 ≺ 2};
15) MD7.15 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
16) MD7.16 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
17) MD7.17 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
18) MD7.18 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 8, 7 ≺ 8};
19) MD7.19 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 8, 7 ≺ 8};
20) MD7.20 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
21) MD7.21 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 7};
22) MD7.22 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 8};
23) MD7.23 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 8};
24) MD7.24 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 8};
25) MD7.25 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 5, 7 ≺ 8, 3 ≺ 8};
26) MD7.26 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 7, 4 ≺ 8};
27) MD7.27 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 4 ≺ 8};
28) MD7.28 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 8, 2 ≺ 7 ≺ 8};
29) MD7.29 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 8, 2 ≺ 7 ≺ 8};
30) MD7.30 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 8, 2 ≺ 7 ≺ 8};
31) MD7.31 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 8, 3 ≺ 7 ≺ 8}.
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Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M7. Ними будуть:

X7,0 = ∅, X7,1 = {1}, X7,2 = {2}, X7,3 = {5}, X7,4 = {1, 2},
X7,5 = {1, 5}, X7,6 = {2, 3}, X7,7 = {2, 5}, X7,8 = {1, 2, 3}, X7,9 = {1, 2, 5},
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X7,10 = {2, 3, 4}, X7,11 = {2, 3, 5}, X7,12 = {2, 5, 6}, X7,13 = {1, 2, 3, 4},
X7,14 = {1, 2, 3, 5}, X7,15 = {1, 2, 5, 6}, X7,16 = {2, 3, 4, 5}, X7,17 =

{2, 3, 5, 6}, X7,18 = {2, 5, 6, 7}, X7,19 = {1, 2, 3, 4, 5}, X7,20 = {1, 2, 3, 5, 6},
X7,21 = {1, 2, 5, 6, 7}, X7,22 = {2, 3, 4, 5, 6}, X7,23 = {2, 3, 5, 6, 7}, X7,24 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}, X7,25 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, X7,26 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X7,27 =

{2, 3, 5, 6, 7, 8}, X7,28 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X7,29 = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, X7,30 =

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
Позначимо через K7,j ч. в. множини S↑X при S = M7 i X = X7,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K7,0 iзоморфна ч. в. множинi MD7.16,

ч. в. множина K7,1 iзоморфна ч. в. множинi MD7.4,

ч. в. множина K7,2 iзоморфна ч. в. множинi MD7.19,

ч. в. множина K7,3 iзоморфна ч. в. множинi MD7.22,

ч. в. множина K7,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.29,

ч. в. множина K7,5 iзоморфна ч. в. множинi MD7.6,

ч. в. множина K7,6 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.16,

ч. в. множина K7,7 iзоморфна ч. в. множинi MD7.12,

ч. в. множина K7,8 iзоморфна ч. в. множинi MD7.30,

ч. в. множина K7,9 iзоморфна ч. в. множинi MD7.17,

ч. в. множина K7,10 iзоморфна ч. в. множинi MD7.7,

ч. в. множина K7,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.11,

ч. в. множина K7,12 iзоморфна ч. в. множинi MD7.25,

ч. в. множина K7,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.3,

ч. в. множина K7,14 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.18,

ч. в. множина K7,15 iзоморфна ч. в. множинi MD7.23,

ч. в. множина K7,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.21,

ч. в. множина K7,17 iзоморфна ч. в. множинi MD7.13,

ч. в. множина K7,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.31,

ч. в. множина K7,19 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.15,
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ч. в. множина K7,20 iзоморфна ч. в. множинi MD7.14,

ч. в. множина K7,21 iзоморфна ч. в. множинi MD7.28,

ч. в. множина K7,22 iзоморфна ч. в. множинi MD7.27,

ч. в. множина K7,23 iзоморфна ч. в. множинi MD7.15,

ч. в. множина K7,24 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.13,

ч. в. множина K7,25 iзоморфна ч. в. множинi MD7.18,

ч. в. множина K7,26 iзоморфна ч. в. множинi MD7.21,

ч. в. множина K7,27 iзоморфна ч. в. множинi MD7.3,

ч. в. множина K7,28 iзоморфна ч. в. множинi MD7.11,

ч. в. множина K7,29 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.30,

ч. в. множина K7,30 iзоморфна ч. в. множинi MDop
7.7.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M7 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y7,1 = (X7,9, {2}), Y7,2 = (X7,18, {2}), Y7,3 = (X7,19, {2}), Y7,4 =

(X7,19, {5}), Y7,5 = (X7,19, {2, 5}), Y7,6 = (X7,20, {2}), Y7,7 = (X7,21, {2}),
Y7,8 = (X7,24, {2}), Y7,9 = (X7,24, {5}), Y7,10 = (X7,24, {2, 5}), Y7,11 =

(X7,24, {2, 5, 6}), Y7,12 = (X7,25, {2}), Y7,13 = (X7,25, {2, 3}), Y7,14 =

(X7,28, {2}), Y7,15 = (X7,28, {5}), Y7,16 = (X7,28, {2, 3}), Y7,17 =

(X7,28, {2, 5}), Y7,18 = (X7,28, {2, 3, 5}), Y7,19 = (X7,28, {2, 5, 6}), Y7,20 =

(X7,28, {2, 3, 5, 6}), Y7,21 = (X7,28, {2, 5, 6, 7}), Y7,22 = (X7,28, {2, 3, 5, 6, 7}),
Y7,23 = (X7,29, {2}), Y7,24 = (X7,29, {2, 3}).

Позначимо через K ′
7,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M7 i (X,V ) = Y7,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
7,1 iзоморфна ч. в. множинi MD7.5,

ч. в. множина K ′
7,2 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.28,

ч. в. множина K ′
7,3 iзоморфна ч. в. множинi MD7.31,

ч. в. множина K ′
7,4 iзоморфна ч. в. множинi MD7.8,

ч. в. множина K ′
7,5 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.2,
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ч. в. множина K ′
7,6 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.23,

ч. в. множина K ′
7,7 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.5,

ч. в. множина K ′
7,8 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.25,

ч. в. множина K ′
7,9 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.26,

ч. в. множина K ′
7,10 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.20,

ч. в. множина K ′
7,11 iзоморфна ч. в. множинi MD7.9,

ч. в. множина K ′
7,12 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.17,

ч. в. множина K ′
7,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.6,

ч. в. множина K ′
7,14 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.12,

ч. в. множина K ′
7,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.24,

ч. в. множина K ′
7,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.22,

ч. в. множина K ′
7,17 iзоморфна ч. в. множинi MD7.10,

ч. в. множина K ′
7,18 iзоморфна ч. в. множинi MD7.24,

ч. в. множина K ′
7,19 iзоморфна ч. в. множинi MD7.20,

ч. в. множина K ′
7,20 iзоморфна ч. в. множинi MD7.26,

ч. в. множина K ′
7,21 iзоморфна ч. в. множинi MD7.2,

ч. в. множина K ′
7,22 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.8,

ч. в. множина K ′
7,23 iзоморфна ч. в. множинi MD7.29,

ч. в. множина K ′
7,24 iзоморфна ч. в. множинi MDop

7.4.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 7.1− 7.31, зустрiчається по одному разу (при цьому,

якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.5.8. Опис майже додатних ч. в. множин класу 8.

Представником восьмого класу є множина M8 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺
4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}.

Теорема 4.23. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M8 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,
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такими 30 множинами:

1) MD8.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 7 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
2) MD8.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
3) MD8.3 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 3 ≺ 2};
4) MD8.4 = {1 ≺ 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 7, 3 ≺ 2};
5) MD8.5 = {3 ≺ 1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 4 ≺ 2};
6) MD8.6 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5, 4 ≺ 8, 6 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8};
7) MD8.7 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 7};
8) MD8.8 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 3, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
9) MD8.9 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 5 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
10) MD8.10 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 7, 5 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
11) MD8.11 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
12) MD8.12 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6, 4 ≺ 8 ≺ 7};
13) MD8.13 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 1 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 3, 6 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
14) MD8.14 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 5, 7 ≺ 4, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 5};
15) MD8.15 = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 8, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
16) MD8.16 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 7 ≺ 4, 7 ≺ 8};
17) MD8.17 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 2 ≺ 6, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
18) MD8.18 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 8, 2 ≺ 5};
19) MD8.19 = {1 ≺ 3, 4 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 3};
20) MD8.20 = {1 ≺ 3, 6 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 7 ≺ 3};
21) MD8.21 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 2, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
22) MD8.22 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 8 ≺ 7};
23) MD8.23 = {1, 4 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 7, 5 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
24) MD8.24 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 1 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 4, 7 ≺ 3};
25) MD8.25 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 8 ≺ 7};
26) MD8.26 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 4 ≺ 8 ≺ 7};
27) MD8.27 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7, 5 ≺ 8};
28) MD8.28 = {1, 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
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29) MD8.29 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 5 ≺ 8};
30) MD8.30 = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 3 ≺ 8}.
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Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M8. Ними будуть:

X8,0 = ∅, X8,1 = {1}, X8,2 = {2}, X8,3 = {3}, X8,4 = {5}, X8,5 = {1, 2},
X8,6 = {1, 3}, X8,7 = {1, 5}, X8,8 = {2, 3}, X8,9 = {2, 5}, X8,10 = {3.5},
X8,11 = {1, 2, 3}, X8,12 = {1, 2, 5}, X8,13 = {1, 3, 5}, X8,14 = {2, 3, 4},
X8,15 = {2, 3, 5}, X8,16 = {3, 5, 6}, X8,17 = {1, 2, 3, 4}, X8,18 = {1, 2, 3, 5},
X8,19 = {1, 3, 5, 6}, X8,20 = {2, 3, 4, 5}, X8,21 = {2, 3, 5, 6}, X8,22 =

{3, 5, 6, 7}, X8,23 = {1, 2, 3, 4, 5}, X8,24 = {1, 2, 3, 5, 6}, X8,25 = {1, 3, 5, 6, 7},
X8,26 = {2, 3, 4, 5, 6}, X8,27 = {2, 3, 5, 6, 7}, X8,28 = {3, 5, 6, 7, 8}, X8,29 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}, X8,30 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, X8,31 = {1, 3, 5, 6, 7, 8}, X8,32 =

{2, 3, 4, 5, 6, 7}, X8,33 = {2, 3, 5, 6, 7, 8}, X8,34 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X8,35 =

{1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, X8,36 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
Позначимо через K8,j ч. в. множини S↑X при S = M8 i X = X8,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K8,0 iзоморфна ч. в. множинi MD8.28,

ч. в. множина K8,1 iзоморфна ч. в. множинi MD8.18,

ч. в. множина K8,2 iзоморфна ч. в. множинi MD8.16,

ч. в. множина K8,3 iзоморфна ч. в. множинi MD8.9,

ч. в. множина K8,4 iзоморфна ч. в. множинi MD8.8,

ч. в. множина K8,5 iзоморфна ч. в. множинi MD8.1,

ч. в. множина K8,6 iзоморфна ч. в. множинi MD8.21,

ч. в. множина K8,7 iзоморфна ч. в. множинi MD8.2,

ч. в. множина K8,8 iзоморфна ч. в. множинi MD8.15,

ч. в. множина K8,9 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.21,

ч. в. множина K8,10 iзоморфна ч. в. множинi MD8.6,

ч. в. множина K8,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.16,

ч. в. множина K8,12 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.18,

ч. в. множина K8,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.8,

ч. в. множина K8,14 iзоморфна ч. в. множинi MD8.4,
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ч. в. множина K8,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.9,

ч. в. множина K8,16 iзоморфна ч. в. множинi MD8.10,

ч. в. множина K8,17 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.25,

ч. в. множина K8,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.28,

ч. в. множина K8,19 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.12,

ч. в. множина K8,20 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.19,

ч. в. множина K8,21 iзоморфна ч. в. множинi MD8.7,

ч. в. множина K8,22 iзоморфна ч. в. множинi MD8.17,

ч. в. множина K8,23 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.30,

ч. в. множина K8,24 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.27,

ч. в. множина K8,25 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.22,

ч. в. множина K8,26 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.13,

ч. в. множина K8,27 iзоморфна ч. в. множинi MD8.11,

ч. в. множина K8,28 iзоморфна ч. в. множинi MD8.3,

ч. в. множина K8,29 iзоморфна ч. в. множинi MD8.29,

ч. в. множина K8,30 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.29,

ч. в. множина K8,31 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.26,

ч. в. множина K8,32 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.14,

ч. в. множина K8,33 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.20,

ч. в. множина K8,34 iзоморфна ч. в. множинi MD8.27,

ч. в. множина K8,35 iзоморфна ч. в. множинi MD8.30,

ч. в. множина K8,36 iзоморфна ч. в. множинi MDop
8.24.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M8 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y8,1 = (X8,18, {3}), Y8,2 = (X8,23, {3}), Y8,3 = (X8,23, {5}), Y8,4 =

(X8,23, {3, 5}), Y8,5 = (X8,24, {3}), Y8,6 = (X8,29, {3}), Y8,7 = (X8,29, {5}),
Y8,8 = (X8,29, {3, 5}), Y8,9 = (X8,29, {3, 5, 6}), Y8,10 = (X8,30, {3}),
Y8,11 = (X8,34, {3}), Y8,12 = (X8,34, {5}), Y8,13 = (X8,34, {3, 5}), Y8,14 =
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(X8,34, {3, 5, 6}), Y8,15 = (X8,34, {3, 5, 6, 7}), Y8,16 = (X8,35, {2}), Y8,17 =

(X8,35, {3}), Y8,18 = (X8,35, {2, 3}).
Позначимо через K ′

8,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M8 i (X,V ) = Y8,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
8,1 iзоморфна ч. в. множинi MD8.24,

ч. в. множина K ′
8,2 iзоморфна ч. в. множинi MD8.20,

ч. в. множина K ′
8,3 iзоморфна ч. в. множинi MD8.26,

ч. в. множина K ′
8,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop

8.3,

ч. в. множина K ′
8,5 iзоморфна ч. в. множинi MD8.14,

ч. в. множина K ′
8,6 iзоморфна ч. в. множинi MDop

8.11,

ч. в. множина K ′
8,7 iзоморфна ч. в. множинi MD8.22,

ч. в. множина K ′
8,8 iзоморфна ч. в. множинi MDop

8.17,

ч. в. множина K ′
8,9 iзоморфна ч. в. множинi MDop

8.5,

ч. в. множина K ′
8,10 iзоморфна ч. в. множинi MD8.13,

ч. в. множина K ′
8,11 iзоморфна ч. в. множинi MDop

8.7,

ч. в. множина K ′
8,12 iзоморфна ч. в. множинi MD8.12,

ч. в. множина K ′
8,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop

8.10,

ч. в. множина K ′
8,14 iзоморфна ч. в. множинi MD8.23,

ч. в. множина K ′
8,15 iзоморфна ч. в. множинi MD8.5,

ч. в. множина K ′
8,16 iзоморфна ч. в. множинi MD8.25,

ч. в. множина K ′
8,17 iзоморфна ч. в. множинi MD8.19,

ч. в. множина K ′
8,18 iзоморфна ч. в. множинi MDop

8.4.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 8.1− 8.30, зустрiчається по одному разу (при цьому,

якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.5.9. Опис майже додатних ч. в. множин класу 9.

Представником дев’ятого класу є множина M9 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8|2 ≺
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5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 7}.

Теорема 4.24. Майже додатнi ч.в. множини мiнiмаксно iзоморфнi

множинi M9 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 31 множинами:

1) MD9.1 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 7, 4 ≺ 3};
2) MD9.2 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 6, 4 ≺ 2};
3) MD9.3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 7, 5 ≺ 2};
4) MD9.4 = {4 ≺ 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 2 ≺ 7};
5) MD9.5 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8};
6) MD9.6 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8};
7) MD9.7 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 7};
8) MD9.8 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 7 ≺ 4};
9) MD9.9 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 8, 5 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
10) MD9.10 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 4, 7 ≺ 6, 7 ≺ 8};
11) MD9.11 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
12) MD9.12 = {1 ≺ 3, 5 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 6 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
13) MD9.13 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
14) MD9.14 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
15) MD9.15 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 3};
16) MD9.16 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 7};
17) MD9.17 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
18) MD9.18 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7 ≺ 6, 7 ≺ 8};
19) MD9.19 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 7 ≺ 4, 7 ≺ 8};
20) MD9.20 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 7 ≺ 6, 7 ≺ 8};
21) MD9.21 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 7 ≺ 5, 7 ≺ 8};
22) MD9.22 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 6};
23) MD9.23 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
24) MD9.24 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 8, 2 ≺ 7 ≺ 8};
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25) MD9.25 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 8, 2 ≺ 5, 4 ≺ 7 ≺ 8};
26) MD9.26 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
27) MD9.27 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 8};
28) MD9.28 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 8, 5 ≺ 7 ≺ 8};
29) MD9.29 = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 4 ≺ 7};
30) MD9.30 = {1, 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 8};
31) MD9.31 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8}.
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Доведення. Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi

нижнi пiдмножини в множинi M9. Ними будуть:

X9,0 = ∅, X9,1 = {1}, X9,2 = {2}, X9,3 = {3}, X9,4 = {1, 2},
X9,5 = {1, 3}, X9,6 = {2, 3}, X9,7 = {3, 4}, X9,8 = {3, 6}, X9,9 = {1, 2, 3},
X9,10 = {1, 3, 4}, X9,11 = {1, 3, 6}, X9,12 = {2, 3, 4}, X9,13 = {2, 3, 6}, X9,14 =

{3, 4, 6}, X9,15 = {1, 2, 3, 4}, X9,16 = {1, 2, 3, 6}, X9,17 = {1, 3, 4, 6}, X9,18 =

{2, 3, 4, 5}, X9,19 = {2, 3, 4, 6}, X9,20 = {3, 4, 6, 7}, X9,21 = {1, 2, 3, 4, 5},
X9,22 = {1, 2, 3, 4, 6}, X9,23 = {1, 3, 4, 6, 7}, X9,24 = {2, 3, 4, 5, 6}, X9,25 =

{2, 3, 4, 6, 7}, X9,26 = {3, 4, 6, 7, 8}, X9,27 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X9,28 =

{1, 2, 3, 4, 6, 7}, X9,29 = {1, 3, 4, 6, 7, 8}, X9,30 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X9,31 =

{2, 3, 4, 6, 7, 8}, X9,32 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X9,33 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8}, X9,34 =

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
Позначимо через K9,j ч. в. множини S↑X при S = M9 i X = X9,j. Тодi

легко переконатись у тому, що:

ч. в. множина K9,0 iзоморфна ч. в. множинi MD9.29,

ч. в. множина K9,1 iзоморфна ч. в. множинi MD9.22,

ч. в. множина K9,2 iзоморфна ч. в. множинi MD9.19,

ч. в. множина K9,3 iзоморфна ч. в. множинi MD9.26,

ч. в. множина K9,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.3,
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ч. в. множина K9,5 iзоморфна ч. в. множинi MD9.13,

ч. в. множина K9,6 iзоморфна ч. в. множинi MD9.10,

ч. в. множина K9,7 iзоморфна ч. в. множинi MD9.6,

ч. в. множина K9,8 iзоморфна ч. в. множинi MD9.7,

ч. в. множина K9,9 iзоморфна ч. в. множинi MD9.8,

ч. в. множина K9,10 iзоморфна ч. в. множинi MD9.15,

ч. в. множина K9,11 iзоморфна ч. в. множинi MD9.17,

ч. в. множина K9,12 iзоморфна ч. в. множинi MD9.9,

ч. в. множина K9,13 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.15,

ч. в. множина K9,14 iзоморфна ч. в. множинi MD9.5,

ч. в. множина K9,15 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.10,

ч. в. множина K9,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.13,

ч. в. множина K9,17 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.7,

ч. в. множина K9,18 iзоморфна ч. в. множинi MD9.1,

ч. в. множина K9,19 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.6,

ч. в. множина K9,20 iзоморфна ч. в. множинi MD9.11,

ч. в. множина K9,21 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.20,

ч. в. множина K9,22 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.26,

ч. в. множина K9,23 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.16,

ч. в. множина K9,24 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.12,

ч. в. множина K9,25 iзоморфна ч. в. множинi MD9.14,

ч. в. множина K9,26 iзоморфна ч. в. множинi MD9.2,

ч. в. множина K9,27 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.31,

ч. в. множина K9,28 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.27,

ч. в. множина K9,29 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.23,

ч. в. множина K9,30 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.18,

ч. в. множина K9,31 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.21,

ч. в. множина K9,32 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.28,

ч. в. множина K9,33 iзоморфна ч. в. множинi MDop
9.30,
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ч. в. множина K9,34 iзоморфна ч. в. множинi MD9.25.

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(X,V ) нижнiх власних пiдмножин в множинi M9 такi, що V ⊆ X i

V < S \X. Ними будуть:

Y9,1 = (X9,9, {3}), Y9,2 = (X9,15, {3}), Y9,3 = (X9,16, {3}), Y9,4 =

(X9,21, {3}), Y9,5 = (X9,22, {3}), Y9,6 = (X9,22, {3, 4}), Y9,7 = (X9,27, {3}),
Y9,8 = (X9,27, {3, 4}), Y9,9 = (X9,27, {3, 6}), Y9,10 = (X9,27, {3, 4, 6}),
Y9,11 = (X9,28, {3}), Y9,12 = (X9,28, {3, 4}), Y9,13 = (X9,32, {3}), Y9,14 =

(X9,32, {3, 4}), Y9,15 = (X9,32, {3, 6}), Y9,16 = (X9,32, {3, 4, 6}), Y9,17 =

(X9,32, {3, 4, 6, 7}), Y9,18 = (X9,33, {2}), Y9,19 = (X9,33, {3}), Y9,20 =

(X9,33, {2, 3}), Y9,21 = (X9,33, {3, 4}), Y9,22 = (X9,33, {2, 3, 4}).
Позначимо через K ′

9,j ч. в. множину (S↑X)↑V при S = M9 i (X,V ) = Y9,j.

Тодi легко переконатися, що

ч. в. множина K ′
9,1 iзоморфна ч. в. множинi MD9.3,

ч. в. множина K ′
9,2 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.19,

ч. в. множина K ′
9,3 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.22,

ч. в. множина K ′
9,4 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.21,

ч. в. множина K ′
9,5 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.29,

ч. в. множина K ′
9,6 iзоморфна ч. в. множинi MD9.25,

ч. в. множина K ′
9,7 iзоморфна ч. в. множинi MD9.30,

ч. в. множина K ′
9,8 iзоморфна ч. в. множинi MD9.21,

ч. в. множина K ′
9,9 iзоморфна ч. в. множинi MD9.23,

ч. в. множина K ′
9,10 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.2,

ч. в. множина K ′
9,11 iзоморфна ч. в. множинi MD9.28,

ч. в. множина K ′
9,12 iзоморфна ч. в. множинi MD9.18,

ч. в. множина K ′
9,13 iзоморфна ч. в. множинi MD9.27,

ч. в. множина K ′
9,14 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.14,

ч. в. множина K ′
9,15 iзоморфна ч. в. множинi MD9.16,

ч. в. множина K ′
9,16 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.11,
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ч. в. множина K ′
9,17 iзоморфна ч. в. множинi MD9.4,

ч. в. множина K ′
9,18 iзоморфна ч. в. множинi MD9.21,

ч. в. множина K ′
9,19 iзоморфна ч. в. множинi MD9.31,

ч. в. множина K ′
9,20 iзоморфна ч. в. множинi MD9.20,

ч. в. множина K ′
9,21 iзоморфна ч. в. множинi MD9.12,

ч. в. множина K ′
9,22 iзоморфна ч. в. множинi MDop

9.1.

Крок III. Легко переконатися у тому, що у I i II кожна з ч. в. множин

MDi i MDop
i , де i = 9.1− 9.31, зустрiчається по одному разу (при цьому,

якщо MDop
i
∼= MDi, то MDi зустрiчається, а MDop

i — нi).

Теорема доведена.

4.6. Властивостi особливого класу C(M5)

Отже, для будь-якої ч.в. множини Mi клас C(Mi) усiх, з точнiстю

до iзоморфiзму та дуальностi, множин мiнiмаксно еквiвалентних Mi

визначений. Таким чином, ми отримаємо повну класифiкацiю всiх строго

майже додатних множин.

З класифiкацiї випливає, що ч.в. множина M5 є, з точнiстю до

iзоморфiзму та дуальностi, єдиною ч.в. множиною з M, мiнiмаксно

еквiвалентною ч.в. множинi вигляду a
∐

X, де X серiйна додатна (хоча

ми маємо наслiдок 4.12). Мабуть, цей факт i визначає вiдмiнностi мiж

класом C(M5) та iншими класами в рiзних ситуацiях.

Позначимо C0(Mi) клас усiх множин, мiнiмаксно iзоморфних Mi. З

тверджень 4.16–4.19, 4.21–4.24 випливає, що для i 6= 5 виконується

рiвнiсть C0(Mi) = C(Mi) (тобто клас C0(Mi) є самодуальним у тому сенсi,

що разом iз ч.в. множиною X завжди мiстить дуальну ч.в. множину Xop).

Для i = 5, ситуацiя iнша: M5 i M op
5 не є мiнiмаксно iзоморфними. Отже,

система M = {M1, · · · ,M9} (яка є d-системою M за теоремою 4.13) не є

звичайною. Для отримання такої системи необхiдно додатково взяти M op
5 ;
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тодi C0(M5) ∪ C0(M
op
5 ) = C(M5).

Розглянемо два приклади щодо рiзних властивостей множин.

Пiдкреслимо, що у випадку, коли розглядається класифiкацiя (зокрема)

з точнiстю до дуальностi властивiсть має бути симетричною (замкнутою

щодо дуальностi).

Для ч.в. множини X назвемо клас C(X) нормальним, якщо C(X) =

C0(X), i особливим, якщо iнакше. Елемент ч.в. множини називається

крайнiм, якщо вiн мiнiмальний або максимальний. Елемент ч.в. множини

називається вузловим, якщо вiн порiвняльний з усiма елементами, i

майже вузловим, якщо вiн непорiвняльний лише з одним елементом.

Теорема 4.25. Будь-який нормальний клас C(Mi) мiстить лише

одну множину Fi ширини 2 з майже вузловим крайнiм елементом i

максимальними для цього класу вузловими елементами. Особливий клас

мiстить двi такi ч.в. множини. Але у другому випадку є тiльки одна

ч. в. множина F0 з єдиним вузловим i максимальним для цього класу

майже вузловим елементом.

Зауважимо, що "одна або двi множини"означає з точнiстю до

дуальностi. Дiйсно, з таблиць випливає, що F1
∼= MD1.2, F2

∼= MD2.5,

F3
∼= MD3.2, F4

∼= MD4.2, F6
∼= MD6.7, F7

∼= MD7.2, F8
∼= MD8.3,

F9
∼= MD9.2, F51

∼= MD5.6, F52
∼= MD5.10, F0

∼= MD5.13.

Нагадаємо, що Ãn (цикли) i D̃n є єдиними серiйними розширеними

дiаграмами Динкiна.

Теорема 4.26. Будь-який нормальний клас C(Mi) мiстить лише

одну ч.в. множину Gi, дiаграма Хассе якої – цикл Ãn. Для особливого

класу таких ч.в. множин немає. Але в цьому випадку клас мiстить

тiльки одну ч.в. множину G0 з дiаграмою Хассе D̃n.

З таблиць випливає, що G1
∼= MD1.8, G2

∼= MD2.13, G3
∼= MD3.17,

G4
∼= MD4.7, G6

∼= MD6.20, G7
∼= MD7.14, G8

∼= MD8.21, G9
∼=
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MD9.15, G0
∼= MD5.28.

Зрозумiло, що у випадках, коли мова не йде про канонiчних

представникiв класiв, вiдмiнностей може i не бути мiж двома типами

класiв. Як приклад наведемо таке легко перевiрене твердження.

Теорема 4.27. Будь-який клас C(Mi) мiстить ч.в. множину iз

дiаграмою Хассе, яка є несерiйною дiаграмою Динкiна.

4.7. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчається клас невiд’ємних ч.в. множин, якi названi

нами майже додатними.

Невiд’ємна множина S називається майже додатною, якщо S \ x

додатна для деякого x ∈ S. Очевидно, додатнi та P -критичнi ч.в.

множини майже додатнi. Будь-яка майже додатна множина, яка не є

додатною, називається строго майже додатною, а якщо додатково не є

i P -критичною, – то суттєвою майже додатною. Останнi збiгаються з

головними, якi за означенням Д. Сiмсона складаються iз невiд’ємних ч.в.

множин, квадратична форма Тiтса яких має одновимiрне цiлочислове

ядро. Еквiвалентнiсть цих двох понять є предметом обговорення в одному

з пiдроздiлiв. Пiдкреслимо, що комбiнаторика ч.в. множин набагато

простiша, нiж комбiнаторика квадратичних форм з їхнiми ядрами (яка

дозволяє використання, як правило, лише комп’ютерних програм).

У цьому роздiлi доведена гiпотеза Сiмсона про неможливiсть

цiлочислової еквiвалентностi мiж квадратичними формами Тiтса

основних ч.в. множин та циклiчними розширеними дiаграмами Динкiна.

Описано серiйнi та несерiйнi строго майже додатнi ч.в. множини. Число

несерiйних без P -критичних (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi)

дорiвнює 247. Останнiй результат завершує опис всiх майже додатних

ч.в. множин як аналогiв звичайних i розширених дiаграм Динкiна.



Роздiл 5

НАДСУПЕРКРИТИЧНI ЧАСТКОВО

ВПОРЯДКОВАНI МНОЖИНИ

5.1. Оcновна iдея

За означенням P -критичнi ч. в. множини – це найменшi (вiдносно

вкладення) недодатнi ч. в. множини (якi є невiд’ємними), яким

вiдповiдають критичнi множини Клейнера в тому сенсi, що будь-

яка P -критична ч. в. множина мiнiмаксно iзоморфна однiй (i лише

однiй) iз множин Клейнера. В термiнах мiнiмаксних систем твiрних це

означає, що критичнi множини Клейнера (по одному iз кожного класу

iзоморфiзму) утворюють мiнiмаксну систему твiрних для множини всiх

P -критичних ч. в. множин (до того ж, ця система твiрних є мiнiмальною).

Аналогiчно, NP -критичнi ч. в. множини — це найменшi множини, що

не є невiд’ємними, i їм вiдповiдають суперкритичнi множини. Виникає

запитання — а чи не можна продовжити цей ряд, враховуючи, що

квадратичнi форми, що не є невiд’ємними, не мають природної градацiї?

У цьому роздiлi пропонується позитивне вирiшення цiєї проблеми.

А саме, пiсля критичних i суперкритичних множин розглядаються

так званi 1-надсуперкритичнi множини (якi вiдрiзняються вiд

суперкритичних в такiй мiрi, як суперкритичнi вiдрiзняються вiд

критичних); при цьому кожна суперкритична ч. в. множина є

пiдмножиною деякої надсуперкритичної ч. в. множини (вiдмiтимо,

що i кожна критична множина належить деякiй суперкритичнiй

239
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множинi). Потiм описуються всi ч. в. множини, якi мiнiмаксно iзоморфнi

надсуперкритичним. Цей процес можна продовжити до нескiнченностi,

якщо iндуктивно ввести поняття s-надсуперкритичних множин для

довiльного натурального числа s. В цьому роздiлi детально розглядаємо

випадок 1-надсуперкритичних ч. в. множин, якi будемо називати просто

надсуперкритичними.

5.2. Означення надсуперкритичних ч. в. множин

Нагадаємо деякi означення, якi вже зустрiчалися у попереднiх роздiлах.

Нехай P — фiксована ч. в. множина. Говоритимемо, що ч. в. множина

X має вигляд P , якщо вона iзоморфна P , i що X мiстить P (як ч. в.

пiдмножина), якщо в X iснує пiдмножина, iзоморфна P .

Прямою сумою X t Y ч. в. множин X i Y називається ч. в. множина

X ∪ Y , де елементи обох ч. в. множин попарно непорiвняльнi. Через (s)

позначаємо ланцюг довжини 1 < 2 < . . . s. Пряма сума (i1) t (i2) t . . . t
(ip) ланцюгiв (i1), (i2), . . . , (ip) позначається (i, i2, . . . , ip). Ч. в. множини

такого виду називаються примiтивними. Пряму суму ланцюга (i) i ч. в.

множини X будемо позначати через (i,X).

Як вже говорилося ранiше, критичними ч. в. множинами називаються

наступнi ч. в. множини (та iзоморфнi до них), якi випишемо разом з їхнiми

дiаграмами Хассе:

K1 = (1, 1, 1, 1) = s s s s

K2 = (2, 2, 2) = s s
ss

s
s

K3 = (1, 3, 3) = s
s

s
s
s

s

s
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K4 = (1, 2, 5) = s
s

s
s

s

s

s

s

K5 = (4,И) = s
s

s
s

s

s
s

s

¡
¡

Суперкритичними називаються наступнi їх одноелементнi

розширення:

N1 = (1, 1, 1, 1, 1) = s s s s s

N2 = (1, 1, 1, 2) = s s s s
s

N3 = (2, 2, 3) = s s
ss

s
s
s

N4 = (1, 3, 4) = s
s

s
s
s

s

s
s

N5 = (1, 2, 6) = s
s

s
s

s

s

s

s
s
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N6 = (5,И) = s
s

s
s

s

s
s

s

¡
¡

s

Тут ч. в. множина з чотирьох елементiв та з трьома вiдношеннями

x < y, що задаються лiтерою И. Критичнi та суперкритичнi ч. в.

множини будемо часто називати просто критичними i суперкритичними

множинами. Зауважимо, що критичнi (вiдповiдно суперкритичнi)

множини самодуальнi, попарно неiзоморфнi i жодне з них не є

пiдмножиною iншого.

Твердження 5.1. Вiзьмемо всi п’ять критичних множин i

розглянемо всi їх одноточковi розширення, такi що або нова точка

iзольована (тобто непорiвняльна з усiма старими точками), або

утворює новий iзольований ланцюг разом з точками якогось старого

iзольованого ланцюга, а потiм виберемо в цьому класi ч. в. множин

всi мiнiмальнi ч. в. множини щодо включення (по одному разу). Тодi

отримаємо всi суперкритичнi множини.

Доведення. Випишемо (з точнiстю до iзоморфiзму) всi розширення

критичних множин, вказаних в умовi твердження, таким чином, що

якщо декiлька максимальних пiдланцюгiв мають однакову довжину, то

вибираємо останнiй:

N1 = K10 = (1, 1, 1, 1, 1) (суперкритична множина) , якщо додати

новий iзольований елемент;

N2 = K11 = (1, 1, 1, 2) (суперкритична множина), якщо додати новий

елемент до 4-го ланцюга;

K20 = (1, 2, 2, 2), якщо додати новий iзольований елемент;

N3 = K21 = (2, 2, 3) (суперкритична множина), якщо додати новий
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елемент до 3-го ланцюга;

K30 = (1, 1, 3, 3), якщо додати новий iзольований елемент;

K31 = (2, 3, 3), якщо додати новий елемент до 1-го ланцюга;

N4 = K32 = (1, 3, 4) (суперкритична множина), якщо додати новий

елемент до 3-го ланцюга;

K40 = (1, 1, 2, 5), якщо додати новий iзольований елемент;

K41 = (2, 2, 5), якщо додати новий елемент до 1-го ланцюга;

K42 = (1, 3, 5), якщо додати новий елемент до 2-го ланцюга;

N5 = K43 = (1, 2, 6) (суперкритична множина), якщо додати новий

елемент до 3-го ланцюга;

K50 = (1, 4,И), якщо додати новий iзольований елемент;

N6 = K51 = (5,И) (суперкритична множина), якщо додати новий

елемент до єдиного ланцюга.

Iз перелiченого маємо, що кожна несуперкритична множина (iз

отриманого списку) строго мiстить в собi яку-небудь суперкритичну, а

саме

K20 = (1, 2, 2, 2) мiстить в собi N2;

K30 = (1, 1, 3, 3) мiстить в собi N2;

K31 = (2, 3, 3) мiстить в собi N3;

K40 = (1, 1, 2, 5) мiстить в собi N2;

K41 = (2, 2, 5) мiстить в собi N3;

K42 = (1, 3, 5) мiстить в собi N4;

K50 = (1, 4,И) мiстить в собi N2.

Твердження доведено.

Проробимо знову процедуру, вказану в останньому твердженнi iз

суперкритичними множинами i назвемо отриманi в результатi ч. в.

множини надсуперкритичними.

Саме таке означення надсуперкритичних ч. в. множин визначається
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основною iдеєю першого пiдроздiлу i наступним твердженням.

Твердження 5.2. Надсуперкритичними є (з точнiстю до

iзоморфiзму) такi самодуальнi ч. в. множини:

OS1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1) = s ss s s s

OS2 = (1, 1, 1, 1, 2) = s s ss s
s

OS3 = (1, 1, 2, 2) = s s ss
ss

OS4 = (1, 1, 1, 3) = s s ss
s
s

OS5 = (2, 3, 3) = s s
s

s
s
ss

s

OS6 = (2, 2, 4) = s s
s

s
s
s
s

s

OS7 = (1, 4, 4) = s s
s

s
s
s
s

s
s

OS8 = (1, 3, 5) = s s
s

s
s
s
s

s

s
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OS9 = (1, 2, 7) = s s
s

s
s
s
s

s
s

s

OS10 = (6,И) = s s
s

s
s

s

¡
¡

s
s
s

s

Доведення. Випишемо (з точнiстю до iзоморфiзму) всi розширення

суперкритичних множин, вказаних в умовi твердження, таким чином, що

якщо декiлька максимальних пiдланцюгiв мають однакову довжину, то

вибираємо останнiй:

OS1 = N10 = (1, 1, 1, 1, 1, 1) (надсуперкритична множина) , якщо

додати новий iзольований елемент;

OS2 = N11 = (1, 1, 1, 1, 2) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий елемент до 5-го ланцюга;

OS2 = N20 = (1, 1, 1, 1, 2) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий iзольований елемент;

OS3 = N21 = (1, 1, 2, 2) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий елемент до 3-го ланцюга;

OS4 = N22 = (1, 1, 1, 3) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий елемент до 4-го ланцюга;

N30 = (1, 2, 2, 3), якщо додати новий iзольований елемент;

OS5 = N31 = (2, 3, 3) (надсуперкритична множина), якщо додати
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новий елемент до 2-го ланцюга;

OS6 = N32 = (2, 2, 4) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий елемент до 3-го ланцюга;

N40 = (1, 1, 3, 4), якщо додати новий iзольований елемент;

N41 = (2, 3, 4), якщо додати новий елемент до 1-го ланцюга;

OS7 = N42 = (1, 4, 4) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий елемент до 2-го ланцюга;

OS8 = N43 = (1, 3, 5) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий елемент до 3-го ланцюга;

N50 = (1, 1, 2, 6), якщо додати новий iзольований елемент;

N51 = (2, 2, 6), якщо додати новий елемент до 1-го ланцюга;

N52 = (1, 3, 6), якщо додати новий елемент до 2-го ланцюга;

OS9 = N53 = (1, 2, 7) (надсуперкритична множина), якщо додати

новий елемент до 3-го ланцюга;

N60 = (1, 5,И), якщо додати новий iзольований елемент;

OS10 = N61 = (6,И) (надсуперкритична множина), якщо додати новий

елемент до єдиного ланцюга.

Iз перелiченого маємо, що кожна ненадсуперкритична множина (iз

отриманого списку) строго мiстить в собi яку-небудь надсуперкритичну,

а саме

N30 = (1, 2, 2, 3) мiстить в собi OS3;

N40 = (1, 1, 3, 4) мiстить в собi OS3;

N41 = (2, 3, 4) мiстить в собi OS5;

N50 = (1, 1, 2, 6) мiстить в собi OS3;

N51 = (2, 2, 6) мiстить в собi OS6;

N52 = (1, 3, 6) мiстить в собi OS8;

N60 = (1, 5,И) мiстить в собi OS4.

Твердження доведено.
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Наслiдок 5.3. Група автоморфiзмiв надсуперкритичної множини

OSi дорiвнює:

симетричнiй групi степеня 6 у випадку i = 1,

симетричнiй групi степеня 4 у випадку i = 2,

прямому добутку двох симетричних груп степеня 2 у випадку i = 3,

симетричнiй групi степеня 3 у випадку i = 4,

симетричнiй групi степеня 2 у випадках i = 5, 6, 7

i одиничнiй групi у випадках i = 8, 9, 10.

5.3. Основний результат

Згiдно першого пiдроздiлу клас ч. в. множин, який вiдповiдає

надсуперкритичним ч. в. множинам в такому ж сенсi, як клас P -

критичних ч. в. множин вiдповiдає критичним ч. в. множинам чи

клас NP -критичних ч. в. множин вiдповiдає суперкритичним ч. в.

множинам, визначається всiма ч. в. множинами, що мiнiмаксно iзоморфнi

надсуперкрититчним множинам. Опишемо ч. в. множини цього класу

(так же, як P -критичнi i NP -критичнi ч. в. множини) з точнiстю до

iзоморфiзму i дуальностi. Вони задаються теоремами 5.4–5.8 або, бiльш

конкретно, таблицями, вказаними в умовах цих теорем. Їх загальне

число дорiвнює 152. Iз вказаних таблиць випливає, що зафiксованi в

теоремах надсуперкритичнi ч. в. множини (по одному iз кожного класу

iзоморфiзму) не є мiнiмаксно iзоморфними.

Кажуть, що ч. в. множина S має MM -тип T , де T — деяка фiксована

ч. в. множина, якщо S мiнiмаксно iзоморфна T .

5.3.1. Опис частково впорядкованих множин MM-типу OS1

– OS4. У цiй частинi роздiлу описуються (в термiнах графiв

Хассе) з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi всi частково

впорядкованi множини, мiнiмаксно еквiвалентнi надсуперкритичним
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множинам найменшого порядку (тобто порядку 6).

З формальних мiркувань зробимо таку перенумерацiю:

A0 = OS3 = {1, 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6};
B0 = OS4 = {1, 2, 3, 4 ≺ 5 ≺ 6};
C0 = OS2 = {1, 2, 3, 4, 5 ≺ 6};
D0 = OS1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Тодi маємо

s s ss
ss

A0

s s ss
s
sB0

s s ss s
s

C0

s ss s s s

D0

Нагадаємо, що ч. в. множина T називається дуальною до ч. в. множини

S (позначається Sop), якщо T = S як звичайнi множини, x < y в T тодi i

лише тодi, коли x > y в S.

Теорема 5.4. З точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi повна

множина частково впорядкованих множин, мiнiмаксно iзоморфних

A0,B0, C0, D0 складається, разом з виписаними вище самими

множинами A0-D0, iз наступних частково впорядкованих множин

(Ai,Bj, Ck, Ds позначають вiдповiдно множини, мiнiмаксно iзоморфнi

множинам A0,B0, C0, D0):

A1 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 2};
A2 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 2};
A3 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 4};
A4 = {2 ≺ 1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 5};
A5 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 4};
A6 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 3};
A7 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6, 5 ≺ 3};
A8 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 2, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 4, 5 ≺ 6};
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A9 = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 5};
A10 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5, 6 ≺ 5};
B1 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 2};
B2 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 3};
B3 = {2 ≺ 1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 6 ≺ 4};
B4 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 5};
B5 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6, 4 ≺ 3};
B6 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6, 5 ≺ 4};
B7 = {1, 2 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 4};
B8 = {1, 3 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 6 ≺ 5};
B9 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 5, 4 ≺ 5, 6 ≺ 5};
C1 = {1 ≺ 3, 1 ≺ 5, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6};
C2 = {1 ≺ 3, 1 ≺ 6, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 6};
C3 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 1 ≺ 6, 3 ≺ 2, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 4, 5 ≺ 6};
C4 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 5, 3 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6};
C5 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 1 ≺ 3 ≺ 6, 1 ≺ 4 ≺ 6, 1 ≺ 5 ≺ 6};
C6 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 6, 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6};
C7 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5, 6 ≺ 3, 6 ≺ 5};
C8 = {1, 2 ≺ 6, 3 ≺ 6, 4 ≺ 6, 5 ≺ 6};
D1 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 1 ≺ 6, 3 ≺ 2, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 2, 5 ≺ 4, 5 ≺ 6};
D2 = {1 ≺ 3, 1 ≺ 5, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 3, 4 ≺ 5, 6 ≺ 3, 6 ≺ 5};
D3 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 5 ≺ 4, 6 ≺ 4}.
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Доведення. Доведення теореми 5.4 розглянемо згiдно алгоритму 2.2.4.

побудови всiх частково впорядкованих множин, min-еквiвалентних

заданiй множинi.

Крок I. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi нижнi

пiдмножини. Ось вони:

для A0 — X0 = ∅, X1 = {1}, X2 = {3}, X3 = {1, 2}, X4 = {1, 3},
X5 = {3, 4}, X6 = {3, 5}, X7 = {1, 2, 3}, X8 = {1, 3, 4}, X9 = {1, 3, 5},
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X10 = {3, 4, 5}, X11 = {1, 2, 3, 4}, X12 = {1, 2, 3, 5}, X13 = {1, 3, 4, 5},
X14 = {3, 4, 5, 6}, X15 = {1, 2, 3, 4, 5}, X16 = {1, 3, 4, 5, 6};

для B0 — Y0 = ∅, Y1 = {1}, Y2 = {4}, Y3 = {1, 2}, Y4 = {1, 4},
Y5 = {4, 5}, Y6 = {1, 2, 3}, Y7 = {1, 2, 4}, Y8 = {1, 4, 5}, Y9 = {4, 5, 6},
Y10 = {1, 2, 3, 4}, Y11 = {1, 2, 4, 5}, Y12 = {1, 4, 5, 6}, Y13 = {1, 2, 3, 4, 5},
Y14 = {1, 2, 4, 5, 6};

для C0 — Z0 = ∅, Z1 = {1}, Z2 = {5}, Z3 = {1, 2}, Z4 = {1, 5},
Z5 = {5, 6}, Z6 = {1, 2, 3}, Z7 = {1, 2, 5}, Z8 = {1, 5, 6}, Z9 = {1, 2, 3, 4},
Z10 = {1, 2, 3, 5}, Z11 = {1, 2, 5, 6}, Z12 = {1, 2, 3, 4, 5}, Z13 = {1, 2, 3, 5, 6};

для D0 — T0 = ∅, T1 = {1}, T2 = {1, 2}, T3 = {1, 2, 3}, T4 = {1, 2, 3, 4},
T5 = {1, 2, 3, 4, 5}.

Позначимо через Ki,j множину S↑V для i = 1, S = A0 i V = Xj, для

i = 2, S = B0 i V = Yj, для i = 3, S = C0 i V = Zj, для i = 4, S = D0 i

V = Tj. Тодi легко перевiрити, що

K1,0 iзоморфна A0, K1,1 iзоморфна A5, K1,2 iзоморфна A9, K1,3

iзоморфна A2op, K1,4 iзоморфна A6, K1,5 iзоморфна A3, K1,6 iзоморфна

A10, K1,7 iзоморфна A7op, K1,8 iзоморфна A1, K1,9 iзоморфна A8,

K1,10 iзоморфна A7, K1,11 iзоморфна A10op, K1,12 iзоморфна A3op,

K1,13 iзоморфна A6op, K1,14 iзоморфна A2, K1,15 iзоморфна A9op, K1,16

iзоморфна A5op; K2,0 iзоморфна B0, K2,1 iзоморфна B4, K2,2 iзоморфна

B9, K2,3 iзоморфна B1op, K2,4 iзоморфна B6, K2,5 iзоморфна B7, K2,6

iзоморфна B2op, K2,7 iзоморфна B5op, K2,8 iзоморфна B5, K2,9 iзоморфна

B2, K2,10 iзоморфна B7op, K2,11 iзоморфна B6op, K2,12 iзоморфна B1, K2,13

iзоморфна B9op, K2,14 iзоморфна B4op; K3,0 iзоморфна C0, K3,1 iзоморфна

C6, K3,2 iзоморфна C8, K3,3 iзоморфна C2, K3,4 iзоморфна C7, K3,5

iзоморфна C4, K3,6 iзоморфна C1op, K3,7 iзоморфна C3, K3,8 iзоморфна

C1, K3,9 iзоморфна C4op, K3,10 iзоморфна C7op, K3,11 iзоморфна C2op,

K3,12 iзоморфна C8op, K3,13 iзоморфна C6op; K4,0 iзоморфна D0, K4,1

iзоморфна D3, K4,2 iзоморфна D2, K4,3 iзоморфна D1, K4,4 iзоморфна
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D2op, K4,5 iзоморфна D3op.

Крок II. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi пари

нижнiх пiдмножин (див. алгоритм 2.2.4. ). Ось вони:

для A0 — X ′
1 = (X15, {5});

для B0 — Y ′
1 = (Y10, {4}), Y ′

2 = (Y13, {4}), Y ′
3 = (Y13, {4, 5});

для C0 — Z ′
1 = (Z12, {5});

для D0 таких пар немає.

Позначимо через K ′
i,j множину (S↑V )↑W , для i = 1, S = A0 i (V, W ) = X ′

j,

для i = 2, S = B0 i (V,W ) = Y ′
j , для i = 3 S = C0 i (V, W ) = Z ′

j. Тодi

легко перевiрити, що

K ′
1,1 iзоморфна A4, K ′

2,1 iзоморфна B3op, K ′
2,2 iзоморфна B8, K ′

2,3

iзоморфна B3, K ′
3,1 iзоморфна C5.

Крок III. Легко побачити, що в I i II кожна з множин Ai,Bl, Ck, Ds,

вказаних в умовi теореми, та дуальна до них (у недуальних випадках)

трапляється лише один раз. А отже, теорема доведена.

5.3.2. Опис частково впорядкованих множин MM-типу OS5

– OS6. Розглядаємо випадок симетричних надсуперкритичних множин

OSi порядку 8, тобто з автоморфiзмом порядку 2. Такими є множини

OS5 = (2, 3, 3) i OS6 = (2, 2, 4).

З формальних мiркувань зробимо таку перенумерацiю:

E0 = OS5 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8};
F0 = OS6 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}.
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Теорема 5.5. З точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, повна

множина ч.в. множин MM -типiв E0, F0 вiдповiдно складається з

(разом з самими E0, F0) упорядкованих множин:

E1 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E2 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E3 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E4 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E5 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 1 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E6 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E7 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E8 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E9 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E10 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E11 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E12 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
E13 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
E14 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8};
E15 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
E16 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
E17 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 6 ≺ 2};
E18 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8, 6 ≺ 2};
F1 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F2 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F4 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F5 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F6 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F7 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
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F8 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F9 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F10 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F11 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F12 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F13 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F14 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
F15 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F16 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
F17 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8};
F18 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 7 ≺ 8};
F19 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 5 ≺ 2};
F20 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8, 6 ≺ 3}.
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Доведення. Застосуємо алгоритм 2.2.4. до множин E0 i F0.

Крок I. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi нижнi

пiдмножини. Ось вони:

для E0 — X0 = ∅, X1 = {1}, X2 = {3}, X3 = {1, 2}, X4 = {1, 3},
X5 = {3, 4}, X6 = {3, 6}, X7 = {1, 2, 3}, X8 = {1, 3, 4}, X9 = {1, 3, 6},
X10 = {3, 4, 5}, X11 = {3, 4, 6}, X12 = {1, 2, 3, 4}, X13 = {1, 2, 3, 6}, X14 =

{1, 3, 4, 5}, X15 = {1, 3, 4, 6}, X16 = {3, 4, 5, 6}, X17 = {3, 4, 6, 7}, X18 =

{1, 2, 3, 4, 5}, X19 = {1, 2, 3, 4, 6}, X20 = {1, 3, 4, 5, 6}, X21 = {1, 3, 4, 6, 7},
X22 = {3, 4, 5, 6, 7}, X23 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X24 = {1, 2, 3, 4, 6, 7}, X25 =

{1, 3, 4, 5, 6, 7}, X26 = {3, 4, 5, 6, 7, 8}, X27 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X28 =

{1, 3, 4, 5, 6, 7, 8};
для F0 — Y0 = ∅, Y1 = {1}, Y2 = {5}, Y3 = {1, 2}, Y4 = {1, 3},

Y5 = {1, 5}, Y6 = {5, 6}, Y7 = {1, 2, 3}, Y8 = {1, 2, 5}, Y9 = {1, 3, 5},
Y10 = {1, 5, 6}, Y11 = {5, 6, 7}, Y12 = {1, 2, 3, 4}, Y13 = {1, 2, 3, 5},
Y14 = {1, 2, 5, 6}, Y15 = {1, 3, 5, 6}, Y16 = {1, 5, 6, 7}, Y17 = {5, 6, 7, 8}, Y18 =

{1, 2, 3, 4, 5}, Y19 = {1, 2, 3, 5, 6}, Y20 = {1, 2, 5, 6, 7}, Y21 = {1, 3, 5, 6, 7},
Y22 = {1, 5, 6, 7, 8}, Y23 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Y24 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, Y25 =

{1, 2, 5, 6, 7, 8}, Y26 = {1, 3, 5, 6, 7, 8}, Y27 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, Y28 =

{1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}.
Позначимо через Ki,j (i = 1, 2) множину S↑V для i = 1, S = E0, V = Xj

i i = 2, S = F0, V = Yj. Тодi легко перевiрити, що

K1,0 iзоморфна E0, K1,1 iзоморфна E10, K1,2 iзоморфна E11, K1,3

iзоморфна E4, K1,4 iзоморфна E15, K1,5 iзоморфна E8, K1,6 iзоморфна

E16, K1,7 iзоморфна E6op, K1,8 iзоморфна E14, K1,9 iзоморфна E18op,

K1,10 iзоморфна E1, K1,11 iзоморфна E12, K1,12 iзоморфна E3op,

K1,13 iзоморфна E13op, K1,14 iзоморфна E7, K1,15 iзоморфна E17,

K1,16 iзоморфна E3; K1,17 iзоморфна E13, K1,18 iзоморфна E1op, K1,19

iзоморфна E12op, K1,20 iзоморфна E14op, K1,21 iзоморфна E18, K1,22

iзоморфна E6, K1,23 iзоморфна E8op, K1,24 iзоморфна E16op, K1,25
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iзоморфна E15op, K1,26 iзоморфна E4op, K1,27 iзоморфна E11op, K1,28

iзоморфна E10op; K2,0 iзоморфна F0, K2,1 iзоморфна F11, K2,2 iзоморфна

F14, K2,3 iзоморфна F4, K2,4 iзоморфна F18, K2,5 iзоморфна F16, K2,6

iзоморфна F12, K2,7 iзоморфна F6op, K2,8 iзоморфна F7, K2,9 iзоморфна

F19op, K2,10 iзоморфна F17, K2,11 iзоморфна F9, K2,12 iзоморфна F1op,

K2,13 iзоморфна F15op, K2,14 iзоморфна F8, K2,15 iзоморфна F20,

K2,16 iзоморфна F15; K2,17 iзоморфна F1, K2,18 iзоморфна F9op, K2,19

iзоморфна F17op, K2,20 iзоморфна F7op, K2,21 iзоморфна F19, K2,22

iзоморфна F6, K2,23 iзоморфна F12op, K2,24 iзоморфна F16op, K2,25

iзоморфна F4op, K2,26 iзоморфна F18op, K2,27 iзоморфна F14op, K2,28

iзоморфна F11op.

Крок II. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi пари

нижнiх пiдмножин (див. алгоритм 2.2.4. ). Ось вони:

для E0 — X ′
1 = (X23, {6}), X ′

2 = (X27, {6}), X ′
3 = (X27, {6, 7}), X ′

4 =

(X28, {1});
для F0 — Y ′

1 = (Y18, {5}), Y ′
2 = (Y23, {5}), Y ′

3 = (Y23, {5, 6}), Y ′
4 =

(Y27, {5}), Y ′
5 = (Y27, {5, 6}), Y ′

6 = (Y27, {5, 6, 7}), Y ′
7 = (Y28, {3}).

Позначимо через K ′
i,j (i = 1, 2) множину (S↑V )↑W для i = 1, S = E0,

(V, W ) = X ′
j i i = 2, S = F0, (V, W ) = Y ′

j . Тодi легко перевiрити, що

K ′
1,1 iзоморфна E2op, K ′

1,2 iзоморфна E9, K ′
1,3 iзоморфна E2, K ′

1,4

iзоморфна E5; K ′
2,1 iзоморфна F2op, K ′

2,2 iзоморфна F10op, K ′
2,3 iзоморфна

F3, K ′
2,4 iзоморфна F136, K ′

2,5 iзоморфна F10, K ′
2,6 iзоморфна F2, K ′

2,7

iзоморфна F5.

Крок III. Легко побачити, що в I i II кожна з множин Ei, Di,

зазначених у двох таблицях (див. формулювання теореми), або дуальна

до неї (у недуальному випадку) зустрiчається лише один раз.

Таким чином, теорема доведена.
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5.3.3. Опис частково впорядкованих множин MM-типу OS7

– OS8. Розглядаємо випадок примiтивних надсуперкритичних множин

OSi порядку 9 з тривiальною групою автоморфiзмiв. Такими є множини

OS7 = (1, 4, 4) i OS8 = (1, 3, 5).

З формальних мiркувань зробимо таку перенумерацiю:

G0 = OS7 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H0 = OS8 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9}.

s s
s

s
s
s
s

s
s

G0

s s
s

s
s
s
s

s

sH0

Теорема 5.6. З точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, повна

множина ч.в. множин MM -типiв G0, H0 вiдповiдно складається з

(разом з самими G0, H0) упорядкованих множин:

G1 = {1 ≺ 6, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G2 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G4 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G5 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G6 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G7 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G8 = {1, 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G9 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 8, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G10 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G11 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 9, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G12 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G13 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
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G14 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G15 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G16 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G17 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
G18 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 9, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H1 = {1 ≺ 5, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H2 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H4 = {1 ≺ 7, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H5 = {1 ≺ 2 ≺ 8, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H6 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H7 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H8 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H9 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H10 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H11 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H12 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H13 = {1, 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H14 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 7, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H15 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H16 = {1, 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H17 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 9, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H18 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H19 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 8, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H20 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H21 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H22 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 9, 4 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H23 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 9, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H24 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
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H25 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H26 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H27 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H28 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H29 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H30 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9};
H31 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5, 3 ≺ 9, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9}.
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Доведення. Застосуємо алгоритм 2.2.4. до множин G0 i H0.

Крок I. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi нижнi

пiдмножини. Ось вони:

для G0 — X0 = ∅, X1 = {1}, X2 = {2}, X3 = {1, 2}, X4 = {2, 3},
X5 = {2, 6}, X6 = {1, 2, 3}, X7 = {1, 2, 6}, X8 = {2, 3, 4}, X9 = {2, 3, 6},
X10 = {1, 2, 3, 4}, X11 = {1, 2, 3, 6}, X12 = {2, 3, 4, 5}, X13 = {2, 3, 4, 6},
X14 = {2, 3, 6, 7}, X15 = {1, 2, 3, 4, 5}, X16 = {1, 2, 3, 4, 6}, X17 =

{1, 2, 3, 6, 7}, X18 = {2, 3, 4, 5, 6}, X19 = {2, 3, 4, 6, 7}, X20 = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
X21 = {1, 2, 3, 4, 6, 7}, X22 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X23 = {2, 3, 4, 6, 7, 8},
X24 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X25 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8}, X26 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
X27 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X28 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9};

для H0 — Y0 = ∅, Y1 = {1}, Y2 = {2}, Y3 = {5}, Y4 = {1, 2},
Y5 = {1, 5}, Y6 = {2, 3}, Y7 = {2, 5}, Y8 = {5, 6}, Y9 = {1, 2, 3},
Y10 = {1, 2, 5}, Y11 = {1, 5, 6}, Y12 = {2, 3, 4}, Y13 = {2, 3, 5}, Y14 =

{2, 5, 6}, Y15 = {5, 6, 7}, Y16 = {1, 2, 3, 4}, Y17 = {1, 2, 3, 5}, Y18 =

{1, 2, 5, 6}, Y19 = {1, 5, 6, 7}, Y20 = {2, 3, 4, 5}, Y21 = {2, 3, 5, 6}, Y22 =

{2, 5, 6, 7}, Y23 = {5, 6, 7, 8}, Y24 = {1, 2, 3, 4, 5}, Y25 = {1, 2, 3, 5, 6},
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Y26 = {1, 2, 5, 6, 7}, Y27 = {1, 5, 6, 7, 8}, Y28 = {2, 3, 4, 5, 6}, Y29 =

{2, 3, 5, 6, 7}, Y30 = {2, 5, 6, 7, 8}, Y31 = {5, 6, 7, 8, 9}, Y32 = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
Y33 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, Y34 = {1, 2, 5, 6, 7, 8}, Y35 = {1, 5, 6, 7, 8, 9},
Y36 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, Y37 = {2, 3, 5, 6, 7, 8}, Y38 = {2, 5, 6, 7, 8, 9}, Y39 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, Y40 = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, Y41 = {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9}, Y42 =

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, Y43 = {2, 3, 5, 6, 7, 8, 9}, Y44 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, Y45 =

{1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9}, Y46 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Позначимо через Ki,j (i = 1, 2) множину S↑V для i = 1, S = G0, V = Xj

i i = 2, S = H0, V = Yj. Тодi легко перевiрити, що

K1,0 iзоморфна G0, K1,1 iзоморфна G7, K1,2 iзоморфна G12, K1,3

iзоморфна G6op, K1,4 iзоморфна G10, K1,5 iзоморфна G18, K1,6 iзоморфна

G5op, K1,7 iзоморфна G15op, K1,8 iзоморфна G8, K1,9 iзоморфна G16,

K1,10 iзоморфна G4op, K1,11 iзоморфна G14op, K1,12 iзоморфна G1,

K1,13 iзоморфна G13, K1,14 iзоморфна G17, K1,15 iзоморфна G1op,

K1,16 iзоморфна G13op, K1,17 iзоморфна G17op, K1,18 iзоморфна G4,

K1,19 iзоморфна G14, K1,20 iзоморфна G8op, K1,21 iзоморфна G16op,

K1,22 iзоморфна G5, K1,23 iзоморфна G15, K1,24 iзоморфна G10op, K1,25

iзоморфна G18op, K1,26 iзоморфна G6, K1,27 iзоморфна G12op, K1,28

iзоморфна G7op, K2,0 iзоморфна H0, K2,1 iзоморфна H10, K2,2 iзоморфна

H20, K2,3 iзоморфна H23, K2,4 iзоморфна H8op, K2,5 iзоморфна H12, K2,6

iзоморфна H16, K2,7 iзоморфна H30, K2,8 iзоморфна H21, K2,9 iзоморфна

H6op, K2,10 iзоморфна H26op, K2,11 iзоморфна H11op, K2,12 iзоморфна

H4, K2,13 iзоморфна H25, K2,14 iзоморфна H31, K2,15 iзоморфна H18,

K2,16 iзоморфна H1op, K2,17 iзоморфна H24op, K2,18 iзоморфна H28op,

K2,19 iзоморфна H9op, K2,20 iзоморфна H7, K2,21 iзоморфна H27,

K2,22 iзоморфна H29, K2,23 iзоморфна H13, K2,24 iзоморфна H13op,

K2,25 iзоморфна H29op, K2,26 iзоморфна H27op, K2,27 iзоморфна H7op,

K2,28 iзоморфна H9, K2,29 iзоморфна H28, K2,30 iзоморфна H24, K2,31

iзоморфна H1, K2,32 iзоморфна H18op, K2,33 iзоморфна H31op, K2,34
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iзоморфна H25op, K2,35 iзоморфна H4op, K2,36 iзоморфна H11, K2,37

iзоморфна H26, K2,38 iзоморфна H6, K2,39 iзоморфна H21op, K2,40

iзоморфна H30op, K2,41 iзоморфна H16op, K2,42 iзоморфна H12op, K2,43

iзоморфна H8, K2,44 iзоморфна H23op, K2,45 iзоморфна H20op, K2,46

iзоморфна H10op.

Крок II. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi пари

нижнiх пiдмножин (див. алгоритм2.2.4. ). Ось вони:

для G0 — X ′
1 = (X20, {6}), X ′

2 = (X24, {6}), X ′
3 = (X24, {6, 7}), X ′

4 =

(X27, {6}), X ′
5 = (X27, {6, 7}), X ′

6 = (X27, {6, 7, 8});
для H0 — Y ′

1 = (Y24, {5}), Y ′
2 = (Y32, {5}), Y ′

3 = (Y32, {5, 6}), Y ′
4 =

(Y39, {5}), Y ′
5 = (Y39, {5, 6}), Y ′

6 = (Y39, {5, 6, 7}), Y ′
7 = (Y41, {2}), Y ′

8 =

(Y44, {5}), Y ′
9 = (Y44, {5, 6}), Y ′

10 = (Y44, {5, 6, 7}), Y ′
11 = (Y44, {5, 6, 7, 8}),

Y ′
12 = (Y45, {2}), Y ′

13 = (Y45, {2, 3}).
Позначимо через K ′

i,j (i = 1, 2) множину (S↑V )↑W для i = 1, S = G0,

(V, W ) = X ′
j i i = 2, S = H0, (V, W ) = Y ′

j . Тодi легко перевiрити, що K ′
1,1

iзоморфна G2op, K ′
1,2 iзоморфна G9op, K ′

1,3 iзоморфна G3, K ′
1,4 iзоморфна

G11, K ′
1,5 iзоморфна G9, K ′

1,6 iзоморфна G2, K ′
2,1 iзоморфна H2op, K ′

2,2

iзоморфна H14op, K ′
2,3 iзоморфна H3op, K ′

2,4 iзоморфна H19op, K ′
2,5

iзоморфна H15, K ′
2,6 iзоморфна H3, K ′

2,7 iзоморфна H5op, K ′
2,8 iзоморфна

H22, K ′
2,9 iзоморфна H19, K ′

2,10 iзоморфна H14, K ′
2,11 iзоморфна H2, K ′

2,12

iзоморфна H17, K ′
2,13 iзоморфна H5.

Крок III. Легко побачити, що в I i II кожна з множин Gi,Hi,

зазначених у двох таблицях (див. формулювання теореми), або дуальна

до неї (у недуальному випадку) зустрiчається лише один раз.

Таким чином, теорема доведена.

5.3.4. Опис частково впорядкованих множин MM-типу OS9.

Розглядаємо випадок примiтивних надсуперкритичних множин OSi

порядку 10 з тривiальною групою автоморфiзмiв. Такою є множина
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OS9 = (1, 2, 7). З формальних мiркувань зробимо таку перенумерацiю:

L0 = OS9 = {1, 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10}.

s s
s

s
s
s
s

s
s

sL−0

Теорема 5.7. З точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, повна

сукупнiсть ч.в. множин MM -типу L0 вiдповiдно складається з (разом

з самою L0) упорядкованих множин:

L1 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L2 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L4 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L5 = {1 ≺ 9, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L6 = {1 ≺ 2 ≺ 10, 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L7 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L8 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 9, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L9 = {1 ≺ 2 ≺ 10, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L10 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 9, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L11 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 10, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L12 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 9, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L13 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 10, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L14 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 9, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L15 = {1, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L16 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L17 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
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L18 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L19 = {1, 2 ≺ 10, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L20 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L21 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L22 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L23 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L24 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L25 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L26 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L27 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L28 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 9, 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L29 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 10, 6 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L30 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 7 ≺ 10, 8 ≺ 9 ≺ 10};
L31 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L32 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 10, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L33 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 10, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L34 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 10, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L35 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 10, 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
L36 = {1 ≺ 3, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 10, 8 ≺ 9 ≺ 10}.
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Доведення. Застосуємо алгоритм 2.2.4. до множини L0.

Крок I. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi нижнi

пiдмножини. Ось вони:

X0 = ∅, X1 = {1}, X2 = {2}, X3 = {4}, X4 = {1, 2}, X5 = {1, 4},
X6 = {2, 3}, X7 = {2, 4}, X8 = {4, 5}, X9 = {1, 2, 3}, X10 = {1, 2, 4}, X11 =

{1, 4, 5}, X12 = {2, 3, 4}, X13 = {2, 4, 5}, X14 = {4, 5, 6}, X15 = {1, 2, 3, 4},
X16 = {1, 2, 4, 5}, X17 = {1, 4, 5, 6}, X18 = {2, 3, 4, 5}, X19 = {2, 4, 5, 6},
X20 = {4, 5, 6, 7}, X21 = {1, 2, 3, 4, 5}, X22 = {1, 2, 4, 5, 6}, X23 =

{1, 4, 5, 6, 7}, X24 = {2, 3, 4, 5, 6}, X25 = {2, 4, 5, 6, 7}, X26 = {4, 5, 6, 7, 8},
X27 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, X28 = {1, 2, 4, 5, 6, 7}, X29 = {1, 4, 5, 6, 7, 8},
X30 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, X31 = {2, 4, 5, 6, 7, 8}, X32 = {4, 5, 6, 7, 8, 9},
X33 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X34 = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8}, X35 = {1, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
X36 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X37 = {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, X38 = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},
X39 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X40 = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, X41 =
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{1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, X42 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, X43 = {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},
X44 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, X45 = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, X46 =

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Позначимо через Ki множину L0↑Xi

. Тодi легко перевiрити, що

K0 iзоморфна L0, K1 iзоморфна L9, K2 iзоморфна L19, K3 iзоморфна

L30, K4 iзоморфна L7op, K5 iзоморфна L11, K6 iзоморфна L5, K7

iзоморфна L32, K8 iзоморфна L28, K9 iзоморфна L1op, K10 iзоморфна

L31op, K11 iзоморфна L13, K12 iзоморфна L8, K13 iзоморфна L33,

K14 iзоморфна L26, K15 iзоморфна L15op, K16 iзоморфна L36op, K17

iзоморфна L14op, K18 iзоморфна L10, K19 iзоморфна L34, K20 iзоморфна

L23, K21 iзоморфна L20op, K22 iзоморфна L35op, K23 iзоморфна L12op, K24

iзоморфна L12, K25 iзоморфна L35, K26 iзоморфна L20, K27 iзоморфна

L23op, K28 iзоморфна L34op, K29 iзоморфна L10op, K30 iзоморфна L14, K31

iзоморфна L36, K32 iзоморфна L15, K33 iзоморфна L26op, K34 iзоморфна

L33op, K35 iзоморфна L8op, K36 iзоморфна L13op, K37 iзоморфна L31, K38

iзоморфна L1, K39 iзоморфна L28op, K40 iзоморфна L32op, K41 iзоморфна

L5op, K42 iзоморфна L11op, K43 iзоморфна L7, K44 iзоморфна L30op, K45

iзоморфна L19op, K46 iзоморфна L9op.

Крок II. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi пари

нижнiх пiдмножин (див. алгоритм 2.2.4. ). Ось вони:

X ′
1 = (X15, {4}), X ′

2 = (X21, {4}), X ′
3 = (X21, {4, 5}), X ′

4 =

(X27, {4}), X ′
5 = (X27, {4, 5}), X ′

6 = (X27, {4, 5, 6}), X ′
7 = (X33, {4}),

X ′
8 = (X33, {4, 5}), X ′

9 = (X33, {4, 5, 6}), X ′
10 = (X33, {4, 5, 6, 7}),

X ′
11 = (X39, {4}), X ′

12 = (X39, {4, 5}), X ′
13 = (X39, {4, 5, 6}), X ′

14 =

(X39, {4, 5, 6, 7}), X ′
15 = (X39, {4, 5, 6, 7, 8}), X ′

16 = (X44, {4}), X ′
17 =

(X44, {4, 5}), X ′
18 = (X44, {4, 5, 6}), X ′

19 = (X44, {4, 5, 6, 7}), X ′
20 =

(X44, {4, 5, 6, 7, 8}), X ′
21 = (X44, {4, 5, 6, 7, 8, 9}), X ′

22 = (X45, {2}).
Позначимо через K ′

i множину (L0)
↑↑
V W , де (V,W ) = X ′

i. Тодi легко

перевiрити, що



270

K ′
1 iзоморфна L2op, K ′

2 iзоморфна L16op, K ′
3 iзоморфна L3op, K ′

4

iзоморфна L21op, K ′
5 iзоморфна L17op, K ′

6 iзоморфна L4op, K ′
7 iзоморфна

L24op, K ′
8 iзоморфна L22op, K ′

9 iзоморфна L18, K ′
10 iзоморфна L4, K ′

11

iзоморфна L27op, K ′
12 iзоморфна L25, K ′

13 iзоморфна L22, K ′
14 iзоморфна

L17, K ′
15 iзоморфна L3, K ′

16 iзоморфна L29, K ′
17 iзоморфна L27, K ′

18

iзоморфна L24, K ′
19 iзоморфна L21, K ′

20 iзоморфна L16, K ′
21 iзоморфна

L2, K ′
22 iзоморфна L6.

Крок III. Легко побачити, що в I i II кожна з множин Li, зазначених у

таблицi (див. формулювання теореми), або дуальна до неї (у недуальному

випадку) зустрiчається лише один раз.

Таким чином, теорема доведена.

5.3.5. Опис непримiтивної частково впорядкованої множини

OS10. Розглядаємо єдиний випадок непримiтивної надсуперкритичної

множини OS10 = (6,И) порядку 10. З формальних мiркувань зробимо

таку перенумерацiю:

M0 = OS10 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 7 ≺ 8, 7 ≺ 10, 9 ≺ 10}.
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Теорема 5.8. З точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, повна

сукупнiсть ч.в. множин M0 складається з (разом з самою M0)

упорядкованих множин:

M1 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M2 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10, 2 ≺ 5};
M3 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10, 3 ≺ 6};
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M4 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10, 4 ≺ 7};
M5 = {1 ≺ 2 ≺ 10, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M6 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10, 2 ≺ 5};
M7 = {1 ≺ 2 ≺ 10, 1 ≺ 9, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M8 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10, 2 ≺ 10};
M9 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺ 9, 2 ≺ 10, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M10 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 1 ≺ 9, 2 ≺ 10, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M11 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 9, 2 ≺ 10, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M12 = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M13 = {1, 2 ≺ 3, 2 ≺ 10, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M14 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 6, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M15 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M16 = {1, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M17 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 7, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M18 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M19 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 8, 4 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M20 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 8, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M21 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 8, 4 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M22 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 9, 5 ≺ 8, 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M23 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 10, 6 ≺ 9, 5 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M24 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 10, 6 ≺ 9, 8 ≺ 9 ≺ 10};
M25 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M26 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 10, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M27 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 2 ≺ 10, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M28 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 10, 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M29 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 10, 8 ≺ 9 ≺ 10};
M30 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 2 ≺ 10, 9 ≺ 10};
M31 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 2 ≺ 10};
M32 = {1 ≺ 9, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 2 ≺ 10};
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M33 = {1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M34 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M35 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 4 ≺ 6, 4 ≺ 8, 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M36 = {1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 3 ≺ 6, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M37 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 4 ≺ 7, 3 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M38 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 4 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M39 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7, 6 ≺ 9, 5 ≺ 8 ≺ 9 ≺ 10};
M40 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8, 7 ≺ 10, 6 ≺ 9 ≺ 10}.
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Доведення. Застосуємо алгоритм 2.2.4. до доведення теореми.

Крок I. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi нижнi

пiдмножини X множини M0. Це:

X0 = ∅, X1 = {1}, X2 = {7}, X3 = {9}, X4 = {1, 2}, X5 =

{1, 7}, X6 = {1, 9}, X7 = {7, 8}, X8 = {7, 9}, X9 = {1, 2, 3},
X10 = {1, 2, 7}, X11 = {1, 2, 9}, X12 = {1, 7, 8}, X13 = {1, 7, 9},
X14 = {7, 8, 9}, X15 = {7, 9, 10}, X16 = {1, 2, 3, 4}, X17 = {1, 2, 3, 7},
X18 = {1, 2, 3, 9}, X19 = {1, 2, 7, 8}, X20 = {1, 2, 7, 9}, X21 = {1, 7, 8, 9},
X22 = {1, 7, 9, 10}, X23 = {7, 8, 9, 10}, X24 = {1, 2, 3, 4, 5}, X25 =

{1, 2, 3, 4, 7}, X26 = {1, 2, 3, 4, 9}, X27 = {1, 2, 3, 7, 8}, X28 = {1, 2, 3, 7, 9}.
X29 = {1, 2, 7, 8, 9}, X30 = {1, 2, 7, 9, 10}, X31 = {1, 7, 8, 9, 10}, X32 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}, X33 = {1, 2, 3, 4, 5, 7}, X34 = {1, 2, 3, 4, 5, 9}, X35 =

{1, 2, 3, 4, 7, 8}, X36 = {1, 2, 3, 4, 7, 9}, X37 = {1, 2, 3, 7, 8, 9}, X38 =
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{1, 2, 3, 7, 9, 10}, X39 = {1, 2, 7, 8, 9, 10}, X40 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, X41 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9}, X42 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8}, X43 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}, X44 =

{1, 2, 3, 4, 7, 8, 9}, X45 = {1, 2, 3, 4, 7, 9, 10}, X46 = {1, 2, 3, 7, 8, 9, 10}, X47 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, X48 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9}, X49 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9},
X50 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 10}, X51 = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10}, X52 = {1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9}, X53 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10}, X54 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}.

Позначимо через Ki множину M0↑Xi
. Тодi легко перевiрити, що

K0 iзоморфна M0, K1 iзоморфна M24, K2 iзоморфна M13, K3

iзоморфна M25op, K4 iзоморфна M22, K5 iзоморфна M26, K6 iзоморфна

M40, K7 iзоморфна M7, K8 iзоморфна M12op, K9 iзоморфна M20, K10

iзоморфна M27, K11 iзоморфна M39, K12 iзоморфна M9, K13 iзоморфна

M33op, K14 iзоморфна M31op, K15 iзоморфна M9op, K16 iзоморфна

M17, K17 iзоморфна M28, K18 iзоморфна M38, K19 iзоморфна M10,

K20 iзоморфна M34op, K21 iзоморфна M30op, K22 iзоморфна M36op,

K23 iзоморфна M1op, K24 iзоморфна M14, K25 iзоморфна M29, K26

iзоморфна M37, K27 iзоморфна M11, K28 iзоморфна M35, K29 iзоморфна

M29op, K30 iзоморфна M37op, K31 iзоморфна M14op, K32 iзоморфна

M1, K33 iзоморфна M30, K34 iзоморфна M36, K35 iзоморфна M10op,

K36 iзоморфна M34, K37 iзоморфна M28op, K38 iзоморфна M38op, K39

iзоморфна M17op, K40 iзоморфна M31, K41 iзоморфна M6, K42 iзоморфна

M9op, K43 iзоморфна M33, K44 iзоморфна M27op, K45 iзоморфна M39op,

K46 iзоморфна M20op, K47 iзоморфна M7op, K48 iзоморфна M12, K49

iзоморфна M26op, K50 iзоморфна M40op, K51 iзоморфна M22op, K52

iзоморфна M13op, K53 iзоморфна M25, K54 iзоморфна M24op.

Крок II. Описати (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) усi пари

нижнiх пiдмножин (див. алгоритм 2.2.4. ). Ось вони:

для M0 — X ′
1 = (X31, {1}), X ′

2 = (X39, {1}), X ′
3 = (X39, {1, 2}),

X ′
4 = (X46, {1}), X ′

5 = (X46, {1, 2}), X ′
6 = (X46, {1, 2, 3}), X ′

7 =

(X48, {7}), X ′
8 = (X51, {1}), X ′

9 = (X51, {1, 2}), X ′
10 = (X51, {1, 2, 3}),
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X ′
11 = (X51, {1, 2, 3, 4}), X ′

12 = (X52, {7}), X ′
13 = (X52, {9}), X ′

14 =

(X52, {7, 9}), X ′
15 = (X53, {7}), X ′

16 = (X54, {1}), X ′
17 = (X54, {1, 2}),

X ′
18 = (X54, {1, 2, 3}), X ′

19 = (X54, {1, 2, 3, 4}), X ′
20 = (X54, {1, 2, 3, 4, 5}).

Позначимо через K ′
i множину M0↑↑V W , де (V,W ) = X ′

i. Тодi легко

перевiрити, що

K ′
1 iзоморфна M2op, K ′

2 iзоморфна M15op, K ′
3 iзоморфна M3op, K ′

4

iзоморфна M18op, K ′
5 iзоморфна M16op, K ′

6 iзоморфна M4, K ′
7 iзоморфна

M5, K ′
8 iзоморфна M21op, K ′

9 iзоморфна M19, K ′
10 iзоморфна M16, K ′

11

iзоморфна M3, K ′
12 iзоморфна M32, K ′

13 iзоморфна M8op, K ′
14 iзоморфна

M5op, K ′
15 iзоморфна M8, K ′

16 iзоморфна M23, K ′
17 iзоморфна M21, K ′

18

iзоморфна M18, K ′
19 iзоморфна M15, K ′

20 iзоморфна M2.

Крок III. Легко побачити, що в I i II кожна з множин Mi, зазначених у

таблицi (див. формулювання теореми), або дуальна до неї (у недуальному

випадку) зустрiчається лише один раз.

Таким чином, теорема доведена.

5.4. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вводиться поняття надсуперкритичних ч. в. множин.

Якщо говорити коротко i бiльш формально, це здiйснюється в декiлька

наступних крокiв.

1. Для ч. в множини X позначимо через X+ множину всiх

одноелементних розширень X ∪ a множини X таких, що елемент a разом

iз порiвняльними з ним елементами утворює ланцюг.

2. Зафiксуємо суперкритичнi ч. в. множини Ni (по однiй iз кожного

класу iзоморфiзму) i розглянемо в об’єднаннi всiх множин N+
i

пiдмножину мiнiмальних (вiдносно включення) ч. в. множин. Елементи

цiєї пiдмножини називаємо надсуперкритичними ч.в. можинами.

Мотивацiєю для такого означення є той факт (див. твердження 5.1), що
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суперкритичнi ч. в. множини можна отримати таким же самим способом

iз критичних.

3. Отже, пара, що складається iз класу всiх ч. в. множин,

мiнiмаксно iзоморфних надсуперкритичним, i самих надсуперкритичних

ч. в. множин, є узагальненням пари, що складається iз класу всiх

ч. в. множин, мiнiмаксно iзоморфних суперкритичним (тобто iз NP -

критичних множин) i самих суперкритичних ч. в. множин, а також

пари, що складається iз класу всiх ч. в. множин, мiнiмаксно iзоморфних

критичним (тобто iз P -критичних множин), i самих критичних ч. в.

множин. Мається на увазi, що в усiх випадках друга компонента пари

є мiнiмаксною системою твiрних першої компоненти пари.

Далi, у цьому роздiлi описано з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi

всi ч. в. множини, мiнiмаксно iзоморфнi надсуперкритичним. Їх число

дорiвнює 203.
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Роздiл 6

КОЕФIЦIЄНТИ ТРАНЗИТИВНОСТI

6.1. Означення коефiцiєнта транзитивностi та його

обчислення

Нехай S — (скiнченна) ч.в. множина i S2
< := {(x, y) |x, y ∈ S, x < y}.

Якщо (x, y) ∈ S2
< i немає елемента z ∈ S, що задовольняє нерiвнiсть

x < z < y, то елементи x i y називатимемо сусiднiми. Покладемо

nw = nw(S) := |S2
<| i позначимо через ne = ne(S) кiлькiсть пар сусiднiх

елементiв. Ми називаємо вiдношення kt = kt(S) чисел nw − ne i nw

коефiцiєнтом транзитивностi ч.в. множини S; у випадку nw = 0 (тодi

ne = 0) вважається, що kt = 0. Очевидно, що дуальнi ч.в. множини мають

однаковий коефiцiєнт транзитивностi.

Легко бачити, що коефiцiєнт транзитивностi ч.в. множини S дорiвнює

ймовiрностi того, що порiвняльнi елементи S не є сусiднiми. Цей термiн

стає бiльш зрозумiлим на мовi направленої дiаграми Хассе. А саме це

ймовiрнiсть того, що серед всiх шляхiв ненульової довжини фiксований

шлях має довжину бiльшу одиницi.

Нагадаємо, що найбiльша довжина серед усiх довжин лiнiйно

впорядкованих пiдмножин множини S називається її висотою, а

найбiльша кiлькiсть попарно непорiвняльних елементiв S називається

шириною. Елемент ч.в. множини називається вузловим, якщо вiн

порiвняльний з усiма iншими елементами. Пiдмножина X ч.в. множини

T називається щiльною, якщо немає елементiв x1, x2 ∈ X i y ∈ T \ X
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таких, що x1 < y < x2, i зв’язною, якщо вона не є прямою сумою

двох непорожнiх пiдмножин. Зауважимо, що в цьому роздiлi пряма сума

позначається символом t.
Ми представлятимемо ч.в. множину у виглядi прямої суми tk

i Xi

ланцюгiв Xi (i = 2, . . . , k) з додатковими вiдношеннями y ≺ z для y i z,

що належать до рiзних ланцюгiв (це можливо завдяки теоремi Дiлуорса).

За As, Bs, Cs позначимо вiдповiдно ланцюги a1 ≺ . . . ≺ as, b1 ≺ . . . ≺ bs,

c1 ≺ . . . ≺ cs.

Лема 6.1. Нехай S = S1 t S2. Тодi

(a) ne(S) = ne(S1) + ne(S2);

(b) nw(S) = nw(S1) + nw(S2).

Доведення очевидне.

Лема 6.2. Нехай S = Am. Тодi

(a) ne(S) = m− 1;

(b) nw(S) = (m−1)m
2 .

Лема доводиться простими комбiнаторними обчисленнями.

Лема 6.3. Нехай S = {Am tBn, ai ≺ bj}. Тодi
(a) ne(S) = m + n− 1;

(b) nw(S) = (m−1)m+(n−1)n
2 + i(n− j + 1).

Лема випливає з рiвностей ne(S) = ne(Am) + ne(Bn) + 1, nw(S) =

nw(Am) + nw(Bn) + nS
w(Am, Bn), nS

w(Am, Bn) = i(n− j + 1) i лем 6.1, 6.2 (з

використанням простих комбiнаторних обчислень).

Лема 6.4. Нехай S = {AmtBn, ai ≺ bj, ai′ ≺ bj′}, де i < i′, j < j′. Тодi

(a) ne(S) = m + n;

(b) nw(S) = (m−1)m+(n−1)n
2 + i′(n− j′ + 1) + i(j′ − j).
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Лема випливає з рiвностей ne(S) = ne(Am) + ne(Bn) + 2, nw(S) =

nw(S \(ai′, bj′))+nS
w([ai+1, ai′], [bj′, bn]) = nw(S \(ai′, bj′))+(i′− i)(n−j′+1)

та лем 6.2, 6.3.

Лема 6.5. Нехай S = {Am tBn t Cs, ai ≺ bj, bj′ ≺ ck, де j > j′. Тодi

(a) ne(S) = m + n + s− 1;

(b) nw(S) = (m−1)m+(n−1)n+s(s−1)
2 + i(n− j + 1) + j′(s− k + 1).

Лема випливає з рiвностей ne(S) = ne(Am) + ne(Bn) + ne(Cs) + 2,

nw(S) = nw(Am t Bn, ai < bj) + nw(Bn t Cs, bj′ < ck) − nw(Bn) та лем

6.2, 6.3.

Лема 6.6. Нехай S = {Am tBn, ai < bj, ai+1 < bj+1, ai+2 < bj+2. Тодi

(a) ne(S) = m + n + 1;

(b) nw(S) = (m−1)m+(n−1)n
2 + (i + 2)n− i(j − 1)− (2j + 1).

Лема випливає з рiвностей ne(S) = ne(Am) + ne(Bn) + 3, nw(S) =

nw(S \ (ai+2, bj) + nS
w({ai+2}, [bj+2, bn]) = nw(S \ (ai+2, bj) + n− j − 1 i лем

6.2, 6.4.

Лема 6.7. Нехай S = {Am t Bn t Cs, ai < bj, bj′ < ck, bj′+1 < ck+1, де

j > j′ + 1. Тодi

(a) ne(S) = m + n + s;

(b) nw(S) = (m−1)m+(n−1)n+s(s−1)
2 + i(n− j + 1) + (j′ + 1)(s− k) + j′.

Лема випливає з рiвностей ne(S) = ne(Am) + ne(Bn) + ne(Cs) + 3,

nw(S) = nw(AmtBn, ai < bj) + nw(BntCs, bj′ < ck, bj′+1 < ck+1)−nw(Bn)

i лем 6.2–6.4.

В наступних пiдроздiлах цi леми будуть використанi для обчислення

коефiцiєнтiв транзитивностi для всiх (з точнiстю до iзоморфiзму i

дуальностi) несерiйних додатних множин, P -критичних i NP -критичних

множин та надсуперкритичних множин. Щоб цi леми використовувалися

бiльш явно i наглядно, ми кожен з випадкiв, отриманих в попереднiх
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роздiлах класифiкацiї (вказаних класiв), переформулюємо на теоретико-

множиннiй мовi, тобто (як i в лемах) на мовi прямих сум з додатковими

вiдношеннями.

Коефiцiєнти транзитивностi kt обчислюються з точнiстю до п’яти

десяткових знакiв (до речi вони додатнi та меншi за одиницю). Всi

майбутнi таблицi окремо i в сукупностi для кожного класу множин

задовольняють (як легко перевiрити) такi умови:

a) якщо кiлькiсть знакiв пiсля коми менше нiж п’ять, то десятковий

дрiб скiнченний, а якщо п’ять, то нескiнченний;

b) якщо два десяткових дроби збiгаються до п’яти знакiв включно, то

вони рiвнi.

Такi властивостi десяткових дробiв допомагають (на вiдмiну вiд

звичайних дробiв) вiзуально побачити рiзнi нерiвностi мiж коефiцiєнтами

транзитивностi.

6.2. Коефiцiєнти транзитивностi несерiйних

додатних ч.в. множин

Додатнi несерiйнi ч.в. множини класифiкованi в [9] через їх дiаграми

Хассе (див. Роздiл 1) та в теоремах 2.44-2.46 iз Роздiлу 3 за їх порядком

(який може дорiвнювати лише 5, 6 або 7).

6.2.1. Коефiцiєнти транзитивностi додатних множин порядку

5. Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt несерiйних додатних

множин, якi вказанi в теоремi 2.44. В таблицi нижче множини

впорядкованi лексикографiчно вiдповiдно до їх ширини w, висоти h,

коефiцiєнтiв транзитивностi kt i числа N . Горизонтальнi лiнiї проводяться

таким чином, щоб всерединi кожного блоку w i h однаковi.
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Теорема 6.8. Справедливо наступне для ч.в. множин NSP5.1 –

NSP5.10:

N w h ne nw kt

5.3 2 3 5 7 0, 28571

5.1 2 3 4 6 0, 33333

5.2 2 3 4 6 0, 33333

5.5 2 4 5 8 0, 375

5.4 2 4 4 8 0, 5

N w h ne nw kt

5.6 3 2 2 2 0

5.7 3 2 3 3 0

5.8 3 2 4 4 0

5.10 3 3 4 5 0, 2

5.9 3 3 3 4 0, 25

Данi, зазначенi в таблицi теореми 6.8 для ч.в. множин iз теореми 2.44

перевiряються безпосереднiми обчисленнями з використанням

лем 6.1, 6.2 для N = 5.6,

леми 6.3 для N = 5.1, 5.2, 5.4,

лем 6.1–6.3 для N = 5.7, 5.9,

леми 6.4 для N = 5.3, 5.5,

леми 6.5 для N = 5.8, 5.10.

6.2.2. Коефiцiєнти транзитивностi додатних множин порядку

6. Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt несерiйних додатних

множин, якi вказанi в теоремi 2.45.

Теорема 6.9. Справедливо наступне для ч.в. множин NSP6.1 –

NSP6.32:

N w h ne nw kt

6.2 2 3 6 9 0, 33333

6.1 2 3 5 8 0, 375

6.8 2 4 6 10 0, 4

6.9 2 4 6 10 0, 4

6.11 2 4 7 12 0, 41667

6.4 2 4 5 9 0, 44444

N w h ne nw kt

6.5 2 4 5 9 0, 44444

6.7 2 4 6 11 0, 45455

6.10 2 4 6 11 0, 45455

6.3 2 4 5 10 0, 5

6.6 2 4 6 12 0, 5

6.15 2 5 6 12 0, 5
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N w h ne nw kt

6.14 2 5 6 13 0, 53846

6.13 2 5 5 12 0, 58333

6.12 2 5 5 13 0, 61538

6.16 3 2 4 4 0

6.17 3 2 5 5 0

6.23 3 3 5 6 0, 16667

6.25 3 3 5 6 0, 16667

6.20 3 3 4 5 0, 2

6.21 3 3 4 5 0, 2

6.18 3 3 3 4 0, 25

N w h ne nw kt

6.27 3 3 6 8 0, 25

6.22 3 3 5 7 0, 28571

6.24 3 3 5 7 0, 28571

6.26 3 3 5 7 0, 28571

6.19 3 3 4 6 0, 33333

6.31 3 4 5 8 0, 375

6.32 3 4 5 8 0, 375

6.29 3 4 4 7 0, 42857

6.30 3 4 5 9 0, 44444

6.28 3 4 4 8 0, 5

Данi, зазначенi в таблицi теореми 6.9 для ч.в. множин iз теореми 2.45

перевiряються безпосереднiми обчисленнями з використанням

лем 6.1, 6.2 для N = 6.18,

леми 6.3 для N = 6.1, 6.3− 6.5, 6.12, 6.13,

лем 6.1–6.3 для N = 6.16, 6.19− 6.21, 6.28− 6.29,

леми 6.4 для N = 6.2, 6.6− 6.10, 6.14, 6.15,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для N = 6.26, 6.32,

леми 6.5 для N = 6.17, 6.22− 6.25, 6.30− 6.31,

леми 6.6 для N = 6.11,

леми 6.7 для N = 6.27.

6.2.3. Коефiцiєнти транзитивностi додатних множин порядку

7. Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt несерiйних додатних

множин найбiльшого порядку, якi вказанi в теоремi 2.46.

Теорема 6.10. Справедливо наступне для ч.в. множин NSP7.1 –

NSP7.66:
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N w h ne nw kt

7.4 2 4 7 12 0, 41667

7.1 2 4 6 11 0, 45455

7.2 2 4 6 11 0, 45455

7.3 2 4 7 13 0, 46154

7.5 2 4 7 13 0, 46154

7.6 2 4 8 15 0, 46667

7.14 2 5 7 14 0, 5

7.16 2 5 7 14 0, 5

7.20 2 5 8 17 0, 52941

7.13 2 5 7 15 0, 53333

7.17 2 5 7 15 0, 53333

7.8 2 5 6 13 0, 53846

7.9 2 5 6 13 0, 53846

7.19 2 5 8 18 0, 55556

7.12 2 5 7 16 0, 5625

7.18 2 5 7 16 0, 5625

7.11 2 5 7 17 0, 58824

7.15 2 5 7 17 0, 58824

7.7 2 5 6 15 0, 6

7.10 2 5 7 18 0, 61111

7.24 2 6 7 17 0, 58824

7.23 2 6 7 19 0, 63158

7.25 2 6 7 19 0, 63158

7.22 2 6 6 17 0, 64706

7.21 2 6 6 19 0, 68421

N w h ne nw kt

7.34 3 3 6 7 0, 14286

7.35 3 3 6 7 0, 14286

7.29 3 3 5 6 0, 16667

7.40 3 3 7 9 0, 22222

7.32 3 3 6 8 0, 25

7.33 3 3 6 8 0, 25

7.38 3 3 6 8 0, 25

7.26 3 3 5 7 0, 28571

7.27 3 3 5 7 0, 28571

7.28 3 3 5 7 0, 28571

7.39 3 3 7 10 0, 3

7.30 3 3 6 9 0, 33333

7.31 3 3 6 9 0, 33333

7.36 3 3 6 9 0, 33333

7.37 3 3 6 9 0, 33333

7.47 3 4 6 9 0, 33333

7.51 3 4 6 9 0, 33333

7.55 3 4 6 9 0, 33333

7.57 3 4 7 11 0, 36364

7.58 3 4 7 11 0, 36364

7.44 3 4 5 8 0, 375

7.48 3 4 6 10 0, 4

7.50 3 4 6 10 0, 4

7.56 3 4 7 12 0, 41667

7.60 3 4 7 12 0, 41667
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N w h ne nw kt

7.41 3 4 4 7 0, 42857

7.43 3 4 5 9 0, 44444

7.45 3 4 5 9 0, 44444

7.46 3 4 6 11 0, 45455

7.49 3 4 6 11 0, 45455

7.53 3 4 6 11 0, 45455

7.54 3 4 6 11 0, 45455

7.59 3 4 7 13 0, 46154

N w h ne nw kt

7.42 3 4 5 10 0, 5

7.52 3 4 6 12 0, 5

7.65 3 5 6 12 0, 5

7.64 3 5 6 13 0, 53846

7.66 3 5 6 13 0, 53846

7.62 3 5 5 11 0, 54545

7.63 3 5 6 14 0, 57143

7.61 3 5 5 13 0, 61538

Данi, зазначенi в таблицi теореми 6.10 для ч.в. множин iз теореми 2.46

перевiряються безпосереднiми обчисленнями з використанням

лем 6.1, 6.2 для N = 7.41,

леми 6.3 для N = 7.1− 7.2, 7.7− 7.9, 7.21− 7.22,

лем 6.1–6.3 для N = 7.26− 7.29, 7.42− 7.45, 7.61− 7.62,

леми 6.4 для N = 7.3− 7.5, 7.10− 7.18, 7.23− 7.25,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для N = 7.37− 7.38, 7.52− 7.55, 7.66,

леми 6.5 для N = 7.30− 7.36, 7.46− 7.51, 7.63− 7.65,

леми 6.6 для N = 7.6, 7.19− 7.20,

лем 6.1, 6.2, 6.6 для N = 7.60,

леми 6.7 для N = 7.39− 7.40, 7.56− 7.59.

6.2.4. Загальнi висновки. Враховуючи лексикографiчне

позначення в таблицях теорем 6.8-6.10, легко перевiрити, що з них

випливають наступнi загальнi наслiдки.

Теорема 6.11. Нехай S i T — несерiйнi додатнi множини. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
20, якщо h(T ) = h(S) + 1.

Теорема 6.12. Нехай S i T — несерiйнi додатнi множини. Тодi
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(3) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 3 i h(T ) > h(S);

(4) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 2, h(T ) > h(S)

i дiаграма Хассе множини T не є циклом.

6.3. Коефiцiєнти транзитивностi P -критичних

множин

P -критичнi ч.в. множини класифiкованi в [9] через їх дiаграми Хассе

(див. Роздiл 1). В наступних теоремах ми використовуємо модифiкацiю

такої класифiкацiї, в якiй множини розбитi на класи мiнiмаксних

iзоморфiзмiв (див. роздiл 2). До того ж (щоб для обчислення коефiцiєнтiв

транзитивностi користуватися приведеними вище лемами) ми, як i

у випадку несерiйних додатних множин, використовуємо теоретико-

множиннi задання ч. в. множин.

6.3.1. Коефiцiєнти транзитивностi P -критичних множин

порядку 4. Серед множин Клейнера є лише одна множина K1 =

(1, 1, 1, 1) порядку 4.

Твердження 6.13. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K1

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 3

множинами:

1) A2 tB2, a1 < b2, b1 < a2;

2) A1 tB2 t C1, a1 < b2, c1 < b2;

3) A1 tB1 t C1 tD1.

Наслiдок 6.14. Для P -критичних множин MM -типу K1

коефiцiєнти транзитивностi kt = 0.

Наслiдок випливає з того, що ne = nc. Звiдки kt = 0.
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6.3.2. Коефiцiєнти транзитивностi P -критичних множин

порядку 6. Серед множин Клейнера є лише одна множина K2 = (2, 2, 2)

порядку 6.

Твердження 6.15. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K2

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 7

множинами:

1) A2 tB4, a2 < b3;

2) A3 tB3, a2 < b2;

3) A3 tB3, a1 < b1, a3 < b3;

4) A2 tB2 t C2;

5) A2 tB2 t C2, a1 < b2, b1 < c2, c1 < a2.

6) A1 tB2 t C3, b2 < c3;

7) A1 tB3 t C2, a1 < b3, b2 < c2;

Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt P -критичних множин. У

наведенiй нижче таблицi множини розташованi в порядку зростання їхнiх

висот (позначається h), а якщо висоти рiвнi, то в порядку зростання

коефiцiєнтiв транзитивностi.

Теорема 6.16. Для P -критичних множин MM -типу K2

справедливо наступне:

N h ne nw kt N h ne nw kt

4 2 3 3 0 3 4 6 11 0, 45454

5 2 6 6 0 2 4 5 10 0, 5

7 3 5 7 0, 28571 1 4 5 11 0, 54545

6 3 4 6 0, 33333

Доведення теореми 6.16 проводиться прямими обчисленнями,

використовуючи

леми 6.1, 6.2 для N = 4,
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лему 6.3 для N = 1, 2,

леми 6.1–6.3 для N = 6,

лему 6.4 для N = 3,

лему 6.5 для N = 7.

Наслiдок 6.17. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин MM -типу K2 тодi i тiльки тодi, коли

S мiстить щiльну пiдмножину з двома вузловими елементами.

6.3.3. Коефiцiєнти транзитивностi P -критичних множин

порядку 7. Серед множин Клейнера є лише одна множина K3 = (1, 3, 3)

порядку 7.

Твердження 6.18. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K3

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 12

множинами:

1) A3 tB4, a1 < b2;

2) A3 tB4, a3 < b4;

3) A2 tB5, a1 < b3;

4) A1 tB6, a1 < b4;

5) A2 tB5, a1 < b1, a2 < b4;

6) A1 tB3 t C3;

7) A1 tB3 t C3, a1 < b2, b1 < c2;

8) A2 tB2 t C3, a2 < b2, b1 < c3.

9) A2 tB1 t C4, b1 < c4;

10) A1 tB2 t C4, a1 < b2, b1 < c3;

11) A1 tB1 t C5, b1 < c4;

12) A1 tB2 t C4, b1 < c1, b2 < c4;

Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt P -критичних множин. У

наведенiй нижче таблицi множини розташованi в порядку зростання їхнiх
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висот (позначається h), а якщо висоти рiвнi, то в порядку зростання

коефiцiєнтiв транзитивностi.

Теорема 6.19. Для P -критичних множин MM -типу K3

справедливо наступне:

N h ne nw kt N h ne nw kt

8 3 6 8 0, 25 2 4 6 12 0, 5

6 3 4 6 0, 33333 12 5 6 12 0, 5

7 3 6 10 0, 4 3 5 6 14 0, 57143

9 4 5 8 0, 375 11 5 5 12 0, 58333

10 4 6 10 0, 4 5 6 7 18 0, 61111

1 4 6 12 0, 5 4 6 6 18 0, 66667

Доведення теореми 6.19 проводиться прямими обчисленнями,

використовуючи

леми 6.1, 6.2 для N = 6,

лему 6.3 для N = 1− 4,

леми 6.1–6.3 для N = 9, 11,

лему 6.4 для N = 5,

леми 6.1, 6.2, 6.4 для N = 12,

лему 6.5 для N = 7− 8, 10.

Наслiдок 6.20. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин MM -типу K3 тодi i тiльки тодi, коли

S мiстить щiльну пiдмножину з трьома вузловими елементами.

6.3.4. Коефiцiєнти транзитивностi P -критичних множин

порядку 8 примiтивного MM-типу. Серед множин Клейнера є лише

одна примiтивна множина K4 = (1, 2, 5) найбiльшого порядку 8.

Твердження 6.21. P -критичнi ч.в. множини MM -типу K4

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 25

множинами:
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1) A4 tB4, a1 < b3;

2) A3 tB5, a1 < b4;

3) A3 tB5, a2 < b5;

4) A2 tB6, a1 < b2;

5) A2 tB6, a1 < b5;

6) A2 tB6, a2 < b6;

7) A1 tB7, a1 < b3;

8) A1 tB7, a1 < b6;

9) A2 tB6, a1 < b1, a2 < b3;

10) A2 tB6, a1 < b1, a2 < b6;

11) A3 tB5, a2 < b1, a3 < b3;

12) A3 tB1 t C4, b1 < c3;

13) A4 tB1 t C3, b1 < c3;

14) A3 tB2 t C3, b1 < c1, b2 < c3;

15) A1 tB3 t C4, a1 < b2, b1 < c4;

16) A1 tB4 t C3, a1 < b2, b1 < c3.

17) A1 tB2 t C5;

18) A2 tB1 t C5, b1 < c3;

19) A2 tB2 t C4, b1 < c1, b2 < c3;

20) A1 tB2 t C5, a1 < b2, b1 < c2;

21) A1 tB2 t C5, a1 < b2, b1 < c5;

22) A1 tB1 t C6, b1 < c3;

23) A1 tB1 t C6, b1 < c6;

24) A1 tB2 t C5, b1 < c1, b2 < c3;

25) A1 tB3 t C4, b2 < c1, b3 < c3.

Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt P -критичних множин. У

наведенiй нижче таблицi множини розташованi в порядку зростання їхнiх

висот (позначається h), а якщо висоти рiвнi, то в порядку зростання

коефiцiєнтiв транзитивностi.
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Теорема 6.22. Для P -критичних множин MM -типу K4

справедливо наступне:

N h ne nw kt N h ne nw kt

14 4 7 11 0, 36364 5 6 7 18 0, 61111

13 4 6 10 0, 4 6 6 7 18 0, 61111

15 4 7 12 0, 41667 23 6 6 16 0, 625

12 4 6 11 0, 45454 24 6 7 19 0, 63158

16 4 7 13 0, 46154 25 6 7 19 0, 63158

1 4 7 14 0, 5 4 6 7 21 0, 66667

1 5 7 13 0, 46154 22 6 6 19 0, 68421

19 5 7 14 0, 5 10 7 8 23 0, 65217

2 5 7 15 0, 53333 9 7 8 26 0, 69231

3 5 7 15 0, 53333 11 7 8 26 0, 69231

17 5 5 11 0, 54545 8 7 7 23 0, 69565

20 5 7 16 0, 5625 7 7 7 26 0, 73077

18 5 6 14 0, 57143

Доведення теореми 6.22 проводиться прямими обчисленнями,

використовуючи

леми 6.1, 6.2 для N = 17,

лему 6.3 для N = 1− 8,

леми 6.1–6.3 для N = 12− 13, 18, 22− 23,

лему 6.4 для N = 9− 11,

леми 6.1, 6.2, 6.4 для N = 14, 19, 24− 25,

лему 6.5 для N = 15− 16, 20− 21.

Наслiдок 6.23. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин MM -типу K4 тодi i тiльки тодi, коли

S мiстить щiльну пiдмножину з п’ятьма вузловими елементами.
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6.3.5. Коефiцiєнти транзитивностi P -критичних можин

порядку 8 непримiтивного MM-типу. Серед множин Клейнера є

лише одна непримiтивна множина K5 = (N, 4) найбiльшого порядку 8.

Твердження 6.24. P -критичнi ч.в. множини мiнiмаксно

еквiвалентнi непримiтивнiй множинi K5 вичерпуються, з точнiстю

до iзоморфiзму та дуальностi, такими 28 множинами:

1) A4 tB4, a1 < b3, a2 < b4;

2) A3 tB5, a1 < b4, a2 < b5;

3) A2 tB6, a1 < b2, a2 < b3;

4) A2 tB6, a1 < b2, a2 < b6;

5) A2 tB6, a1 < b5, a2 < b6;

6) A5 tB3, a1 < b2, a5 < b3;

7) A5 tB3, a4 < b2, a5 < b3;

8) A3 tB5, a1 < b1, a2 < b2, a3 < b3;

9) A4 tB4, a2 < b1, a3 < b2, a4 < b3;

10)A3 tB2 t C3, b1 < c2, b2 < c3;

11) A3 tB2 t C3, a2 < b3, b1 < c2;

12) A4 tB2 t C2, b1 < c2;

13) A2 tB2 t C4, b1 < c2, b2 < c3;

14) A1 tB3 t C4, a1 < b3, b1 < c4;

15) A1 tB4 t C3, a1 < b3, b1 < c3;

16) A2 tB2 t C4, a1 < b2, b1 < c2;

17) A2 tB3 t C3, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

18) A2 tB3 t C3, a2 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

19) A3 tB3 t C2, a3 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

20) A1 tB2 t C5, b1 < c2;

21) A1 tB2 t C5, b1 < c5;

22) A1 tB2 t C5, b1 < c2, b2 < c3;
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23) A1 tB3 t C4, a1 < b3, b1 < c1;

24) A1 tB5 t C2, a1 < b3, b1 < c2;

25) A1 tB3 t C4, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

26) A1 tB3 t C4, a1 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

27) A1 tB6 t C1, a1 < b3, b1 < c1;

28) A1 tB6 t C1, a1 < b6, b1 < c1.

Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt P -критичних множин. У

наведенiй нижче таблицi множини розташованi в порядку зростання їхнiх

висот (позначається h), а якщо висоти рiвнi, то в порядку зростання

коефiцiєнтiв транзитивностi.

Теорема 6.25. Для P -критичних множин, мiнiмаксно

еквiвалентних непримiтивнiй множинi K5, справедливо наступне:

N h ne nw kt N h ne nw kt

10 3 7 10 0, 3 26 5 8 17 0, 52941

11 3 7 11 0, 36364 24 5 7 15 0, 53333

12 4 6 9 0, 33333 25 5 8 18 0, 55556

14 4 7 11 0, 36364 20 5 6 15 0, 6

17 4 8 13 0, 38461 22 5 7 18 0, 61111

19 4 8 13 0, 38461 5 6 8 19 0, 57895

15 4 7 12 0, 41667 6 6 8 19 0, 57895

16 4 7 12 0, 41667 28 6 7 17 0, 58824

18 4 8 14 0, 42857 4 6 8 22 0, 63636

13 4 7 13 0, 46154 7 6 8 22 0, 63636

1 4 8 15 0, 46667 8 6 9 25 0, 64

28 5 8 16 0, 5 9 6 9 25 0, 64

48 5 6 12 0, 5 27 6 7 20 0, 65

58 5 7 14 0, 5 3 6 8 25 0, 68
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Доведення теореми 6.25 проводиться прямими обчисленнями,

використовуючи

леми 6.1–6.3 для N = 12, 20− 21,

лему 6.4 для N = 1− 7,

леми 6.1, 6.2, 6.4 для N = 10, 13, 22,

лему 6.5 для N = 11, 14− 16, 23− 24, 27− 28,

лему 6.6 для N = 8− 9,

лему 6.7 для N = 18− 19, 26,

леми 6.1, 6.2, 6.6 для N = 17, 25.

Наслiдок 6.26. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини

S є найбiльшим серед усiх множин мiнiмаксно еквiвалентних

непримiтивнiй множинi K5 тодi i тiльки тодi, коли S мiстить

щiльну пiдмножину з чотирма вузловими елементами.

6.3.6. Загальнi наслiдки. Сформулюємо наслiдки, що стосуються

всiх P -критичних множин.

Iз усiх попереднiх наслiдкiв i таблиць цього пiдроздiлу та твердження

2.32 випливають наступнi теореми.

Теорема 6.27. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних фiксованiй

множинi Клейнера K, тодi i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну

пiдмножину з h(K) вузловими елементами. Бiльшого числа вузлових

елементiв бути не може.

Теорема 6.28. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних множинам

Клейнера, тодi i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну пiдмножину з

найбiльш можливим числом вузлових елементiв.

Теорема 6.29. Нехай S i T — P -критичнi множини. Тодi
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(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
10, якщо h(T ) = h(S) + 1.

6.4. Коефiцiєнти транзитивностi NP -критичних

множин

Ми використовуємо класифiкацiю NP -критичних ч.в. множин, отриману

в роздiлi 4.

Як i в попереднiх випадках ми використовуємо теоретико-множиннi

задання ч.в. множин.

6.4.1. Коефiцiєнти транзитивностi NP -критичних множин

порядку 5. Серед множин Назарової є двi множини N1 = (1, 1, 1, 1, 1)

та N2 = (1, 1, 1, 2) порядку 5.

Твердження 6.30. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N1 та

N2 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими

10 множинами:

1) NP1.1 = A1 tB2 t C2, a1 < b2, a1 < c2, b1 < c2, c1 < b2;

2) NP1.2 = A1 tB1 t C1 tD2, a1 < d2, b1 < d2, c1 < d2;

3) NP1.3 = A1 tB1 t C1 tD1 t E1;

4) NP2.1 = A2 tB3, a1 < b2, b1 < a2;

5) NP2.2 = A1 tB2 t C2, a1 < b2, b1 < c2, c1 < b2;

6) NP2.3 = A1 tB3 t C1, a1 < b2, c1 < b2;

7) NP2.4 = A1 tB3 t C1, a1 < b3, c1 < b3;

8) NP2.5 = A1 tB3 t C1, a1 < b3, b1 < a1, b1 < c1, c1 < b3;

9) NP2.6 = A1 tB1 t C1 tD2;

10) NP2.7 = A1 tB1 t C2 tD1, b1 < c2, d1 < c2.

Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt P -критичних множин. У

наведенiй нижче таблицi множини розташованi в порядку зростання їхнiх
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висот (позначається h), а якщо висоти рiвнi, то в порядку зростання

коефiцiєнтiв транзитивностi.

Теорема 6.31. Для NP -критичних множин MM -типу порядку 5

справедливо наступне:

N h ne nw kt N h ne nw kt

NP1.3 1 0 0 0 NP1.2 2 4 4 0

NP2.2 2 5 5 0 NP2.4 3 4 5 0,2

NP1.1 2 6 6 0 NP2.1 3 5 7 0,28571

NP2.6 2 1 1 0 NP2.5 3 5 7 0,28571

NP2.7 2 3 3 0 NP2.3 3 4 7 0,42857

Доведення проводиться прямими обчисленнями.

Наслiдок 6.32. Для NP -критичних множин MM -типу N1

коефiцiєнти транзитивностi kt = 0.

Наслiдок 6.33. Коефiцiєнт kt(S) множини S є найбiльшим серед

усiх множин MM -типу N2 тодi i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну

пiдмножину з двома вузловими елементами.

6.4.2. Коефiцiєнти транзитивностi NP -критичних множин

порядку 7. Серед множин Назарової є лише одна множина N3 = (2, 2, 3)

порядку 7.

Твердження 6.34. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N3

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 15

множинами:

1) NP3.1 = A3 tB4, a2 < b3;

2) NP3.2 = A2 tB5, a2 < b3;

3) NP3.3 = A2 tB5, a2 < b4;

4) NP3.4 = A3 tB4, a2 < b2;
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5) NP3.5 = A3 tB4, a1 < b1, a3 < b3;

6) NP3.6 = A3 tB4, a1 < b1, a3 < b4;

7) NP3.7 = A2 tB2 t C3;

8) NP3.8 = A2 tB2 t C3, b2 < c3;

9) NP3.9 = A1 tB3 t C3, a1 < b3, b2 < c3;

10) NP3.10 = A2 tB2 t C3, a1 < b2, b1 < c2, c1 < a2.

11) NP3.11 = A1 tB2 t C4, b2 < c3;

12) NP3.12 = A1 tB2 t C4, b2 < c4;

13) NP3.13 = A1 tB3 t C3, b1 < c1, b3 < c3;

14) NP3.14 = A1 tB3 t C3, a1 < b3, b2 < c2;

15) NP3.15 = A1 tB4 t C2, a1 < b4, b3 < c2.

Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt NP -критичних множин

MM -типу N3. У наведенiй нижче таблицi множини розташованi в

порядку зростання їх висот (позначається h), а якщо висоти рiвнi, то в

порядку зростання коефiцiєнтiв транзитивностi.

Теорема 6.35. Для множин MM -типу N3 NP3.1 – NP3.15

справедливо наступне:

N h ne nw kt N h ne nw kt

NP3.7 3 4 5 0,2 NP3.1 4 6 13 0,53846

NP3.10 3 7 9 0,22222 NP3.11 4 5 11 0,54545

NP3.8 3 5 7 0,28571 NP3.6 5 7 15 0,53333

NP3.9 3 6 9 0,33333 NP3.5 5 7 17 0,58824

NP3.12 4 5 9 0,44444 NP3.3 5 6 15 0,6

NP3.13 4 6 11 0,45455 NP3.4 5 6 15 0,6

NP3.14 4 6 11 0,45455 NP3.2 5 6 17 0,64706

NP3.15 4 6 11 0,45455

Доведення теореми 6.35 випливає з

лем 6.1, 6.2 для NP3.7,
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леми 6.3 для NP3.1 −NP3.4,

лем 6.1–6.3 для NP3.8, NP3.11, NP3.12,

леми 6.4 для NP3.5 −NP3.6,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для NP3.13,

леми 6.5 для NP3.9, NP3.14, NP3.15,

i прямих обчислень для NP3.10.

Наслiдок 6.36. Ч.в. множина MM -типу N3 має найбiльший

коефiцiєнт транзитивностi тодi i тiльки тодi, коли вона мiстить

щiльну пiдмножину з трьома вузловими елементами.

6.4.3. Коефiцiєнти транзитивностi NP -критичних множин

порядку 8. Серед множин Назарової є лише одна множина N4 = (1, 3, 4)

порядку 8.

Твердження 6.37. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N4

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 26

множинами:

1) NP4.1 = A4 tB4, a1 < b2;

2) NP4.2 = A3 tB5, a1 < b2;

3) NP4.3 = A3 tB5, a1 < b3;

4) NP4.4 = A3 tB5, a3 < b5;

5) NP4.5 = A2 tB6, a1 < b3;

6) NP4.6 = A2 tB6, a1 < b4;

7) NP4.7 = A1 tB7, a1 < b4;

8) NP4.8 = A1 tB7, a1 < b5;

9) NP4.9 = A2 tB6, a1 < b1, a2 < b4;

10) NP4.10 = A2 tB6, a1 < b1, a2 < b5;

11) NP4.11 = A3 tB5, a2 < b1, a3 < b4;

12) NP4.12 = A1 tB3 t C4;

13) NP4.13 = A3 tB1 t C4, b1 < c4;
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14) NP4.14 = A1 tB3 t C4, a1 < b2, b1 < c2;

15) NP4.15 = A1 tB3 t C4, a1 < b2, b1 < c3;

16) NP4.16 = A2 tB2 t C4, a2 < b2, b1 < c3;

17) NP4.17 = A2 tB2 t C4, a2 < b2, b1 < c4;

18) NP4.18 = A2 tB1 t C5, b1 < c4;

19) NP4.19 = A2 tB1 t C5, b1 < c5;

20) NP4.20 = A2 tB2 t C4, b1 < c1, b2 < c4;

21) NP4.21 = A1 tB2 t C5, a1 < b2, b1 < c3;

22) NP4.22 = A1 tB2 t C5, a1 < b2, b1 < c4;

23) NP4.23 = A1 tB1 t C6, b1 < c4;

24) NP4.24 = A1 tB1 t C6, b1 < c5;

25) NP4.25 = A1 tB2 t C5, b1 < c1, b2 < c4;

26) NP4.26 = A1 tB2 t C5, b1 < c1, b2 < c5.

Теорема 6.38. Для множин MM -типу N4 NP4.1 – NP4.26

справедливо наступне:

N h ne nw kt N h ne nw kt

NP4.17 4 7 11 0,36364 NP4.18 5 6 13 0,53846

NP4.13 4 6 10 0,4 NP4.3 5 7 16 0,5625

NP4.16 4 7 12 0,41667 NP4.4 5 7 16 0,5625

NP4.12 4 5 9 0,44444 NP4.2 5 7 17 0,58824

NP4.15 4 7 13 0,46154 NP4.26 6 7 17 0,58824

NP4.14 4 7 14 0,5 NP4.25 6 7 18 0,61111

NP4.1 4 7 15 0,53333 NP4.6 6 7 19 0,63158

NP4.20 5 7 13 0,46154 NP4.24 6 6 17 0,64706

NP4.19 5 6 12 0,5 NP4.5 6 7 20 0,65

NP4.22 5 7 14 0,5 NP4.23 6 6 18 0,66667

NP4.21 5 7 15 0,53333 NP4.10 7 8 24 0,66667
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N h ne nw kt N h ne nw kt

NP4.9 7 8 25 0,68 NP4.8 7 7 24 0,70833

NP4.11 7 8 25 0,68 NP4.7 7 7 25 0,72

Доведення теореми 6.38 випливає з

лем 6.1, 6.2 для NP4.12,

леми 6.3 для NP4.1 −NP4.8,

лем 6.1–6.3 для NP4.13, NP4.18 −NP4.19, NP4.23 −NP4.24,

леми 6.4 для NP4.9 −NP4.11,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для NP4.20, NP4.25, NP4.26,

леми 6.5 для NP4.14 −NP4.17, NP4.21 −NP4.22.

Наслiдок 6.39. Ч.в. множина MM -типу N4 має найбiльший

коефiцiєнт транзитивностi тодi i тiльки тодi, коли вона мiстить

щiльну пiдмножину з чотирма вузловими елементами.

6.4.4. Коефiцiєнти транзитивностi NP -критичних множин

порядку 9 примiтивного MM-типу. Серед множин Назарової є лише

одна примiтивна множина N5 = (1, 2, 6) найбiльшого порядку 9.

Твердження 6.40. NP -критичнi ч.в. множини MM -типу N5

вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi, такими 31

множинами:

1) NP5.1 = A4 tB5, a1 < b4;

2) NP5.2 = A4 tB5, a2 < b5;

3) NP5.3 = A3 tB6, a1 < b5;

4) NP5.4 = A3 tB6, a2 < b6;

5) NP5.5 = A2 tB7, a1 < b2;

6) NP5.6 = A2 tB7, a1 < b6;

7) NP5.7 = A2 tB7, a2 < b7;

8) NP5.8 = A1 tB8, a1 < b3;
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9) NP5.9 = A1 tB8, a1 < b7;

10) NP5.10 = A2 tB7, a1 < b1, a2 < b3;

11) NP5.11 = A2 tB7, a1 < b1, a2 < b7;

12) NP5.12 = A3 tB6, a2 < b1, a3 < b3;

13) NP5.13 = A4 tB5, a3 < b1, a4 < b3;

14) NP5.14 = A4 tB1 t C4, b1 < c3;

15) NP5.15 = A4 tB2 t C3, b1 < c1, b2 < c3;

16) NP5.16 = A1 tB4 t C4, a1 < b2, b1 < c4;

17) NP5.17 = A3 tB1 t C5, b1 < c3;

18) NP5.18 = A5 tB1 t C3, b1 < c3;

19) NP5.19 = A3 tB2 t C4, b1 < c1, b2 < c3;

20) NP5.20 = A1 tB3 t C5, a1 < b2, b1 < c5;

21) NP5.21 = A1 tB5 t C3, a1 < b2, b1 < c3;

22) NP5.22 = A1 tB2 t C6;

23) NP5.23 = A2 tB1 t C6, b1 < c3;

24) NP5.24 = A2 tB2 t C5, b1 < c1, b2 < c3;

25) NP5.25 = A2 tB3 t C4, b2 < c1, b2 < c3;

26) NP5.26 = A1 tB2 t C6, a1 < b2, b1 < c2;

27) NP5.27 = A1 tB2 t C6, a1 < b2, b1 < c6;

28) NP5.28 = A1 tB1 t C7, b1 < c3;

29) NP5.29 = A1 tB1 t C7, b1 < c7;

30) NP5.30 = A1 tB2 t C6, b1 < c1, b2 < c3;

31) NP5.31 = A1 tB3 t C5, b2 < c1, b2 < c3.

Теорема 6.41. Наступне має мiсце для множин NP5.1 – NP5.31 MM -

типу N5:
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N h ne nw kt N h ne nw kt

NP5.15 4 8 14 0,42857 NP5.26 6 8 22 0,63636

NP5.14 4 7 14 0,5 NP5.23 6 7 20 0,65

NP5.16 4 8 16 0,5 NP5.6 7 8 24 0,66667

NP5.18 5 7 14 0,5 NP5.7 7 8 24 0,66667

NP5.19 5 8 16 0,5 NP5.29 7 7 22 0,68182

NP5.20 5 8 16 0,5 NP5.30 7 8 26 0,69231

NP5.1 5 8 18 0,55556 NP5.31 7 8 26 0,69231

NP5.2 5 8 18 0,55556 NP5.5 7 8 28 0,71429

NP5.21 5 8 18 0,55556 NP5.28 7 7 26 0,73077

NP5.17 5 7 16 0,5625 NP5.11 8 9 30 0,7

NP5.27 6 8 18 0,55556 NP5.9 8 8 30 0,73333

NP5.3 6 8 20 0,6 NP5.10 8 9 34 0,73529

NP5.4 6 8 20 0,6 NP5.12 8 9 34 0,73529

NP5.24 6 8 20 0,6 NP5.13 8 9 34 0,73529

NP5.25 6 8 20 0,6 NP5.8 8 8 34 0,76471

NP5.22 6 6 16 0,625

Доведення теореми 6.41 випливає з

лем 6.1, 6.2 для NP5.22,

леми 6.3 для NP5.1 −NP5.9,

лем 6.1–6.3 для NP5.14, NP5.17 −NP5.18, NP5.23, NP5.28 −NP5.29,

леми 6.4 для NP5.10 −NP5.13,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для NP5.15, NP5.19, NP5.24 −NP5.25, NP5.30 −NP5.31,

леми 6.5 для NP5.16, NP5.20 −NP5.21, NP5.26 −NP5.27.

Наслiдок 6.42. Коефiцiєнт kt(S) множини S є найбiльшим серед

усiх множин MM -типу N5 тодi i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну

пiдмножину з шiстьма вузловими елементами.
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6.4.5. Коефiцiєнти транзитивностi NP -критичних множин

порядку 9 непримiтивного MM-типу. Серед множин Назарової є

лише одна непримiтивна множина N6 = (N, 5) найбiльшого порядку 9.

Твердження 6.43. NP -критичнi ч.в. множини мiнiмаксно

iзоморфнi N6 вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi,

такими 33 множинами:

1) NP6.1 = A4 tB5, a1 < b4, a2 < b5;

2) NP6.2 = A3 tB6, a1 < b5, a2 < b6;

3) NP6.3 = A2 tB7, a1 < b2, a2 < b3;

4) NP6.4 = A2 tB7, a1 < b2, a2 < b7;

5) NP6.5 = A2 tB7, a1 < b6, a2 < b7;

6) NP6.6 = A6 tB3, a1 < b2, a6 < b3;

7) NP6.7 = A6 tB3, a5 < b2, a6 < b3;

8) NP6.8 = A3 tB6, a1 < b1, a2 < b2, a3 < b3;

9) NP6.9 = A4 tB5, a2 < b1, a3 < b2, a4 < b3;

10) NP6.10 = A3 tB2 t C4, b1 < c2, b2 < c3;

11) NP6.11 = A4 tB2 t C3, b1 < c2, b2 < c3;

12) NP6.12 = A1 tB4 t C4, a1 < b3, b1 < c4;

13) NP6.13 = A3 tB2 t C4, a2 < b2, b1 < c2;

14) NP6.14 = A3 tB3 t C3, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

15) NP6.15 = A3 tB3 t C3, a3 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

16)NP6.16 = A5 tB2 t C2, a1 < b2;

17) NP6.17 = A2 tB2 t C5, b1 < c2, b2 < c3;

18) NP6.18 = A1 tB3 t C5, a1 < b3, b1 < c5;

19) NP6.19 = A1 tB5 t C3, a1 < b3, b1 < c3;

20) NP6.20 = A2 tB2 t C5, a1 < b2, b1 < c2;

21) NP6.21 = A2 tB3 t C4, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

22) NP6.22 = A2 tB3 t C4, a2 < b3, b1 < c1, b2 < c2;
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23) NP6.23 = A4 tB3 t C2, a4 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

24) NP6.24 = A1 tB2 t C6, b1 < c2;

25) NP6.25 = A1 tB2 t C6, b1 < c6;

26) NP6.26 = A1 tB2 t C6, b1 < c2, b2 < c3;

27) NP6.27 = A1 tB3 t C5, a1 < b3, b1 < c1;

28) NP6.28 = A1 tB6 t C2, a1 < b3, b1 < c2;

29) NP6.29 = A1 tB3 t C5, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

30) NP6.30 = A1 tB4 t C4, b2 < c1, b3 < c2, b4 < c3;

31) NP6.31 = A1 tB3 t C5, a1 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

32) NP6.32 = A1 tB7 t C1, a1 < b3, b1 < c1;

33) NP6.33 = A1 tB7 t C1, a1 < b7, b1 < c1.

Теорема 6.44. Для множин NP6.1 – NP6.33, мiнiмаксних iзоморфних

до N6, справедливо наступне :

N h ne nw kt N h ne nw kt

NP6.11 4 8 13 0,38462 NP6.17 5 8 19 0,57895

NP6.14 4 9 15 0,4 NP6.2 6 9 21 0,57143

NP6.10 4 8 15 0,46667 NP6.27 6 8 19 0,57895

NP6.12 4 8 15 0,46667 NP6.25 6 7 17 0,58824

NP6.13 4 8 15 0,46667 NP6.31 6 9 23 0,60870

NP6.15 4 9 17 0,47059 NP6.28 6 8 21 0,61905

NP6.20 5 8 14 0,42857 NP6.29 6 9 25 0,64

NP6.16 5 7 13 0,46154 NP6.30 6 9 25 0,64

NP6.18 5 8 15 0,46667 NP6.24 6 7 21 0,66667

NP6.23 5 9 17 0,47059 NP6.26 6 8 25 0,68

NP6.1 5 9 19 0,52632 NP6.5 7 9 25 0,64

NP6.21 5 9 19 0,52632 NP6.6 7 9 25 0,64

NP6.22 5 9 19 0,52632 NP6.33 7 8 23 0,65217

NP6.19 5 8 17 0,52941 NP6.4 7 9 29 0,68966
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N h ne nw kt N h ne nw kt

NP6.7 7 9 29 0,68966 NP6.32 7 8 27 0,70370

NP6.8 7 10 33 0,69697 NP6.3 7 9 33 0,72727

NP6.9 7 10 33 0,69697

Доведення теореми 6.44 випливає з

лем 6.1–6.3 для NP6.16, NP6.24 −NP6.25;

леми 6.4 для NP6.1 −NP6.7;

лем 6.1, 6.2, 6.4 для NP6.10 −NP6.11, NP6.17, NP6.26;

леми 6.5 для NP6.12−NP6.13, NP6.18−NP6.20, NP6.27−NP6.28, NP6.32−
NP6.33;

леми 6.6 для NP6.8 −NP6.9;

лем 6.1, 6.6 для NP6.14, NP6.21, NP6.29 −NP6.30;

леми 6.7 для NP6.15, NP6.22 −NP6.23, NP6.31.

Наслiдок 6.45. Коефiцiєнт kt(S) множини S є найбiльшим серед

усiх мiнiмаксно iзоморфних N6 тодi i тiльки тодi, коли S мiстить

щiльну пiдмножину, яка складається з п’яти вузлових елементiв.

6.4.6. Загальнi висновки. Сформулюємо наслiдки, що стосуються

всiх NP -критичних множин.

Iз усiх попереднiх наслiдкiв i таблиць цього пiдроздiлу та твердження

3.20 випливають наступнi теореми.

Теорема 6.46. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних фiксованiй

множинi Назарової N , тодi i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну

пiдмножину з h(N ) вузловими елементами. Бiльшого числа вузлових

елементiв бути не може.

Теорема 6.47. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних множинам
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Назарової, тодi i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну пiдмножину з

найбiльш можливим числом вузлових елементiв.

Теорема 6.48. Нехай S i T — NP -критичнi множини. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 2;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
50, якщо h(T ) = h(S) + 2;

(3) kt(T ) > kt(S)− 1
5, якщо h(T ) = h(S) + 1.

6.5. Коефiцiєнти транзитивностi надсуперкритичних

ч.в. множин

Надсуперкритичнi ч.в. множини введенi в роздiлi 5. В цьому ж роздiлi

описано, з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi, всi множини, мiнiмаксно

еквiвалентнi надсуперкритичним.

6.5.1. Коефiцiєнти транзитивностi множин порядку 6 MM-

типу Ai, Bj, Ck, Ds. На мовi прямих сум (з додатковими вiдношеннями)

маємо:

A0 = A1 tB1 t C2 tD2;

B0 = A1 tB1 t C1 tD3;

C0 = A1 tB1 t C1 tD1 t E2;

D0 = A1 tB1 t C1 tD1 t E1 t F1.

Наступна теорема є переформулюванням теореми 5.4 на мовi прямих

сум.

Твердження 6.49. З точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi повна

множина ч. в. множин, мiнiмаксно еквiвалентних A0,B0, C0, D0,

складається, разом iз самими множинами A0-D0, з наступних ч. в.

множин:

1) A1 = A2 tB4, a1 < b3, b2 < a2;

2) A2 = A3 tB3, a1 < b2, b1 < a2;
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3) A3 = A1 tB4 t C1, a1 < b3, c1 < b3;

4) A4 = A1 tB4 t C1, a1 < b4, b1 < a1, b1 < c1, c1 < b4;

5) A5 = A2 tB2 t C2, a2 < b2, c2 < b2;

6) A6 = A1 tB2 t C3, a1 < b2, b1 < c3, c2 < b2;

7) A7 = A1 tB3 t C2, a1 < b2, b1 < c2, c1 < b2;

8) A8 = A2 tB2 t C2, a1 < b2, b1 < a2, b1 < c2, c1 < b2;

9) A9 = A1 tB1 t C3 tD1, b1 < c3, d1 < c3;

10) A10 = A1 tB2 t C2 tD1, a1 < b2, b1 < c2, c1 < b2, d1 < c2;

11) B1 = A2 tB4, a1 < b2, b1 < a2;

12) B2 = A1 tB4 t C1, a1 < b2, c1 < b2;

13) B3 = A1 tB4 t C1, a1 < b3, b1 < a1, b1 < c1, c1 < b3;

14) B4 = A1 tB4 t C1, a1 < b4, c1 < b4;

15) B5 = A1 tB2 t C3, a1 < b2, b1 < c2, c1 < b2;

16) B6 = A2 tB2 t C2, a2 < b2, b1 < c2, c1 < b2;

17) B7 = A1 tB1 t C3 tD1, b1 < c2, d1 < c2;

18) B8 = A1 tB1 t C3 tD1, b1 < c3, c1 < b1, c1 < d1, d1 < c3;

19) B9 = A2 tB1 t C2 tD1, b1 < c2, d1 < c2;

20) C1 = A1 tB2 t C3, a1 < b2, a1 < c2, b1 < c2, c1 < b2;

21) C2 = A1 tB2 t C3, a1 < b2, a1 < c3, b1 < c3, c2 < b2;

22) C3 = A2 tB2 t C2, a1 < b2, a1 < c2, b1 < a2, b1 < c2, c1 < b2;

23) C4 = A1 tB1 t C1 tD3, a1 < d2, b1 < d2, c1 < d2;

24) C5 = A1 t B1 t C1 t D3, a1 < d3, b1 < d3, c1 < d3, d1 < a1, d1 <

b1, d1 < c1;

25) C6 = A1 tB1 t C1 tD3, a1 < d3, b1 < d3, c1 < d3;

26) C7 = A1 tB2 t C2 tD1, a1 < b2, b1 < c2, c1 < b2, d1 < b2, d1 < c2;

27) C8 = A1 tB1 t C1 tD1 t E2, b1 < e2, c1 < e2, d1 < e2;

28) D1 = A2 tB2 t C2, a1 < b2, a1 < c2, b1 < a2, b1 < c2, c1 < a2, c1 < b2;

29) D2 = A1tB2tC2tD1, a1 < b2, a1 < c2, b1 < c2, c1 < b2, d1 < b2, d1 <

c2;
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30) D3 = A1 tB1 t C2 tD1 t E1, a1 < c2, b1 < c2, d1 < c2, e1 < c2.

Обчислимо коефiцiєнти транзитивностi kt надсуперкритичних множин

MM -типу A0 −D0. У наведенiй нижче таблицi множини розташованi в

порядку зростання їх висот (позначається h), а якщо висоти рiвнi, то в

порядку зростання коефiцiєнтiв транзитивностi.

Теорема 6.50. Наступне має мiсце для ч.в. множин Ai,Bj, Ck, Ds:

N h ne nw kt N h ne nw kt

D0 1 0 0 0 C2 3 7 9 0,22222

A0 2 2 2 0 A6 3 6 8 0,25

A8 2 7 7 0 B5 3 6 8 0,25

A10 2 6 6 0 A5 3 5 7 0,28571

B9 2 4 4 0 C1 3 7 10 0,3

C0 2 1 1 0 B0 3 2 3 0,33333

C3 2 8 8 0 A7 3 6 9 0,33333

C7 2 7 7 0 A2 3 6 10 0,4

C8 2 4 4 0 C4 3 5 9 0,44444

D1 2 9 9 0 B7 3 4 7 0,42857

D2 2 8 8 0 A4 4 7 10 0,3

D3 2 5 5 0 B4 4 5 8 0,375

C5 3 8 9 0,11111 B3 4 7 12 0,41667

B6 3 6 7 0,14286 A1 4 6 11 0,45455

B8 3 6 7 0,14286 B1 4 6 11 0,45455

C6 3 5 6 0,16667 A3 4 5 10 0,5

A9 3 4 5 0,2 B2 4 5 12 0,58333

Доведення проводиться прямими обчисленнями.

Наслiдок 6.51. Коефiцiєнт kt(S) множини S є найбiльшим серед

усiх множин MM -типу A0 (вiдповiдно B0, C0 чи D0) тодi i тiльки
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тодi, коли S мiстить щiльну пiдмножину з двома (вiдповiдно трьома,

двома чи одним) вузловими елементами.

6.5.2. Коефiцiєнти транзитивностi множин порядку 8 MM-

типу Ei, Fj. Надсуперкритичними множинами 8 порядку є множини:

E0 = A2 tB3 t C3;

F0 = A2 tB2 t C4.

Наступна теорема є переформулюванням теореми 5.5 на мовi прямих

сум.

Твердження 6.52. З точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi

повна множина ч. в. множин, мiнiмаксно еквiвалетних E0,F0

складається, разом iз самими множинами E0-F0, з наступних

частково впорядкованих множин:

1) E1 = A2 tB6, a2 < b4;

2) E2 = A3 tB5, a1 < b1, a3 < b4;

3) E3 = A3 tB5, a2 < b3;

4) E4 = A3 tB5, a3 < b4;

5) E5 = A4 tB4, a1 < b1, a4 < b4;

6) E6 = A4 tB4, a2 < b2;

7) E7 = A4 tB4, a3 < b2;

8) E8 = A1 tB2 t C5, b2 < c4;

9) E9 = A1 tB3 t C4, b1 < c1, b3 < c4;

10) E10 = A1 tB3 t C4, b3 < c4;

11) E11 = A2 tB2 t C4, b2 < c4;

12) E12 = A1 tB3 t C4, a1 < b3, b2 < c3;

13) E13 = A1 tB4 t C3, a1 < b3, b2 < c2;

14) E14 = A1 tB4 t C3, a1 < b4, b3 < c2;

15) E15 = A1 tB4 t C3, a1 < b4, b3 < c3;

16) E16 = A2 tB3 t C3, a2 < b3, b2 < c3;
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17) E17 = A2 tB2 t C4, a1 < b2, b1 < c3, c2 < a2;

18) E18 = A2 tB3 t C3, a1 < b2, b1 < c2, c1 < a2;

19) F1 = A2 tB6, a2 < b3;

20) F2 = A3 tB5, a1 < b1, a3 < b3;

21) F3 = A4 tB4, a2 < b1, a4 < b3;

22) F4 = A2 tB6, a2 < b5;

23) F5 = A3 tB5, a1 < b1, a3 < b5;

24) F6 = A3 tB5, a2 < b2;

25) F7 = A3 tB5, a2 < b4;

26) F8 = A4 tB4, a2 < b3;

27) F9 = A1 tB2 t C5, b2 < c3;

28) F10 = A1 tB3 t C4, b1 < c1, b3 < c3;

29) F11 = A1 tB2 t C5, b2 < c5;

30) F12 = A2 tB2 t C4, b2 < c3;

31) F13 = A2 tB3 t C3, b1 < c1, b3 < c3;

32) F14 = A3 tB2 t C3, b2 < c3;

33) F15 = A1 tB3 t C4, a1 < b3, b2 < c2;

34) F16 = A1 tB3 t C4, a1 < b3, b2 < c4;

35) F17 = A1 tB4 t C3, a1 < b3, b2 < c3;

36) F18 = A1 tB5 t C2, a1 < b5, b4 < c2;

37) F19 = A2 tB2 t C4, a1 < b2, b1 < c2, c1 < a2;

38) F20 = A3 tB2 t C3, a2 < b2, b1 < c2, c1 < a3.

Теорема 6.53. Наступне має мiсце для множин Ei, Fj:

N h ne nw kt N h ne nw kt

E0 3 5 7 0,28471 E16 3 7 11 0,36364

E18 3 8 12 0,33333 F0 4 5 8 0,375

F14 3 6 9 0,33333 E17 4 8 13 0,38462

F20 3 8 12 0,33333 F19 4 8 13 0,38462
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N h ne nw kt N h ne nw kt

E11 4 6 10 0,4 F7 5 7 17 0,58824

F13 4 7 12 0,41667 F10 5 7 17 0,58824

F16 4 7 12 0,41667 E8 5 6 15 0,6

E15 4 7 13 0,46154 E6 5 7 18 0,61111

F17 4 7 13 0,46154 E3 5 7 19 0,63158

E10 4 6 12 0,5 E4 5 7 19 0,63158

E12 4 7 14 0,5 F9 5 6 17 0,64706

F12 4 6 12 0,5 F5 6 8 20 0,6

E13 4 7 15 0,53333 E2 6 8 22 0,63636

F8 4 7 16 0,5625 F4 6 7 20 0,65

E9 5 7 15 0,53333 E7 6 7 21 0,66667

F11 5 6 13 0,53846 F2 6 8 24 0,66667

E14 5 7 16 0,5625 F3 6 8 24 0,66667

F15 5 7 16 0,5625 F6 6 7 21 0,66667

F18 5 7 16 0,5625 E1 6 7 22 0,68182

E5 5 8 19 0,57895 F1 6 7 24 0,70833

Доведення теореми 6.53 випливає з

лем 6.1, 6.2 для N = E0, F0,

леми 6.3 для N = E1, E3, E4, E6, E7, F1, F4, F6, F7, F8,

лем 6.1–6.3 для N = E8, E10, E11, F9, F11, F12, F14,

леми 6.4 для N = E2, E5, F2, F3, F5,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для N = E9, F10, F13,

леми 6.5 для N = E12− E16, F15− F18,

i прямих обчислень для N = E17, E18, F19, F20.

Легко перевiрити, що з теореми 6.53 випливають такi наслiдки.

Наслiдок 6.54. Коефiцiєнт kt(S) є найбiльший серед усiх ч.в.

множин MM -типу E0 (вiдповiдно F0) тодi i тiльки тодi, коли S
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мiстить щiльну пiдмножину з трьома (вiдповiдно чотирма) вузловими

елементами.

6.5.3. Коефiцiєнти транзитивностi множин порядку 9 MM-

типу Gi,Hj. Надсуперкритичними множинами 9 порядку є множини:

G0 = A1 tB4 t C4;

H0 = A1 tB3 t C5.

Наступна теорема є переформулюванням теореми 5.6 на мовi прямих

сум.

Твердження 6.55. З точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi повна

множина ч. в. множин, мiнiмаксно еквiвалентних G0,H0, складається,

разом iз самими множинами G0-H0, з наступних ч. в. множин:

1) G1 = A1 tB8, a1 < b5;

2) G2 = A2 tB7, a1 < b1, a2 < b5;

3) G3 = A3 tB6, a2 < b1, a3 < b5;

4) G4 = A2 tB7, a1 < b4;

5) G5 = A3 tB6, a1 < b3;

6) G6 = A4 tB5, a1 < b2;

7) G7 = A4 tB5, a4 < b5;

8) G8 = A1 tB1 t C7, b1 < c5;

9) G9 = A1 tB2 t C6, b1 < c1, b2 < c5;

10) G10 = A2 tB1 t C6, b1 < c5;

11) G11 = A2 tB2 t C5, b1 < c1, b2 < c5;

12) G12 = A3 tB1 t C5, b1 < c5;

13) G13 = A1 tB2 t C6, a1 < b1, b1 < c4;

14) G14 = A1 tB3 t C5, a1 < b1, b1 < c3;

15) G15 = A1 tB4 t C4, a1 < b2, b1 < c2;

16) G16 = A2 tB2 t C5, a2 < b2, b1 < c4;

17) G17 = A2 tB3 t C4, a2 < b2, b1 < c3;
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18) G18 = A3 tB2 t C4, a3 < b2, b1 < c4;

19) H1 = A1 tB8, a1 < b4;

20) H2 = A2 tB7, a1 < b1, a2 < b4;

21) H3 = A3 tB6, a2 < b1, a3 < b4;

22) H4 = A1 tB8, a1 < b6;

23) H5 = A2 tB7, a1 < b1, a2 < b6;

24) H6 = A2 tB7, a1 < b3;

25) H7 = A2 tB7, a1 < b5;

26) H8 = A3 tB6, a1 < b2;

27) H9 = A3 tB6, a1 < b4;

28) H10 = A3 tB6, a3 < b6;

29) H11 = A4 tB5, a1 < b3;

30) H12 = A4 tB5, a3 < b5;

31) H13 = A1 tB1 t C7, b1 < c4;

32) H14 = A1 tB2 t C6, b1 < c1, b2 < c4;

33) H15 = A1 tB3 t C5, b2 < c1, b3 < c4;

34) H16 = A1 tB1 t C7, b1 < c6;

35) H17 = A1 tB2 t C6, b1 < c1, b2 < c6;

36) H18 = A2 tB1 t C6, b1 < c4;

37) H19 = A2 tB2 t C5, b1 < c1, b2 < c4;

38) H20 = A2 tB1 t C6, b1 < c6;

39) H21 = A3 tB1 t C5, b1 < c4;

40) H22 = A3 tB2 t C4, b1 < c1, b2 < c4;

41) H23 = A4 tB1 t C4, b1 < c4;

42) H24 = A1 tB2 t C6, a1 < b2, b1 < c3;

43) H25 = A1 tB2 t C6, a1 < b2, b1 < c5;

44) H26 = A1 tB3 t C5, a1 < b2, b1 < c2;

45) H27 = A1 tB3 t C5, a1 < b2, b1 < c4;

46) H28 = A1 tB4 t C4, a1 < b2, b1 < c3;
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47) H29 = A2 tB2 t C5, a2 < b2, b1 < c3;

48) H30 = A2 tB2 t C5, a2 < b2, b1 < c5;

49) H31 = A2 tB3 t C4, a2 < b2, b1 < c4.

Теорема 6.56. Наступне має мiсце для множин Gi, Hj:

N h ne nw kt N h ne nw kt

G18 4 8 14 0,42857 G11 6 8 18 0,55556

H23 4 7 13 0,46154 H19 6 8 19 0,57895

H31 4 8 15 0,46667 H25 6 8 19 0,57895

G0 4 6 12 0,5 H20 6 7 17 0,58823

G17 4 8 16 0,5 G13 6 8 20 0,6

H28 4 8 17 0,52941 G10 6 7 18 0,61111

G15 4 8 18 0,55556 H9 6 8 21 0,61905

H22 5 8 15 0,46667 H10 6 8 21 0,61905

H30 5 8 15 0,46667 H24 6 8 21 0,61905

G12 5 7 14 0,5 H18 6 7 19 0,63158

G16 5 8 16 0,5 G5 6 8 22 0,63636

H27 5 8 17 0,52941 H8 6 8 23 0,65217

H29 5 8 17 0,52941 H17 7 8 23 0,65217

H21 5 7 15 0,53333 G9 7 8 24 0,66667

H0 5 6 13 0,53846 H7 7 8 25 0,68

G14 5 8 18 0,55556 H14 7 8 25 0,68

H11 5 8 19 0,57895 H15 7 8 25 0,68

H12 5 8 19 0,57895 G4 7 8 26 0,69231

H26 5 8 19 0,57895 H16 7 7 23 0,69565

G6 5 8 20 0,6 H6 7 8 27 0,70370

G7 5 8 20 0,6 G8 7 7 24 0,70833
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N h ne nw kt N h ne nw kt

H13 7 7 25 0,72 H3 8 9 33 0,72727

H5 8 9 31 0,70968 H4 8 8 31 0,74194

G2 8 9 32 0,71875 G1 8 8 32 0,75

G3 8 9 32 0,71875 H1 8 8 33 0,75758

H2 8 9 33 0,72727

Доведення теореми 6.56 випливає з

лем 6.1, 6.2 для N = G0, H0,

деми 6.3 для N = G1, G4−G7, G6, H1, H4, H6−H12,

лем 6.1–6.3 для N = G8, G10, G12, H13, H16, H18, H20−H23,

леми 6.4 для N = G2, G3, H2, H3, H5,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для N = G9, G11, H14, H15, H17, H19,

лем 6.5 для N = G13−G18, H24− F31.

Легко перевiрити, що з теореми 6.56 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 6.57. Коефiцiєнт kt(S) є найбiльший серед усiх ч.в.

множин MM -типу G0 (вiдповiдно, H0) тодi i тiльки тодi, коли

S мiстить щiльну пiдмножину з чотирма (вiдповiдно п’ятьма)

вузловими елементами.

6.5.4. Коефiцiєнти транзитивностi множин порядку 10 MM-

типу L0. Надсуперкритичною примiтивною множиною порядку 10 є

множина

L0 = A1 tB2 t C7.

Наступна теорема є переформулюванням теореми 5.7 на мовi прямих

сум.

Твердження 6.58. З точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi повна

множина ч. в. множин, мiнiмаксно еквiвалентних L0, складається,

разом з самою множиною L0, iз наступних ч. в. множин:
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1) L1 = A1 tB9, a1 < b3;

2) L2 = A2 tB8, a1 < b1, a2 < b3;

3) L3 = A3 tB7, a2 < b1, a3 < b3;

4) L4 = A4 tB6, a3 < b1, a4 < b3;

5) L5 = A1 tB9, a1 < b8;

6) L6 = A2 tB8, a1 < b1, a2 < b8;

7) L7 = A2 tB8, a1 < b2;

8) L8 = A2 tB8, a1 < b7;

9) L9 = A2 tB8, a2 < b8;

10) L10 = A3 tB7, a1 < b6;

11) L11 = A3 tB7, a2 < b7;

12) L12 = A4 tB6, a1 < b5;

13) L13 = A4 tB6, a2 < b6;

14) L14 = A5 tB5, a1 < b4;

15) L15 = A1 tB1 t C8, b1 < c3;

16) L16 = A1 tB2 t C7, b1 < c1, b2 < c3;

17) L17 = A1 tB3 t C6, b2 < c1, b3 < c3;

18) L18 = A1 tB4 t C5, b3 < c1, b4 < c3;

19) L19 = A1 tB1 t C8, b1 < c8;

20) L20 = A2 tB1 t C7, b1 < c3;

21) L21 = A2 tB2 t C6, b1 < c1, b2 < c3;

22) L22 = A2 tB3 t C5, b2 < c1, b3 < c3;

23) L23 = A3 tB1 t C6, b1 < c3;

24) L24 = A3 tB2 t C5, b1 < c1, b2 < c3;

25) L25 = A3 tB3 t C4, b2 < c1, b3 < c3;

26) L26 = A4 tB1 t C5, b1 < c3;

27) L27 = A4 tB2 t C4, b1 < c1, b2 < c3;

28) L28 = A5 tB1 t C4, b1 < c3;

29) L29 = A5 tB2 t C3, b1 < c1, b2 < c3;



317

30) L30 = A6 tB1 t C3, b1 < c3;

31) L31 = A1 tB2 t C7, a1 < b2, b1 < c2;

32) L32 = A1 tB2 t C7, a1 < b2, b1 < c7;

33) L33 = A1 tB3 t C6, a1 < b2, b1 < c6;

34) L34 = A1 tB4 t C5, a1 < b2, b1 < c5;

35) L35 = A1 tB5 t C4, a1 < b2, b1 < c4;

36) L36 = A1 tB6 t C3, a1 < b2, b1 < c3.

Теорема 6.59. Наступне має мiсце для множин Li:

N h ne nw kt N h ne nw kt

L29 5 9 18 0,5 L22 7 9 27 0,66667

L27 5 9 19 0,52632 L0 7 7 22 0,68182

L34 5 9 20 0,55 L31 7 9 29 0,68966

L28 5 8 18 0,55556 L20 7 8 27 0,70370

L35 5 9 21 0,57143 L8 8 9 31 0,70968

L26 5 8 19 0,57895 L9 8 9 31 0,70968

L14 5 9 22 0,59091 L19 8 8 29 0,72414

L33 6 9 21 0,57143 L16 8 9 34 0,73529

L30 6 8 19 0,57895 L17 8 9 34 0,73529

L24 6 9 22 0,59091 L18 8 9 34 0,73529

L25 6 9 22 0,59091 L7 8 9 36 0,75

L12 6 9 23 0,60870 L15 8 8 34 0,76471

L13 6 9 23 0,60870 L3 8 10 43 0,76744

L36 6 9 24 0,625 L6 9 10 38 0,73684

L23 6 8 22 0,63636 L5 9 9 38 0,76316

L32 7 9 24 0,625 L2 9 10 43 0,76744

L10 7 9 26 0,65385 L4 9 10 43 0,76744

L11 7 9 26 0,65385 L1 9 9 43 0,79070

L21 7 9 27 0,66667
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Доведення теореми 6.59 випливає з

лем 6.1, 6.2 для N = L0,

леми 6.3 для N = L1, L5, L7− L14,

лем 6.1–6.3 для N = L15, L19, L20, L23, L26, L28, L30,

леми 6.4 для N = L2− L4, L6,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для N = L16− L18, L21, L22, L24, L25, L27, L29,

леми 6.5 для N = L31− L36.

Легко перевiрити, що з теореми 6.59 випливають такi наслiдки.

Наслiдок 6.60. Коефiцiєнт kt(S) є найбiльший серед усiх ч.в.

множин MM -типу L0 тодi i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну

пiдмножину з сiм’ю вузловими елементами.

6.5.5. Коефiцiєнти транзитивностi множин порядку 10 MM-

типу M0. Надсуперкритичною непримiтивною множиною порядку 10 є

множина

M0 = A6 tB2 t C2, b1 < c2.

Наступна теорема є переформулюванням теореми 5.8 на мовi прямих

сум.

Твердження 6.61. З точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi повна

множина ч. в. множин, мiнiмаксно еквiвалентних M0, складається,

разом з самою множиною M0, iз наступних ч. в. множин:

1) M1 = A2 tB8, a1 < b2, a2 < b3;

2) M2 = A3 tB7, a1 < b1, a2 < b2, a3 < b3;

3) M3 = A4 tB6, a2 < b1, a3 < b2, a4 < b3;

4) M4 = A5 tB5, a3 < b1, a4 < b2, a5 < b3;

5) M5 = A2 tB8, a1 < b2, a2 < b8;

6) M6 = A3 tB7, a1 < b1, a2 < b2;

7) M7 = A2 tB8, a1 < b7, a2 < b8;

8) M8 = A3 tB7, a1 < b1, a2 < b7;
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9) M9 = A3 tB7, a1 < b6, a2 < b7;

10) M10 = A4 tB6, a1 < b5, a2 < b6;

11) M11 = A5 tB5, a1 < b4, a2 < b5;

12) M12 = A1 tB2 t C7, b1 < c2;

13) M13 = A1 tB2 t C7, b1 < c7;

14) M14 = A1 tB2 t C7, b1 < c2, b2 < c3;

15) M15 = A1 tB3 t C6, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

16) M16 = A1 tB4 t C5, b2 < c1, b3 < c2, b4 < c3;

17) M17 = A2 tB2 t C6, b1 < c2, b2 < c3;

18) M18− = A2 tB3 t C5, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

19) M19 = A2 tB4 t C4, b2 < c1, b3 < c2, b4 < c3;

20) M20 = A3 tB2 t C5, b1 < c2, b2 < c3;

21) M21 = A3 tB3 t C4, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

22) M22 = A4 tB2 t C4, b1 < c2, b2 < c3;

23) M23 = A4 tB3 t C3, b1 < c1, b2 < c2, b3 < c3;

24) M24 = A5 tB2 t C3, b1 < c2, b2 < c3;

25) M25 = A1 tB3 t C6, a1 < b3, b1 < c1;

26) M26 = A1 tB3 t C6, a1 < b3, b1 < c6;

27) M27 = A1 tB4 t C5, a1 < b3, b1 < c5;

28) M28 = A1 tB5 t C4, a1 < b3, b1 < c4;

29) M29 = A1 tB6 t C3, a1 < b3, b1 < c3;

30) M30 = A1 tB7 t C2, a1 < b3, b1 < c2;

31) M31 = A1 tB8 t C1, a1 < b3, b1 < c1;

32) M32 = A1 tB8 t C1, a1 < b8, b1 < c1;

33) M33 = A2 tB2 t C6, a1 < b2, b1 < c2;

34) M34 = A3 tB2 t C5, a2 < b2, b1 < c2;

35) M35 = A4 tB2 t C4, a3 < b2, b1 < c2;

36) M36 = A1 tB3 t C6, a1 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

37) M37 = A2 tB3 t C5, a2 < b3, b1 < c1, b2 < c2;
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38) M38 = A3 tB3 t C4, a3 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

39) M39 = A4 tB3 t C3, a4 < b3, b1 < c1, b2 < c2;

40) M40 = A5 tB3 t C2, a5 < b3, b1 < c1, b2 < c2.

Теорема 6.62. Наступне має мiсце для ч.в. множин Mi:

N h ne nw kt N h ne nw kt

M23 4 10 18 0,44444 M17 6 9 26 0,65385

M22 4 9 18 0,5 M9 7 10 27 0,62963

M35 4 9 19 0,52632 M25 7 9 25 0,64

M24 5 9 17 0,47059 M13 7 8 23 0,65217

M21 5 10 21 0,52381 M36 7 10 30 0,66667

M39 5 10 21 0,52381 M30 7 9 28 0,67857

M27 5 9 19 0,52632 M15 7 10 33 0,69697

M38 5 10 22 0,54545 M16 7 10 33 0,69697

M28 5 9 20 0,55 M12 7 8 28 0,71429

M34 5 9 20 0,55 M14 7 9 33 0,72727

M11 5 10 23 0,56522 M7 8 10 32 0,6875

M20 5 9 21 0,57142 M8 8 10 32 0,6875

M40 6 10 22 0,54545 M32 8 9 30 0,7

M26 6 9 20 0,55 M5 8 10 37 0,72973

M0 6 8 18 0,55556 M6 8 10 37 0,72973

M10 6 10 24 0,58333 M2 8 11 42 0,73810

M37 6 10 25 0,6 M3 8 11 42 0,73810

M29 6 9 23 0,60870 M4 8 11 42 0,73810

M33 6 9 23 0,60870 M31 8 9 35 0,74286

M18 6 10 26 0,61538 M1 8 10 42 0,76190

M19 6 10 26 0,61538

Доведення теореми 6.62 випливає з

лем 6.1–6.3 для N = M0,M12,M13,
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леми 6.4 для N = M1,M5−M11,

лем 6.1, 6.2, 6.4 для N = M14,M17,M20,M22,M24,

леми 6.5 для N = M25−M35.

леми 6.6 для N = M2−M4,

лем 6.1, 6.6 для N = M15,M16,M18,M19,M21,M23,

леми 6.7 для N = M36−M40.

Наслiдок 6.63. Коефiцiєнт kt(S) ч.в. множини S є найбiльшим

серед усiх множин MM -типу M0 тодi i тiльки тодi, коли S мiстить

щiльну пiдмножину iз шiстьма вузловими елементами.

6.5.6. Загальнi висновки. Сформулюємо наслiдки, що стосуються

всiх надсуперкритичних множин.

Iз усiх попереднiх наслiдкiв i таблиць цього пiдроздiлу та тверджень,

аналогiчних твердженням 2.32, 3.20, випливають наступнi теореми.

Теорема 6.64. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних фiксованiй

надсуперкритичнiй множинi X, тодi i тiльки тодi, коли S мiстить

щiльну пiдмножину з h(X) вузловими елементами. Бiльшого числа

вузлових елементiв бути не може.

Теорема 6.65. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини

S є найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних

надсуперкритичним множинам, тодi i тiльки тодi, коли S мiстить

щiльну пiдмножину з найбiльш можливим числом вузлових елементiв.

Теорема 6.66. Нехай S i T — множини мiнiмаксно еквiвалентнi

надсуперкритичним множинам. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 2;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
25, якщо h(T ) = h(S) + 2;

(3) kt(T ) > kt(S)− 1
5, якщо h(T ) = h(S) + 1.
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6.6. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi описуються коефiцiєнти транзитивностi для несерiйних

додатних, P -критичних i NP -критичних ч.в. множин та ч.в. множин

надсуперкритичного MM -типу.

Iз отриманого опису випливають, зокрема, такi теореми про зв’язок

мiж коефiцiєнтами транзитивностi k1(S) i k1(T ) ч.в. множин S i T та

їхнiми параметрами (висотою h i шириною w) i умови, за яких коефiцiєнти

транзитивностi приймають найбiльшi значення.

Теорема 6.11. Нехай S i T — несерiйнi додатнi множини. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
20, якщо h(T ) = h(S) + 1.

Теорема 6.12. Нехай S i T — несерiйнi додатнi множини. Тодi

(3) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 3 i h(T ) > h(S);

(4) kt(T ) ≥ kt(S), якщо w(T ) = w(S) = 2, h(T ) > h(S)

i дiаграма Хассе множини T не є циклом.

Теорема 6.29. Нехай S i T — P -критичнi множини. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 1;

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
10, якщо h(T ) = h(S) + 1.

Теорема 6.67. Нехай S i T — множини мiнiмаксно еквiвалентнi

суперкритичним (вiдповiдно надсуперкритичним) множинам. Тодi

(1) kt(T ) > kt(S), якщо h(T ) > h(S) + 2,

(2) kt(T ) > kt(S)− 1
p, якщо h(T ) = h(S) + 2,

(3) kt(T ) > kt(S)− 1
5, якщо h(T ) = h(S) + 1,

де p = 50 (вiдповiдно p = 25). .

Теорема 6.68. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних фiксованiй
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множинi Клейнера (вiдповiдно Назарової чи надсуперкритичнiй) тодi

i тiльки тодi, коли S мiстить щiльну пiдмножину з вузлових

елементiв, порядок якої дорiвнює висотi фiксованої множини. Бiльшого

числа вузлових елементiв бути не може.

Теорема 6.69. Коефiцiєнт транзитивностi kt(S) множини S є

найбiльшим серед усiх множин, мiнiмаксно еквiвалентних множинам

Клейнера (вiдповiдно Назарової чи надсуперкритичнiй) тодi i тiльки

тодi, коли S мiстить щiльну пiдмножину з найбiльш можливим

числом вузлових елементiв.
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ВИСНОВКИ
Основнi результати дисертацiї наступнi:

• Описано максимальнi додатнi ч.в. множини (множини з додатною

квадратичною формою Тiтса). Доведено, що кожна несерiйна додатна

множина вкладається в деяку максимальну як нижня або верхня

пiдмножина.

• Введено поняття (верхнього) вузлового розширення порядку m

довiльної ч.в. множини i вивчається зображувальний тип його графа

Хассе як комутативного сагайдака у випадку несерiйної додатної

множини. Доведено, що скiнченний зображувальний тип визначається

лише вiдсутнiстю в якостi верхнiх пiдсагайдакiв комутативного сагайдака

направлених розширених дiаграм Динкiна.

•Доведено, що клас всiх додатних ч. в. множин має мiнiмаксну систему

твiрних iз квазi-ланцюгових ч.в. множин (тобто таких, для яких дiаграми

Хассе є ланцюгами). Множина всiх мiнiмальних недодатних множин (якi

називаються P -критичними) такої властивостi не має.

• Доведено, що для неорiєтованого графа Хассе довiльної зв’язної

несерiйної додатної ч. в. множини iснує додатний цикломатичний каркас

(iншими словами, ациклiчний пiдграф з тим же числом вершин, який є

дiаграмою Динкiна).

• Знайдено залежностi мiж шириною, висотою та коефiцiєнтом

транзитивностi для несерiйних додатних i P -критичних ч. в. множин.

• Доведено, що суперкритичнi ч.в. множини Назарової, по однiй з

кожного iз шести класiв iзоморфiзму, утворюють мiнiмальну мiнiмаксну

систему твiрних для NP -критичних ч.в. множин. Як наслiдок отримано

повну класифiкацiю NP -критичних ч.в. множин (їх число, з точнiстю до
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iзоморфiзму i дуальностi, дорiвнює 115).

• Описано серiйнi невiд’ємнi ч.в. множини з одновимiрним

цiлочисловим ядром їхньої квадратичної форми Тiтса (названих Д.

Сiмсоном головними).

• Доведена гiпотеза Сiмсона про неможливiсть цiлочислової

еквiвалентностi мiж квадратичними формами Тiтса головної ч. в.

множини i циклiчної розширеної дiаграми Динкiна.

• Введено поняття майже додатної ч.в. множини як невiд’ємної

множини з максимальною додатною пiдмножиною. Доведено, що

множина недодатних майже додатних ч.в. множин (названих суттєвими)

збiгається з множиною головних ч.в множин. Це дало можливiсть

при дослiдженнi несерiйних головних множин замiнити складну

комбiнаторику квадратичних форм на комбiнаторику самих ч.в. множин.

• Показано, що будь-який клас мiнiмаксного iзоморфiзму суттєвої

майже додатної ч.в. множини має в якостi канонiчного представника

серiйну розширену дiаграму Динкiна: цикл, якщо клас замкнутий

вiдносно дуальностi, i другу – в iншому випадку.

•Описано (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi) всi несерiйнi суттєвi

майже додатнi ч.в. множини; їх 247, не рахуючи P -критичних. Цей

результат завершує опис всiх майже додатних ч.в. множин як аналогiв

звичайних i розширених дiаграм Динкiна.

• Введено поняття надсуперкритичних ч. в. множин як природне

продовження ряду “критичнi множини Клейнера – суперкритичнi

множини Назарової”. Описанi (з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi)

ч.в. множини, їм мiнiмаксно еквiвалентнi, що утворюють клас, який є

природним продовженням ряду “P -критичнi множини – NP -критичнi

множини”.
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