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Abstract. The paper considers the task of optimal stabilization for
linear stationary differential equations. Usage of Lyapunov functions
for optimal stabilization. We prove the theorem about optimal stabi-
lization and determine the expression of optimal control for consi-
dered class of tasks.
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Анотацiя. В роботi розглянуто задачу оптимальної стабiлiзацiї
для лiнiйних стацiонарних диференцiальних рiвнянь. Використа-
ння функцiй Ляпунова для оптимальної стабiлiзацiї. Доведено
теорему про оптимальну стабiлiзацiю й визначено вигляд опти-
мального керування для розглянутого класу задач.
Ключовi слова: оптимальна стабiлiзацiя, лiнiйнi стацiонарнi
диференцiальнi рiвняння, функцiї Ляпунова, оптимальне керу-
вання.

Вступ
Як вiдомо, при розв’язаннi задач оптимiзацiї динамiчних систем викори-

стовують два пiдходи. Перший полягає в знаходженнi фiксованого керуван-
ня(програмного керування), при якому система, що описується диференцi-
альними рiвняннями, досягає заданого значення та мiнiмiзує iнтегральний
критерiй якостi за скiнченний промiжок часу. Цей метод був запропонова-
ний Л. С. Понтрягiним та являвся перенесенням загальних методiв опти-
мiзацiї на динамiчнi системи [1, 2]. Другий метод являв собою, по сутi, не
оптимальне керування, а оптимальну стабiлiзацiю. Вiн полягав в знахо-
дженнi функцiї керування у виглядi оберненого зв’язку, за якого нульовий
розв’язок був асимптотично стiйким та iнтегральний критерiй якостi дося-
гав мiнiмального значення на нескiнченному промiжку часу. Вiн базувався
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на другому методi Ляпунова й був запропонований Н. Н. Красовським [3].
Подальший розвиток цього напряму проводився в роботi [4]. Аналогiчнi
роботи були проведенi для систем диференцiальних рiвнянь з запiзненням
в [5]. Розглянемо основнi положення методу оптимальних функцiй Ляпу-
нова, що сформульованi в [3], застосовуючи їх до систем, що описуються
звичайними диференцiальними рiвняннями.

1. Оптимальнi функцiї Ляпунова для диференцiальних систем
без запiзнення

Визначимо загальнi положення про оптимальну стабiлiзацiю в диферен-
цiальних системах. Апаратом для дослiдження обрано другий метод Ляпу-
нова [3]. Розглянемо задачу оптимальної стабiлiзацiї нульового положення
рiвноваги x(t) ≡ 0 системи, що описується звичайними диференцiальними
рiвняннями

ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm, t ≥ 0, (1)

тобто побудову керування, що забеспечує найкращу якiсть перехiдного про-
цесу, який можна виразити у виглядi умови мiнiмiзацiї iнтеграла деякого
критерiя якостi вздовж розв’язкiв системи (1)

I [t, x(t), u(x(t))] =

∞∫
0

ω(t, x(t), u(x(t))) dt. (2)

Тут ω(t, x, u) невiд’ємна функцiя, що визначена в областi x ∈ Rn, u ∈
Rm, t ≥ t0. Зокрема, для лiнiйних систем

ẋ = Ax+Bu, (3)

функцiя ”якостi динамiки системи” може мати вигляд квадратичної форми

ω(t, x, u) = xTCx+ uTDu (4)

з додатно визначеними матрицями C та D. У роботi [3] розглядалася та-
ка проблема. Нехай критерiй якостi неперервного процесу x(t) обрано у
виглядi iнтегралу

I [t, x(t), u(x(t))] =

=

∞∫
t0

ω(t, x(t), u(x(t))) dt, x(t) ∈ Rn, u(x(t)) ∈ Rm, t ≥ t0. (5)

Необхiдно знайти керування u0(x), що забеспечує асимптотичну стiйкiсть
незбуреного руху x(t) ≡ 0 системи ẋ = f(t, x, u) i, при цьому, для будь-яких
iнших керувань u∗(x) виконувалась нерiвнiсть

∞∫
t0

ω(t, x0(t), u0(x0(t))) dt ≤
∞∫

t0

ω(t, x(t), u∗(x(t))) dt. (6)
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Таким чином визначена задача була названа задачею оптимальної стабiлi-
зацiї. Функцiя u0(x) називалась оптимальним керуванням. Для її розв’язан-
ня вводилась фукнцiя

B [V, x, u, t] =
∂V (x, t)

∂t
+ gradTxV (x, t)f(t, x, u) + ω(t, x, u). (7)

Умови оптимальної стабiлiзацiї були сформульованi та доведенi у виглядi
теореми про оптимальну стабiлiзацiю [3].

Теорема 1 (про оптимальну стабiлiзацiю). Нехай для диференцiального
рiвняння незбуреного руху (1) можна знайти додатно визначену функцiю
V0(x, t) та функцiю u0(x, t), що задовльняють умови:

1. функцiя ω(t, x, u) є додатно визначеною;
2. виконується рiвнiсть B [V0(x, t), x, u(x0, t), t] ≡ 0;
3. якими б не були iншi функцiї керування u(x, t), виконується нерiв-

нiсть B [V (x, t), x, u(x, t), t] ≥ 0.

Тодi фукнцiя u0(x, t) є розв’язком задачi оптимальної стабiлiзацiї. При
цьому виконується спiввiдношення

∞∫
t0

ω(t, x(t), u0(x(t), t)) dt =

= min
u

{
∞∫

t0

ω(t, x(t), u(x(t), t)) dt} = V0(x(t0), t0). (8)

Доведення. Базуючись на таких припущеннях. Нехай u0(x, t) функцiя ке-
рування, а V0(x, t) додатно визначена функцiя, що задовольняє умови тео-
реми. Iз другої умови теореми про оптимальну стабiлiзацiю випливає, що
повна похiдна функцiї V0(x, t), в силу системи (1), приймає вигляд

d

dt
V0(x, t) = −ω(t, x, u0(x, t)) (9)

та є вiд’ємно визначеною функцiєю. Тодi, як випливає iз другої теореми
Ляпунова, нульовий розв’язок системи буде асимптотично стiйким. Таким
чином, функцiя керування u0(x, t) є розв’язком задачi оптимальної стабi-
лiзацiї, тобто ,при цьому керуваннi, iнтегральний критерiй якостi досягає
мiнiмального значення. За рахунок асимптотичної стiйкостi нульового по-
ложення рiвноваги для довiльного розв’язку x(t) системи (1) буде викону-
ватись

lim
t→∞

V0(x(t), t) = 0. (10)

160



Д. Я. ХУСАIНОВ, А. В. ШАТИРКО, Є. Р. ГАГУРIН

Iнтегруючи рiвнiсть (9) вздовж розв’язкiв x(t) та використовуючи гра-
ничне спiввiдношення (10), отримуємо

∞∫
t0

ω(t, x(t), u0(x(t), t)) dt =

= − lim
t→∞

V0(x(t), t) + V0(x(t0), t0) = V0(x(t0), t0). (11)

Оскiльки значення функцiї Ляпунова вздовж розв’язкiв системи зменшу-
ються, то отримаємо, що мiнiмальне значення функцiонала рiвне числу
V0(x(t0), t0). □

2. Оптимальна стабiлiзацiя в лiнiйних рiвняннях
Розглянемо застосування даного пiдходу на прикладi лiнiйних стацiо-

нарних диференцiальних рiвнянь

ẋ(t) = −ax(t) + bu(x(t)), a > 0, t ≥ 0. (12)

Необхiдно знайти керування u0(x) при якому розв’язок рiвняння буде асим-
птотично стiйким та критерiй якостi

I [x(t), u(x(t))] =

∞∫
t0

(cx(t) + du(x(t))) dt, c > 0, d > 0 (13)

досягає мiнiмального значення. Умова a > 0, тобто умова асимптотичної
стiйкостi рiвняння без керування, не є обмежуючою. В подальшому буде
продемонстровано як розв’язується задача без цiєї умови. Розв’язок зада-
чi шукається методом функцiй Ляпунова. Функцiя обирається у виглядi
V (x) = hx2, h > 0. Перевiряємо виконання умов (1–3) теореми про опти-
мальну стабiлiзацiю:

1. Функцiя ω(x, u) має вигляд

ω(x, u) = cx2 + du2. (14)

За умови, що c > 0, d > 0 є додатно визначеною. Таким чином,
функцiя B [V (x), x, u(x)] приймає вигляд

B [V (x), x, u(x)] = 2hx(−ax+ bu(x)) + cx2 + du2(x). (15)

2. Визначимо параметри при яких виконується друга умова теореми

B [V0(x), x, u0(x)] = 2hx(−ax+ bu0(x)) + cx2 + du20(x) ≡ 0. (16)

Подамо його у виглядi

−2ahx2 + 2bhxu0(x) = −cx2 − du20(x). (17)

Прирiвнюємо першi та другi доданки та отримуємо

−2ahx2 = −cx2, 2bhxu0(x) = −du20(x). (18)

З першого рiвняння випливає, що

h =
c

2a
> 0. (19)
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Скорочуємо друге рiвняння на u0(x) ̸= 0 та отримуємо

2bhx = −du0(x). (20)

Звiдси випливає, що

u0(x) = −2
bh

d
x. (21)

Пiдставляючи отримане значення (19) в (21) отримаємо таке твер-
дження. Якщо керування обирати у виглядi

u0(x) = − bc

ad
x. (22)

то сума повної похїiдної функцiї Ляпунова вздовж розв’язкiв рiв-
няння та пiдiнтегрального виразу буде тотожно дорiвнювати нулю

B [V0(x), x, u0(x)] ≡ 0. (23)

3. Визначимо обмеження, при виконаннi яких буде виконуватись тре-
тя умова теореми. Покажемо, що при u(x) = u0(x) отримаємо

B [V0(x), x, u0(x)] = 2hx(−ax+ bu(x)) + cx2 + du2(x) ≡ 0. (24)

Покажемо це вiд супротивного. Нехай u(x) ̸= u0(x), u(x) = u0(x) +
∆u(x). Тодi

B [V (x), x, u0(x) + ∆u(x)] =

2hx(−ax+ b(u0(x) + ∆u(x))) + cx2 + d(u0(x) + ∆u(x))2 =

− 2hax2 + 2hbxu0(x) + 2hbx∆u(x) + cx2 + du20(x)+

+ 2du0(x)∆u(x) + d(∆u(x))2. (25)

Так як за умовою

B [V0(x), x, u0(x)] = 2hx(−ax+ bu(x)) + cx2 + du2(x) ≡ 0, (26)

то залишається

B [V0(x), x, u0(x) + ∆u(x)] =

= 2hbx∆u(x) + 2du0(x)∆u(x) + d(∆u(x))2, (27)

або ж

B [V0(x), x, u0(x) + ∆u(x)] =

= [2hbx+ 2du0(x)]∆u(x) + d(∆u(x))2 > 0. (28)

Таким чином, умови теореми про оптимальну стабiлiзацiю будуть
виконанi та при керуваннi (22), що отримане за допомогою функцiї
Ляпунова V0(x) = cx2

2a , a < 0, c > 0 рiвняння буде асимптотично
стiйким й iнтегральний критерiй якостi буде досягати мiнiмального
значення

I [x0(t), u0(x(t))] =
c

2a
x20. (29)
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Зауваження. Розглядався випадок a > 0. Аналогiчно розглянемо ситуа-
цiю, коли a < 0. Керування шукаємо у виглядi

u(x(t)) =
1

b
∆ax(t) + u1(x(t)), (30)

де константа ∆a обирається таким чином, щоб a+∆a < 0 (таку константу
можна обрати завжди). Тодi рiвняння набуде вигляду

ẋ(t) = −ax(t)+b[
1

b
∆ax(t)+u(x(t))]+bu(x(t)) = (a+∆a)x(t)+bu(x(t)), (31)

а критерiй якостi

I [x(t), u(x(t))] =

∫ ∞

0
{cx2(t) + d(

1

b
∆ax(t) + u1(x(t)))

2} dt, (32)

i остаточно

I [x(t), u(x(t))] =

∫ ∞

0
{( + d

b2
(∆a)2)x2(t) + 2d

∆a

b
x(t)u1(t) + du21(t)}dt, (33)

Таким чином, отримали ”зсунуте рiвняння (31)” iз ”зсунутим критерiєм
якостi (33)”. До того ж, якщо подати пiдiнтегральну функцiю критерiя
якостi у виглядi квадратичної форми

(c+
d

b2
(∆a)2)x2(t) + 2d

∆a

b
x(t)u1(t) + du21(t) =

= (x(t), u1(t))

[
c+ d

b2
(∆a)2 d∆a

b

d∆a
b d

](
x(t)

u1(x(t))

)
, (34)

то матриця G =

[
c+ d

b2
(∆a)2 d∆a

b

d∆a
b d

]
є додатно визначеною й задача зво-

диться до мiнiмiзаiї ”зсунутого критерiя якостi”, що являє собою iнтеграл
додатно визначеної квадратичної форми. Прирiвнюючи повну похiдну фун-
кцiї Ляпунова V (x) = hx2 пiдiнтегральному виразу ”зсунутого критерiя
якостi (33)” отримаємо

2hx(t)[(a+∆a)x(t) + bu1(x(t))] =

= −(c+
d

b2
(∆a)2)x2(t) + 2d

∆a

b
x(t)u1(t) + du21(t). (35)

Прирiвнюючи коефiцiєнти при x2(t) отримуємо

2h(a+∆a) = −c− d

b2
(∆a)2. (36)

Покладемо h = − 1
2(a+∆a) [c+

d
b2
(∆a)2] > 0, тодi залишиться

−[2d
∆a

b
x(t) + du1(x(t))]u1(x(t)) = 2hbx(t)u1(x(t)). (37)

Скорочуючи на u1(x(t)) ̸= 0 отримаємо

−2d
∆a

b
x(t)− du1(x(t)) = 2hbx(t). (38)
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Звiдси шукане керування набуде такого вигляду

u1(x(t)) = −2

d
[hb+ d

∆a

b
]x(t). (39)

Пiдставляючи в отримане рiвняння для керування (39) h = − 1
2(a+∆a) [c +

d
b2
(∆a)2] > 0 отримаємо

u1(x(t)) = −2

d
[− b

2(a+∆a)
(c+

d

b2
(∆a)2) + d

∆a

b
]x(t). (40)

Таким чином, при керуваннi (40) ”зсунуте рiвняння (31)” буде асимптоти-
чно стiйким i, вiдповiдний, критерiй якостi (33) вздовж своїх розв’язкiв
буде мiнiмальним. Повертаючись до початкових змiнних отримаємо

u(x(t)) = {∆a

b
− 2

d
[− b

2(a+∆a)
(c+

d

b2
(∆a)2) + d

∆a

b
]}x(t). (41)

Висновки
В статтi, використовуючи апарат методу функцiй Ляпунова, розглянута

задача оптимальної стабiлiзацiї, що полягає в знаходженнi такого керуван-
ня, за якого нульовий розв’язок буде асимптотично стiйким та iнтегральний
критерiй якостi буде досягати найменшого значення.

Розглянуто основнi положення методу оптимальних функцiй Ляпунова
та застосовано їх до звичайних диференцiальних рiвнянь. Розглянуто й до-
ведено умови оптимальної стабiлiзацiї. Виведено загальний вигляд функцiї
оптимального керування для звичайних диференцiальних рiвнянь.
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