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Abstract. The paper deals with the problem of optimal stabili-
zation for difference equations. The use of Lyapunov functions for
optimal stabilization is discussed. The theorem of optimal stabili-
zation is proved and the form of optimal control for the considered
class of problems is determined.
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Анотацiя. В роботi розглянуто задачу оптимальної стабiлiзацiї
для рiзницевих рiвнянь. Використання функцiй Ляпунова для
оптимальної стабiлiзацiї. Доведено теорему про оптимальну ста-
бiлiзацiю й визначено вигляд оптимального керування для роз-
глянутого класу задач.
Ключовi слова: оптимальна стабiлiзацiя, рiзницевi рiвняння,
функцiї Ляпунова, оптимальне керування.

Вступ
У цiй роботi пропонується використання методу оптимального стабiлiза-

цiйного керування, запропонованого в попереднiй роботi [1] для скалярного
рiзницевого рiвняння.

Як було зазначено в [1], пiд час розв’язання задач оптимiзацiї в дина-
мiчних систем використовують два пiдходи. Перший iз них полягає в зна-
ходженнi фiксованого керування (програмного керування), за якого систе-
ма досягає заданого значення i за заданий кiнцевий промiжок часу мiнi-
мiзується iнтегральний критерiй якостi [2, 3]. Другий пiдхiд являє собою
оптимальну стабiлiзацiю [4, 5]. Вiн полягає в знаходженнi функцiї керува-
ння у виглядi зворотного зв’язку, за якої нульове рiшення є асимптотично
стiйким i iнтегральний критерiй якостi досягає мiнiмального значення за
нескiнченний промiжок часу. Метод заснований на використаннi методу
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функцiй Ляпунова [4]. Розвиток цього напряму проводився в роботах [6,8].
Розглянемо основнi положення цього методу, сформульованi в [1], засто-
совно до процесiв, описуваних дискретними рiвняннями.

1. Оптимальнi функцiї Ляпунова для рiзницевих рiвнянь
Визначимо загальнi положення про оптимальне керування в рiзницевих

системах з використанням другого методу Ляпунова. Вони аналогiчнi поло-
женням оптимального керування, сформульованим для диференцiальних
систем, сформульованим у [3].

Розглянемо задачу оптимальної стабiлiзацiї нульового положення рiвно-
ваги x(k) ≡ 0 системи, що описується рiзницевими рiвняннями

x(k + 1) = f(k, x(k), u(x(k))), x(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Rm, k = 0, 1, 2, ..., (1)

тобто побудову керування, що забеспечує найкращу якiсть перехiдного про-
цесу, який можна виразити у виглядi умови мiнiмiзацiї критерiя якостi
вздовж розв’язкiв системи (1)

I [x(k), u(x(k))] =
∞∑
k=0

ω(k, x(k), u(k)). (2)

Тут ω(k, x, u) невiд’ємна функцiя, що визначена в областi

|x| < H, |x| =

[
n∑
i=0

x2i

] 1
2

k = 0, 1, 2, ...t0, (3)

що мiстить початок координат. Зокрема, для лiнiйних систем

x(k + 1) = Ax+Bx(k), x(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Rm, k = 0, 1, 2, ...,

функцiя «якостi динамiки системи» може мати вигляд квадратичної форми

ω(x, u) = xTCx+ uTDu (4)

з додатно визначеними матрицями C та D.
У роботi [1] розглядалася задача оптимальної стабiлiзацiї систем дифе-

ренцiальних рiвнянь.

ẋ = f(t, x, u(x)), x ∈ Rn, u ∈ |Rm, t ≥ 0.

Критерiй якостi мав вигляд iнтеграла

I [t, x(t), u(x(t))] =

∞∫
t0

ω(t, x(t), u(x(t))) dt.

Поставлена задача була названа задачею оптимальної стабiлiзацiї. Функцiя
u0(x(t)) називалася оптимальним керуванням. Вводився вираз

B [V, x, u, t] =
∂V (x, t)

∂t
+ gradTxV (x, t)f(t, x, u) + ω(t, x, u).

Умови оптимальної стабiлiзацiї були сформульованi та доведенi у виглядi
теореми про оптимальну стабiлiзацiю [3].
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Теорема 1 (про оптимальну стабiлiзацiю). Нехай для диференцiального
рiвняння незбуреного руху, що допускає нескiнченно малу вищу межу, мо-
жна знайти додатно визначену функцiю V0(x, t) та функцiю u0(x, t), що
задовльняють умови:

1. функцiя ω(t, x, u) є додатно визначеною;
2. виконується рiвнiсть B [V0(x, t), x, u(x0, t), t] ≡ 0;
3. якими б не були iншi функцiї керування u(x, t), виконується нерiв-

нiсть B [V (x, t), x, u(x, t), t] ≥ 0.
Тодi фукнцiя u0(x, t) є розв’язком задачi оптимальної стабiлiзацiї. При
цьому виконується спiввiдношення
∞∫
t0

ω(t, x(t), u0(x(t), t)) dt =

= min
u


∞∫
t0

ω(t, x(t), u(x(t), t)) dt

 = V0(x(t0), t0). (5)

Розглянемо аналогiчний результат стосовно рiзницевого рiвняння (1) з
критерiєм якостi (2).

Розглянемо аналогiчну задачу оптимальної стабiлiзацiї рiзницевих си-
стем [11]. Нехай є система рiзницевих рiвнянь

x(k + 1) = f(k, x(k), u(x(k))), k = 0, 1, 2, ...

Задано критерiй якостi

I [k, x(k), u(x(k))] =
∞∑
k=1

ω(k, x(k), u(x(k))).

Вводиться функцiя

Bδ [V, k, x, u] = [V (x(k + 1), k + 1)− V (x(k), k)] + ω(k, x, u(x, k)).

Має мiсце таке твердження.

Теорема 2 (про оптимальну стабiлiзацiю рiзницевих систем). Нехай для
системи рiзницевих рiвнянь збуреного руху (1) можна знайти позитивно
визначену функцiю V0(x, k) та функцiю u0(x, k), що допускає нескiнченно
малу вищу межу, i що задовольняє в областi (3) умовам

1. функцiя ω(x, k) є додатно визначеною;
2. виконується рiвнiсть B [V0(x, k), k, x, u0(x, k)] ≡ 0;
3. якими б не були iншi функцiї керування u(x, k), виконується не-

рiвнiсть B [V0(x, k), k, x, u(x, k)] ≥ 0.
Тодi фукнцiя u0(x, k) є розв’язком задачi оптимальної стабiлiзацiї. При
цьому виконується спiввiдношення

∞∑
k=0

ω(k, x(k), u0(x(k))) = min
u

ω(k, x(k), u(x(k))) = V0(x(k0), k0). (6)
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Доведення. Аналогiчно доведенню теореми про оптимальну стабiлiзацiю
для диференцiальних систем.

Нехай u0(x, k) функцiя керування, що задовольняє умовам теореми, а
V0(x, k) функцiя Ляпунова. Перша рiзниця функцiї Ляпунова через систе-
му (1) має вигляд

∆Vo(x(k), k) = V0(f(x(k), u(k), k))− V (x(k), k) = −ω(x(k), u(k), k) (7)

i, як випливає з умов теореми, є вiд’ємно визначеною функцiєю. Тодi, як ви-
пливає з другої теореми Ляпунова, нульовий розв’язок системи буде асим-
птотично стiйким.

Таким чином, функцiя керування u0(x, k) розв’язує задачу стабiлiзацiї.
Покажемо, що вона розв’язує i задачу оптимальної стабiлiзацiї, тобто

при цьому управлiннi iнтегральний критерiй якостi досягає мiнiмального
значення, тобто виконується (6).

Через асимптотичну стiйкiсть нульового положення рiвноваги для до-
вiльного розв’язку x(k) системи (1) буде виконуватися

lim
k→∞

V0(x(k), k) = 0.

Пiдсумовуючи рiвностi (7) уздовж розв’язку x(k) i використовуючи запи-
сану рiвнiсть, отримуємо

∞∑
k=0

ω(k, x(k), u0(x(k))) =

= − lim
k→∞

V0(x(k), k) + V0(x(k0), k0) = V0(x(k0), k0).

�

2. Оптимальна стабiлiзацiя лiнiйних рiзницевих рiвнянь

Розглянемо застосування цього пiдходу до лiнiйних стацiонарних стацiо-
нарних рiзницевих рiвнянь. Розглянемо скалярне рiвняння

x(k + 1) = ax(k) + bu(x(k)), |a| < 1, k = 0, 1, 2, ... (8)

Потрiбно знайти керування u(x) , за якого рiвняння асимптотично стiйке
i критерiй якостi

I [x(k), u(x(k))] =

∞∑
k=0

[
cx2(k) + du2(x(k))

]
, c > 0, d > 0

досягає мiнiмального значення. Розв’язання задачi шукається методом фун-
кцiй Ляпунова. Функцiя береться у виглядi V (x) = hx2, h > 0.

Перевiряємо виконання умов теореми.
1. Функцiя ω(k, x, u(x, k)) = cx2(k) + du2(x, k), c > 0, d > 0 є додатно

визначеною функцiєю.
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2. Перша рiзниця функцiї Ляпунова має вигляд

∆V (x(k)) = V (x(k + 1))− V (x(k)) =

= hx2(k + 1)− hx2(k) = h(ax(k) + bu(x(k)))2 − hx2(k).

Звiдси отримуємо

B [V, k, x, u] = ∆V (x(k)) + ω(k, x, u(x, k)) =

= h(a2 − 1)x2(k) + h(2abx(k)u(x(k)) + b2u2(x(k)))+

+ cx2(k) + du2(x(k)).

Прирiвнюючи до нуля, отримуємо

− h(1− a2)x2(k) + h(2abx(k)u(x(k)) + b2u2x(k))) =

= −cx2(k)− du2(x(k)).

Далi, прирiвнявши вiдповiднi члени, запишемо

− h(1− a62)x2(k) = −cx2(k),

h(2abx(k)u(x(k)) + b2u2(x(k))) = −du2(x(k)).

З першої рiвностi отримуємо

h =
c

1− a2
> 0. (9)

Скоротивши на u(x(k)) 6= 0, перепишемо друге у виглядi у виглядi

h(2abx(k) + b2u(x(k))) = −du(x(k)).

Розв’язавши вiдносно u(x(k)) 6= 0, отримаємо

u0(x(k)) = − 2abh

d+ hb2
x(k).

Пiдставивши значення з (9), отримаємо

u0(x(k)) = − 2abc

d(1− a2 + b2c
x(k). (10)

Таким чином, при управлiннi (10), отриманому з використанням функцiї
Ляпунова V0 = cx2

1−a2 , |a| < 1, рiвняння буде асимптотично стiйким, а iнте-
гральний критерiй досягатиме мiнiмального значення, що дорiвнює

I [x0(k), u0(x(k))] =
c

1− a2
x20.

3. Покажемо, що при керуваннi u = u0(x(k)) + ∆u(x(k)), ∆u(x(k)) 6= 0,
B [V, x, u0 + ∆o] = 0, буде виконуватись третя умова теореми.
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Дiйсно

B [V, x, u0 + δu] = ∆V (x) + ω(x, u0 + ∆u) =

= h(ax(k) + b(u0(x(k)) + ∆u(x(k))))2−
− hx(k)2 + cx2(k) + d(u0(x(k)) + ∆u(x(k)))2 =

= (h(a2 − 1) + c(x2(k) + 2habx(k)u0(x(k)) + (hb2 + d)u20(x(k))+

+ (2habx(k) + 2hb2u0(x(k)) + 2du0(x(k)))∆u(x(k)) + d(∆(x(k)))2.

Оскiльки виконується умова (9), то лишається

B [V, x, u0 + ∆u] =

= 2(habx(k) + hb2u0(x(k)) + du0(x(k)))∆u(x(k)) + d(∆u(x(k)))2.

Вираз B [V, x, u0 + ∆u] рiвний нулю в двох випадках:
1. ∆(u(x(k))) = 0,
2. 2(habx(k) + (hb2 + d)u0(x(k))) + d(∆u(x(k))) = 0.

Пiдставивши замiсть u0(x(k)) його значення, отримаємо

2
[
habx(k)− (hb2 + d)u0(x(k))

]
+ d(∆u(x(k))) = 0.

Звiдси, другий випадок можливий лише при такiй умовi:

∆u(x(k)) = −2

d

[
hab− (hb2 + d)(1− a2)d+ 2ab

b2h

]
x(k).

Розглянемо рiвняння

I [x(k), u(x(k))] =
∞∑
k=0

x2(k) + u2(k)).

В даному випадку a = 1
2 , b = 2, c = 1, d = 1, h = 4

3 . I оптимальне керування
має такий вигляд u0(x(k)) = 8x

19 , а критерiй якостi I [x0(k), u0(x(k))] = 4x
3 .

Зауваження 1. Слiд зазначити, що умова теореми |a| < 1 накладає до-
сить жорстке обмеження на вихiдне рiвняння, а саме, вона вимагає асим-
птотичної стiйкостi рiвняння без керування. Однак лiнiйне рiвняння (8) за
рахунок вибору «додаткового (стабiлiзуючого) управлiння»

∆u0(x(k)) = ∆ax(k)

завдяки вибору постiйної ∆a завжди можна зробити асимптотично стiй-
ким, тобто домогтися, щоб при управлiннi

u(x(k)) = ∆x(k) + ∆u1(x(k))

у рiвняння

x(k + 1) = ax(k) + b∆u1(x(k)) =

= ax(k) + b∆uu− 1(x(k)) = (a+ ∆a)x(k) + ∆u1(x(k)) (11)

виконувалася умова
|a+ ∆a| < 1.
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А для «пiдправленого» рiвняння (11) вже проводити описану вище проце-
дуру. На жаль, оскiльки вибiр ∆a неоднозначний, то єдинiсть отриманого
керування проблематична.

Висновки
В статтi, використовуючи апарат методу функцiй Ляпунова, розглянута

задача оптимальної стабiлiзацiї, що полягає в знаходженнi такого керуван-
ня, за якого нульовий розв’язок буде асимптотично стiйким та iнтегральний
критерiй якостi буде досягати найменшого значення.

Розглянуто основнi положення методу оптимальних функцiй Ляпуно-
ва та застосовано їх до рiзницевих рiвнянь. Розглянуто й доведено умови
оптимальної стабiлiзацiї.

Виведено загальний вигляд функцiї оптимального керування для рiзни-
цевих рiвнянь.
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