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Abstract. In this paper a one-dimensional nonlinear Richards equa-
tion describing fluid flow in porous medium with inserted equal-
powered sources is studied. An experimental iterational method is
proposed to find source power to minimize the deviation of received
humidity values from target values. Modeling was performed using
numerical difference approximation of derivatives, resulting into a
system of nonlinear equations with dependence from previous time
step. The offered method allows to perform modeling for different
source power values, and chooses the most suitable one.Iterations
stop when they reach average modular difference value less than
calculation error of numerical difference scheme. Here explicit scheme
was used to save time, equations were tested for unsaturated medium
only to avoid flooding the area, so source power is tested with given
limitations. Results of simulations and choice for next source power
approximations are described and compared until solution is found.
This approach is considered as experimental so we plan to perform
more analysis in the future.
Keywords: Richards equation, numerical solution, numerical di-
fference method, optimization, modeling.

Анотацiя. У данiй роботi дослiджено одновимiрне нелiнiйне рiв-
няння Рiчардса, що описує потiк рiдини в пористому середовищi
з зануреними джерелами рiвної потужностi. Запропоновано екс-
периментальний iтерацiйний метод визначення потужностi дже-
рела для мiнiмiзацiї вiдхилень отриманих значень вологостi вiд
цiльових значень. Моделювання виконано за допомогою чисель-
ної рiзницевої апроксимацiї похiдних, що приводить до системи
нелiнiйних рiвнянь iз залежнiстю вiд попереднього часового кро-
ку. Запропонований метод дозволяє проводити моделювання для
рiзних значень потужностi джерела та обрати найбiльш вдалу.
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Iтерацiї припиняються, коли досягається значення середньої рi-
зницi за модулем що є меншим за похибку обчислень рiзницевої
схеми. Тут була використана явна схема для економiї часу, рiв-
няння тестувались лише для неасиченого середовища, щоб уни-
кнути затоплення обастi, тому потужнiсть джерел тестувалась з
заданими обмеженнями. Результати моделювання та вибiр насту-
пних наближень потужностi джерела описанi та порiвнюються,
доки не буде знайдено розв’язок. Цей пiдхiд вважається експери-
ментальним, тому ми плануємо продовжити його аналiз у май-
бутньому.
Ключовi слова: рiвняння Рiчардса, чисельний розв’язок, метод
скiнченних рiзниць, оптимiзацiя, моделювання.

Вступ

Рiвняння Рiчардса у початковому нелiнiйному виглядi обговорюється
вже досить тривалий час через його складнiсть. Огляд досягнень та про-
блем щодо його вирiшення, можна побачити зокрема у M. W. Farthing [1],
Y. Zha [2]. У випадку перемiнно насиченого потоку в неоднорiдних пори-
стих середовищах з рiзними за властивостями шарами, у H. Suk [3] запро-
поновано чисельний метод розв’язку який застосовується пiсля перетво-
рення Кiрхгофа. За наявностi у системi динамiчної капiлярностi, у C. J.
Van Duijn [4] запропоновано розширення рiвняння Рiчардса, що включає
нерiвноважнi ефекти, аналiз тиску води та насичення. Параметри, що опи-
сують структуру пор отриманi L. J. Cooper [5] за допомогою моделювання
на основi зображень тривимiрної комп’ютерної томографiї для зразка грун-
ту. У K. Kumar [6] наведено каталог ефективних моделей, пiдтверджених
чисельними розрахунками, для опису потоку у ненасиченому пористому се-
редовищi, що мiстить трiщину. Нелiнiйний розв’язувач рiвняння Рiчардса
за допомогою замiни змiнних, зокрема введення фiктивної змiнної, запро-
поновано у S. Bassetto [7]. Для прискорення процесу розв’язку порiвняно
з методами скiнченних елементiв та скiнченних об’ємiв, у R. Pinzinger [8]
запропоновано використовувати бiблiотеку AMGCL - досягнення скороче-
ння часу роботи до 79 вiдсоткiв але у випадку 20 000 та бiльшої кiлькостi
вузлiв. Кiлька методiв неявної та напiвнеявної часової дискретизацiї до-
слiджено у S. Keita [9] з точнiстю другого порядку, використано формули
екстраполяцiї та апроксимацiю рядом Тейлора для часової дискретизацiї
нелiнiйних членiв. Також сучасний пiдхiд M. Sadeghi [10] за допомогою
радiолокацiйного зондування P-дiапазону пiд час мiсiї Airborne Microwave
Observatory of Subcanopy and Subsurface (Air-MOSS), продемонстрував ве-
ликий потенцiал для оцiнки вологостi грунту у кореневiй зонi. Отримано
фiзично застосовну модель профiлю вологостi грунту з трьома параметра-
ми на остновi рiвняння Рiчардса для ненасиченого потоку. Отже, дослi-
дження рiвняння Рiчардса продовжується i зараз, про що свiдчать вище
зазначенi науковi результати за останнi 5 рокiв. При цьому залишаються
актуальними i пiдходи, запропонованi ранiше - зокрема iтерацiйнi методи
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як F. List [11] або пiдстановка Кiрхгофа, замiна змiнних як у апроксимацiї
A. J. Pullan [12].

1. Постановка задачi
Запишемо рiвняння Рiчардса переносу вологи для ненасиченого пори-

стого середовища у виглядi [11] , [12]:
∂Θ

∂t
− ∂

∂z
(K(Θ(Ψ)) · ∂

∂z
(Ψ + z)) = 0. (1)

У цьому рiвняннi Ψ позначає напiрний тиск (pressure head, тиск що чи-
нить стовп рiдини на дно ємностi - тиск рiдини роздiлений на добуток
щiльностi та гравiтацiйного прискорення), Θ позначає вмiст вологи, K -
водопроникнiсть середовища, z - глибина (висота проти напрямку гравiта-
цiї).

Для моделювання процесу використаємо модель van Genuchten–Mualem
аналогiчно до [11]:

Θ(Ψ) = θR + (θS − θR) ·
(

1

1 + (−α ·Ψ)n

)n−1
n

,Ψ ≤ 0. (2)

Θ(Ψ) = θS ,Ψ > 0. (3)

K(Ψ) = KS ·Θ(Ψ)0.5 ·
(

1−
(

1−Θ(Ψ)
n

n−1

)n−1
n

)2

,Ψ ≤ 0. (4)

K(Ψ) = KS ,Ψ > 0. (5)
Для забезпечення Лiпшицевої неперервностi функцiй Θ,K, аналогiчно

до [11] покладемо n = 2.9 та оберемо тi самi параметри для опису процесу:
α = 0.95, ΘS = 0.42, ΘR = 0.0026, KS = 0.12.

Отримане рiвняння є нелiнiйним та залежить вiд Ψ, при цьому значення
змiнної залежить вiд моменту часу та положення у просторi (глибини).

Розкриємо дужки та використаємо властивостi похiдних, щоб переписа-
ти рiвняння вiдносно похiдних вiд Ψ.

∂Θ

∂Ψ
· ∂Ψ

∂t
− ∂K

∂Ψ
· ∂Ψ

∂z
· ∂
∂z

(Ψ + z))−K(Ψ) · ∂
2

∂z2
(Ψ + z)) = 0. (6)

∂Θ

∂Ψ
· ∂Ψ

∂t
− ∂K

∂Ψ
·

((
∂Ψ

∂z

)2

+
∂Ψ

∂z

)
−K(Ψ) · ∂

2Ψ

∂z2
= 0. (7)

Розглянемо для даної моделi задачу оптимального зволоження лiнiйною
системою джерел (крапельниця, розподiлена по всiй внутрiшнiй частинi
областi) що дiє з постiйною потужнiстю, та умовами непроникностi на гра-
ницях областi ∂Ψ

∂z = 0. На потужностi джерел накладемо обмеження, щоб
запобiгти повному насиченню частини областi. У початковий момент ча-
су вважатимемо значення Ψ вiдомим. Для чисельного експерименту було
обрано Ψ = −3 на всiй областi.
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Критерiєм якостi обраної потужностi буде середня рiзниця за модулем
мiж отриманими значеннями Ψ та цiльовими значеннями в кiнцевий мо-
мент часу. У данiй роботi розглянуто випадок досяжної цiльової функцiї,
утвореної аналогiчним моделюванням за фiксованої потужностi. Метою є
знаходження оптимальної потужностi, за якої вище згадана рiзниця не пе-
ревищує допустимої похибки.

2. Чисельний розв’язок задачi моделювання

Виконаємо перетворення нелiнiйного рiвняння до чисельної постановки
задачi, врахувавши в якостi умови стiйкостi рiзницевої схеми спiввiдно-
шення мiж кроком за часом τ = 1/1000 та простором h = 1/20 вигляду:
τ ≤ 0.5 ·h2. Також будемо вважати що потужнiсть джерела на час експери-
менту для областi [zk − h, zk + h] навколо вузла дискретизацiї xk є рiвною
Q.

Тодi замiнивши частиннi похiднi рiзницевими за явною схемою, де k =
0, .., 1000 позначає iндекс за часом а i = 0, ..., 20 iндекс за простором, отри-
маємо рiвняння у центрi областi вигляду:

∂Θ

∂Ψ
·

Ψk+1
i −Ψk

i

τ
− ∂K

∂Ψ
·

(Ψk
i+1 −Ψk

i−1

2 · h

)2

+
Ψk

i+1 −Ψk
i−1

2 · h

−
−K(Ψk

i ) ·
Ψk

i+1 − 2 ·Ψk
i + Ψk

i−1

h2
= Q.

(8)

Вiдповiдно, iтерацiйний процес знаходження значень в наступний мо-
мент часу за явною схемою для центральної частини має вигляд:

Ψk+1
i = Ψk

i +
τ
∂Θ
∂Ψ

· (∂K
∂Ψ
·

(Ψk
i+1 −Ψk

i−1

2 · h

)2

+
Ψk

i+1 −Ψk
i−1

2 · h

+

+K(Ψk
i ) ·

Ψk
i+1 − 2 ·Ψk

i + Ψk
i−1

h2
+Q).

(9)

На границях областi враховуючи, що похiдна за простором рiвна нулю
та джерел немає, маємо Ψk+1

i = Ψk
i + 0

Результат моделювання у кiнцевий момент часу для фiксованої поту-
жностi Q у точцi z позначимо як F (z,Q). Тодi задача пошуку оптимальної
потужностi з цiльовою функцiєю f зведеться до мiнiмiзацiї функцiонала

Err(Q) =
20∑
j=0

|F (h · j,Q)− f(h · j)| → min
Q
. (10)

Надалi будемо використовувати це позначення для порiвняння вiдхи-
лення при рiзних апроксимацiях потужностi джерела. Допустимий рiвень
вiдхилення залежить вiд кроку дискретизацiї за часом та простором та
оцiнки похибки рiзницевої схеми.
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3. Метод iдентифiкацiї потужностi джерел

Iдея даного методу є схожою на методi дiлення навпiл для випадку роз-
биття на 2 промiжки, прийняття рiшень нагадує градiєнтний спуск, а ре-
курсивне розбиття областi нагадує метод Шаманського.

Алгоритм пошуку можна сформулювати наступним чином:

– 1. Визначити межi допустимої потужностi. Нижню межу взяти рiв-
ною 0 або потужностi, заздалегiдь меншої за оптимальну. Верхня
межа має не приводити до насичення областi в жоднiй точцi - iна-
кше змiниться тип рiвняння.

– 2. Обрати кiлькiсть пiдпромiжкiв K, якi утворюють нове розбиття.
При K = 2 виконуємо пошук у середнiй точцi мiж вiдомим з попе-
реднього кроку мiнiмальним значенням та меншим з його сусiднiх.
У випадку якщо наступне значення виявилось бiльшим за попере-
днє, спробувати половину значення до iншого сусiда. При K > 2
визначити найменше значення серед усiх вiдомих зараз, вiдступити
вiд нього половину вiдстанi до сусiднiх точок. Утворений iнтервал
розбити на K частин. Для непарного значення K центр може спiв-
падати з вже вiдомою точкою, тому обчислень буде на 1 менше.

– 3. Для кожного з нових отриманих значень Q провести моделю-
вання та отримати значення у кiнцевий момент часу. Обчислити
значення Err(Q).

– 4. Обрати те значення потужностi, що вiдповiдає мiнiмальному вiд-
хиленню Err(Q). Якщо вiдхилення перевищує допустиме та отри-
мано кращi значення, виконати пункт 2. Якщо вiдхилення пере-
вищує допустиме i значення гiрше за попереднi вiдомi, спробувати
виконати аналогiчний пошук з iншого боку вiд найкращого значе-
ння. Якщо вiдхилення менше за допустиме – вивести отриманий
результат та зупинити алгоритм.

– 5. У випадку якщо пiсля тестувань з обох бокiв вiд поточного най-
меншого значення покращення результату не вiдбулось, збiльши-
ти кiлькiсть промiжкiв розбиття K та за можливостi використати
результати обчислень (вiдомi результати для тестованих потужно-
стей).

Найменша кiлькiсть тестованих точок у випадку вдалого розбиття спосте-
рiгається при K = 2, але у випадку функцiї що мiстить кiлька перегинiв,
можна з бiльшою ймовiрнiстю втратити оптимальний розв’язок. Збiльше-
ння K приводить до бiльшої кiлькостi необхiдних обчислень, але дозволяє
бiльш точно проаналiзувати функцiю. Компромiс мiж швидкiстю та надiй-
нiстю має обрати користувач.

Покладемо в якостi цiльової функцiї результат моделювання при Q =
0.1, а iнтервал допустимих значень потужностi оберемо вiд 0 до 0.3. Допу-
стиме вiдхилення встановимо рiвним похибцi рiзницевої схемиmax(tau, h2) =
1/400 На цьому прикладi можна продемонструвати роботу алгоритму для
випадкiв K = 2, K = 3, K = 4.

К = 2:
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КРОК 0

Q = 0, Err(Q) = 1.279258894

Q = 0.3, Err(Q) = 0.9196990081
(11)

КРОКИ 1 – 9 (послiдовне знаходження центрiв та обчислення вiдхилен-
ня

Q = 0.15, Err(Q) = 0.2791226712

Q = 0.075, Err(Q) = 0.1815257930

Q = 0.1125, Err(Q) = 0.07789017241

Q = 0.09375, Err(Q) = 0.04177415784

Q = 0.103125, Err(Q) = 0.02013850936

Q = 0.0984375, Err(Q) = 0.01025084048

Q = 0.10078125, Err(Q) = 0.005079348759

Q = 0.099609375, Err(Q) = 0.002551109523

Q = 0.1001953125, Err(Q) = 0.001272684428

(12)

Отже, отримано розв’язок - потужнiсть приблизно рiвна 0.1002.
Покладемо K = 3 та повторимо алгоритм з початку:
КРОК 0

Q = 0, Err(Q) = 1.279258894

Q = 0.3, Err(Q) = 0.9196990081
(13)

КРОК 1

Q = 0.1, Err(Q) = 0

Q = 0.2, Err(Q) = 0.5063600109
(14)

Отже, отримано точний розв’язок - потужнiсть рiвна 0.1. Звичайно, така
швидкiсть спричинена вдалим виборов вузлiв. Для наочностi ще продемон-
струємо випадок розбиття на 4 iнтервали. У цьому випадку для першого
кроку рахуємо 3 значення, потiм додатково рахувати доведеться 4 значен-
ня, а центральне вiзьмемо як мiнiмальне на попередньому кроцi.

Покладемо K = 4 та повторимо алгоритм з початку:
КРОК 0

Q = 0, Err(Q) = 1.279258894

Q = 0.3, Err(Q) = 0.9196990081
(15)

КРОК 1
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Q =
3

40
, Err(Q) = 0.1815257930

Q =
3

20
, Err(Q) = 0.2791226712

Q =
9

40
, Err(Q) = 0.6108070168

(16)

КРОК 2 (центральне з 5 значень спiвпадає з попереднiм тому його не
перераховуємо)

Q =
3

80
, Err(Q) = 0.5648015543

Q =
9

160
, Err(Q) = 0.3506569877

Q =
3

32
, Err(Q) = 0.04177415784

Q =
9

80
, Err(Q) = 0.07789017241

(17)

КРОК 3

Q =
27

320
, Err(Q) = 0.1086599258

Q =
57

640
, Err(Q) = 0.07453773640

Q =
63

640
, Err(Q) = 0.01025084048

Q =
33

320
, Err(Q) = 0.02013850936

(18)

КРОК 4

Q =
123

1280
, Err(Q) = 0.02586436796

Q =
249

2560
, Err(Q) = 0.01802139562

Q =
51

512
, Err(Q) = 0.002551109523

Q =
129

1280
, Err(Q) = 0.005079348759

(19)

КРОК 5

73



С. I. ЛЯШКО, Н. I. ЛЯШКО, Д. А. КЛЮШИН, А. А. ТИМОШЕНКО

Q =
507

5120
, Err(Q) = 0.006392222190

Q =
1017

10240
, Err(Q) = 0.004469489998

Q =
1023

10240
, Err(Q) = 0.0006370598574

Q =
513

5120
, Err(Q) = 0.001272684428

(20)

Даний пiдхiд дозволив отримати одразу 2 розв’язки що задовольняють
умову точностi: Q = 1017

10240 та Q = 513
5120 що вiдповiдає вищiй впевненостi у

результатi. При цьому кiлькiсть обчислень була суттєво бiльшою.
Таким чином, усi 3 варiанти вибору розбиття привели до розв’язку, що

задовольняє умову точностi для випадку досяжної цiльової функцiї.

Висновок

Запропоновано iтерацiйний метод пошуку оптимальної потужностi дже-
рела для випадку рiвномiрного звложення. Продемонстровано результа-
тивнiсть пiдходу для випадку досяжної функцiї та необхiднiсть компромiсу
мiж кiлькiстю iнтервалiв для розбиття та швидкодiєю методу. Швидкодiю
можна покращити застосувавши градiєнтний спуск з двох бокiв до значе-
ння з мiнiмальним вiдхиленням.
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