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Цань В. Б. Асимптотичнi та коливнi властивостi розв’язкiв динамiчних рiв-
нянь на часових шкалах. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-
нiстю 111 — Математика. — Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса
Шевченка, Мiнiстерство освiти i науки України, Київ, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню асимптотичних та коливних
властивостей динамiчних рiвнянь на сiм’ї часових шкал 𝕋𝜆, зокрема диси-
пативностi динамiчних систем, обмеженостi, коливностi та перiодичностi їх
розв’язкiв i пошуку умов збереження таких властивостей при переходi вiд
диференцiальних до динамiчних рiвнянь на часових шкалах та навпаки.

Сiм’я часових шкал 𝕋𝜆, що розглядається, охоплює весь можливий дiапазон
часу вiд −∞ до +∞, де 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ i 𝜆 = 0 гранична точка множини Λ. Функцiя
зернистостi 𝜇𝜆 (𝑡) : 𝕋𝜆 → [0,∞) така, що якщо 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, то 𝕋𝜆 збiгаться
з неперервною шкалою часу 𝕋0 = ℝ, а система динамiчних рiвнянь переходить
в систему диференцiальних рiвнянь.

В роботi вивчено властивiсть обмеженостi розв’язкiв динамiчних рiвнянь на
сiм’ї часових шкал 𝕋𝜆 за припущення, що права частина системи неперервно
диференцiйовна та обмежена разом зi своїми частинними похiдними. Для
динамiчних систем на часовiй шкалi загального вигляду вперше отримано явну
оцiнку малостi функцiї зернистостi 𝜇𝜆, яка гарантує збереження глобальних
обмежених розв’язкiв при переходi вiд диференцiальних до динамiчних рiвнянь
на часових шкалах загального вигляду та навпаки.

Також одержано достатнi умови дисипативностi та рiвномiрної дисипатив-
ностi системи динамiчних рiвнянь на часових шкалах загального вигляду в
термiнах функцiї Ляпунова. Вперше в теорiї часових шкал доведено iснува-
ння функцiї Ляпунова з певними властивостями для дисипативної системи
динамiчних рiвнянь. Питання про зв’язок мiж дисипативнiстю системи диферен-
цiальних рiвнянь та вiдповiдної їй системи рiзницевих рiвнянь, що є частковим
випадком динамiчних рiвнянь на часових шкалах, коли шкала набуває вигляду
𝕋 = ℎℤ з кроком ℎ > 0, ранiше вивчалось у роботах О. Станжицького та А.
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Ткачук. У данiй роботi такий зв’язок був дослiджений мiж диференцiальними та
динамiчними системами на сiм’ї часових шкал з малою функцiєю зернистостi.

Визначенню критерiїв коливностi розв’язкiв рiзних видiв динамiчних рiв-
нянь на часових шкалах присвяченi роботи R. Agarwal, D. O’Regan, G. Guseinov, B.
Kaymakçal, L. Erbe, A. Peterson, S. Saker, M. Bohner та iнших. Однак, у перерахова-
них роботах коливнiсть розв’язкiв динамiчних рiвнянь дослiджується на певних
часових шкалах iз заданими властивостями, тодi як зв’язок мiж коливнiстю
розв’язкiв динамiчних рiвнянь на шкалах та вiдповiдних диференцiальних рiв-
нянь ранiше дослiджено не було. Даному питанню присвячено один з роздiлiв
цiєї дисертацiї, де визначено умови коливностi розв’язкiв лiнiйного динамi-
чного рiвняння другого порядку на загальних часових шкалах при коливностi
вiдповiдних розв’язкiв диференцiального рiвняння та навпаки, а також отрима-
но умови коливностi розв’язкiв слабко нелiнiйних диференцiальних рiвнянь
другого порядку та слабко нелiнiйних динамiчних рiвнянь другого порядку на
часовихшкалах, за наявностi такої властивостi у вiдповiдних розв’язкiв лiнiйних
динамiчних рiвнянь на часових шкалах та лiнiйних диференцiальних рiвнянь
на дiйснiй осi вiдповiдно.

У дисертацiї встановлено, що з iснування асимптотично стiйкого перiоди-
чного розв’язку системи динамiчних рiвнянь на перiодичнiй часовiй шкалi 𝕋𝜆
з перiодом 𝜏 випливає наявнiсть перiодичного з перiодом кратним 𝜏 розв’язку
вiдповiдної системи диференцiальних рiвнянь i навпаки за умови достатньої
малостi функцiї зернистостi часової шкали.

Усi отриманi результати проiлюстровано прикладами, що мiстять побудови
виконанi за допомогою середовища MATLAB, якi вiдображають поведiнку
розв’язкiв систем динамiчних рiвнянь на часових шкалах при зменшеннi
функцiї зернистостi.

Дисертацiйна робота має як теоретичне, так i практичне значення. Отриманi
в нiй теоретичнi результати, а також розроблена методика дослiджень сприяти-
муть подальшому розвитку теорiї динамiчних рiвнянь на часових шкалах. Вони
також можуть бути використанi при дослiдженнi процесiв у бiологiї, економiцi,
фiзицi та iнших об’єктiв природознавства, математичними моделями яких є
динамiчнi рiвняння на часових шкалах.

Ключовi слова: Динамiчнi рiвняння, диференцiальнi рiвняння, часова шкала,
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функцiя зернистостi, обмеженi розв’язки, асимптотична стiйкiсть, експоненцiй-
на стiйкiсть, коливання, дисипативнiсть, перiодичнiсть.

Abstract

Tsan, V.B. Asymptotic and oscillation behavior of solutions of dynamic equations
on time scales. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Doctor of Philosophy thesis undertaken in specialty 111 — Mathematics — Taras
Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine,
Kyiv, 2024.

The thesis is devoted to the study of asymptotic and oscillatory properties of
dynamic equations on a family of time scales 𝕋𝜆, in particular, the dissipativity of
dynamic systems, boundedness, oscillation, and periodicity of their solutions, and the
search for conditions to preserve such properties when transitioning from differential
of dynamic equations on time scales and vice versa.

The considered family of time scales 𝕋𝜆 covers the range of time from −∞ to
+∞. Here 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ and 𝜆 = 0 is a boundary point of the set Λ. The graininess
function 𝜇𝜆 (𝑡) : 𝕋𝜆 → [0,∞) is such that if 𝜇𝜆 → 0 as 𝜆 → 0, then 𝕋𝜆 coincides with
the continuous time scale 𝕋0 = ℝ, and the system of dynamic equations turns into a
system of differential equations.

The study investigates the boundedness property of solutions of dynamic equations
on a family of time scales 𝕋𝜆, assuming that the function describing the dynamic
system is continuously differentiable and bounded along with its partial derivatives.
For dynamic systems on general time scales, an explicit estimate of the smallness of
the graininess function 𝜇𝜆 has been obtained, which ensures the preservation of global
bounded solutions in passing from differential of dynamic equations on general time
scales.

Sufficient conditions for both dissipativity and uniform dissipativity of dynamic
equations on general time scales have been established using Lyapunov functions.
The existence of a Lyapunov function with specific properties of a dissipative system
of dynamic equations has been proven for the first time in the theory of time scales.
The relationship between the dissipation of a differential equation system and the
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corresponding difference equation system, which is a special case of dynamic equations
on time scales when the scale is of the form𝕋 = ℎℤwith stepℎ > 0, has been previously
studied by O. Stanzhytskiy and A. Tkachuk. This thesis extends such a relationship
between dynamic and differential systems on a family of time scales with a small
graininess function.

Criteria for the oscillation of solutions of various types of dynamic equations on
time scales have been studied by leading mathematicians including R. Agarwal, D.
O’Regan, G. Guseinov, B. Kaymakçal, L. Erbe, A. Peterson, S. Saker, M. Bohner, and
others. However, these studies explore oscillation on specific time scales with given
properties, while the relationship between the oscillation of solutions of dynamic
equations on time scales and the corresponding differential equations has not been
previously investigated. This study includes a chapter dedicated to defining the
conditions for oscillation of solutions of linear second-order dynamic equations on
general time scales in relation to the oscillation of solutions of differential equations
and vice versa, as well as obtaining conditions for oscillation of solutions of weakly
nonlinear second-order differential and dynamic equations on time scales, given such
properties in the corresponding solutions of linear dynamic equations on time scales
and linear differential equations on the real axis, respectively.

This work also establishes that the existence of an asymptotically stable periodic
solution of a dynamic equation system on a periodic time scale𝕋𝜆 with period 𝜏 implies
the existence of a periodic solution with period multiples of 𝜏 of the corresponding
system of differential equations and vice versa, provided that the graininess function
of the time scale is sufficiently small.

All obtained results are illustrated with examples that include constructions
performed using MATLAB, which demonstrate the behavior of solutions of dynamic
equation systems on time scales as the graininess function decreases.

This thesis holds both theoretical and practical significance. The theoretical findings
and developed methodologies will advance the theory of dynamic equations on time
scales and can be applied to various fields such as biology, economics, and physics.

Keywords: Dynamic equations, differential equations, time scales, graininess functi-
on, bounded solutions, asymptotic stability, exponential stability, oscillation, dissipati-
vity, periodicity.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню коливної
та асимптотичної поведiнки динамiчних рiвнянь на часових шкалах.

Цi рiвняння виникли в результатi наукових дослiджень, проведених у роботi
S. Hilger (1988) [48], де було введено поняття похiдної (дельта-похiдної) для
будь-якої замкненої пiдмножини числової прямої (часова шкала), частковими
випадками якої є класична похiдна, коли часова шкала - це вiсь дiйсних чисел, i
звичайний диференцiальний прирiст, коли часова шкала - це множина цiлих
чисел. Такий пiдхiд дозволив об’єднати теорiї неперервних i дискретних систем
та призвiв до розвитку теорiї динамiчних рiвнянь на часових шкалах.

Теорiюдинамiчних рiвняньна часовихшкалах у рiзнихнапрямках розвивали
А. Мартинюк [33,70–72,75], О. Станжицький та його учнi [13,18,29,32,57,67,84,90],
О. Бойчук, О. Страх [27, 28, 44], О. Кiчмаренко, А. Огуленко [64, 77, 78], B. Aulbach
[16], T. Bhaskar [17], O. Došlý [34, 35], Z. Drici [36], R. Hilscher [50], V. Zeidan [51], V.
Lakshmikantham [65, 66], B. Kaymakс̧alan [61–63], G. Guseinov [46], F. Atici [15], E.
Kaufmann [58–60], A.S. Vatsala [99], P. Wong [101], M. Bohner, A. Peterson [19,25,26],
R. Agarwal [3, 5–8], M. Adivar [1, 2], D. O’Regan [4, 37, 47], E. Akin [10, 42, 81],
L. Erbe [41], Y. Raffoul [82], J. Hoffacker [54], C. Tisdell [83] та багато iнших
математикiв [9, 12, 23, 38–40, 45, 49, 68, 103].

Ранiше прикладнi науки використовували диференцiальнi рiвняння для
опису неперервних процесiв i рiзницевi рiвняння – для дискретних подiй.
Проте природа функцiонує на рiзноманiтних часових шкалах, вiд мiнiмальних
коливань субатомних частинок до грандiозних небесних рухiв, якi тривають
мiльярди рокiв. Багато природних процесiв мають як неперервнi, так i дискретнi
характеристики, i традицiйнi методи не завжди можуть охопити їх складнiсть.
Рiвняння на часових шкалах стали потужним iнструментом для дослiдження
таких явищ i є математичними моделями для вiдтворення процесiв, де час може
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мати рiзноманiтний характер поведiнки, як неперервний, так i дискретний iз
постiйним кроком (шкала Ейлера), дискретний iз змiнним кроком, набувати
значень з фрактальних множин [31, 85] тощо. Завдяки своїй здатностi моделю-
вати гiбриднi системи вони знайшли застосування у бiологiї та епiдемiологiї,
екологiї, економiцi та дослiдженнях фiнансових процесiв, робототехнiцi та iн-
ших. У кожному з цих прикладiв дослiдження властивостей динамiчних систем
на часових шкалах має важливе значення для розумiння поведiнки процесiв у
реальному свiтi, прийняття обґрунтованих рiшень для керування ними, роз-
робки ефективних втручань або стратегiй контролю. Тому актуальнiсть таких
дослiджень не викликає сумнiву.

Особливого iнтересу набуває вивчення зв’язку мiж властивостями розв’язкiв
диференцiальних та вiдповiдних їм динамiчних рiвнянь за умови, коли функцiя
зернистостi прямує до нуля. Формально тодi рiвняння на шкалi переходить
у звичайне диференцiальне рiвняння i питання зв’язку мiж властивостями їх
розв’язкiв набуває важливого значення.

У цьому напрямку слiд згадати роботи, присвяченi дослiдженню подiбних
зв’язкiв мiж розв’язками систем диференцiальних рiвнянь та їх дискретних
аналогiв, тобто для частинного випадку Ейлерових часових шкал. Такий зв’язок
було розглянуто у роботах А. Атейвi [14], О. Станжицького та А. Ткачук [92,109],
О. Карпенко [22, 56, 106, 107], де розглядались умови збереження властивостей
стiйкостi, коливностi та перiодичностi розв’язкiв даних рiвнянь та дисипатив-
ностi вiдповiдних систем.

Актуальнiсть цiєї дисертацiйної роботи полягає у вивченнi умов збереження
таких властивостей при переходi вiд диференцiальних до динамiчних рiвнянь
на загальних часових шкалах та навпаки.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дослiдже-
ння проводилися на кафедрi загальної математики механiко-математичного
факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка вiд-
повiдно до планiв, передбачених у Київському нацiональному унiверситетi
iменi Тараса Шевченка, й у межах держбюджетних науково-дослiдних про-
єктiв "Якiсний аналiз, керування та методи апроксимацiї у некоректних та
нелокальних детермiнованих i стохастичних еволюцiйних задачах"(Державний
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реєстрацiйний номер: 0121U109988), "Асимптотична поведiнка, стiйкiсть та ке-
рованiсть у нескiнченновимiрних еволюцiйних системах iз детермiнованими
та випадковими збуреннями"(Державний реєстрацiйний номер: 0124U001412)
та в межах проєкту "Нескiнченновимiрнi еволюцiйнi рiвняння iз багатозна-
чною та стохастичною динамiкою"Нацiонального фонду дослiджень України
(реєстрацiйний номер проєкту 2023.03/0074).

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розвиток
теорiї динамiчних рiвнянь на часових шкалах, зокрема, дослiдження коливних
i асимптотичних властивостей розв’язкiв таких рiвнянь.

Основними завданнями даної роботи є:
• отримання умов iснування глобально обмеженого на часовiй шкалi
розв’язку динамiчного рiвняння та встановлення зв’язку мiж iснуванням
обмежених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь та динамiчних рiвнянь
на часових шкалах при достатньо малих значеннях функцiї зернистостi;

• доведення iснування вiдповiдної функцiї Ляпунова для дисипативної
системи динамiчних рiвнянь, що має обмежений розв’язок;

• встановлення зв’язку мiж дисипативнiстю систем диференцiальних рiв-
нянь та динамiчних рiвнянь на часових шкалах при достатньо малих
значеннях функцiї зернистостi;

• отримання умов коливностi розв’язкiв динамiчного рiвняння на часових
шкалах та встановлення зв’язку мiж коливнiстю розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь та динамiчних рiвнянь на часових шкалах при достатньо
малих значеннях функцiї зернистостi;

• отримання умов коливностi розв’язкiв слабко нелiнiйних динамiчних
рiвнянь на часових шкалах;

• встановлення зв’язку мiж iснуванням перiодичних розв’язкiв диференцi-
альних рiвнянь та динамiчних рiвнянь на перiодичних часових шкалах
при достатньо малих значеннях функцiї зернистостi.

Об’єктом дослiдження є динамiчнi рiвняння на часових шкалах.

Предметомдослiдження є коливнi та асимптотичнi властивостi розв’язкiв
динамiчних рiвнянь на часових шкалах.
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Методи дослiдження. У роботi використовуються методи теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь та динамiчних рiвнянь на часових шкалах, класичного
аналiзу, асимптотичнi методи та методи нелiнiйного аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi науковi результати, отри-
манi в дисертацiйнiй роботi, є новими. Основнi результати такi:

• отримана явна оцiнка малостi функцiї зернистостi, яка гарантує збережен-
ня глобальних обмежених розв’язкiв при переходi вiд диференцiальних
до динамiчних рiвнянь та навпаки;

• отримано достатнi умови в термiнах функцiї Ляпунова, за яких система
динамiчних рiвнянь на часових шкалах є дисипативною, та доведено
iснування вiдповiдної функцiї Ляпунова для дисипативної системи дина-
мiчних рiвнянь на часових шкалах;

• встановлено взаємозв’язок мiж дисипативнiстю системи диференцiальних
рiвнянь та вiдповiдної динамiчної системи на сiм’ї часових шкал з малою
функцiєю зернистостi;

• отримано умови коливностi розв’язкiв лiнiйного динамiчного рiвняння
другого порядку на часовихшкалах при коливностi вiдповiдних розв’язкiв
диференцiального рiвняння, та навпаки;

• отримано умови коливностi розв’язкiв слабко нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку та слабко нелiнiйних динамiчних рiвнянь
другого порядку на часових шкалах, за наявностi такої властивостi у
вiдповiдних розв’язкiв лiнiйних динамiчних рiвнянь на часових шкалах
та лiнiйних диференцiальних рiвнянь на дiйснiй осi вiдповiдно;

• встановлено,що для доситьмалої функцiї зернистостi, динамiчне рiвняння
на перiодичнiй шкалi часу має перiодичний розв’язок, за наявностi асим-
птотично стiйкого перiодичного розв’язку вiдповiдного диференцiального
рiвняння, i навпаки.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота має
як теоретичне, так i практичне значення. Отриманi в нiй теоретичнi результати,
а також розроблена методика дослiджень, сприятимуть подальшому розвитку
теорiї динамiчних рiвнянь на часових шкалах. Вони також можуть бути ви-
користанi при дослiдженнi процесiв у галузях бiологiї, економiки, фiзики та
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iнших об’єктiв природознавства, математичними моделями яких є динамiчнi
рiвняння на часових шкалах.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи одер-
жанi здобувачем самостiйно. Визначення загального плану напрямку дослi-
джень дисертацiї i постановка задач належать науковому керiвниковi Стан-
жицькому Олександру Миколайовичу. У роботах [79, 96, 97] та [118] (переклад
англiйською [94]) спiвавторам належить обговорення можливих шляхiв дослi-
дження, перевiрка та аналiз отриманих результатiв.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдалися
та обговорювалися на таких мiжнародних конференцiях:

1. XX Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська весна –
2022», 14 квiтня 2022, Київ, Україна.

2. Мiжнародна наукова конференцiя «Прикладна математика та iнформацiй-
нi технологiї», присвячена 60-рiччю кафедри прикладної математики та
iнформацiйних технологiй, 22–24 вересня 2022, Чернiвцi, Україна.

3. III Мiжнародна науково-практична iнтернет-конференцiя «Розвиток суча-
сної науки та освiти: реалiї, проблеми якостi, iнновацiї», 30 вересня 2022,
Запорiжжя, Україна.

4. XII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Математика. Iнформа-
цiйнi технологiї. Освiта», 2–4 червня 2023, Луцьк – Свiтязь, Україна.

5. Мiжнародна наукова конференцiя «Математика та iнформацiйнi техноло-
гiї», присвячена 55-рiччю факультету математики та iнформатики, 28–30
вересня 2023, Чернiвцi, Україна.

6. The 29th Conference on applied and industrial mathematics, CAIM 2022, August
25–27, 2022, Chisinau, Republic of Moldova.

7. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations,
QUALITDE 2022, December 17–19, 2022, Tbilisi, Georgia.

8. International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations,
QUALITDE 2023, December 9–11, 2023, Tbilisi, Georgia.

9. ХIII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Математика. Iнфор-
мацiйнi технологiї. Освiта», 31 травня – 2 червня 2024, Луцьк – Свiтязь,
Україна.
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10. V Мiжнародна науково-практична iнтернет-конференцiя «Розвиток суча-
сної науки та освiти: реалiї, проблеми якостi, iнновацiї», 29–31 травня 2024,
Запорiжжя, Україна.

11. Мiжнародна конференцiя, присвячена 145-рiччю з дня народження Ганса
Гана, 23–27 вересня 2024, Чернiвцi, Україна.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано
• 4 статтi у виданнях, якi iндексуються в наукометричних базах Scopus
[79, 94, 96, 97]; три з них [79, 96, 97] — у виданнях, що входять до квартиля
Q2; одна [94] — у виданнi, що входить до квартиля Q3.

• 11 тез доповiдей на конференцiях [43, 93, 95, 110–117].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, шести
роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв, списку використаних джерел та
додатку, який мiстить перелiк публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та
вiдомостi про апробацiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї становить 152
сторiнок, основний текст займає 126 сторiнок.

Змiст роботи. Перший роздiл мiстить огляд лiтератури за тематикою
дисертацiї та висвiтлює сучасний стан вивчення проблем, схожих до тих, що
розглядаються в дисертацiйнiй роботi.

Другий роздiл мiстить загальнi означення та деякi твердження теорiї
динамiчних рiвнянь на часових шкалах, якi використано в дисертацiйнiй роботi.

У роздiлах з третього по шостий розглядаються властивостi розв’язкiв
динамiчних рiвнянь на сiм’ї часових шкал 𝑇𝜆 таких, що inf 𝕋𝜆 = −∞, sup𝕋𝜆 = ∞,
𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ, i 𝜆 = 0 гранична точка множини Λ, причому для всiх 𝜆 ∈ Λ точка
𝑡 = 0 належить 𝕋𝜆. Крiм того, 𝜇𝜆 := sup𝑡∈𝕋𝜆

𝜇𝜆 (𝑡), де 𝜇𝜆 (𝑡) : 𝕋𝜆 → [0,∞) - функцiя
зернистостi. Причому, якщо 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, то 𝕋𝜆 збiгається з неперервною
шкалою часу 𝕋0 = ℝ.

У третьому роздiлi вивчено питання iснування глобально обмежених
розв’язкiв динамiчних рiвнянь на часових шкалах. Розглядається система дифе-
ренцiальних рiвнянь вигляду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋 (𝑡, 𝑥), (1)
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де 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷, 𝐷 - область в просторi ℝ𝑛, i вiдповiдна їй система динамiчних
рiвнянь

𝑥Δ
𝜆
= 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆), (2)

де 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑛, i 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) – дельта-похiдна функцiї 𝑥𝜆 (𝑡) на 𝕋𝜆.

Тут вектор-функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) неперервно-диференцiйовна i обмежена разом зi
своїми частинними похiдними, тобто iснує стале число 𝐶 > 0 таке, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | +
����𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

���� + 



𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥





 ≤ 𝐶 (3)

при 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝜕𝑋
𝜕𝑥

вiдповiдна матриця Якобi. Тут | · | – евклiдова норма
векторiв, а | | · | | – норма матрицi, узгоджена з нормою вектора.

У пiдроздiлах 3.1 та 3.2 розглянуто питання про зв’язок мiж обмеженими
розв’язками системи (1) звичайних диференцiальних рiвнянь та системи (2)
динамiчних рiвнянь на часових шкалах.

Уведено поняття експоненцiальної стiйкостi розв’язку динамiчного рiвняння
на часових шкалах у наступному виглядi.

Означення 0.1. Розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) системи (2), визначений на 𝕋𝜆, будемо називати
експоненцiально стiйким рiвномiрно за 𝑡0, якщо iснують 𝛿 > 0, 𝑁 > 0 i 𝛼 > 0
такi, що для будь-якого розв’язку 𝑦𝜆 (𝑡) системи (2) такого, що

|𝑥𝜆 (𝑡0) − 𝑦𝜆 (𝑡0) | < 𝛿, (4)

при 𝑡 ≥ 𝑡0 має мiсце нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | ≤ 𝑁𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0) |𝑥𝜆 (𝑡0) − 𝑦𝜆 (𝑡0) | , (5)

де сталi 𝛿 , 𝑁 i 𝛼 не залежать вiд 𝑡0.

Отримано явну оцiнку малостi функцiї зернистостi, яка гарантує збереження
глобальних обмежених розв’язкiв системи динамiчних рiвнянь на часових
шкалах зi зменшенням функцiї зернистостi.

Теорема 0.1. Нехай виконуються наступнi умови:

1) 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена i виконана умова (3) та неперервно-диференцiйована при

𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝐷-область з простору ℝ𝑛;
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2) Iснує таке 𝜇0 > 0, що система (2) має обмежений на 𝕋𝜆0 , рiвномiрно за

𝑡0 експоненцiйно стiйкий розв’язок 𝑥𝜆0 (𝑡), що лежить в областi 𝐷 разом з

деяким своїм 𝜌−околом.
Тодi якщо виконуються нерiвностi

𝜇0
©­­«𝑒𝐶 (

ln 4𝑁
𝛼

+𝜇0+1) ©­­«𝐶 +
𝐶2

(
ln 4𝑁
𝛼

+ 𝜇0
)

4
ª®®¬ + 3𝐶

ª®®¬ ≤ 𝛿

8 , (6)

𝜇0

(
𝑒𝐶 (𝜇0+1)

(
𝐶 + 𝐶

2𝜇0
4

)
+ 3𝐶

)
≤ 𝜌

2 , (7)

3𝑁𝛿
2 < 𝜌 (8)

𝜇0 ≤ 𝜌

4𝐶 (9)

де сталi 𝛿 , 𝑁 i 𝛼 визначенi в Означеннi 0.1 та 𝐶 визначена в умовi (3), то при

кожному 𝜇𝜆 такому, що 𝜇𝜆 < 𝜇0, система (2) має обмежений на 𝕋𝜆 розв’язок.

Отримано явну оцiнку малостi функцiї зернистостi, яка гарантує збереження
глобальних обмежених розв’язкiв при переходi вiд системи динамiчних рiвнянь
на часових шкалах до системи диференцiальних рiвнянь та навпаки, а також
доведено близькiсть отриманих розв’язкiв.

Теорема 0.2. Нехай виконуються наступнi умови:

1) функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена i неперервно-диференцiйовна при 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝐷
– область в ℝ𝑛, та задовольняє умову (3).

2) система (1) має обмежений наℝ, рiвномiрно по 𝑡0 ∈ ℝ експоненцiйно стiйкий

розв’язок 𝑥 (𝑡), який лежить в 𝐷 разом з деяким 𝜌−околом, тобто iснують

𝛿 > 0, 𝑁 > 0 i 𝛼 > 0 незалежнi вiд 𝑡0, такi, що для будь-якого розв’язку 𝑦 (𝑡)
системи (3.1) такого, що

|𝑥 (𝑡0) − 𝑦 (𝑡0) | < 𝛿, (10)

при 𝑡 ≥ 𝑡0 має мiсце нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | ≤ 𝑁𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0) |𝑥 (𝑡0) − 𝑦 (𝑡0) | . (11)
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Тодi, якщо виконуються нерiвностi (6)-(9), то при кожному 𝜇𝜆 такому, що 𝜇𝜆 < 𝜇0,

система (2)має обмежений на𝕋𝜆 розв’язок𝑥𝜆 (𝑡). При цьому справедливе вiдношення

sup
𝑡∈𝕋𝜆

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥 (𝑡) | → 0, 𝜇𝜆 → 0. (12)

Теорема 0.3. Нехай виконуються наступнi умови:
1) функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умови 1) Теореми 0.1;
2) iснує 𝜇0 > 0, що система (2) має обмежений на 𝕋𝜆0 , рiвномiрно за 𝑡0 експонен-

цiально стiйкий розв’язок, який лежить в областi 𝐷 разом з деяким своїм

𝜌−околом.
Тодi, якщо виконуються нерiвностi (6)-(9), то система (1) має обмежений на ℝ

розв’язок.

Четвертий роздiл присвячено вивченню властивостей дисипативностi
систем (1) та (2), де функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена при всiх 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷 , неперервна
по 𝑡 та 𝑥 i обмежена разом зi своїми частинними похiдними по 𝑡 та 𝑥 в кожнiй
обмеженiй областi з {𝑡 ≥ 0} × 𝐷 . Дисипативнiсть системи динамiчних рiвнянь
на часових шкалах визначено в сенсi наступних означень.

Означення 0.2. Систему (2) будемо називати дисипативною по 𝑡 ∈ [0, +∞)𝕋𝜆
,

якщо iснує число 𝑅(𝜆) > 0 таке, що для довiльного 𝑟 > 0 iснує 𝑇 = 𝑇 (𝑟, 𝑡0, 𝜆) для
якого розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системи (2) з початковими умовами (𝑡0, 𝑥0),

|𝑥0 | < 𝑟, (13)

при 𝑡 ≥ 𝑡0 +𝑇 задовольняє нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) | < 𝑅.

Означення 0.3. Систему (2) називатимемо рiвномiрно дисипативною по 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆

i 𝜆 ≤ 𝜆0, якщо в Означеннi 0.2, 𝑅 та 𝑇 не залежать вiд 𝑡0 та 𝜆.

У пiдроздiлi 4.1 наведено допомiжнi твердження, серед яких доведено насту-
пне.

Лема 0.1. Нехай 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆, 𝑦𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ. Якщо 𝑦𝜆 (𝑡) визначена при 𝑡 ≥ 𝑡0, Δ-похiдна
якої 𝑦Δ

𝜆
задовольняє нерiвнiсть

𝑦Δ
𝜆
< 𝐴(𝑡)𝑦𝜆 + 𝐵(𝑡) для майже всiх 𝑡 ≥ 𝑡0, (14)
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де 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) ∈ 𝐶𝑟𝑑 (𝕋), та 1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡) > 0 при всiх 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, тодi при 𝑡 ≥ 𝑡0

виконується нерiвнiсть

𝑦𝜆 (𝑡) < 𝑦𝜆 (𝑡0)𝑒𝐴(𝑡, 𝑡0) +
𝑡∫
𝑡0

𝑒𝐴(𝑡, 𝜎 (𝜏))𝐵(𝜏)Δ𝜏 . (15)

Також встановлено, що має мiсце наступна лема.

Лема 0.2. Припустимо, що 𝑉 : 𝕋 ×ℝ𝑛 → ℝ i 𝑉 ∈ 𝐶1(𝕋 ×ℝ𝑛) та 𝑥 : [0,𝑇 ]𝕋 → ℝ𝑛

– Δ-диференцiйовна на 𝕋𝑘 . Нехай 𝑧 : [0,𝑇 ] → ℝ, 𝑧 (·) = 𝑉 (·, 𝑥 (·)), тодi 𝑧 – Δ-

диференцiйовна по 𝑡 i

𝑧Δ(𝑡0) =
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡0, 𝑥0) + 𝐹 (𝜎 (𝑡0), 𝑥) · 𝑥Δ(𝑡0), (16)

де 𝐹 (𝜎 (𝑡0), 𝑥) = (𝐹1(𝜎 (𝑡0), 𝑥), .., 𝐹𝑛 (𝜎 (𝑡0), 𝑥)) та

𝐹𝑖 (𝜎 (𝑡0), 𝑥) =
1∫

0

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
(𝜎 (𝑡0), 𝑥1(𝜎 (𝑡0)), ..., 𝑥𝑖−1(𝜎 (𝑡0)), 𝑥𝑖

+ ℎ𝜇 (𝑡0)𝑥Δ𝑖 (𝑡0), 𝑥𝑖+1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))𝑑ℎ.

Зауваження 0.1. З огляду на систему (2), будемо розглядати функцiю
Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥),

визначену наступним чином:

Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) = 𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡, 𝑥) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖 (𝜎 (𝑡), 𝑥𝜆)𝑋𝑖 (𝑡, 𝑥𝜆) =
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡, 𝑥) + 𝐹 (𝜎 (𝑡), 𝑥𝜆) · 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆). (17)

Функцiю
Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) назвемо Δ-похiдною функцiї 𝑉 (𝑡, 𝑥) в силу системи (2).

У пiдроздiлi 4.2 отримано умови в термiнах функцiї Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥), за
яких система динамiчних рiвнянь (2) на часових шкалах є дисипативною. Всi
функцiї Ляпунова, що тут розглядаються є Δ-абсолютно неперервнi по 𝑡 та
рiвномiрно неперервнi по 𝑥 в околi кожної розглядуваної точки. Крiм того, вони
задовольняють локальну умову Лiпшиця по 𝑥 для кожного 0 < 𝜆 ≤ 𝜆0 в областi
{𝑡 ∈ [0,𝑇 ]𝕋𝜆

} × {𝑥 ∈ ℝ| |𝑥 | ≤ 𝑅} зi сталою Лiпшиця, що залежить вiд 𝑅 та 𝑇 . Цей
факт позначається: 𝑉 ∈ C0. Має мiсце теорема.

Теорема 0.4. Якщо система динамiчних рiвнянь (4.2) на часовiй шкалi 𝕋𝜆, 𝜆 > 0,
має невiд’ємну функцiю Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ C0, визначену при 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝕋𝜆,

𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ𝑛, з наступними властивостями:
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1)

inf
𝑡∈[𝑡0,∞)𝕋𝜆 ,|𝑥 |≥𝜌

𝑉 (𝑡, 𝑥) = 𝑉𝜌 (𝜆) → ∞, 𝜌 → ∞, (18)

2) при 𝑥 ∈ 𝑈𝑅0 = {|𝑥 | ≥ 𝑅0, 𝑡 ≥ 𝑡0} iснує 𝐶 = 𝐶 (𝜆) > 0 таке, що

Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ −𝐶 (𝜆)𝑉 (𝑡, 𝑥), (19)

а при 𝑥 ∈ 𝑈𝑅0 функцiї 𝑉 i
Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) обмеженi згори,

тодi система (2) дисипативна.

Якщо в умовах Теореми 0.4 𝑉 (𝑡, 𝑥) та 𝐶 не залежать вiд 𝜆 i спiввiдношення
(18) виконується рiвномiрно по 𝜆 ≤ 𝜆0, тодi система (2) рiвномiрно дисипативна.

У пiдроздiлi 4.3 отримано обернений результат до Теореми 0.4. Нехай фун-
кцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) така, що iснують локально iнтегровнi функцiї 𝑀𝑅 (𝑡) та 𝐵𝑅 (𝑡), що
виконуються наступнi властивостi

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | ≤ 𝑀𝑅 (𝑡), (20)

|𝑋 (𝑡, 𝑥1) − 𝑋 (𝑡, 𝑥2) | ≤ 𝐵𝑅 (𝑡) |𝑥2 − 𝑥1 |, (21)

при 𝑥, 𝑥𝑖 , що лежать в кулi радiуса 𝑅.

Теорема 0.5. Якщо iснує таке 𝜆0 > 0, що система динамiчних рiвнянь (4.2)
дисипативна для кожного 𝜆 ≤ 𝜆0 i виконуються умови (20), (21), то iснує невiд’ємна

функцiя Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥), що задовольняє умови (18), (19) при 𝜆 < 𝜆0.

У пiдроздiлi 4.4 дослiджено умови дисипативностi системи диференцiальних
рiвнянь (1) за умови дисипативностi вiдповiдної динамiчної системи (2) на
часових шкалах, та навпаки, що вiдображено у наступних теоремах.

Теорема 0.6. Нехай 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умову (3) та iснує таке 𝜆0, що для всiх

𝜆 ≤ 𝜆0 система динамiчних рiвнянь (2) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆 та 𝜆.

Тодi система диференцiальних рiвнянь (1) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 при 𝑡0 > 0.

Теорема 0.7. Припустимо 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умову (3), а система диференцiаль-

них рiвнянь (1) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 при 𝑡0 > 0. Тодi, iснує таке 𝜆0, що

динамiчна система (2) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 i 𝜆 для всiх 𝜆 ≤ 𝜆0.



21

У п’ятому роздiлi дослiджено зв’язок мiж коливнiстю розв’язкiв лiнiйного
диференцiального рiвняння другого порядку та коливнiстю розв’язкiв вiдповiд-
ного динамiчного рiвняння на часових шкалах, а також коливнiстю вiдповiдних
розв’язкiв слабко нелiнiйного динамiчного рiвняння на сiм’ї часових шкал 𝑇𝜆.
Крiм того, дослiджено i обернену залежнiсть.

Розглядається лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку на вiдрiзку
[0, 𝑎]

¥𝑥 + 𝑝 (𝑡)𝑥 = 0, (22)

де 𝑝 ∈ 𝐶 ( [0, 𝑎]), i вiдповiдне йому динамiчне рiвняння, визначене на множинi
часових шкал 𝕋𝜆

𝑥ΔΔ
𝜆

+ 𝑝 (𝑡)𝑥𝜆 = 0, (23)

тут 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ, 𝜆 = 0 - гранична точка множини Λ, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑑 , i 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) –

дельта-похiдна функцiї 𝑥𝜆 (𝑡) на 𝕋𝜆.
Нагадаємо, що нетривiальний розв’язок рiвняння (22) є коливним на [0, 𝑎],

якщо вiн на [0, 𝑎] перетворюється в нуль бiльше одного разу.

Означення 0.4. Розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) має узагальнене
нуль у точцi 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, якщо виконується одна з умов:

1) якщо 𝑥𝜆 (𝑡) = 0;
2) якщо 𝑡 – розсiяний справа i 𝑥𝜆 (𝑡) · 𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡)) < 0.

У пiдроздiлi 5.1 наведено ряд допомiжних тверджень, необхiдних для подаль-
шого доведення теорем.

У пiдроздiлi 5.2 дослiдженi зв’язок мiж коливнiстю розв’язкiв лiнiйного
динамiчного рiвняння (23) на часових шкалах, за умови коливностi розв’язку
вiдповiдного диференцiального рiвняння (22) на дiйнiй осi, та навпаки.

Теорема 0.8. Для будь-якого 𝜀 iснує 𝜇0 = 𝜇0(𝜆)таке, що при усiх 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0 справедливе

твердження:

Якщо 𝑥 (𝑡) розв’язок диференцiального рiвняння (22) з початковими даними

𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 = 𝑥1, а 𝑥𝜆 (𝑡) вiдповiдний розв’язок динамiчного рiвняння (23) на часових
шкалах 𝕋𝜆 з початковими даними 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑥1, то в 𝜀-околi будь-якого

нуля 𝑡0 розв’язку 𝑥 (𝑡) лежить принаймнi один узагальнений нуль 𝑡0𝜆 вiдповiдного

розв’язку рiвняння (23).
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З Теореми 0.8 випливає наступне: якщо {𝑡𝑛}𝑁1 є нулями довiльного нетривi-
ального розв’язку 𝑥 (𝑡) диференцiального рiвняння (22) на [0, 𝑎], то вiдповiдний
розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (23) при достатньо малих значеннях 𝜇𝜆
також має принаймнi 𝑁 нулiв 𝑡𝑛𝜆 на [0, 𝑎], причому��𝑡𝑛𝜆 − 𝑡𝑛�� → 0, 𝜆 → 0.

Таким чином доведено, що якщо розв’язок 𝑥 (𝑡) диференцiального рiвняння (22)
коливний на [0, 𝑎], то вiдповiдний розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (23)
також коливний на [0, 𝑎]𝕋𝜆

. Отримано i зворотний результат.

Теорема 0.9. Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝜇0 = 𝜇0(𝜀) таке, що для всiх 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0

виконується твердження:

Якщо 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1) є розв’язком динамiчного рiвняння (23) з початковими умовами

𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑥1, а 𝑥 (𝑡) є вiдповiдним розв’язком диференцiального рiвняння

(22) з тими самими початковими умовами, то в 𝜀-околi будь-якого узагальненого

нуля 𝑡0𝜆 розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) знаходиться хоча б один нуль 𝑡0 вiдповiдного розв’язку

рiвняння (22).

З Теореми 0.9 випливає твердження: Якщо {𝑡𝑛𝜆}𝑁1 нулi довiльного нетривiаль-
ного розв’язку 𝑥𝜆(𝑡) динамiчного рiвняння (23), то вiдповiдний розв’язок 𝑥 (𝑡)
диференцiального рiвняння (22) при достатньо малих 𝜇𝜆 також має принаймнi
𝑁 нулiв 𝑡𝑛 на [0, 𝑎], причому

��𝑡𝑛 − 𝑡𝑛𝜆 �� → 0 при 𝜆 → 0. Таким чином доведено,
що якщо розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (23) коливний на [0, 𝑎]𝜆, то
вiдповiдний розв’язок 𝑥 (𝑡) диференцiального рiвняння (22) також коливний на
[0, 𝑎].

Наслiдок 0.1. Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝜇0 = 𝜇0(𝜀) таке, що для всiх 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0

виконується твердження:

Якщо 𝑥 (𝑡) - розв’язок диференцiального рiвняння (22) з початковими умовами

𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 = 𝑥1, а 𝑥𝜆 (𝑡) - вiдповiдний розв’язок динамiчного рiвняння (23) з
початковими умовами 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑥1, то в 𝜀-околi будь-якого нуля 𝑡0
розв’язку 𝑥 (𝑡) знаходиться один i лише один нуль 𝑡0𝜆 вiдповiдного розв’язку рiвняння

(23), i навпаки.

В пiдроздiлi 5.3 доведено результат, що стосується умов коливностi розв’язкiв
слабко нелiнiйних рiвнянь. А саме, розглянуто нелiнiйне диференцiальне рiвня-
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ння
¥𝑥 + 𝑝 (𝑡)𝑥 + 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝑥, ¤𝑥) = 0, (24)

де 𝜀 > 0 - малий параметр, 𝑡 ∈ [0, 𝑎], з початковими даними 𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 (0) =
𝑦 (0) = 𝑦0, що належать компакту (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐾 , який не мiстить точку (0, 0).

Функцiї 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑝 (𝑡) при 𝑥 ∈ ℝ1, 𝑦 ∈ ℝ1, 𝑡 ∈ [0, 𝑎] такi, що:
1. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) є неперервною за сукупнiстю змiнних;
2. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) має лiнiйний рiст по 𝑥 та𝑦, тобто iснує 𝑁 > 0 таке, що виконується

нерiвнiсть
|𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) | ≤ 𝑁 (1 + |𝑥 | + |𝑦 |);

3. 𝑝 (𝑡) ≥ 0;
4. 𝑝 (𝑡) задовольняє умову Лiпшиця на [0, 𝑎].
При 𝜀 = 0 рiвняння (24) переходить у лiнiйне рiвняння (22). Рiвняння (22)

та вiдповiдне йому динамiчне рiвняння (23) розглядаються при початкових
умовах 𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 (0) = 𝑦0 i 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑦0 вiдповiдно.

Разом iз рiвнянням (23) розглядається нелiнiйне рiвняння

𝑥Δ
𝜆
+ 𝑝 (𝑡)𝑥𝜆 + 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝑥𝜆, 𝑥Δ𝜆 ) = 0. (25)

Доведено наступнi теореми.

Теорема 0.10. Нехай 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑝 (𝑡) задовольняють умови 1)-4) та iснують такi

𝜀0 > 0 i 𝜇0 > 0, що для довiльного 0 < 𝜀 < 𝜀0 i 0 < 𝜇𝜆 < 𝜇0 розв’язок лiнiйного

динамiчного рiвняння (23) має на iнтервалi [0, 𝑎] щонайменше три узагальненi

нулi, то вiдповiдний розв’язок нелiнiйного диференцiального рiвняння (24) коливний
на [0, 𝑎].

Теорема 0.11. Нехай 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑝 (𝑡) задовольняють умови 1)-4) та iснують такi

𝜀0 > 0 i 𝜇0 > 0, що для довiльного 0 < 𝜀 < 𝜀0 i 0 < 𝜇𝜆 < 𝜇0 розв’язок лiнiйного

диференцiального рiвняння (22) має на iнтервалi [0, 𝑎] щонайменше три нулi, то

вiдповiдний розв’язок нелiнiйного динамiчного рiвняння (25) коливний на [0, 𝑎]𝜆.

Шостий роздiл присвячено дослiдженню питання iснування перiодичних
розв’язкiв динамiчних рiвнянь (2) на перiодичних часових шкалах.

У пiдроздiлi 6.1 сформульовано основнi поняття теорiї перiодичних часо-
вих шкал. У пiдроздiлi 6.2 отримано результати, що iснування перiодичних
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розв’язкiв системи динамiчних рiвнянь на перiодичнiй часовiй шкалi 𝕋𝜆 з
перiодом 𝜏 випливає з наявностi перiодичних з перiодом кратним 𝜏 розв’язкiв
вихiдної системи диференцiальних рiвнянь на ℝ, i навпаки.

Розглядаються система диференцiальних рiвнянь (1) та вiдповiдна система
динамiчних рiвнянь (2) на сiм’ї часових шкал 𝕋𝜆, права частина яких 𝑋 (𝑡, 𝑥)
є неперервно диференцiйовною та обмеженою разом зi своїми частинними
похiдними, а також перiодичною по 𝑡 з перiодом 𝜔 , тобто

𝑋 (𝑡 + 𝜔, 𝑥) = 𝑋 (𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷. (26)

Нехай𝕋𝜆 – послiдовнiсть перiодичних часових шкал з найменшим перiодом
𝜏 (𝜆) таким, що 𝜏 (𝜆) → 0, якщо 𝜆 → 0, i 𝜏 (𝜆)

𝜔
∈ ℚ. Тут ℚ – множина рацiональних

чисел. Тодi мають мiсце наступнi теореми.

Теорема 0.12. Припустимо, що iснує 𝜆0 > 0 таке, що для будь-якого 𝜆 < 𝜆0

система (2) має рiвномiрно по 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆 та 𝜆 асимптотично стiйкий перiодичний

розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡), який лежить в областi 𝐷 разом з деяким 𝜌-околом. Тодi система

(1) також має перiодичний розв’язок з перiодом 𝑝 = 𝑟𝜔 , де 𝑟 – цiле.

Теорема 0.13. Припустимо, що система диференцiальних рiвнянь (1) має асим-
птотично стiйкий перiодичний розв’язок 𝑥 (𝑡) з перiодом𝜔 , який лежить в областi

𝐷 з деяким свої 𝜌-околом. Тодi iснує 𝜆0 > 0 таке, що для будь-якого 𝜆 < 𝜆0 система

динамiчних рiвнянь (2) має щонайменше один нетривiальний перiодичний розв’язок

з перiодом 𝑟𝜔 на часовiй шкалi 𝕋𝜆, де 𝑟 – цiле число.

У висновках сформульовано основнi результати дисертацiйної роботи.

Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому керiвнику — доктору фiзико-

математичних наук, професору Станжицькому Олександру Миколайовичу — за

постановку задач, цiннi поради, незмiнну пiдтримку та постiйну увагу до роботи.



Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Розвиток теорiї динамiчних рiвнянь на часових шкалах розпочався у 80-
их роках XX столiття з дослiдження S. Hilger [48], у якому вiн представив
концепцiю часових шкал, що об’єднала неперервний та дискретний аналiз
та поширила його на будь-яку непорожню замкнуту пiдмножину множини
дiйсних чисел, яка називається часовою шкалою 𝕋, що може мати як дискретну,
так i неперервну структуру, або бути комбiнацiєю дискретних i неперервних
множин. У його роботi було вперше введене поняття Δ-похiдної на часовiйшкалi
𝕋. Це дозволило вибудувати єдиний пiдхiд до дослiдження диференцiальних i
рiзницевих рiвнянь.

Пiзнiше теорiю динамiчних рiвнянь на часових шкалах у рiзних напрямках
розвивали B. Aulbach, S. Hilger [16], T. Bhaskar [17], O. Došlý [34, 35], Z. Drici [36],
R. Hilscher [50] разом iз V. Zeidan [51], V. Lakshmikantham [65, 66], B. Kaymakс̧alan
[61–63] разом iз G. Guseinov [46] та F. Atici [15], E. Kaufmann [58], A.S. Vatsala [99],
P. Wong [101] та iншi. На початку ХХI столiття M. Bohner, A. Peterson узагальнили
теоретичнi основи щодо розв’язування та дослiдження динамiчних рiвнянь на
часових шкалах у своїх роботах [25, 26]. Зокрема, результати отриманi ними
разом з R. Agarwal [3] за участю D. O’Regan [4, 37] та P. Wong [5], E. Akin та
L. Erbe [42] за участю A. Billur i B. Kaymakс̧alan [81] та iншими математиками
[9, 12, 23, 38–40, 49].

Динамiчнi системи на часових шкалах, завдяки своїй здатностi моделювати
гiбриднi системи, якi демонструють як неперервну, так i дискретну поведiнку,
знайшли застосування в рiзних галузях таких, як бiологiя та епiдемiологiя,
екологiя, економiка та дослiдження фiнансових процесiв, робототехнiка та ав-
томатизацiя та iнших. Серед прикладiв реальних процесiв, математичними
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моделями яких можуть бути такi системи, можна навести процес поширен-
ня iнфекцiйних захворювань, змiна популяцiї видiв, цiноутворення опцiонiв,
динамiка цiн, торгова поведiнка на фiнансових ринках тощо.

У кожному з цих прикладiв дослiдження властивостей динамiчних систем
на часових шкалах має важливе значення для розумiння поведiнки процесiв
у реальному свiтi, прийняття обґрунтованих рiшень для керування ними,
розробки ефективних втручань або стратегiй контролю.

Дослiдженням стiйкостi розв’язкiв систем динамiчних рiвнянь на часових
шкалах у 2000-их роках було були присвяченi, наприклад, роботи A. Peterson, Y.
Raffoul [82], J. Hoffacker, C. Tisdell [54], де вивчалась експоненцiальна стiйкiсть
нульового розв’язку динамiчних систем на часових шкалах, встановлено умови
стiйкостi та нестiйкостi рiвноважного розв’язку 𝑥 = 0 системи динамiчних
рiвнянь першого порядку на часових шкалах та принцип iнварiантностi в
термiнах функцiї Ляпунова.

Анатолiй Мартинюк у своїй монографiї [71] вперше представив три пiдходи
до аналiзу стiйкостi розв’язкiв динамiчних рiвнянь, заснованих на застосуваннi
iнтегральних нерiвностей та фундаментальної матрицi розв’язкiв лiнiйної
апроксимацiї динамiчних рiвнянь, на узагальненнi прямого методу Ляпунова
на часових шкалах iз застосуванням допомiжних функцiї (скалярних, векторних
та матрично-визначених) та на застосуваннi таких функцiй в поєднаннi з
диференцiальними нерiвностями на часових шкалах.

Умови, за яких розв’язки динамiчних рiвнянь на часових шкалах є обмеже-
ними, дослiджувались у багатьох роботах. Зокрема, A. Peterson та C. Tisdell [83]
сформулювали умови обмеженостi та єдиностi розв’язку динамiчного рiвняння
першогопорядкуначасовихшкалах в термiнахфункцiї Ляпунова; E.Akin-Bohner,
Y. Raffoul [10] довели загальнi теореми про обмеженiсть усiх розв’язкiв фун-
кцiонального динамiчного рiвняння на часових шкалах та отримали достатнi
умови обмеженостi та рiвномiрної обмеженостi розв’язкiв лiнiйних та нелiнiй-
них iнтегро-динамiчних рiвнянь Вольтерра на часових шкалах; E. Kaufmann, N.
Kosmatov, Y. Raffoul [59] узагальнили теорему Массера про зв’язок мiж обмеже-
нiстю та iснуванням перiодичних розв’язкiв на функцiонально-диференцiальнi
рiвняння на загальних перiодичних часових шкалах.

Питання дисипативних властивостей динамiчних систем на часових шкалах
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загалом вивчалось в контекстi обмеженостi розв’язкiв таких систем в деякiй
областi. Подiбний пiдхiд зустрiчається у роботах E. Akin-Bohner, Y. Raffoul [10],
A.L. Liu [68].

Широко вивчалася науковцями коливнiсть розв’язкiв динамiчних рiвнянь
на часових шкалах. Так у роботi S. Saker, R. Agarwal, D. O’Regan [86] було
встановлено критерiї коливностi розв’язкiв лiнiйних та нелiнiйних динамiчних
рiвнянь другого порядку iз умовами затухання. Подiбним дослiдженням також
присвячено роботи G. Guseinov, B. Kaymakçal [46], L. Erbe, A. Peterson, S. Saker [41],
M. Bohner, L. Erbe, A. Peterson [19]. Автори Z. Han, T. Li, S. Sun, C. Zhang у своєму
дослiдженнi [80] визначили критерiї коливання та асимптотичної поведiнки
розв’язкiв динамiчного рiвняння третього порядку з нейтральним запiзненням
на часовiй шкалi. Пiзнiше у роботi S. Grace, J. Graef, M. El-Beltagy [45] данi
результати було узагальнено i унiфiковано. А автори S. Salem, A. Hassan [87]
розглянули динамiчне рiвняння третього порядку з нейтральним запiзненням
на часовiй шкалi як у канонiчнiй, так i напiвканонiчнiй формах та отримали
результати щодо коливностi розв’язкiв динамiчного рiвняння третього порядку,
що доповнюють опублiкованi ранiше. Дослiдження [76] присвячене вивченню
динамiчного рiвняння першого порядку iз немонотонними аргументами, для
якого представлено умову коливностi розв’язку на часових шкалах.

Поряд з цим T. Hassan та D. O’Regan [47] покращили кiлька вiдомих ре-
зультатiв для лiнiйних i нелiнiйних динамiчних рiвнянь другого, третього та
вищого порядку, дослiдивши коливну та асимптотичну поведiнку розв’язкiв
нейтральних динамiчних рiвнянь вищого порядку зi збуренням. Їх дослiдження
було продовжене X. Wu, T. Sun та J. Wang [103], якi розв’язали поставлену T.
Hassan та D. O’Regan задачу, використовуючи узагальнений пiдхiд Рiккатi та
метод iнтегрального усереднення.

Перiодичнiсть розв’язкiв динамiчних рiвнянь на часових шкалах широко
вивчається науковцями останнiми роками. Питання iснування перiодичних
розв’язкiв рiзних видiв динамiчних рiвнянь на часових шкалах дослiджували D.
Anderson [11], M. Bohner, M. Fan та J. Zhang [20], X. Liu та W. Li [69], S.-T. Wu та
L.-Y. Tsai [102], S.-P. Wang [100] та iншi. Також широко вивчаються iншi власти-
востi таких розв’язкiв. Так у своїх дослiдженнях E. Kaufmann, Y. Raffoul [59, 60]
вивчено перiодичнi розв’язки нелiнiйного нейтрального динамiчного рiвняння
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iз запiзненням на часових шкалах. Дослiдження M. Adivar, H. Koyuncuoǧlu, Y.
Raffoul [1, 2] присвяченi майже автоморфним розв’язкам нейтральної динамi-
чної системи iз запiзненням на часових шкалах, якi є адитивно перiодичними,
майже автоморфними розв’язкам нейтральної динамiчної системи та її майже
перiодичним розв’язкам. У роботi M. Bohner, J. Mesquita, S. Streipert [24] розгля-
нуто умови iснування i єдиностi перiодичних розв’язкiв динамiчного аналогу
рiвняння Бевертона-Холда на iзольованих перiодичних часових шкалах.

У 2024 роцi R. Agarwal, B. Hazarika та S. Tikare опублiкували роботу [7], що
мiстить дослiдження функцiональних динамiчних рiвнянь на часових шкалах,
стiйкостi деяких класiв таких рiвнянь, iснування, єдиностi i критерiїв осциляцiї їх
розв’язкiв, численнi застосування у теорiї керування на часових шкалах, аналiз
стiйкостi, оптимiзацiї та стохастичних часових шкал, iснування розв’язкiв
рiзних типiв задач оптимального керування, керованостi систем рiзних типiв та
iншi актуальнi дослiдження теорiї часових шкал. У цiй роботi також наведено
рiзноманiтнi конкретнi застосування теорiї часових шкал, зокрема, у бiологiї,
динамiцi популяцiй, включаючи модель COVID-19, та економiцi.

Слiд вiдзначити,щодослiдженнядинамiчнихрiвняньна часовихшкалах тим
складнiше, чим складнiшою є структура часових шкал, що розглядаються. Такi
дослiдження вимагають застосування спецiальних пiдходiв. У цьому напрямку
вiдзначимо роботи О. Бойчука та О. Страха [28,44], у яких вивчаються динамiчнi
рiвняння на часових шкалах, що є канторовими множинами. А також, роботи О.
Кiчмаренко та А. Огуленко [64, 77, 78], у яких обґрунтовано метод усереднення
для динамiчних систем та описано чисельно-асимптотичний метод розв’язання
задачi оптимального керування на часових шкалах. Як iлюстрацiю, автори
побудували модель розповсюдження iнформацiї в соцiальних мережах на
основi принципу iмiтацiї найлiпшої поведiнки та встановили умови iснування
єдиного стану рiвноваги та його стiйкостi.

Однак, у перерахованих роботах якiснi властивостi розв’язкiв динамiчних
рiвнянь дослiджуються на певнiй часовiй шкалi iз заданими властивостями
методами теорiї часових шкал, тодi як природно виникає запитання про умови
збереження таких властивостей розв’язкiв при переходi вiд динамiчних рiвнянь
на часових шкалах до вiдповiдних диференцiальних рiвнянь, та навпаки.

У цьому напрямку вiдзначимо роботу А. Атейвi [14], де дослiджується зв’язок
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мiж стiйкiстю розв’язкiв диференцiальних рiвнянь та вiдповiдних їм динамiчних
рiвнянь на часовiй шкалi 𝕋 = ℎℤ, що є частковим випадком часових шкал, при
якому динамiчне рiвняння набуває вигляду рiзницевого з кроком ℎ > 0. А саме,
розглянуто умови збереження стiйкостi систем диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑋 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛),

𝑥 (𝑡0) = 𝑥0
(1.1)

за умови стiйкостi вiдповiдної системи рiзницевих рiвнянь

𝑥ℎ𝑚+1 = 𝑥
ℎ
𝑚 + ℎ𝑋 (𝑡0 +𝑚ℎ, 𝑥ℎ1𝑚, ..., 𝑥ℎ𝑛𝑚), 𝑚 = 0, 1, 2, ..., (1.2)

де ℎ > 0 – крок рiзницевого рiвняння, 𝑥ℎ𝑚 = 𝑥ℎ𝑚 (𝑡0 +𝑚ℎ), 𝑥ℎ (𝑡0) = 𝑥ℎ0 . Функцiя
𝑋 (𝑡, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) визначена i неперервна по 𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ𝑛, 𝐷 – область в ℝ𝑛 та по 𝑡 ,
причому 𝑥ℎ𝑚 ≡ 0 – розв’язок рiвняння (1.2).

Вiдносно випадку, коли системи (1.1) та (1.2) є системами лiнiйних рiвнянь
зi сталими коефiцiєнтами, доведено наступнi результати.

Теорема 1.1. Якщо iснує ℎ > 0 таке, що система (1.1) асимптотично стiйка, то i

система (1.2) також асимптотично стiйка.

Крiм того, якщо 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє наступним умовам:
• функцiя𝑋 (𝑡, 𝑥) та її частиннi похiднi 𝜕𝑋𝑠

𝜕𝑥 𝑗
, 𝑠 = 1, 2, ..., 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, обмеженi

при 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ≥ 0;
• 𝜕𝑋𝑠

𝜕𝑡
– задовольняють умовi Лiпшиця по 𝑥 ∈ ℝ𝑛,

звiдки випливає, що частиннi похiднi𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняють наступну нерiвнiсть�����𝜕𝑋𝑠𝜕𝑡 +
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑋𝑠

𝜕𝑥 𝑗
𝑋 𝑗

����� ≤ 𝑁 |𝑥 |, (1.3)

де 𝑁 – деяка додатна стала, то для систем (1.1) та (1.2) доведено наступний
результат

Теорема 1.2. Якщо iснує ℎ0 > 0 таке, що при ℎ ≤ ℎ0 нульовий розв’язок системи

(1.1) асимптотично стiйкий рiвномiрно по 𝑡0 i по ℎ, тодi i нульовий розв’язок

системи (1.2) рiвномiрно стiйкий також.
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Також у роботi [14] розглянуто зв’язок мiж коливнiстю розв’язкiв диферен-
цiальних рiвнянь та вiдповiдних рiзницевих рiвнянь другого порядку. А саме,
розглядається рiзницеве рiвняння

𝑦𝑛+2 + 𝑝𝑛𝑦𝑛+1 + 𝑞𝑛𝑦𝑚 = 0, (1.4)

де коефiцiєнти 𝑝𝑛 та 𝑞𝑛 пов’язанi з вiдповiдними коефiцiєнтами 𝑝1(𝑡) та 𝑞1(𝑡)
рiвняння

𝑦” + 𝑝1(𝑡)𝑦′ + 𝑞1(𝑡)𝑦 = 0 (1.5)

формулами 𝑝𝑛 = 𝑝 (𝑡𝑛) = 𝑝 (𝑡0 + ℎ𝑛) = ℎ𝑝1(𝑡𝑛) − 2, 𝑞𝑛 = 𝑞(𝑡𝑛) = 𝑞(𝑡0 + ℎ𝑛) =

1 + ℎ2𝑞1(𝑡𝑛) − ℎ𝑝1(𝑡𝑛) для яких доведено наступну теорему.

Теорема 1.3. Якщо при деякому достатньо малому ℎ = ℎ0 на iнтервалi (𝑎, 𝑏)
рiвняння (1.4) має коливний розв’язок, то i рiвняння (1.5) також має на iнтервалi

(𝑎, 𝑏) коливний розв’язок.

При цьому розв’язок 𝑦𝑛 рiзницевого рiвняння (1.4), у данiй роботi, називають
коливним на iнтервалi (𝑎, 𝑏), якщо вiн має не менше двох змiн знакiв на ньому.
Вважають, що 𝑦𝑛 змiнює знак у точцi 𝑡 = 𝑡𝑛, якщо або 𝑦𝑛 · 𝑦𝑛+1 < 0, або 𝑦𝑛 = 0, але
при цьому 𝑦𝑛−1 i 𝑦𝑛+1 рiзних знакiв.

Використане означення змiни знаку розв’язку перегукується з означенням
узагальненого нуля розв’язку рiвняння на часових шкалах, що було сфор-
мульоване у роботах присвячених побудовi аналога класичної теорiї Штур-
ма дослiдження коливностi розв’язкiв лiнiйних рiвнянь другого порядку на
часових шкалах [73, 74]. А саме, кажуть, що розв’язок 𝑥 рiвняння вигляду
(𝑝 (𝑡)𝑥Δ)∇ + 𝑞(𝑡)𝑥 = 0 має узагальнений нуль у точцi 𝑡 , якщо або 𝑥 (𝑡) = 0, або 𝑡
розсiяна злiва точка та 𝑥 (𝜌 (𝑡))𝑥 (𝑡) < 0.

Дане дослiдження були продовжене у роботах О. Карпенко [55, 107], у яких
доведено, що iснує такий крок, що при переходi вiд диференцiального рiвняння
до рiзницевого i навпаки коливнiсть усiх розв’язкiв (для всiх початкових даних)
зберiгається. А саме, у роботi [107] розглядається диференцiальне рiвняння

¥𝑥 + 𝑝 (𝑡)𝑥 = 0. (1.6)

де 𝑝 (𝑥) ∈ 𝐶 ( [0, 𝑎]), 𝑝 (𝑥) ≥ 0 i лiпшецева на [0, 𝑎] та вiдповiдне йому рiзницеве
рiвняння

Δ2
𝑘
𝑥 + ℎ2𝑝 (𝑘ℎ)𝑥 (𝑘ℎ) = 0, (1.7)



31

де Δ𝑘𝑥 = 𝑥 ((𝑘 + 1)ℎ) − 𝑥 (𝑘ℎ), Δ2
𝑘
𝑥 = Δ𝑘 (Δ𝑘𝑥). Тодi виконується наступна теореми.

Теорема 1.4. Iснує ℎ0 таке, що при всiх 0 < ℎ ≤ ℎ0 справедливе твердження:

якщо розв’язок рiвняння (1.7) має на [0, 𝑎] принаймнi три змiни знаку, то

вiдповiдний йому розв’язок диференцiального рiвняння (1.6) коливний на [0, 𝑎].

В роботi [55] для рiвнянь

¥𝑥 + 𝑝 (𝑡) ¤𝑥 + 𝑞(𝑡)𝑥 = 0. (1.8)

де 𝑝 (𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶 ( [0, 𝑎]) та

Δ2
𝑘
𝑥 (𝑡0) + ℎ𝑝 (𝑡0 + 𝑘ℎ)Δ𝑘𝑥 (𝑡0) + ℎ2𝑞(𝑡0 + 𝑘ℎ)𝑥 (𝑡0 + 𝑘ℎ) = 0, (1.9)

де Δ𝑘𝑥 (𝑡0) = 𝑥 (𝑡0 + (𝑘 + 1)ℎ) −𝑥 (𝑡0 +𝑘ℎ), Δ2
𝑘
𝑥 (𝑡0) = Δ𝑘 (Δ𝑘𝑥 (𝑡0)), доведено наступне

твердження.

Теорема 1.5. Iснує ℎ0 > 0 таке, що при всiх 0 < ℎ ≤ ℎ0 справедливе твердження:

якщо розв’язок рiвняння диференцiального (1.8) з початковими умовами 𝑡0 ∈
[0, ℎ] має на (𝑡0, 𝑎] принаймнi три нулi, то вiдповiдний йому розв’язок рiзницевого

рiвняння (1.9) коливний на [𝑡0, 𝑎].

З огляду на це природно сподiватись, що за певних умов коливнiсть
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь буде зберiгатись при переходi до вiд-
повiдних рiвнянь на часових шкалах, i навпаки.

Дане питання одне з тих, якi розв’язанi у цiй дисертацiї.
Питання про зв’язок мiж дисипативнiстю системи диференцiальних рiвнянь

та вiдповiдної їй системи рiзницевих рiвнянь, що є частковим випадком динамi-
чних рiвнянь на часових шкалах, коли шкала набуває вигляду 𝕋 = ℎℤ з кроком
ℎ > 0, вивчалось у роботах О. Станжицького та А. Ткачук [92, 109]. Розглянуто
систему диференцiальних рiвнянь вигляду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋 (𝑡, 𝑥) (1.10)

i вiдповiдну їй систему рiзницевих рiвнянь

𝑥ℎ
𝑘+1 = 𝑥

ℎ
𝑘
+ ℎ𝑋 (𝑡0 + 𝑘ℎ, 𝑥ℎ𝑘 ), (1.11)

де 𝑘 ∈ ℤ, ℎ > 0 – крок рiзницевого рiвняння, 𝑥ℎ
𝑘
= 𝑥ℎ

𝑘
(𝑡0 + 𝑘ℎ), 𝑥ℎ (𝑡0) = 𝑥ℎ0 ,

𝑥 (𝑡0) = 𝑥0. Вектор-функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена при 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 (𝐷 – деяка область
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в ℝ𝑛), 𝑡0 ∈ ℝ. Задача розглядається за умови, що 𝑋 (𝑡, 𝑥) в областi ℝ × 𝐷 є
неперервно-диференцiйовною i обмеженою зi своїми частинними похiдними,
так що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | +
����𝜕𝑋𝜕𝑡 ���� + 



𝜕𝑋𝜕𝑥 



 ≤ 𝐶. (1.12)

Дисипативнiсть систем (1.10) та (1.11) розглядаються вiдповiдно до наступних
означень.

Означення 1.1. Система (1.10) називається дисипативною при 𝑡 ≥ 0, якщо iснує
число 𝑅 > 0, що для довiльного 𝑟 > 0 iснує 𝑇 = 𝑇 (𝑟, 𝑡0), що розв’язок 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)
системи (1.10) такий, що

|𝑥0 | < 𝑟, 𝑡0 ≥ 0,

при 𝑡 ≥ 𝑇 задовольняє нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) | < 𝑅.

Означення 1.2. Система (1.11) називається дисипативною при 𝑘 ≥ 0, якщо
iснує 𝑅(ℎ), що для довiльного довiльного 𝑟 > 0 можна вказати 𝑇 = 𝑇 (𝑟, 𝑡0, ℎ), що
розв’язок 𝑥ℎ

𝑘
системи (1.11) такий, що

|𝑥ℎ0 | < 𝑟,

при 𝑘ℎ ≥ 𝑇 задовольняє нерiвнiсть

|𝑥ℎ
𝑘
| < 𝑅.

Означення 1.3. Система (1.11) називається рiвномiрно дисипативною по ℎ ≤ ℎ0,
якщо в означеннi 1.2 𝑅 та 𝑇 не залежать вiд ℎ.

Отримано умови в термiнах функцiї Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥), за яких з дисипа-
тивностi системи рiзницевих рiвнянь (1.11) випливає дисипативнiсть системи
диференцiальних рiвнянь (1.10). А саме

Теорема 1.6. Якщо система (1.11) для крокуℎ > 0має невiд’ємну функцiю Ляпунова

𝑉ℎ (𝑡, 𝑥), визначену в областi 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑥 ∈ ℝ𝑛, таку, що:

1) виконується умова

inf
𝑘∈ℤ+,|𝑥 |≥𝑅

𝑉ℎ (𝑡0 + 𝑘ℎ, 𝑥) = 𝑉ℎ,𝑅 → ∞, 𝑅 → ∞, (1.13)
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2) iснують 𝐶 = 𝐶 (ℎ) > 0 та 𝐶1 = 𝐶1(ℎ) > 0 такi, що

𝑉ℎ (𝑡0 + (𝑘 + 1)ℎ, 𝑥 + ℎ𝑋 (𝑘ℎ, 𝑥)) −𝑉ℎ (𝑡0 + 𝑘ℎ, 𝑥) ≤ −𝐶 (ℎ)𝑉ℎ (𝑡0 + 𝑘ℎ, 𝑥)ℎ +𝐶1(ℎ)ℎ,

то система (1.11) дисипативна для даного ℎ > 0 за умови, що 𝐶 (ℎ) · ℎ < 2.
Якщо ж в умовах теореми 𝑉ℎ (𝑡, 𝑥), 𝐶1 та 𝐶 не залежать вiд ℎ i спiввiдношення

(1.14) виконується рiвномiрно по ℎ ≤ ℎ0, то (1.11) рiвномiрно дисипативна.

Для випадку, коли функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умову Лiпшиця по 𝑥 з
константою 𝐿, у даних роботах доведено обернений результат.

Теорема 1.7. Якщо система (1.10) є дисипативною в сенсi означення 1.2, то для неї

в областi 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑥 ∈ ℝ𝑛 iснує невiд’ємна функцiя Ляпунова 𝑉ℎ (𝑡, 𝑥), що задовольняє

по 𝑥 локальну умову Лiпшиця, i таку, що:
1) виконується умова

inf
𝑡≥𝑡0,|𝑥 |≥𝑅

𝑉ℎ (𝑡, 𝑥) → ∞, 𝑅 → ∞, (1.14)

2) iснує 𝐶 = 𝐶 (ℎ) > 0 таке, що

𝑉ℎ (𝑡 + ℎ, 𝑥 + ℎ𝑋 (𝑡, 𝑥)) −𝑉ℎ (𝑡, 𝑥) ≤ −𝐶 (ℎ)𝑉ℎ (𝑡, 𝑥)ℎ

i 𝐶 (ℎ)ℎ < 2, якщо ℎ ≤ 2.
Причому цьому для ℎ < ℎ0, де ℎ0 – розв’язок рiвняння 1−𝑒−ℎ

ℎ
= 1

2 , сталу 𝐶 (ℎ) можна
взяти рiвною 1

2 .

Якщо система (1.11) є рiвномiрно дисипативною по ℎ, то функцiя Ляпунова

𝑉 (𝑡, 𝑥) не залежить вiд ℎ.

Крiм того, також визначено умови, за яких дисипативнiсть системи диферен-
цiальних рiвнянь (1.10) випливає з дисипативностi системи рiзницевих рiвнянь
(1.11), що визначаються наступною теоремою.

Теорема 1.8. Нехай 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена й обмежена в областi 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑛 так, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | ≤ 𝑀,

де𝑀 – деяка додатна стала.

Тодi, якщо в данiй областi iснує неперервно-диференцiйовна по 𝑡 та 𝑥 невiд’ємна

функцiя Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥), що задовольняє по 𝑥 умову Лiпшиця з константою 𝐿, а

також:
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1) iснують 𝐶 > 0 i 𝐶1 > 0 такi, що для будь-якого 𝑡 ≥ 0, 𝑥]𝑖𝑛ℝ𝑛, ℎ > 0

𝑉 (𝑡 + ℎ, 𝑥 + ℎ𝑋 (𝑡, 𝑥)) −𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ −𝐶𝑉 (𝑡, 𝑥)ℎ +𝐶1ℎ,

1) виконується умова

inf
𝑡≥𝑡0,|𝑥 |≥𝑅

𝑉 (𝑡, 𝑥) → ∞, 𝑅 → ∞,

то система диференцiальних рiвнянь (1.10) дисипативна при 𝑡 ≥ 0.

Такожуроботах [91,108] цих авторiв дослiджується збереженняперiодичностi
розв’язкiв систем диференцiальних (1.10) та вiдповiдних їм рiзницевих рiвнянь
(1.11) з неперервно-диференцiйовною функцiєю 𝑋 (𝑡, 𝑥), що задовольняє умову
(1.12), такою, що є перiодичною по 𝑡 з перiодом 𝜔 , який кратний кроковi ℎ > 0
шкали ℎℤ, тобто

𝑋 (𝑡 + 𝜔, 𝑥) = 𝑋 (𝑡, 𝑥), (1.15)

де 𝜔 = ℎ𝑛 (𝑛 – натуральне число). Тодi справедливi наступнi теореми.

Теорема 1.9. Якщо система (1.11) для достатньо малого кроку ℎ (𝑛 ≥ 𝑁0) має

рiвномiрно по 𝑘0 iℎ асимптотично стiйкий перiодичний розв’язок 𝑥ℎ
𝑘
, що належить

𝐷 разом iз деякими 𝜌-околом, то система (1.10) має також перiодичний розв’язок

перiоду, кратного 𝜔 .

Теорема 1.10. Якщо при виконаннi умов теореми 1.9 система (1.10) має єдиний
перiодичний розв’язок 𝜙 (𝑡) перiоду 𝑠𝜔 (𝑠-цiле), то має мiсце спiввiдношення

lim
𝑛→∞

sup
𝑚≤𝑛

���𝑥ℎ𝑚 (𝑚𝑠𝜔
𝑛

)
− 𝜙

(𝑚𝑠𝜔
𝑛

)��� = 0,

де 𝑥ℎ𝑚 – перiодичний розв’язок системи (1.11), ℎ = 𝑠𝜔/𝑛 – крок.

У роботi О. Карпенко [106] подiбного результату було отримано за менших
обмежень та за умови, що перiодичний розв’язок рiзницевого рiвняння iснує
хоча б за одного фiксованого крокуℎ = ℎ0 також визначено умови малостi такого
кроку.

У роботi розглянуто систему диференцiальних рiвнянь (1.10) та вiдповiдну
їй систему рiзницевих рiвнянь (1.11) з функцiєю 𝑋 (𝑡, 𝑥), що задовольняє умови
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(1.12) та є перiодичноюпо 𝑡 з перiодом𝜔 . Системирозглядаються припочаткових
даних 𝑡0 = 0, тобто система рiзницевих рiвнянь набуває вигляду

𝑥ℎ
𝑘+1 = 𝑥

ℎ
𝑘
+ ℎ𝑋 (𝑘ℎ, 𝑥ℎ

𝑘
), (1.16)

де 𝑥ℎ
𝑘
= 𝑥ℎ (𝑘ℎ), ℎ > 0 – крок рiзницевого рiвняння. Припускається, що при

деякому ℎ = ℎ0 = 𝜔
𝑚0

(𝑚0 ∈ ℕ,𝑚0 – фiксоване) система (1.16) має перiодичний,
експоненцiально стiйкий розв’язок 𝑥ℎ0

𝑘
перiоду 𝑝 (ℎ0) ∈ ℕ, тобто 𝑥ℎ0

𝑘+𝑝 = 𝑥
ℎ0
𝑘

для
довiльного 𝑘 ∈ ℤ. Екпоненцiальна стiйкiсть розв’язку 𝑥ℎ

𝑘
визначається в сенсi

наступного означення.

Означення 1.4. Розв’язок 𝑥ℎ
𝑘
рiвняння (1.16) називається експоненцiйно стiйким

рiвномiрно за 𝑘0, якщо iснують сталi 𝛿 > 0, 𝑁 > 0, 𝛼 > 0 такi, що для довiльного
розв’язку 𝑦ℎ

𝑘
системи (1.16) такого, що |𝑦ℎ

𝑘0
− 𝑥ℎ

𝑘0
| < 𝛿 , виконується нерiвнiсть

|𝑦ℎ
𝑘
− 𝑥ℎ

𝑘
| ≤ 𝑁 exp{−𝛼 (𝑘 − 𝑘0)ℎ}|𝑦ℎ𝑘0

− 𝑥ℎ
𝑘0
| при 𝑘 ≥ 𝑘0.

Тодi для 𝑘0 ∈ ℕ такого, що 𝑘0ℎ0 > 1
𝛼

ln 2𝑁 (𝛼 > 0, 𝑁 > 0 з Означення 1.4), та
для найменшого натурального числа 𝑟 такого, що 𝑝𝑟𝑚0 ≥ 𝑘0, доведено наступне
твердження.

Теорема 1.11. Якщо при ℎ = ℎ0 система (1.16) має експоненцiально стiйкий в

сенсi Означення 1.4 перiодичний з перiодом 𝑝 розв’язок𝜓ℎ0
𝑘
, що лежить в 𝐷 разом з

деяким своїм 𝜌-околом i виконуються умови:

ℎ0𝑒
𝐶𝑝𝜔 [1 + (𝐶 +𝐶2)𝑝𝑟𝜔] ≤ 𝛿

2 ,
3𝑁𝛿

2 < 𝜌,

ℎ0 <
𝜌

2𝐶,

то система (1.10) має перiодичний розв’язок перiоду кратного 𝜔 .

Питання умов iснування подiбних зв’язкiв мiж розв’язками динамiчних
рiвнянь загальних на часових шкалах та розв’язками вiдповiдних диференцi-
альних рiвнянь ранiше не дослiджувалось i є одним з тих, яким присвячено цю
дисертацiю.

Зв’язок мiж глобальними обмеженими розв’язками звичайних i динамiчних
рiвнянь на часових шкалах було розглянуте у спiльних роботах О. Станжицько-
го з А. Ткачук [91] та О. Карпенко [56, 57]. У роботах [56, 91] розглянуто лише
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випадок, коли часова шкала набуває вигляду дискретної Ейлерової шкали. Роз-
глянуто систему диференцiальних рiвнянь вигляду (1.10) та вiдповiдну систему
рiзницевих рiвнянь (1.11), правi частини яких задовольняють спiввiдношення
(1.12). Так у роботi [91] доведено iснування обмеженого розв’язку системи рi-
зницевих рiвнянь (1.11) за умови, що система диференцiальних рiвнянь (1.10)
має обмежений розв’язок.

Теорема 1.12. Якщо система (1.10) має обмежений, рiвномiрно по 𝑡0 ∈ ℝ асимпто-

тично стiйкий розв’язок 𝑥 (𝑡), визначений на ℝ i такий, що належить областi

𝐷 ⊂ ℝ𝑛 разом з деяким своїм околом, то iснує крок ℎ0 таке, що при ℎ ≤ ℎ0 система

(1.11) також буде мати обмежений розв’язок.

У роботi [56] покращено попереднiй результат, а саме отримано явну оцiнку
малостi кроку, що гарантує iснування обмеженого на ℝ розв’язку рiзницевого
рiвняння, i встановлено зв’язок мiж iснуванням такого розв’язку диферен-
цiального та вiдповiдного рiзницевого рiвняння, що спираються на поняття
експоненцiальної стiйкостi розв’язкiв.

Означення 1.5. Розв’язок 𝑥ℎ (𝑡) рiзницевої системи (1.11), визначеної при 𝑡 ∈
ℝ, називають експоненцiально стiйким рiвномiрно по 𝑡0, якщо iснує 𝛿 > 0,
𝑁 > 0 та 𝛼 > 0 такi, що довiльний розв’язок 𝑦ℎ (𝑡) системи (1.11) такий, що
|𝑦ℎ (𝑡0) − 𝑥ℎ (𝑡0) | < 𝛿 при 𝑡 ≥ 𝑡0 задовольняє нерiвнiсть

|𝑥ℎ (𝑡) − 𝑦ℎ (𝑡) | ≤ 𝑁𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0) |𝑥ℎ (𝑡0) − 𝑦ℎ (𝑡0) |, (1.17)

де 𝑁 , 𝛿 та 𝛼 не залежать вiд 𝑡0.

Теорема 1.13. Нехай виконуються наступнi умови:

1. Функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умовi (1.12).
2. Iснує ℎ0 таке, що система (1.11) має обмежений на ℝ експоненцiйно стiйкий

розв’язок 𝑥ℎ0
𝑘

= 𝑥ℎ0 (𝑡0+𝑘ℎ0), який лежить в областi𝐷 разом зi своїм 𝜌-околом,

𝜌 > 0.
3. Виконуються нерiвностi

ℎ0𝑒
𝐶 ( ln 4𝑁

𝛼
+1)

[
1 + (𝐶 +𝐶2) ( ln 4𝑁

𝛼
+ 1)

]
≤ 𝛿

8 , (1.18)

2𝑁𝛿
2 < 𝜌, (1.19)
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ℎ0 ≤ 𝜌

4𝐶, (1.20)

де 𝑁 , 𝛿 i 𝛼 визначенi в (1.17),а стала 𝐶 в (1.12).
Тодi для всiх ℎ, 0 < ℎ < ℎ0, система (1.11) має обмежений розв’язок на ℝ.

Для випадку, коли 𝑡0 = 0 i система (1.11) набуває вигляду

𝑥𝑘+1 = 𝑥
ℎ
𝑘
+ ℎ𝑋 (𝑘ℎ, 𝑥ℎ

𝑘
), (1.21)

доведено встановлено наступний зв’язок.

Теорема 1.14. Нехай виконуються наступнi умови:
1. Функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умовi (1.12).
2. Iснує ℎ0 таке, що система (1.21) має обмежений на ℤ рiвномiрно по 𝑘0

експоненцiйно стiйкий розв’язок, який лежить в областi 𝐷 разом зi своїм

𝜌-околом, 𝜌 > 0.
3. Виконуються нерiвностi (1.18)-(1.20), де 𝑁 , 𝛿 i 𝛼 визначенi в (1.17),а стала 𝐶

в (1.12).
Тодi система (1.10) має обмежений розв’язок на ℝ.

Теорема 1.15. Нехай виконуються наступнi умови:
1. Функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умовi (1.12).
2. Система (1.10) має обмежений на ℝ рiвномiрно по 𝑡0 ∈ ℝ асимптотично

стiйкий розв’язок 𝑥 (𝑇 ), який лежить в областi 𝐷 разом зi своїм 𝜌-околом,

𝜌 > 0.
Тодi iснує ℎ0 таке, що для всiх ℎ, 0 < ℎ ≤ ℎ0, система (1.11) має обмежений на ℝ

розв’язок 𝑥ℎ (𝑡).

У роботi [57] розширено результати дослiдження [91] до випадку загальних
часових шкал. Розглянуто зв’язок мiж обмеженими розв’язками диференцiаль-
них рiвняннями (1.10) та вiдповiдної системи динамiчних рiвнянь на множинi
часових шкал 𝕋𝜆

𝑥Δ
𝜆
(𝑡) = 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆), (1.22)

де 𝑇 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑑 i 𝑥Δ
𝜆
– дельта-похiдна 𝑥𝜆 (𝑡) на 𝕋𝜆. Права частина систем

𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умовi (1.12).
Нехай 𝜇𝜆 := sup𝑡∈𝕋𝜆

𝜇𝜆 (𝑡), 𝜇𝜆 : 𝕋𝜆 → [0, +∞) - функцiя зернистостi. Бiльше
того, якщо 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, то 𝕋𝜆 збiгається з дiйсною вiссю. Тодi виконуються
наступнi теореми.
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Теорема 1.16. Якщо система диференцiальних рiвнянь (1.10) має обмежений на

ℝ, асимптотично стiйкий по 𝑡0 ∈ ℝ розв’язок, що разом зi своїм 𝜌-околом (𝜌 > 0)
лежить в областi 𝐷 , тодi iснує 𝜆0 > 0 таке, що для всiх 𝜆 < 𝜆0 система (1.22) має
обмежений на 𝕋𝜆 розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡).

Теорема 1.17. Припустимо iснує 𝜆0 > 0 таке, що для всiх 𝜆 < 𝜆0 система

динамiчних рiвнянь рiвнянь (1.22) має рiвномiрно по 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆 асимптотично

стiйкий розв’язок, обмежений на усiй часовiй шкалi. Нехай 𝜌-окiл цього розв’язку

лежить в областi 𝐷 , для деякого 𝜌 > 0. Тодi система диференцiальних рiвнянь

(1.10) має обмежений на ℝ розв’язок.

У цiй дисертацiї продовжено дослiдження описаних робiт та розвиває їх, а
саме отримано явну оцiнку малостi функцiї зернистостi, яка гарантує збереже-
ння глобальних обмежених розв’язкiв при переходi вiд диференцiальних до
динамiчних рiвнянь на загальних часових шкалах, i навпаки.



Роздiл 2

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

У цьому роздiлi будуть представленi ключовi визначення та твердження,
необхiднi для подальшого викладу. Результати, що включенi сюди, можна
знайти у джерелах [25], [26] та [57].

Означення 2.1. Довiльна непорожня замкнута пiдмножина дiйсної осi називає-
ться часовою шкалою 𝕋. Для довiльної пiдмножини дiйсної осi 𝐴 ⊂ ℝ вiдповiдна
пiдмножина часової шкали визначається як 𝐴𝕋 = 𝐴 ∩ 𝕋.

Для кожної точки 𝑡 часової шкали 𝕋𝜆 визначають [25] три функцiї, що
характеризують шкалу. Оператор стрибка вперед 𝜎 : 𝕋 → 𝕋 такий, що 𝜎 (𝑡) =
inf{𝑠 ∈ 𝕋|𝑠 > 𝑡}; оператор стрибка назад 𝜌 : 𝕋 → 𝕋, що визначається як
𝜌 (𝑡) = sup{𝑠 ∈ 𝕋|𝑠 < 𝑡} та функцiя зернистостi 𝜇 : 𝕋 → [0,∞) така, що
𝜇 (𝑡) = 𝜎 (𝑡) − 𝑡 .

Вiдповiдно до властивостей шкали у точках 𝑡 ∈ 𝕋 точки шкали подiляються
на лiво-щiльнi (LD), якщо 𝜌 (𝑡) = 𝑡 ; лiво-розсiянi (LS), якщо 𝜌 (𝑡) < 𝑡 ; право-щiльнi

(RD), якщо 𝜎 (𝑡) = 𝑡 ; та право-розсiянi (RS), якщо 𝜎 (𝑡) > 𝑡 . Якщо шкала 𝕋 має
право-розсiяний максимум𝑀 , то визначається 𝕋𝑘 = 𝕋 \𝑀 ; iнакше покладається
𝕋𝑘 = 𝕋.

Означення 2.2. Функцiя 𝑓 : 𝕋 → ℝ𝑛 називається Δ-диференцiйовною при 𝑡 ∈ 𝕋𝑘 ,
якщо границя

𝑓 Δ(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓 (𝜎 (𝑡)) − 𝑓 (𝑡)
𝜎 (𝑡) − 𝑡

iснує в ℝ𝑑 . Тодi вiдповiдне значення 𝑓 Δ(𝑡) називають Δ-похiдною в точцi 𝑡 .
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Означення 2.3. Функцiя 𝑓 : 𝕋 → ℝ називається 𝑟𝑑-неперервною, якщо вона
неперервна в право-щiльних точках часової шкали 𝕋 i має лiвосторонню
скiнченну границю у лiво-щiльних точках цiєї шкали.

Означення 2.4. Функцiя 𝑓 : 𝕋 → ℝ називається регульованою, якщо її правосто-
роннi границi iснують (скiнченнi) у всiх право-щiльних, а лiвостороннi границi
– у всiх лiво-щiльних точках часової шкали 𝕋.

Означення 2.5. Неперервна функцiя 𝑓 : 𝕋 → ℝ називається переддиференцiйов-
ною (pre-differentiable) функцiєю з областю диференцiювання 𝐷 , якщо 𝐷 ⊂ 𝕋𝑘 ,
множина 𝕋𝑘\𝐷 – злiченна i не мiстить право-щiльних елементiв часової шкали
𝕋, i 𝑓 диференцiйовна в кожнiй точцi 𝑡 ∈ 𝐷 .

Теорема 2.1. Нехай 𝑓 є регульованою. Тодi iснує функцiя 𝐹 переддиференцiйовною з

областю диференцiювання 𝐷 така, що рiвнiсть

𝐹Δ(𝑡) = 𝑓 (𝑡) виконується для всiх 𝑡 ∈ 𝐷 .

Означення 2.6. Нехай 𝑓 : 𝕋 → ℝ – регульована функцiя. Довiльна функцiя 𝐹 з
теореми 2.1 називається передпервiсною (pre-antiderivative) функцiї 𝑓 . Невизначе-
ний iнтеграл регульованої функцiї 𝑓 визначається як∫

𝑓 (𝑡)Δ𝑡 = 𝐹 (𝑡) +𝐶,

де 𝐶 – довiльна стала, а 𝐹 – передпервiсна функцiї 𝑓 . Визначений iнтеграл на

вiдрiзку [𝑠, 𝑟 ]𝕋 визначається як
𝑠∫
𝑟

𝑓 (𝑡)Δ𝑡 = 𝐹 (𝑠) − 𝐹 (𝑟 ) для всiх 𝑟, 𝑠 шкали 𝕋.

Функцiя 𝐹 : 𝕋 → ℝ називається первiсною функцiї 𝑓 : 𝕋 → ℝ якщо рiвнiсть

𝐹Δ(𝑡) = 𝑓 (𝑡)

виконується для всiх 𝑡 часової шкали 𝕋𝑘 .

Теорема 2.2 (Iснування первiсної). Кожна 𝑟𝑑-неперервна функцiя має первiсну.
Зокрема, якщо 𝑡0 точка часової шкали 𝕋, тодi функцiя 𝐹 визначена як

𝐹 (𝑡) =
𝑡∫
𝑡0

𝑓 (𝑟 )Δ𝑟 при 𝑡 ∈ 𝕋.
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є первiсною функцiї 𝑓 .

Означення 2.7. Функцiю 𝑝 : 𝕋 → ℝназивають регресивною, якщо 1+𝜇 (𝑡) 𝑓 (𝑡) ≠ 0
для всiх 𝑡 ∈ 𝕋𝑘 .

Означення 2.8. Функцiя ⊖𝑝 визначається як (⊖𝑝) (𝑡) := 𝑝 (𝑡)
1+𝜇 (𝑡)𝑝 (𝑡) для всiх 𝑡 ∈ 𝕋𝑘 i

вона також регресивна.

Означення 2.9. Якщо 𝑝 – регресивна, тодi узагальнена експоненцiйна функцiя
𝑒𝑝 (𝑡, 𝑥) визначається наступним чином

𝑒𝑝 (𝑡, 𝑠) = exp ©­«
𝑡∫
𝑠

𝜉𝜇 (𝜏) (𝑝 (𝜏))Δ𝜏
ª®¬ при 𝑠, 𝑡 ∈ 𝕋, (2.1)

де 𝜉ℎ (𝑧) : ℂℎ → ℤℎ – цилiндричне вiдображення 𝜉ℎ (𝑧) = 1
ℎ
Log(1 + 𝑧ℎ), Log –

основна логарифмiчна функцiя.

Теорема 2.3. Якщо функцiї 𝑝, 𝑞 регресивнi, то
1) 𝑒0(𝑡, 𝑠) ≡ 1 i 𝑒𝑝 (𝑡, 𝑡) ≡ 1;
2) 𝑒𝑝 (𝜎 (𝑡), 𝑠) = (1 + 𝜇 (𝑡)𝑝 (𝑡))𝑒𝑝 (𝑡, 𝑠);
3) 1

𝑒𝑝 (𝑡,𝑠) = 𝑒⊖𝑝 (𝑡, 𝑠);
4) 𝑒𝑝 (𝑡, 𝑠) = 1

𝑒𝑝 (𝑠,𝑡) = 𝑒⊖𝑝 (𝑠, 𝑡);
5) 𝑒𝑝 (𝑡, 𝑠)𝑒𝑝 (𝑠, 𝑟 ) = 𝑒𝑝 (𝑡, 𝑟 ).

Теорема 2.4. Якщо функцiя 𝑝 регресивна, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝕋, то

[𝑒𝑝 (𝑐, ·)]Δ = −𝑝 [𝑒𝑝 (𝑐, ·)]𝜎

та
𝑏∫
𝑎

𝑝 (𝑡)𝑒𝑝 (𝑐, 𝜎 (𝑡))Δ𝑡 = 𝑒𝑝 (𝑐, 𝑎) − 𝑒𝑝 (𝑐, 𝑏).

Для доведення основного результату знадобиться лема про оцiнку близькостi
розв’язкiв задачi Кошi для системи диференцiальних рiвнянь вигляду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋 (𝑡, 𝑥) (2.2)

де 𝑥 ∈ 𝐷, 𝐷 - область в просторi ℝ𝑛, та вiдповiдної системи динамiчних рiвнянь
на часових шкалах

𝑥Δ
𝜆
= 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆) (2.3)
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де 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑛, i 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) – дельта-похiдна функцiї 𝑥𝜆 (𝑡) на𝕋𝜆. з однаковими

початковими умовами.Нехай inf 𝕋𝜆 = −∞, sup𝕋𝜆 = ∞, 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ, та 𝜆 = 0
гранична точка множини Λ, i при кожному 𝜆 ∈ Λ точка 𝑡 = 0 лежить у 𝕋𝜆. Нехай
також, функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) неперервно диференцiйовна i обмежена разом зi своїми
частинними похiдними, тобто iснує таке 𝐶 > 0, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | +
����𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

���� + 



𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥





 ≤ 𝐶 (2.4)

при 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝜕𝑋
𝜕𝑥

вiдповiдна матриця Якобi.
Покладемо, 𝜇𝜆 := sup𝑡∈𝕋𝜆

𝜇𝜆 (𝑡), де 𝜇𝜆 (𝑡) : 𝕋𝜆 → [0,∞) - функцiя зернистостi
часової шкали 𝕋𝜆 така, що при 𝜆 → 0, 𝜇𝜆 → 0, часова шкала 𝕋𝜆 збiгається з
дiйсною вiссю 𝕋0 = ℝ, а система (2.3) переходить в систему (2.2).

Припустимо 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆, 𝑡0 +𝑇 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥 (𝑡) i 𝑥𝜆 (𝑡) розв’язки (2.2) i (2.3) на [𝑡0, 𝑡0 +𝑇 ]
i на [𝑡0, 𝑡0 +𝑇 ]𝕋𝜆

вiдповiдно та 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, 𝑥𝜆 (𝑡0) = 𝑥𝜆0.

Лема 2.1. [57] Якщо 𝑥𝜆 i 𝑥 (𝑡) розв’язки задачi Кошi для (2.3) i (2.2)такi, що 𝑥0 = 𝑥𝜆0,

𝑥0 ∈ 𝐷 , то наступна нерiвнiсть є справедливою

|𝑥 (𝑡) − 𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ 𝜇 (𝜆)𝐾 (𝑇 ) (2.5)

де 𝜇 (𝜆) = sup𝑡∈[𝑡0,𝑡0+𝑇 ]𝕋𝜆 𝜇𝜆 (𝑡) для 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ]𝕋𝜆
, 𝐾 (𝑇 ) = 𝑒𝐶 (𝑇+1)

(
𝐶 + 𝐶2𝑇

4

)
+ 3𝐶 –

стала.

Лема 2.2. [57] При наведених вище умовах розв’язок системи (2.3) 𝑥𝜆 неперервно
залежить вiд початкових даних до моменту виходу його з областi 𝐷 .



Роздiл 3

ОБМЕЖЕНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИНАМIЧНИХ РIВНЯНЬ НА ЧАСОВИХ
ШКАЛАХ

Цей роздiл присвячений дослiдженню властивостей обмеженостi розв’язкiв
динамiчних рiвнянь на часових шкалах. Отримано результат, який показує,
за яких умов iснування обмежених розв’язкiв системи диференцiальних рiв-
нянь на часовiй шкалi 𝕋𝜆 випливає з iснування розв’язкiв вихiдної системи
диференцiальних рiвнянь обмежених на ℝ.

3.1 Iснування обмеженого розв’язку системи
динамiчних рiвнянь на часових шкалах

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋 (𝑡, 𝑥), (3.1)

де 𝑥 ∈ 𝐷, 𝐷 - область в просторi ℝ𝑛, i вiдповiдну їй систему динамiчних рiвнянь

𝑥Δ
𝜆
= 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆), (3.2)

де 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑛, i 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) – дельта-похiдна функцiї 𝑥𝜆 (𝑡) на 𝕋𝜆. Нехай

inf 𝕋𝜆 = −∞, sup𝕋𝜆 = ∞, 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ, та 𝜆 = 0 гранична точка множини Λ, i при
кожному 𝜆 ∈ Λ точка 𝑡 = 0 лежить у𝕋𝜆. Нехай також, функцiя𝑋 (𝑡, 𝑥) неперервно
диференцiйовна i обмежена разом зi своїми частинними похiдними, тобто iснує
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таке 𝐶 > 0, що
|𝑋 (𝑡, 𝑥) | +

����𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑡

���� + 



𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥





 ≤ 𝐶, (3.3)

при 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝜕𝑋
𝜕𝑥

вiдповiдна матриця Якобi. Тут | · | – евклiдова норма
векторiв, а | | · | | – норма матрицi, узгоджена з нормою вектора.

Покладемо, 𝜇𝜆 := sup𝑡∈𝕋𝜆
𝜇𝜆 (𝑡), де 𝜇𝜆 (𝑡) : 𝕋𝜆 → [0,∞) - функцiя зернистостi

часової шкали 𝕋𝜆 така, що при 𝜆 → 0, 𝜇𝜆 → 0, часова шкала 𝕋𝜆 збiгається з
дiйсною вiссю 𝕋0 = ℝ, а система (3.2) переходить в систему (3.1). Тому природно
припускати, що за певних умов iз iснування обмеженого на осi розв’язку
рiвняння (3.1) випливає iснування обмеженого розв’язку рiвняння (3.2) на
часовiй шкалi 𝕋𝜆.

Подiбно до визначення експоненцiальної стiйкостi розв’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь [89], сформулюємо означення поняття експоненцiальної стiйкостi
розв’язкiв динамiчних рiвнянь на часових шкалах.

Означення3.1. Розв’язок𝑥𝜆 (𝑡) системи (3.2), визначенийна𝕋𝜆, будемоназивати
експоненцiально стiйким рiвномiрно за 𝑡0, якщо iснують 𝛿 > 0, 𝑁 > 0 та 𝛼 > 0 такi,
що для довiльного розв’язку 𝑦𝜆 (𝑡) системи (3.2) такого, що

|𝑥𝜆 (𝑡0) − 𝑦𝜆 (𝑡0) | < 𝛿, (3.4)

при 𝑡 ≥ 𝑡0 виконується нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | ≤ 𝑁𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0) |𝑥𝜆 (𝑡0) − 𝑦𝜆 (𝑡0) | , (3.5)

де сталi 𝛿 , 𝑁 i 𝛼 не залежать вiд 𝑡0.

Теорема 3.1. Нехай виконуються наступнi умови:
1) 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена i задовольняє умову (3.3) та неперервно-диференцiйована

при 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝐷-область з простору ℝ𝑛.
2) Iснує таке 𝜇0 > 0, що система (3.2) має обмежений на 𝕋𝜆0 , рiвномiрно за

𝑡0 експоненцiйно стiйкий розв’язок 𝑥𝜆0 (𝑡), що лежить в областi 𝐷 разом з

деяким своїм 𝜌−околом.
Тодi якщо виконуються нерiвностi

𝜇0
©­­«𝑒𝐶 (

ln 4𝑁
𝛼

+𝜇0+1) ©­­«𝐶 +
𝐶2

(
ln 4𝑁
𝛼

+ 𝜇0
)

4
ª®®¬ + 3𝐶

ª®®¬ ≤ 𝛿

8 , (3.6)
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𝜇0

(
𝑒𝐶 (𝜇0+1)

(
𝐶 + 𝐶

2𝜇0
4

)
+ 3𝐶

)
≤ 𝜌

2 , (3.7)

3𝑁𝛿
2 < 𝜌, (3.8)

𝜇0 ≤ 𝜌

4𝐶, (3.9)

де сталi 𝛿 , 𝑁 i 𝛼 визначенi в Означеннi 3.1 та 𝐶 визначена в умовi (3.3), то при

кожному 𝜇𝜆 такому, що 𝜇𝜆 < 𝜇0, система (3.2) має обмежений на 𝕋𝜆 розв’язок.

Доведення. За умовою 2) даної Теореми, система (3.2) при 𝜇𝜆 = 𝜇0 має експонен-
цiйно стiйкий обмежений рiвномiрно за 𝑡0 розв’язок 𝑥𝜆0 , який разом зi своїм
𝜌−околом лежить в областi 𝐷 . Звiдси, iснує константа 𝐶0 > 0

|𝑥𝜆0 (𝑡) | ≤ 𝐶0 (3.10)

для будь-якого 𝑡 ∈ 𝕋𝜆0 .
Нехай на часовiй шкалi 𝕋𝜆0 , з функцiєю зернистостi 𝜇0(𝑡), 𝜇0 := sup𝑡∈𝕋𝜆0

𝜇0(𝑡),
𝑡∗ найменша точка така, що 𝑡∗ ≥ ln 4𝑁

𝛼
, тобто 𝑡∗ = inf{𝑡 ∈ 𝕋𝜆0 |𝑡 ≥ ln 4𝑁

𝛼
}. Очевидно,

що 𝑡∗ ≤ ln 4𝑁
𝛼

+ 𝜇0.
Оберемо 0 < 𝜇𝜆 < 𝜇0 i зафiксуємо його. Позначимо розв’язки системи (3.2) на

вiдповiднiй часовiй шкалi 𝕋𝜆 через 𝑥𝜆.
Розглянемо точки 𝑡 ∈ [0, 𝑡∗]𝕋𝜆

. Тодi для кожної 𝑡 можна вказати таку наймен-
шу точку 𝑡𝜆0 часової шкали 𝕋𝜆0 , що

0 ≤ 𝑡𝜆0 − 𝑡 ≤ 𝜇0, (3.11)

Позначимо 𝑥𝜆 – розв’язок системи (3.2) такий, що 𝑥𝜆 (0) = 𝑥𝜆0 (0). Нехай 𝑥 (𝑡)
розв’язок системи (3.1) iз початковими даними 𝑥 (0) = 𝑥𝜆0 (0).

Доведемо,що даний розв’язок можна продовжити на iнтервал [0, 𝑡∗]. Справдi,
з теореми Пiкара випливає, що даний розв’язок можна продовжити праворуч
на iнтервал, довжина якого не менша за 𝜌

𝐶
. Звiдси, в силу (3.9) розв’язок 𝑥 (𝑡)

визначений в точцi 𝑡 = 𝜇0 ≤ 𝜌

4𝐶 <
𝜌

𝐶
.

Отже за Лемою 2.1 та умовою (3.7) в данiй точцi виконується наступна
нерiвнiсть ��𝑥 (𝜇0) − 𝑥𝜆0 (𝜇0(0))

�� ≤ 𝜇0

(
𝑒𝐶 (𝜇0+1)

(
𝐶 + 𝐶

2𝜇0
4

)
+ 3𝐶

)
≤ 𝜌

2 . (3.12)
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Тодi, оскiльки за умовою Теореми 𝑥𝜆0 разом зi своїм 𝜌-околом належить
областi𝐷 , то 𝑥 (𝜇0) лежить в областi𝐷 разом з 𝜌

2−околом. Таким чином, розв’язок
𝑥 (𝑡) продовжується вiд точки 𝜇0 вправо на iнтервал не менший, нiж 𝜌

2𝐶 . Отже,
вiн визначений в точцi 2𝜇0, аналогiчно попередньому, в силу Леми 2.1 та умови
(3.7) виконується нерiвнiсть

|𝑥 (2𝜇0) − 𝑥𝜆0 (𝜇0(𝜇0(0))) | ≤
𝜌

2 .

Продовжуючи аналогiчно далi, можна впевнитися, що розв’язок 𝑥 (𝑡) про-
довжується на весь iнтервал [0, 𝑡∗] i разом iз 𝜌

2−околом лежить в областi 𝐷 .
Покажемо, що розв’язок 𝑥𝜆 системи (3.2) визначений при всiх 𝑡 часової шкали

𝕋𝜆, 𝑡 ≤ 𝑡∗, i лежить в областi 𝐷 . Дiйсно, з Теореми про локальне iснування та
єдинiсть [25, c.322] випливає, що розв’язок можна продовжити на iнтервал, не
менший, нiж 𝜌

𝐶
. Звiдси, в силу (3.9) i того, що 𝜇𝜆 < 𝜇0 розв’язок 𝑥𝜆 визначений в

𝑡 = 𝜇𝜆 (0) < 𝜌

𝐶
.

Тодi за Лемою 2.1 та умовою (3.7) в данiй точцi справедлива нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝜇𝜆 (0)) − 𝑥 (𝜇𝜆) | ≤ 𝜇𝜆

(
𝑒𝐶 (𝜇𝜆+1)

(
𝐶 + 𝐶

2𝜇𝜆
4

)
+ 3𝐶

)
≤ 𝜌

2 . (3.13)

Отже, 𝑥𝜆 (𝜇𝜆 (0)) лежить в областi 𝐷 разом з 𝜌

2−околом. Тому розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡)
продовжується вправо вiд точки 𝜇𝜆 (0) на iнтервал не менший, нiж 𝜌

2𝐶 . Таким
чином, вiн визначений в точцi 𝜇𝜆 (𝜇𝜆 (0)), аналогiчно попередньому, в силу Леми
2.1 та умови (3.7) виконується нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝜇𝜆 (𝜇𝜆 (0))) − 𝑥 (2𝜇𝜆) | ≤
𝜌

2 .

Продовжуючи аналогiчно далi, можна впевнитися, що розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) про-
довжується на весь iнтервал [0, 𝑡∗]𝕋𝜆

i лежить в областi 𝐷 разом iз 𝜌

2−околом.
Перейдемо до розгляду рiзницi𝑥𝜆 (𝑡)−𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0), де для кожної точки 𝑡 ∈ [0, 𝑡∗]𝕋𝜆

значення 𝑡𝜆0 ∈ 𝕋𝜆0 обирається з урахуванням умови (3.11). Тодi матимемо

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥 (𝑡) | + |𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | + |𝑥 (𝑡𝜆0) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) |. (3.14)

З Леми 2.1 та, враховуючи нерiвнiсть (3.6), отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥 (𝑡) | ≤
𝛿

8 i |𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | ≤
𝛿

8 (3.15)
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В силу нерiвностей (3.6) та (3.11), отримаємо наступну оцiнку рiзницi 𝑥 (𝑡)−𝑥 (𝑡𝜆0):

|𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | ≤
𝑡𝜆0∫
𝑡

|𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠)) | 𝑑𝑠 ≤ 𝐶𝜇0 <
𝛿

8 . (3.16)

З нерiвностей (3.14)-(3.16) випливає, що наступнi нерiвностi

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | <
3𝛿
8 (3.17)

i
|𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) + 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤

3𝛿
8 + |𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤

3𝛿
8 +𝐶0, (3.18)

виконуються при всiх 𝑡 часової шкали 𝕋𝜆 таких, що 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡∗, де 𝑡𝜆0 ∈ 𝕋𝜆0 обранi
з урахуванням умови (3.11).

Нехай 𝑡1 – найбiльша точка шкали 𝕋𝜆, що не перевищує 𝑡∗.
Перейдемо до iнтервалу [𝑡∗, 2𝑡∗]. Розглянемо поведiнку розв’язку 𝑥𝜆 при

𝑡 ∈ 𝕋𝜆 таких, що 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑡∗.
Для цього розглянемо два розв’язки 𝑥 (𝑡) i 𝑦 (𝑡) системи (3.1) та розв’язок 𝑦𝜆0

системи (3.2) на часовiй шкалi 𝕋𝜆0 . Причому початковi умови 𝑥𝜆, 𝑥 , 𝑦 та 𝑦𝜆0 такi,
що

𝑥 (𝑡1) = 𝑥𝜆 (𝑡1) = 𝑦 (𝑡∗) = 𝑦𝜆0 (𝑡∗). (3.19)

Доведемо, що цi розв’язки визначенi на вiдрiзку [𝑡∗, 2𝑡∗]. В силу (3.17) з урахува-
нням рiвностi (3.19), отримаємо

|𝑦𝜆0 (𝑡∗) − 𝑥𝜆0 (𝑡∗) | <
3𝛿
8 , |𝑥 (𝑡1) − 𝑥𝜆0 (𝑡∗) | <

3𝛿
8 , |𝑦 (𝑡∗) − 𝑥𝜆0 (𝑡∗) | <

3𝛿
8 . (3.20)

Таким чином, з умови 2) даної Теореми та першої з нерiвностей (3.20), розв’язок
динамiчного рiвняння 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) задовольняє нерiвнiсть

|𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤ 𝑁
3𝛿
8 <

𝜌

4 при 𝑡𝜆0 ≥ 𝑡∗. (3.21)

Звiдки, даний розв’язок 𝑦𝜆0 визначений для всiх 𝑡𝜆0 ≥ 𝑡∗ i разом зi своїм
𝜌

4−околомлежить в 𝐷 .
Тепер дослiдимо поведiнку розв’язку 𝑦 (𝑡) рiвняння (3.1) такого, що

𝑦 (𝑡∗) = 𝑥𝜆 (𝑡1). (3.22)
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З нерiвностi (3.8) i третьої нерiвностi (3.20) отримаємо, що значення 𝑦 (𝑡∗)
лежить в областi 𝐷 щонайменше зi своїм 𝜌

4−околом. Тодi, розв’язок 𝑦 (𝑡) можна
продовжити вправо на iнтервал, довжина якого не менше за 𝜌

4𝐶 . Звiдси i з
нерiвностi (3.9), випливає його продовжуванiсть вправо на крок 𝜇0.

Отже, з Леми 2.1, в точцi 𝑡∗ + 𝜇0 виконується нерiвнiсть

|𝑦 (𝑡∗ + 𝜇0) − 𝑦𝜆0 (𝑡∗ + 𝜇0(𝑡∗)) | ≤
𝜌

2 ,

Таким чином, значення 𝑦 (𝑡∗ + 𝜇0) належить областi 𝐷 разом зi своїм 𝜌

2−околом.
Далi, мiркуючи подiбним чином, можна переконатись, що 𝑦 (𝑡) продовжується
на весь iнтервал [𝑡∗, 2𝑡∗].

Нарештi розглянемо розв’язок 𝑥 (𝑡) системи (3.1) з початковими умовами
𝑥 (𝑡1) = 𝑥𝜆 (𝑡1). Очевидно, його можна продовжити до 𝑡∗. Тодi в данiй точцi
матимемо

𝑥 (𝑡∗) = 𝑥 (𝑡1) +
𝑡∗∫
𝑡1

𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠))𝑑𝑠, (3.23)

звiдки, враховуючи нерiвнiсть (3.8), випливає

|𝑥 (𝑡∗) − 𝑥𝜆0 (𝑡∗) | ≤ |𝑥 (𝑡1) − 𝑥𝜆0 (𝑡∗) | +𝐶𝜇0 ≤ 3𝛿
8 +𝐶𝜇0 ≤ 𝛿

2 ≤ 𝜌

3𝑁 ≤ 𝜌

3 . (3.24)

Тодi, 𝑥 (𝑡∗) лежить у областi 𝐷 щонайменше зi своїм 𝜌

3−околом i продовжується
ще на крок 𝜇0.

Розглянемо розв’язок 𝑧𝜆0 системи (3.2) на часовiй шкалi 𝕋𝜆0 , що визначена
функцiєю зернистостi 𝜇0, з початковими даними 𝑧𝜆0 (𝑡∗) = 𝑥 (𝑡∗).

В силу експоненцiальної стiйкостi, враховуючи (3.24) i (3.8), матимемо

|𝑧𝜆0 (𝑡𝜆0) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤
𝑁𝛿

2 <
𝜌

3 при 𝑡𝜆0 ≥ 𝑡∗. (3.25)

Вiдповiдно, 𝑧𝜆0 лежить в областi 𝐷 разом зi своїм 2𝜌
3 −околом.

З Леми 2.1 та умови (3.6) в точцi 𝑡∗ + 𝜇0 отримаємо

|𝑥 (𝑡∗ + 𝜇0) − 𝑧𝜆0 (𝑡∗ + 𝜇0(𝑡∗)) | ≤
𝛿

8 ≤ 𝜌

12 . (3.26)

Тодi, 𝑥 (𝑡∗ + 𝜇0) разом зi своїм 7𝜌
12−околом належить областi 𝐷 . Таким чином,

враховуючи (3.26), матимемо, що 𝑥 (𝑡) продовжується на iнтервал [𝑡∗, 2𝑡∗] i разом
зi своїм 7𝜌

12−околом лежить на ньому.
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Покажемо, що розв’язок 𝑥𝜆 динамiчної системи (3.2) визначений при всiх 𝑡
часової шкали 𝕋𝜆, 𝑡 ≤ 2𝑡∗, з початковими умовами (3.19) i лежить в областi 𝐷 .

Розглянемо розв’язок 𝑧 системи диференцiальних рiвнянь (3.1) з початкови-
ми даними 𝑧 (𝑡1) = 𝑥 (𝑡1).

З нерiвностей (3.24) i (3.8) та експоненцiальної стiйкостi розв’язку 𝑧, матимемо

|𝑧 (𝑡𝜆0) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | ≤
𝑁𝛿

2 <
𝜌

3 при 𝑡𝜆0 ≥ 𝑡∗. (3.27)

Отже, 𝑧𝜆0 разом зi своїм 2𝜌
3 −околом лежить в областi 𝐷 .

Враховуючи Лему 2.1 та умову (3.6), в 𝑡∗ + 𝜇0 отримаємо

|𝑥 (𝑡∗ + 𝜇0) − 𝑧𝜆0 (𝑡∗ + 𝜇0(𝑡∗)) | ≤
𝛿

8 ≤ 𝜌

12 . (3.28)

Тодi, значення 𝑥 (𝑡∗ + 𝜇0) лежить разом зi своїм 7𝜌
12−околом у областi 𝐷 . Таким чи-

ном, враховуючи нерiвнiсть (3.28), отримаємо, що розв’язок 𝑥 (𝑡) продовжується
на iнтервал [𝑡∗, 2𝑡∗] i разом зi своїм 7𝜌

12−околом лежить на ньому.
Тодi з нерiвностей (2.5) i (3.6) отримаємо, що розв’язок 𝑥𝜆 динамiчної системи

визначений при всiх 𝑡 часової шкали 𝕋𝜆, 𝑡 ≤ 2𝑡∗ i лежить в областi 𝐷 .
Наступним кроком, для заданого значення 𝑡 , 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑡∗, оберемо таке 𝑡𝜆0 ,

що нерiвнiсть (3.11) виконується. Проведемо оцiнку рiзницi 𝑥𝜆 (𝑡) i 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0), для
кожного такого 𝑡 . Отже,

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤ |𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | + |𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) |. (3.29)

Враховуючи експоненцiальну стiйкiсть розв’язку 𝑥𝜆0 , отримаємо

|𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤
3𝑁𝛿

8 ≤ 𝜌

4 (3.30)

коли 𝑡𝜆0 ∈ [𝜎𝜆0 (𝑡∗), 𝜌𝜆0 (2𝑡∗)]𝕋𝜆0
, а якщо 𝑡𝜆0 = 2𝑡∗, то

|𝑦𝜆0 (2𝑡∗) − 𝑥𝜆0 (2𝑡∗) | <
𝛿

4 . (3.31)

Оцiнимо другий доданок (3.29):

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥 (𝑡) | + |𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | + |𝑥 (𝑡𝜆0) − 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) |

≤ 𝛿

8 + 𝛿8 + |𝑥 (𝑡) − 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) |.
(3.32)
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Залишилось оцiнити третiй доданок нерiвностi (3.32). Отже, отримаємо

|𝑥 (𝑡) − 𝑦 (𝑡𝜆0) | ≤ |𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | + |𝑥 (𝑡𝜆0) − 𝑦 (𝑡𝜆0) | (3.33)

i

|𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | =
𝑡𝜆0∫
𝑡

|𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠))𝑑𝑠 ≤ 𝐶𝜇0 <
𝛿

8 . (3.34)

Оцiнимо другий доданок нерiвностi (3.33). З рiвностей

𝑦 (𝑡𝜆0) = 𝑦 (𝑡∗) +
𝑡𝜆0∫
𝑡∗

𝑋 (𝑠,𝑦 (𝑠))𝑑𝑠 i 𝑥 (𝑡𝜆0) = 𝑥 (𝑡∗) +
𝑡𝜆0∫
𝑡∗

𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠))𝑑𝑠

отримаємо

|𝑥 (𝑡𝜆0) − 𝑦 (𝑡𝜆0) | ≤ |𝑥 (𝑡∗) − 𝑦 (𝑡∗) | +
𝑡𝜆0∫
𝑡∗

𝐶 |𝑋 (𝑠) − 𝑌 (𝑠) |𝑑𝑠.

Звiдки та з нерiвностi Гронуолла випливає

|𝑥 (𝑡𝜆0) − 𝑦 (𝑡𝜆0) | ≤ |𝑥 (𝑡∗) − 𝑦 (𝑡∗) |𝑒𝐶 |𝑡𝜆0−𝑡
∗ | . (3.35)

В силу рiвностей (3.23) i (3.18), з iншого боку випливає, що |𝑥 (𝑡∗) − 𝑦 (𝑡∗) | =
|𝑥 (𝑡∗) − 𝑥 (𝑡1) | ≤ 𝐶𝜇0. Звiдки

|𝑦 (𝑡𝜆0) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | ≤ 𝐶𝜇0𝑒
𝐶𝑡∗ ≤ 𝛿

8 . (3.36)

Таким чином, з нерiвностей (3.33), (3.34) та (3.36) отримаємо

|𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡𝜆0) | ≤
𝛿

4 . (3.37)

Враховуючи (3.32) отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤
𝛿

2 . (3.38)

Отже, |𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) | + |𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤ 𝛿
2 + |𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) |. Проте, враховуючи

умови (3.30) i (3.10), маємо |𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤ |𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) − 𝑦𝜆0 (𝑡𝜆0) | + |𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤ 3𝛿
8 + 𝐶0,

звiдки отримаємо нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡) | ≤
𝛿

2 + 3𝛿
8 +𝐶0, (3.39)
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при всiх 𝑡 ∈ [𝑡1, 2𝑡∗].
Нехай 𝑡2 – найбiльша точка часової шкали 𝕋𝜆, що не перевищує 2𝑡∗.
З нерiвностей (3.29), (3.31) i (3.38) тодi випливає, що

|𝑥𝜆 (𝑡2) − 𝑥𝜆0 (2𝑡∗) | ≤
𝛿

4 + 𝛿2 =
3𝛿
4 . (3.40)

Звiдки випливає, що при всiх 𝑡 часової шкали 𝕋𝜆 таких, що 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2, розв’язок
𝑥𝜆 задовольняє нерiвнiсть (3.39), а в точцi 𝑡2 потрапляє в 3𝛿

4 −окiл точки 𝑥𝜆0 (2𝑡∗).
Аналогiчним чином, для таких 𝑡 отримаємо нерiвнiсть 𝑡2 ≤ 𝑡 ≤ 3𝑡∗. У

висновку, отримаємо, що |𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ 𝛿
2 +

3𝑁𝛿
2 +𝐶0.

Як i ранiше, позначимо 𝑡3 – найбiльша точку часової шкали 𝕋𝜆, що не
перевищує 3𝑡∗. Тодi отримаємо |𝑥𝜆 (𝑡3) − 𝑥𝜆0 (3𝑡∗) | < 3𝛿

4 .
Аналогiчно продовжуючи далi, будемо мати, що розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) визначений

для всiх невiд’ємних 𝑡 i обмежений на додатнiй пiвосi часової шкали 𝕋𝜆.
Тепер побудуємо розв’язок динамiчної системи (3.2), який обмежений на

всiй осi часової шкали 𝕋𝜆.
Позначимо через 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡∗) такий розв’язок динамiчного рiвняння (3.2), що

починається в точцi 𝑡∗ часової шкали 𝕋𝜆, 𝑡 ≥ 𝑡∗, причому 𝑥𝜆 (𝑡∗, 𝑡∗) = 𝑥𝜆 (𝑡∗).
Для кожної точки 𝑡∗ оберемо найменшу невiд’ємну точку 𝑡𝜆0 часової шкали

𝕋𝜆0 , що
𝑡∗ ≤ 𝑡𝜆0 ≤ 𝑡∗ + 𝜇0. (3.41)

Далi розглянемо розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡∗) , що задовольняє нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡∗, 𝑡∗) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0) | ≤
3𝛿
4 , (3.42)

де 𝑥𝜆0 – обмежений розв’язок динамiчної системи (3.2) на часовiй шкалi 𝕋𝜆0 з
функцiєю зернистостi 𝜇𝜆 = 𝜇0, який визначається в умовах Теореми.

З отриманих вище результатiв випливає, що всi розв’язки 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡∗) мають
такi властивостi:
1◦) розв’язки 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡∗) визначенi при 𝑡 ≥ 𝑡∗;
2◦) якщо 𝑡 ≥ 𝑡∗, то 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡∗) задовольняють нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡∗) | ≤
𝛿

2 + 3𝑁𝛿
4 +𝐶0; (3.43)

3◦) має мiсце нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡1, 𝑡∗) − 𝑥𝜆0 (𝑡𝜆0 + 𝑡∗) | ≤
3𝛿
4 , (3.44)
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де 𝑡1 – найбiльше таке 𝑡 , що (𝑡1 + 𝑡∗) ≤ 𝑡𝜆0 + 𝑡∗, а 𝑡∗ вибране з умови 𝑡∗ ≥ ln 4𝑁
𝛼

.
Розiб’ємо лiву пiввiсь часової шкали𝕋𝜆 на iнтервали виду [−𝑛𝑡∗,−(𝑛 + 1)𝑡∗]𝕋𝜆

,
де 𝑛 ∈ ℕ. Для кожної точки −𝑛𝑡∗ оберемо таке найбiльше 𝑡𝑛 часової шкали 𝕋𝜆,
що

𝑡𝑛 ≤ −𝑛𝑡∗ ≤ 𝑡𝑛 + 𝜇0. (3.45)

Точка 𝑡0 обирається аналогiчним чином.
Lfks розглянемо множину розв’язкiв 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡𝑛) системи (3.2), початковi данi

яких задовольняють нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡𝑛, 𝑡𝑛) − 𝑥𝜆0 (−𝑛𝑡∗) | ≤
3𝛿
4 . (3.46)

Цiлком очевидно, що цi розв’язки вiдповiдають умовам 1◦)-3◦).
Позначимо через 𝑆𝑛 множину значень цих розв’язкiв в точцi 𝑡1. Кожна

множина 𝑆𝑛 за побудовою є образом кулi з центром в точцi 𝑥𝜆0 (−𝑛𝑡∗) радiуса
3𝛿
4 , що породжений вiдображенням 𝑥𝜆 (𝑡𝑛, 𝑡𝑛). З Леми (2.2), кожна з множин 𝑆𝑛 є
компактною. Отже, множини задовольняють умови:

1) для довiльного 𝑛 ∈ ℕ 𝑆𝑛 ≠ ∅ ;
2) для довiльного 𝑛 ∈ ℕ 𝑆𝑛 - замкнена;
3) 𝑆𝑛 ⊂ 𝑆𝑛−1 – за побудовою 𝑆𝑛 i в наслiдок умов 1◦)-3◦).
Нехай 𝑧 =

⋂
𝑛 𝑆𝑛, тодi розглянемо розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡1) рiвняння (3.2) з початко-

вими даними 𝑥𝜆 (𝑡1, 𝑡1) = 𝑧. Вiдповiдно до побудови, даний розв’язок можна
продовжити влiво до точок 𝑡𝑛, в яких вiн потрапляє до 3𝛿

4 -околу точки 𝑥𝜆0 (𝑡𝑛)
для кожного натурального 𝑛.

Таким чином, даний розв’язок є визначеним при всiх 𝑡 , що задовольняють
нерiвнiсть (3.44). Крiм того, вiн обмежений. Звiдси випливає, що система (3.2)
має обмежений розв’язок, визначений на 𝕋𝜆.

Зауважимо, що наведенi ранiше мiркування для системи (3.2) з початковими
умовами в точцi 𝑡0 = 0 можна провести для цiєї системи динамiчних рiвнянь
з початковими умовами у будь-якiй фiксованiй точцi 𝑡0. Усi отриманi оцiнки
при цьому залишатимуться незалежними вiд 𝑡0, що випливає з умови 2) даної
Теореми i рiвномiрної по 𝑡0 оцiнки (2.5).

Отже, мiркуючи подiбним чином, для кожного 𝑡0 ∈ [0, 𝜇𝜆] можна побудувати
розв’язок (3.2), який є обмеженим на 𝕋𝜆. □
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Тепер розглянемо умови iснування розв’язку динамiчної системи (3.2),
обмеженого на𝕋𝜆, за умови iснування обмеженого розв’язку вiдповiдної системи
диференцiальних рiвнянь (3.1).

Теорема 3.2. Нехай виконуються наступнi умови:
1) функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена i неперервно-диференцiйовна при 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝐷

– область в ℝ𝑛, та задовольняє умову (3.3).
2) система (3.1) має обмежений на ℝ, рiвномiрно по 𝑡0 ∈ ℝ експоненцiйно

стiйкий розв’язок 𝑥 (𝑡), який лежить в 𝐷 разом з деяким 𝜌−околом, тобто

iснують 𝛿 > 0, 𝑁 > 0 i 𝛼 > 0 незалежнi вiд 𝑡0, такi, що для будь-якого

розв’язку 𝑦 (𝑡) системи (3.1) такого, що

|𝑥 (𝑡0) − 𝑦 (𝑡0) | < 𝛿, (3.47)

при 𝑡 ≥ 𝑡0 має мiсце нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | ≤ 𝑁𝑒−𝛼 (𝑡−𝑡0) |𝑥 (𝑡0) − 𝑦 (𝑡0) | . (3.48)

Тодi, якщо виконуються нерiвностi

𝜇0
©­­«𝑒𝐶 (

ln 4𝑁
𝛼

+𝜇0+1) ©­­«𝐶 +
𝐶2

(
ln 4𝑁
𝛼

+ 𝜇0
)

4
ª®®¬ + 3𝐶

ª®®¬ ≤ 𝛿

8 , (3.49)

𝜇0

(
𝑒𝐶 (𝜇0+1)

(
𝐶 + 𝐶

2𝜇0
4

)
+ 3𝐶

)
≤ 𝜌

2 , (3.50)

3𝑁𝛿
2 < 𝜌, (3.51)

𝜇0 ≤ 𝜌

4𝐶, (3.52)

де 𝐶 визначена в умовi (3.3), то при кожному 𝜇𝜆 такому, що 𝜇𝜆 < 𝜇0, система (3.2)
має обмежений на 𝕋𝜆 розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡). При цьому справедливе вiдношення

sup
𝑡∈𝕋𝜆

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥 (𝑡) | → 0, 𝜇𝜆 → 0. (3.53)

Доведення. З умови 2) даної Теореми випливає, що система диференцiальних
рiвнянь (3.1) має експоненцiйно стiйкий обмежений рiвномiрно за 𝑡0 розв’язок
𝑥 , який лежить в областi 𝐷 разом зi своїм 𝜌−околом. Отже, iснує стала 𝐶1 > 0

|𝑥 (𝑡) | ≤ 𝐶1 (3.54)
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для довiльного 𝑡 ∈ ℝ.
Оберемо 0 < 𝜇𝜆 < 𝜇0 i зафiксуємо його. Нехай 𝑥𝜆 – розв’язок системи

динамiчних рiвнянь (3.2) на вiдповiднiй часовiй шкалi 𝕋𝜆 такий, що 𝑥𝜆 (0) = 𝑥 (0).
Нехай точка 𝑡∗ така, що 𝑡∗ = ln 4𝑁

𝛼
. Позначимо через 𝑡1 найменшу точкушкали

𝕋𝜆, що бiльше за 𝑡∗. Тодi 𝑡1 < 𝑙𝑛4𝑁
𝛼

+ 𝜇𝜆.
Покажемо, що розв’язок 𝑥𝜆 системи динамiчних рiвнянь (3.2) можна про-

довжити на iнтервал [0, 𝑡1]𝕋𝜆
. Справдi, з Теореми про локальне iснування та

єдинiсть [25, c.322] випливає, що розв’язок можна продовжити на iнтервал
довжиною не менше за 𝜌

𝐶
. Отже, враховуючи умову (3.52) i оскiльки 𝜇𝜆 < 𝜇0,

отримаємо, що розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) визначений в 𝑡 = 𝜇𝜆 (0) < 𝜌

4𝐶 .
Звiдси, з Леми 2.1 та умови (3.50), отримаємо

|𝑥𝜆 (𝜇𝜆 (0)) − 𝑥 (𝜇𝜆) | ≤ 𝜇𝜆

(
𝑒𝐶 (𝜇𝜆+1)

(
𝐶 + 𝐶

2𝜇𝜆
4

)
+ 3𝐶

)
≤ 𝜌

2 . (3.55)

Таким чином, оскiльки за умовою Теореми 𝑥 лежить в областi 𝐷 разом зi
своїм 𝜌-околом, то 𝑥𝜆 (𝜇𝜆 (0)) лежить разом з 𝜌

2 -околом в областi𝐷 . Тому розв’язок
𝑥𝜆 (𝑡) продовжується вправо вiд точки 𝜇𝜆 (0) на iнтервал не менший, нiж 𝜌

2𝐶 . Отже,
вiн визначений у точцi 𝜇𝜆 (𝜇𝜆 (0)), i, аналогiчно попередньому, в силу Леми 2.1
та умови (3.50) виконується нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝜇𝜆 (𝜇𝜆 (0))) − 𝑥 (2𝜇𝜆) | ≤
𝜌

2 . (3.56)

Повторюючи цей процес можна пересвiдчитись, що розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамi-
чної системи продовжується на весь iнтервал [0, 𝑡1]𝕋𝜆

i разом з 𝜌

2 -околом лежить
в областi 𝐷 .

Далi розглянемо рiзницю 𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡), коли для кожної точки 𝑡𝜆 з iнтервалу
[0, 𝑡1]𝕋𝜆

виконується нерiвнiсть

0 < 𝑡𝜆 − 𝑡 < 𝜇𝜆 . (3.57)

Тодi матимемо

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡𝜆) | + |𝑥 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) |. (3.58)

Оскiльки 𝑡1 < ln 4𝑁
𝛼

+ 𝜇𝜆 та 𝜇𝜆 < 𝜇0, в силу умови (3.49) та Леми 2.1 виконується

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡𝜆) | ≤ 𝜇𝜆

(
𝑒𝐶 (𝑡

∗+1)
(
𝐶 + 𝐶

2𝑡∗

4

)
+ 3𝐶

)
<
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< 𝜇0
©­­«𝑒𝐶 (

ln 4𝑁
𝛼

+𝜇0+1) ©­­«𝐶 +
𝐶2

(
ln 4𝑁
𝛼

+ 𝜇0
)

4
ª®®¬ + 3𝐶

ª®®¬ ≤ 𝛿

8 при 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]𝕋𝜆
. (3.59)

Для рiзницi 𝑥 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡), з урахуванням умови (3.57), матимемо оцiнку

|𝑥 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) | ≤
𝑡𝜆∫
𝑡

|𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠)) | 𝑑𝑠 ≤ 𝐶1𝜇𝜆 <
𝛿

8 . (3.60)

Отже, з (3.58)-(3.60), отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) | ≤
𝛿

8 + 𝛿8 ≤ 𝛿

4 (3.61)

i
|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) + 𝑥 (𝑡) | ≤

𝛿

4 + |𝑥 (𝑡) | ≤ 𝛿

4 +𝐶1, (3.62)

що виконуються при всiх 𝑡 на iнтервалi [0, 𝑡1]𝕋𝜆
.

Розглянемо iнтервал [𝑡1, 𝑡1 + 𝑡∗]. Позначимо через 𝑡2 найменшу точку шкали
𝕋𝜆, що бiльше за 𝑡1 + 𝑡∗. Тодi 𝑡2 < 𝑙𝑛4𝑁

𝛼
+ 𝜇𝜆. Дослiдимо поведiнку розв’язку 𝑥𝜆 при

𝑡𝜆 з часової шкали 𝕋𝜆 таких, що 𝑡1 ≤ 𝑡𝜆 ≤ 𝑡2.
Розглянемо 𝑧 – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (3.1) з початко-

вими даними 𝑧 (𝑡1) = 𝑥𝜆 (𝑡1). Тодi з нерiвностi (3.61) випливає

|𝑧 (𝑡1) − 𝑥 (𝑡∗) | <
𝛿

4 . (3.63)

Оцiнимо рiзницю мiж 𝑥 (𝑡) та 𝑥𝜆 (𝑡𝜆).

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡𝜆) | + |𝑥 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) | (3.64)

Проведенемо оцiнку першого доданку

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡𝜆) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑧 (𝑡𝜆) | + |𝑧 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡𝜆) |. (3.65)

З Леми 2.1 з урахуванням умови (3.49) отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑧 (𝑡𝜆) | ≤
𝛿

8 при 𝑡𝜆 ∈ [𝑡1, 𝑡2]𝕋𝜆
. (3.66)

Оцiнимо другий доданок нерiвностi (3.65). Для цього проведемо оцiнку значення
рiзницi 𝑧 (𝑡1) та 𝑥 (𝑡1) з урахуванням нерiвностей (3.63), (3.60). Тодi маємо

|𝑧 (𝑡1) − 𝑥 (𝑡1) | ≤ |𝑧 (𝑡1) − 𝑥 (𝑡∗) | + |𝑥 (𝑡∗) − 𝑥 (𝑡1) | ≤
3𝛿
8 (3.67)
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Тодi з експоненцiальної стiйкостi випливає

|𝑥 (𝑡) − 𝑧 (𝑡) | ≤ 3𝑁𝛿
8 (3.68)

коли 𝑡1 ≤ 𝑡 < 𝑡2, а якщо 𝑡 = 𝑡2, то матимемо

|𝑥 (𝑡2) − 𝑧 (𝑡2) | <
𝛿

4 . (3.69)

Отже, з нерiвностi (3.65) отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡𝜆) | ≤
𝛿

8 + 3𝑁𝛿
8 (3.70)

Зважаючи на умову (3.57), отримаємо наступну оцiнку рiзницi 𝑥 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡):

|𝑥 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) | ≤
𝑡𝜆∫
𝑡

|𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠)) | 𝑑𝑠 ≤ 𝐶1𝜇𝜆 <
𝛿

8 . (3.71)

З нерiвностей (3.70) i (3.71) та враховуючи оцiнку (3.64), матимемо

|𝑥𝜆 (𝑡𝜆) − 𝑥 (𝑡) | ≤
𝛿

4 + 3𝑁𝛿
8 , (3.72)

звiдки та (3.54) отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑥 (𝑡) | + |𝑥 (𝑡) | ≤ 𝛿

4 + 3𝑁𝛿
8 +𝐶1 (3.73)

для всiх 𝑡 таких, що 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2.
Таким чином, з нерiвностей (3.65) та (3.69), (3.71), випливає

|𝑥𝜆 (𝑡2) − 𝑥 (𝑡1 + 𝑡∗) | ≤
𝛿

4 + 𝛿4 ≤ 𝛿

2 . (3.74)

Отже, розв’язок 𝑥𝜆 задовольняє нерiвнiсть (3.73) при всiх 𝑡 часової шкали 𝕋𝜆, а
при 𝑡2 потрапляє в 𝛿

2-окiл точки 𝑥 (𝑡1 + 𝑡∗).
Мiркуючи аналогiчно, позначимо через 𝑡3 найменшу точку шкали 𝕋𝜆, що

бiльше за 𝑡2 + 𝑡∗. Тодi для таких 𝑡 , що

𝑡2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡3, (3.75)

в результатi отримаємо
|𝑥𝜆 (𝑡) | ≤

𝛿

4 + 3𝑁𝛿
8 +𝐶1 (3.76)
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i |𝑥𝜆 (𝑡3) − 𝑥 (𝑡2 + 𝑡∗) | ≤ 𝛿
2 .

Таким чином продовжуючи далi отримаємо, що розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) визначений
для всiх невiд’ємних 𝑡 i обмежений на додатнiй пiвосi 𝕋𝜆.

Доведення iснування обмеженого на всiй 𝕋𝜆 розв’язку 𝑧𝜆 системи (3.2) з
початковими даними в точцi 𝑡0 = 0, можна провести аналогiчним способом як в
Теоремi 3.1.

Не важко показати, що для кожного розв’язку 𝑧𝜆 має мiсце оцiнка

|𝑧𝜆 (𝑡) − 𝑥 (𝑡) | ≤ 𝜀, при 𝑡 ∈ 𝕋𝜆 (3.77)

Далi оберемо 0 < 𝜀 ≤ 𝜌

4 i 𝛿 = 𝛿 (𝜀) < 𝜀 з умови (3.47). Звiдки для всiх 𝜇𝜆 таких,
що задовольняють нерiвнiсть (3.49), буде виконуватись неiрвнiсть (3.77), звiдки
випливатиме оцiнка (3.53), де супремум взятий по 𝑡 ∈ 𝕋𝜆.

Подiбно до Теореми (3.1), всi мiркування для системи динамiчних рiвнянь
(3.2) з початковими даними у точцi 𝑡0 = 0 можна застосувати i для довiльного
фiксованого 𝑡0. Усi отриманi оцiнки при цьому залишатимуться незалежними
вiд початкової точки 𝑡0, що випливає з умови 2) Теореми (3.2) i рiвномiрностi за
𝑡0 оцiнки (2.5).

Провiвши для кожного 𝑡0 ∈ [0, 𝜇𝜆] наведенi ранiше мiркування, завершимо
доведення даної Теореми. □

3.2 Зв’язок мiж глобально обмеженими
розв’язками систем диференцiальних та
динамiчних рiвнянь

Дана частина присвячена дослiдженню умов, при яких система диферен-
цiальних рiвнянь (3.1) має обмежений на всiй осi розв’язок. Тобто, розглянемо
задачу обернену до розглянутої в попередньому пiдроздiлi 3.1.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (3.1) та систему динамiчних
рiвнянь (3.2)на часовихшкалах, для яких виконуються умови вказанi в пiдроздiлi
3.1.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.3. Нехай виконуються наступнi умови:
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1) функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умови 1) Теореми 3.1;

2) iснує 𝜇0 > 0, що система (3.2) з початковими даними в точцi 𝑡0 = 0 має

обмежений на 𝕋𝜆0 , рiвномiрно за 𝑡0 експоненцiально стiйкий розв’язок, який

лежить в областi 𝐷 разом з деяким своїм 𝜌−околом.
Тодi, якщо виконуються нерiвностi (3.6)-(3.9), то система (3.1) має обмежений

на ℝ розв’язок.

Доведення. Доведення цiєї теореми ґрунтується на мiркуваннях поданих в
доведеннi Теореми 3.1.

Розглянемо основнi моменти.
Позначимо через 𝑥𝜆0 експоненцiйно стiйкий розв’язок динамiчної системи

(3.2) з початковими даними в точцi 𝑡0 = 0 на часовiй шкалi 𝕋𝜆0 , який визначений
i обмежений на нiй. Згiдно Означення 3.1 та Леми 2.1, подiбно до доведення
Теореми 3.1, можна показати,що всi розв’язки системи диференцiальних рiвнянь
(3.1), якi беруть початок у точцi 𝑛𝑡∗, де 𝑛 ∈ ℤ, iз 𝛿

2−околу 𝑥𝜆0 (𝑛𝑡∗) лежать в 𝐷
при 𝑡 ∈ [𝑛𝑡∗, (𝑛 + 1)𝑡∗]. Бiльше того, вони належать 𝛿

2−околу 𝑥𝜆0 ((𝑛 + 1)𝑡∗).
Це означає, що 𝑥 (𝑡) продовжується на пiввiсь [𝑛𝑡∗, +∞). Крiм цього, з виразу
𝑥 (𝑡) = 𝑥 (𝑛𝑡∗) +

∫ 𝑡
𝑛𝑡∗
𝑋 (𝑠, 𝑥 (𝑠))𝑑𝑠 випливає рiвномiрну оцiнку

|𝑥 (𝑡) | ≤ 𝐶0 +
𝛿

2 +𝐶𝑡∗, (3.78)

при 𝑡 ∈ [𝑛𝑡𝑘0,(𝑛+1), 𝑡
∗] i сталiй 𝐶0, що визначається в умовi (3.10).

Далi розiб’ємо лiву пiввiсь точками вигляду −𝑚𝑡∗,𝑚 ∈ ℕ. Позначимо через
𝑆𝑚 множину значень розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь(3.1), що
починаються в точцi 𝑡 = −𝑚𝑡∗ iз 𝛿2−околу 𝑥𝜆0 при 𝑡 = 0. Мiркуваннями подiбними
до наведених в доведеннi Теореми 3.1, неважко пересвiдчитись, що

⋂
𝑚∈ℕ 𝑆𝑚 ≠ ∅.

Тодi розв’язок 𝑥 (𝑡) системи (3.1) з початковими даними 𝑥 (0) = 𝑧0, де 𝑧0 ∈⋂
𝑚∈ℕ 𝑆𝑚, обмежений i визначеним на ℝ. Теорема доведена. □

Наведемо приклад, який iлюструє отриманi результати.

Приклад. Розглянемо у ролi (3.1) систему диференцiальних рiвнянь
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= −𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦),
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑦 + 1

1+𝑥2+𝑦2 .
(3.79)
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Функцiї 𝑓1(𝑡, 𝑥,𝑦) = arctg(𝑥+𝑦) та 𝑓2(𝑡, 𝑥,𝑦) = 1
1+𝑥2+𝑦2 визначенi наℝ3, належать

класу 𝐶1(ℝ3) i обмеженi там разом зi своїми частинними похiдними деякою
сталою 𝐶 > 0. Побудуємо розв’язки системи (3.1) з початковими даними

𝑥𝑛 (0) = (−1)𝑛 𝑛10,

𝑦𝑛 (0) = (−1)𝑛 𝑛10 .
(3.80)

Дана система має обмежений на ℝ, рiвномiрно по 𝑡0 експоненцiально стiйкий
розв’язок, що i видно на Рисунку 3.1.

(а) 𝑥 (𝑡) (б) 𝑦 (𝑡)
Рис. 3.1. Графiки розв’язкiв системи (3.79) з початковими даними (3.80)

Тепер розглянемо розв’язок наступної системи динамiчних рiвнянь:
𝑥Δ
𝜆
(𝑡) = −𝑥𝜆 (𝑡) + arctg(𝑥𝜆 (𝑡) + 𝑦𝜆 (𝑡)),

𝑦Δ
𝜆
(𝑡) = −𝑦𝜆 (𝑡) + 1

1+𝑥2
𝜆
(𝑡)+𝑦2

𝜆
(𝑡) ,

(3.81)

на множинi часових шкал 𝕋𝜆 = ℎℤ. Зауважимо, що функцiя зернистостi даної
шкали є сталою i 𝜇𝜆 = ℎ.

Тодi система (3.81) набуває вигляду:
𝑥ℎ
𝑘+1 = 𝑥

ℎ
𝑘
− ℎ𝑥ℎ

𝑘
+ ℎ arctg(𝑥ℎ

𝑘
+ 𝑦ℎ

𝑘
),

𝑦ℎ
𝑘+1 = 𝑦

ℎ
𝑘
− ℎ𝑦ℎ

𝑘
+ ℎ

1+(𝑥ℎ
𝑘
)2+(𝑦ℎ

𝑘
)2 ,

(3.82)

де ℎ > 0 крок рiзницевого рiвняння на [0, 100], 𝑘ℎ = 𝑡𝑘 ∈ 𝕋𝜆 = ℎℤ, 𝑥ℎ𝑘 = 𝑥𝜆 (𝑡𝑘).



60

Позначимо через 𝑥ℎ
𝑘,𝑛

розв’язки системи (3.82) з початковими даними:
𝑥ℎ0,𝑛 = 𝑥𝑛 (0) = (−1)𝑛 𝑛10,

𝑦ℎ0,𝑛 = 𝑦𝑛 (0) = (−1)𝑛 𝑛10,
(3.83)

де 𝑛 = 1, ..., 100, та побудуємо розв’язки системи (3.82) з початковими даними
(3.83) на промiжку [0, 100].

При величинi кроку ℎ > 2 розв’язки системи необмеженi як можна побачити
на Рисунку 3.2, проте при ℎ ≤ 2 вони стають обмеженими (див. 3.3, 3.4 та 3.5).

(а) 𝑥ℎ
𝑘,𝑛

(б) 𝑦ℎ
𝑘,𝑛

Рис. 3.2. Графiки розв’язкiв системи (3.82) при ℎ = 100
49 з початковими даними

(3.83)

(а) 𝑥ℎ
𝑘,𝑛

(б) 𝑦ℎ
𝑘,𝑛

Рис. 3.3. Графiки розв’язкiв системи (3.82) при ℎ = 2 з початковими даними (3.83)
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(а) 𝑥ℎ
𝑘,𝑛

(б) 𝑦ℎ
𝑘,𝑛

Рис. 3.4. Графiки розв’язкiв системи (3.82) при ℎ = 100
51 з початковими даними

(3.83)

А при ℎ → 0 збiгаються до розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь
(3.1) (див. Рисунок 3.2-3.4). При значеннях ℎ ≤ 1

2 модуль рiзницi вiдповiдних
розв’язкiв диференцiального та динамiчного рiвнянь не перевищує 4.5 · 10−3.

(а) 𝑥ℎ
𝑘,𝑛

(б) 𝑦ℎ
𝑘,𝑛

Рис. 3.5. Графiки розв’язкiв системи (3.82) при ℎ = 1
2 з початковими даними (3.83)
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3.3 Висновки до Роздiлу 3

У цьому роздiлi вивчено властивiсть обмеженостi розв’язкiв динамiчних
рiвнянь на сiм’ї часових шкал 𝕋𝜆 за припущення, що правi частини системи
неперервно диференцiйовнi та обмеженi разом зi своїми частиннимипохiдними.
Отримано наступнi результати:

• Встановлено умови, за яких з iснування обмеженого експоненцiально
стiйкого розв’язку системи динамiчних рiвнянь на деякiй часовiй шкалi
випливає iснування обмеженого розв’язку даної системи на всiх бiльш
щiльних часових шкалах.

• Встановлено умови, за яких з iснування обмеженого експоненцiально
стiйкого розв’язку системи диференцiальних рiвнянь випливає iснування
обмеженого розв’язку вiдповiдної динамiчної системи на часових шкалах.

• Отримана явна оцiнка малостi функцiї зернистостi(кроку), яка гарантує
збереження глобальних обмежених розв’язкiв при переходi вiд диферен-
цiальних до динамiчних рiвнянь та навпаки.

• Встановлено взаємозв’язок мiж iснуванням обмеженого розв’язку системи
динамiчних рiвнянь на часовiй шкалi та наявнiстю обмеженого на всiй осi
розв’язку системи диференцiальних рiвнянь.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [118] (переклад англ. –
[94]), [43, 115, 117].



Роздiл 4

ДИСИПАТИВНIСТЬ СИСТЕМ
ДИНАМIЧНИХ РIВНЯНЬ НА ЧАСОВИХ
ШКАЛАХ

Цей роздiл присвячений дослiдженню властивостей дисипативностi систем
диференцiальних рiвнянь на часовихшкалах. Отримано результат, який показує,
за яких умов дисипативнiсть системи диференцiальних рiвнянь на часовiйшкалi
𝕋𝜆 випливає з дисипативностi вихiдної системи диференцiальних рiвнянь на ℝ.

Нехай 𝐷 – область в ℝ𝑛. Розглянемо систему звичайних диференцiальних
рiвнянь

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋 (𝑡, 𝑥) (4.1)

де 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , та вiдповiдну систему динамiчних рiвнянь на сiм’ї часових шкал
𝕋𝜆:

𝑥Δ
𝜆
= 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆), (4.2)

де 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑛, i 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) – Δ-похiдна функцiї 𝑥𝜆 (𝑡) на 𝕋𝜆. Припустимо,

inf 𝕋𝜆 = −∞, sup𝕋𝜆 = ∞, 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ, i 𝜆 = 0 – гранична точка Λ, а точка 𝑡 = 0
лежить в 𝕋𝜆 при всiх 𝜆 ∈ Λ.

Також припустимо, що функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) визначена при всiх 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷 ,
неперервна по 𝑡 та 𝑥 i обмежена разом зi своїми частинними похiдними по 𝑡
та 𝑥 в кожнiй обмеженiй областi з {𝑡 ≥ 0} × 𝐷 , тобто для кожного 𝑀 > 0 iснує
число 𝐿(𝑀) таке, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | +
����𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

���� + 



𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥





 ≤ 𝐿(𝑀), (4.3)
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якщо 𝑡 ≤ 𝑀 i ∥𝑥 ∥ ≤ 𝑀 . Тут | · | – евклiдова норма на ℝ𝑛, ∥ · ∥ – норма матрицi
представлена векторною нормою. З нерiвностi (4.3) випливає, що iснують
локально iнтегровнi функцiї𝑀𝑅 (𝑡) та 𝐵𝑅 (𝑡) такi, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | ≤ 𝑀𝑅 (𝑡), (4.4)

|𝑋 (𝑡, 𝑥1) − 𝑋 (𝑡, 𝑥2) | ≤ 𝐵𝑅 (𝑡) |𝑥2 − 𝑥1 | (4.5)

при 𝑥, 𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑅 . Тут i далi через𝑈𝑅 позначено множину точок 𝑥 , що |𝑥 | ≤ 𝑅.
Покладемо 𝜇𝜆 := sup𝑡∈𝕋𝜆

𝜇𝜆 (𝑡), де 𝜇𝜆 (𝑡) : 𝕋𝜆 → [0,∞) – функцiя зернистостi.
Якщо 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, тодi 𝕋𝜆 збiгаться з неперервною шкалою часу 𝕋0 = ℝ,
а система (4.2) переходить в систему (4.1). Тому природно сподiватись, що за
певних умов з дисипативностi системи диференцiальних рiвнянь (4.1) випливає
дисипативнiсть вiдповiдної системи динамiчних рiвнянь (4.2) на часовiй шкалi
𝕋𝜆.

Дисипативнiсть системи диференцiальних рiвнянь (4.1) будемо розумiти у
сенсi наступного означення.

Означення 4.1. [104] Систему (4.1) будемо називати дисипативною по 𝑡 ≥ 𝑡0,
якщо iснує число 𝑅 > 0 таке, що для довiльного 𝑟 > 0 iснує 𝑇 = 𝑇 (𝑟, 𝑡0) таке, що
розв’язок 𝑥 (𝑡 ; 𝑡0, 𝑥0) системи (4.1) з початковими умовами (𝑡0, 𝑥0),

|𝑥0 | < 𝑟, (4.6)

при 𝑡 ≥ 𝑡0 +𝑇 задовольняє нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ < 𝑅.

Означення 4.2. [104] Систему (4.1) називатимемо рiвномiрно дисипативною
по 𝑡0, якщо в Означеннi 4.1, 𝑇 не залежить вiд 𝑡0.

Дисипативнiсть системи динамiчних рiвнянь (4.2) визначимо аналогiчним
чином.

Означення 4.3. Систему (4.2) будемо називати дисипативною по 𝑡 ∈ [𝑡0, +∞)𝕋𝜆
,

𝑡0 ∈ 𝕋𝜆, якщо iснує число 𝑅(𝜆) > 0 таке, що для довiльного 𝑟 > 0 iснує
𝑇 = 𝑇 (𝑟, 𝑡0, 𝜆) для якого розв’язок𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системи (4.2) з початковимиумовами
(𝑡0, 𝑥0),

|𝑥0 | < 𝑟, (4.7)
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при 𝑡 ≥ 𝑡0 +𝑇 задовольняє нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) | < 𝑅.

Означення 4.4. Систему (4.2) називатимемо рiвномiрно дисипативною по
𝑡0 ∈ 𝕋𝜆 i 𝜆 ≤ 𝜆0, якщо в Означеннi 4.3, 𝑅 та 𝑇 не залежать вiд 𝑡0 та 𝜆.

4.1 Допомiжнi твердження

Для дослiдження умов дисипативностi системи (4.2) необхiдна наступна
лема.

Лема 4.1. Нехай 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆, 𝑦𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ. Якщо 𝑦𝜆 (𝑡) визначена при 𝑡 ≥ 𝑡0, Δ-похiдна
якої 𝑦Δ

𝜆
задовольняє нерiвнiсть

𝑦Δ
𝜆
< 𝐴(𝑡)𝑦𝜆 + 𝐵(𝑡) для майже всiх 𝑡 ≥ 𝑡0, (4.8)

де 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) ∈ 𝐶𝑟𝑑 (𝕋), та 1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡) > 0 при всiх 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, тодi при 𝑡 ≥ 𝑡0

виконується нерiвнiсть

𝑦𝜆 (𝑡) < 𝑦𝜆 (𝑡0)𝑒𝐴(𝑡, 𝑡0) +
𝑡∫
𝑡0

𝑒𝐴(𝑡, 𝜎 (𝜏))𝐵(𝜏)Δ𝜏 . (4.9)

Доведення. Перепишемо нерiвнiсть (4.8) у виглядi

𝑦𝜆 (𝑡)Δ < 𝐴(𝑡) (𝑦𝜆 (𝜎 (𝑡)) − 𝜇𝜆 (𝑡)𝑦Δ𝜆 (𝑡)) + 𝐵(𝑡),

звiдки
𝑦Δ(𝑡) (1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡)) < 𝐴(𝑡)𝑦𝜆 (𝜎 (𝑡)) + 𝐵(𝑡).

З твердження Леми 1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡) ≥ 0, звiдки

𝑦Δ
𝜆
(𝑡) < 𝐴(𝑡)

1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡)
𝑦𝜆 (𝜎 (𝑡)) +

𝐵(𝑡)
1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡)

.

Оскiльки −𝐴(𝑡)
1+𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡) = (⊖𝐴) (𝑡), тодi отримаємо

𝑦Δ
𝜆
(𝑡) < −(⊖𝐴) (𝑡)𝑦𝜆 (𝜎 (𝑡)) +

𝐵(𝑡)
1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡)

.
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Домножимо обидвi частини на узагальнену експоненцiйну функцiю 𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0):

𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)𝑦Δ𝜆 (𝑡) < −𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0) (⊖𝐴) (𝑡)𝑦𝜆 (𝜎 (𝑡)) + 𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)
𝐵(𝑡)

1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡)
,

звiдки

(𝑒⊖𝐴(·, 𝑡0)𝑦𝜆)Δ(𝑡) = 𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)𝑦Δ𝜆 (𝑡) + 𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0) (⊖𝐴) (𝑡)𝑦𝜆 (𝜎 (𝑡))

< 𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)
𝐵(𝑡)

1 + 𝜇𝜆 (𝑡)𝐴(𝑡)
.

Проiнтегрувавши обидвi частини останньої нерiвностi з 𝑡0 по 𝑡 , отримаємо

𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)𝑦𝜆 (𝑡) − 𝑒⊖𝐴(𝑡0, 𝑡0)𝑦𝜆 (𝑡0) <
𝑡∫
𝑡0

𝑒⊖𝐴(𝜏, 𝑡0)
𝐵(𝜏)

1 + 𝜇𝜆 (𝜏)𝐴(𝜏)
Δ𝜏 .

Використовуючи властивостi узагальненої експоненцiйної функцiї (див. Теорему
2.3 (п.1)), 𝑒⊖𝐴(𝑡0, 𝑡0) ≡ 1, тодi отримаємо

𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)𝑦𝜆 (𝑡) < 𝑦𝜆 (𝑡0) +
𝑡∫
𝑡0

𝑒⊖𝐴(𝜏, 𝑡0)
𝐵(𝜏)

1 + 𝜇𝜆 (𝜏)𝐴(𝜏)
Δ𝜏,

𝑦𝜆 (𝑡) <
1

𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)
𝑦𝜆 (𝑡0) +

𝑡∫
𝑡0

𝑒⊖𝐴(𝜏, 𝑡0)
𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)

𝐵(𝜏)
1 + 𝜇𝜆 (𝜏)𝐴(𝜏)

Δ𝜏 .

Використавши Теорему 2.3 (див. п.5), отримаємо

𝑦𝜆 (𝑡) <
1

𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝑡0)
𝑦𝜆 (𝑡0) +

𝑡∫
𝑡0

𝑒⊖𝐴(𝑡, 𝜏)
𝐵(𝜏)

1 + 𝜇𝜆 (𝜏)𝐴(𝜏)
Δ𝜏 .

Оскiльки 1
𝑒⊖𝐴 (𝑡,𝑡0) = 𝑒𝐴(𝑡, 𝑡0) та

𝑒⊖𝐴 (𝑡,𝜏)
1+𝜇𝜆 (𝜏)𝐴(𝜏) =

𝑒𝐴 (𝑡,𝜏)
𝑒𝐴 (𝜎 (𝜏),𝜏) = 𝑒𝐴(𝑡, 𝜎 (𝜏)) (див. Теорему 2.3

(пп.2-4)), маємо наступний результат

𝑦𝜆 (𝑡) < 𝑒𝐴(𝑡, 𝑡0)𝑦𝜆 (𝑡0) +
𝑡∫
𝑡0

𝑒𝐴(𝑡, 𝜎 (𝜏))𝐵(𝜏)Δ𝜏 .

□

Лема 4.2. Припустимо, що 𝑉 : 𝕋 ×ℝ𝑛 → ℝ i 𝑉 ∈ 𝐶1(𝕋 ×ℝ𝑛) та 𝑥 : [0,𝑇 ]𝕋 → ℝ𝑛

– Δ-диференцiйовна на 𝕋𝑘 . Нехай 𝑧 : [0,𝑇 ] → ℝ, 𝑧 (·) = 𝑉 (·, 𝑥 (·)), тодi 𝑧 – Δ-

диференцiйовна по 𝑡 i

𝑧Δ(𝑡0) =
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡0, 𝑥0) + 𝐹 (𝜎 (𝑡0), 𝑥) · 𝑥Δ(𝑡0), (4.10)
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де 𝐹 (𝜎 (𝑡0), 𝑥) = (𝐹1(𝜎 (𝑡0), 𝑥), .., 𝐹𝑛 (𝜎 (𝑡0), 𝑥)) та

𝐹𝑖 (𝜎 (𝑡0), 𝑥) =
1∫

0

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
(𝜎 (𝑡0), 𝑥1(𝜎 (𝑡0)), ..., 𝑥𝑖−1(𝜎 (𝑡0)), 𝑥𝑖

+ ℎ𝜇 (𝑡0)𝑥Δ𝑖 (𝑡0), 𝑥𝑖+1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))𝑑ℎ.

Доведення. Нехай точка 𝑡0 ∈ [0,𝑇 ]𝑘 - фiксована. Спочатку розглянемо випадок,
коли 𝑡0 –щiльна справа точка. В цьому випадку 𝜎 (𝑡0) = 𝑡0, 𝑥 – Δ-диференцiйовна,
неперервна в точцi 𝑡0 i

lim
(𝑡,𝑥)→(𝑡0,𝑥0)

𝛼1((𝑡0, 𝑥0), (𝑡, 𝑥)) = lim
(𝑡,𝑥)→(𝑡0,𝑥0)

𝛽𝑖 𝑗 ((𝑡0, 𝑥0), (𝑡, 𝑥)) = 0.

З означення повногоΔ-диференцiалафункцiї в точцi [21, Def.6.97], отримаємо

𝑧Δ(𝑡0) = lim
𝑡→𝑡0

𝑉 (𝑡, 𝑥) −𝑉 (𝑡0, 𝑥0)
𝑡 − 𝑡0

=

= lim
𝑡→𝑡0

𝐴(𝑡 − 𝑡0) +
∑𝑛
𝑖=1 𝐵𝑖 (𝑥𝑖 (𝑡) − 𝑥𝑖 (𝑡0)) + 𝛼1(𝑡 − 𝑡0) +

∑𝑛
𝑖=1 𝛽𝑖1((𝑥𝑖 (𝑡) − 𝑥𝑖 (𝑡0)))

𝑡 − 𝑡0
=

=
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡0, 𝑥0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
(𝑡0, 𝑥0) · 𝑥Δ𝑖 (𝑡0) .

Позначимо 𝐹𝑖 (𝑡, 𝑥) = 𝜕𝑉
𝜕𝑥𝑖

(𝑡, 𝑥) та 𝐹 (𝑡, 𝑥) = (𝐹1(𝑡, 𝑥), 𝐹2(𝑡, 𝑥), ..., 𝐹𝑛 (𝑡, 𝑥)), тодi

𝑧Δ(𝑡0) =
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡0, 𝑥0) + 𝐹 (𝑡0, 𝑥) · 𝑥Δ(𝑡0).

Тепер розглянемо випадок, коли 𝑡0 – розсiяна справа точка. Позначимо
𝑥 (𝜎 (𝑡0)) = 𝑥 (𝜎0), тодi 𝑥 (𝜎0) − 𝑥 (𝑡0) = 𝜇 (𝑡0)𝑥Δ(𝑡0) i

𝑧Δ(𝑡0) =
𝑉 (𝜎0, 𝑥 (𝜎0)) −𝑉 (𝑡0, 𝑥 (𝑡0))

𝜇 (𝑡0)

=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑉 (𝜎0, 𝑥1(𝜎0), ..., 𝑥𝑖 (𝜎0), 𝑥𝑖+1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))
𝑥𝑖 (𝜎0) − 𝑥𝑖 (𝑡0)

− 𝑉 (𝜎0, 𝑥1(𝜎0), ..., 𝑥𝑖−1(𝜎0), 𝑥𝑖 (𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))
𝑥𝑖 (𝜎0) − 𝑥𝑖 (𝑡0)

𝑥Δ𝑖 (𝑡0)

+ 𝑉 (𝜎0, 𝑥 (𝑡0)) −𝑉 (𝑡0, 𝑥 (𝑡0))
𝜇 (𝑡0)

.

Оскiльки 𝑉 ∈ 𝐶1( [0,𝑇 ] × ℝ𝑛), застосовуючи теорему про середнє значення,
отримаємо
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𝐹𝑖 (𝜎0, 𝑥) =
𝑉 (𝜎0, 𝑥1(𝜎0), ..., 𝑥𝑖 (𝜎0), 𝑥𝑖+1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))

𝑥𝑖 (𝜎0) − 𝑥𝑖 (𝑡0)

− 𝑉 (𝜎0, 𝑥1(𝜎0), ..., 𝑥𝑖−1(𝜎0), 𝑥𝑖 (𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))
𝑥𝑖 (𝜎0) − 𝑥𝑖 (𝑡0)

=

1∫
0

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
(𝜎0, 𝑥1(𝜎0), ..., 𝑥𝑖−1(𝜎0), 𝑥𝑖 + ℎ(𝑥𝑖 (𝜎0) − 𝑥𝑖 (𝑡0)), 𝑥𝑖+1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))𝑑ℎ =

1∫
0

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
(𝜎0, 𝑥1(𝜎0), ..., 𝑥𝑖−1(𝜎0), 𝑥𝑖 + ℎ𝜇 (𝑡0)𝑥Δ𝑖 (𝑡0), 𝑥𝑖+1(𝑡0), ..., 𝑥𝑛 (𝑡0))𝑑ℎ.

Звiдки отримаємо

𝑧Δ(𝑡0) =
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡0, 𝑥0) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖 (𝜎0, 𝑥)𝑥Δ𝑖 (𝑡0).

Позначивши 𝐹 (𝑡, 𝑥) := (𝐹1(𝑡, 𝑥), 𝐹2(𝑡, 𝑥), ..., 𝐹𝑛 (𝑡, 𝑥)), отримаємо

𝑧Δ(𝑡0) =
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡0, 𝑥0) + 𝐹 (𝜎0, 𝑥) · 𝑥Δ(𝑡0).

□

Зауваження 4.1. З огляду на систему (4.2), будемо розглядати функцiю
Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥),

визначену наступним чином:
Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) = 𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡, 𝑥) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖 (𝜎 (𝑡), 𝑥𝜆)𝑋𝑖 (𝑡, 𝑥𝜆) =
𝜕𝑉

Δ𝑡
(𝑡, 𝑥) + 𝐹 (𝜎 (𝑡), 𝑥𝜆) ·𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆). (4.11)

Функцiя
Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) є Δ-похiдною функцiї 𝑉 (𝑡, 𝑥) в силу системи (4.2).

4.2 Умови дисипативностi системи динамiчних
рiвнянь в термiнах функцiї Ляпунова

Розглянемо умови дисипативностi системи динамiчних рiвнянь (4.2) в
термiнах функцiї Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥).

Вiдносно всiх функцiй Ляпунова, що розглядатимуться далi, припустимо,
що 𝑉 (𝑡, 𝑥) Δ-абсолютно неперервнi по 𝑡 та рiвномiрно неперервнi по 𝑥 в околi
кожної точки. Крiм того, вони задовольняють локальну умову Лiпшиця по 𝑥 для
кожного 0 < 𝜆 ≤ 𝜆0 в областi {𝑡 ∈ [0,𝑇 ]𝕋𝜆

} ×𝑈𝑅 зi сталою Лiпшиця, що залежить
вiд 𝑅 та 𝑇 . Цей факт будемо позначати: 𝑉 ∈ C0.
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Означення 4.5. Оператором Ляпунова, що вiдповiдає системi (4.2) будемо
називати оператор 𝑑0/Δ𝑡 , що визначається спiввiдношенням

𝑑0𝑉 (𝑡, 𝑥)
Δ𝑡

= lim
𝑡→𝑡0+0,𝑡∈𝕋𝜆

1
𝑡 − 𝑡0

[𝑉 (𝑡, 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)) −𝑉 (𝑡0, 𝑥0)] .

З [30] випливає, що:

Зауваження 4.2. Якщо 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ C0, тодi для майже всiх 𝑡 оператор Ляпунова
збiгатиметься з Δ-похiдною функцiї 𝑉 в силу системи (4.2).

Тодi виконується наступна теорема.

Теорема 4.1. Якщо система динамiчних рiвнянь (4.2) на часовiй шкалi 𝕋𝜆, 𝜆 > 0,
має невiд’ємну функцiю Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ C0, визначену при 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝕋𝜆,

𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ𝑛, з наступними властивостями:

1)

inf
𝑡∈[𝑡0,∞)𝕋𝜆 ,|𝑥 |≥𝜌

𝑉 (𝑡, 𝑥) = 𝑉𝜌 (𝜆) → ∞, 𝜌 → ∞, (4.12)

2) при 𝑥 ∈ 𝑈𝑅0 = {|𝑥 | ≥ 𝑅0, 𝑡 ≥ 𝑡0} iснує 𝐶 = 𝐶 (𝜆) > 0 таке, що

Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ −𝐶 (𝜆)𝑉 (𝑡, 𝑥), (4.13)

а при 𝑥 ∈ 𝑈𝑅0 функцiї 𝑉 i
Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) обмеженi згори,

тодi система (4.2) дисипативна.

Доведення Теореми 4.1. В силу умови (4.13) маємо

Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ −𝐶𝑉 (𝑡, 𝑥), при 𝑡 ≥ 𝑡0, |𝑥 | ≥ 𝑅0,

i при |𝑥 | < 𝑅0, iснує додатна стала 𝐶1 > 0 така, що

Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶1, 𝑉 (𝑡, 𝑥) < 𝐶1. (4.14)

Таким чином, з (4.13) та (4.14) отримаємо наступну нерiвнiсть

Δ
𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ −𝐶𝑉 (𝑡, 𝑥) +𝐶2, при всiх 𝑡 ≥ 𝑡0 та 𝑥 ∈ ℝ𝑛, (4.15)

де 𝐶2 > 0 - деяка стала.
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Тепер застосувавши Лему 4.1 до нерiвностi (4.15), та згiдно Теореми 2.4,
отримаємо

𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉 (𝑡0, 𝑥0) · 𝑒−𝐶 (𝑡, 𝑡0) +
𝑡∫
𝑡0

𝐶2𝑒−𝐶 (𝑡, 𝜎 (𝜏))Δ𝜏

= 𝑉 (𝑡0, 𝑥0) · 𝑒−𝐶 (𝑡, 𝑡0) +
𝐶2
𝐶

(1 − 𝑒−𝐶 (𝑡, 𝑡0))

≤ 𝑉 (𝑡0, 𝑥0) · 𝑒−𝐶 (𝑡, 𝑡0) +
𝐶2
𝐶

≤ 𝑒−𝐶 (𝑡, 𝑡0) sup
|𝑥0 |<𝑟

𝑉 (𝑡0, 𝑥0) +
𝐶2
𝐶
.

Тодi iснує 𝑇 = 𝑇 (𝑡0, 𝑟 , 𝜆) таке, що при 𝑡 ≥ 𝑡0 +𝑇 виконується нерiвнiсть

𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶3.

Звiдси i з умови (4.12) випливає дисипативнiсть системи (4.2) при кожному
𝜆 > 0.

□

Зауваження 4.3. Подiбний результат до Теореми 4.1 при iнших умовах та iншим
методом отримано в [10, Th.3.4].

Зауваження 4.4. Якщо в умовах Теореми 4.1 𝑉 (𝑡, 𝑥) та 𝐶 не залежать вiд 𝜆 i
спiввiдношення (4.12) виконується рiвномiрно по 𝜆 ≤ 𝜆0, тодi система (4.2)
рiвномiрно дисипативна.

4.3 Iснування функцiї Ляпунова дисипативних
систем динамiчних рiвнянь на часових
шкалах

Дана частина присвячена дослiдженню проблеми iснування функцiї Ляпу-
нова для системи динамiчних рiвнянь на часових шкалах, яку ми, за умовою,
вважаємо дисипативною. Iншими словами, ми будемо розглядати обернену до
задачi розглянутої у частинi 4.2.

Розглянемо систему динамiчних рiвнянь (4.2), де функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) неперервна
по 𝑡 та 𝑥 i обмежена разом зi своїми частинними похiдними.



71

Наступний висновок надає критерiї iснування функцiї Ляпунова для дисипа-
тивної системи динамiчних рiвнянь на сiм’ї часових шкал 𝕋𝜆 з властивостями
4.12 та 4.13, якi були визначенi у Теоремi 4.1.

Теорема 4.2. Якщо iснує таке 𝜆0 > 0, що система динамiчних рiвнянь (4.2)
дисипативна для кожного 𝜆 ≤ 𝜆0 i виконуються умови (4.4), (4.5), то для кожної

системи (4.2) iснує невiд’ємна функцiя Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥), що задовольняє умови

(4.12), (4.13) при 𝜆 < 𝜆0.

Доведення Теореми 4.2. З дисипативностi системи динамiчних рiвнянь (4.2) ви-
пливає, що для довiльного 𝑟 > 0 iснує таке 𝑇 = 𝑇 (𝑟, 𝑡0, 𝜆) > 0, що розв’язок
𝑥𝜆 системи (4.2) з початковими умовами (𝑡0, 𝑥0), 𝑡0 ∈ [0,𝑇0]𝕋𝜆

та 𝑥0, |𝑥0 | < 𝑟 ,
мiститься в кулi радiуса 𝑅 при 𝑡 ∈ [𝑡0 +𝑇 ;+∞)𝕋𝜆

, тобто |𝑥𝜆 (𝑡 ; 𝑡0, 𝑥0) | < 𝑅.
Розглянемо наступну функцiю:

𝐿(𝜁 ) =

𝜁 − 𝑅, if 𝜁 ≥ 𝑅;

0, if 0 ≤ 𝜁 < 𝑅.

Дана функцiя неперервна та набуває лише невiд’ємних значень. Бiльше того,
вона визначена при 𝜁 ≥ 0, 𝐿(𝜁 ) → +∞ при 𝜁 → +∞ i

|𝐿(𝜁 ) − 𝐿(𝜁 ′) | ≤ |𝜁 − 𝜁 ′|. (4.16)

Визначимо функцiю 𝑉 (𝑡, 𝑥) наступним чином:

𝑉 (𝑡, 𝑥) = sup
𝜏≥0

{𝐿( |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |) · 𝑒𝜏 },

де 𝑡𝜏 = 𝜎 (𝑡 + 𝜏) = inf{𝑠 ∈ 𝕋𝜆 |𝑠 ≥ 𝑡 + 𝜏}.
Зауважимо, якщо 𝜏 > 𝑇 , то, з дисипативностi системи (4.2), розв’язок 𝑥𝜆

мiститься в кулi радiуса 𝑅, а отже, 𝐿( |𝑥 |) = 0. Тому

𝑉 (𝑡, 𝑥) = sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

{𝐿( |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |) · 𝑒𝜏 }.

З означення функцiї 𝐺 випливає, що 𝐿( |𝑥 |) ≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥). Отже, 𝑉 (𝑡, 𝑥) задовольняє
умову (4.12).

Тепер покажемо, що 𝑉 (𝑡, 𝑥) задовольняє локальну умову Лiпшиця по 𝑡 i 𝑥 .
Припустимо, що (𝑡, 𝑥) та (𝑡, 𝑥) такi, що 𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇0]𝕋𝜆

, 𝑡 < 𝑡 та 𝑥 , 𝑥 мiстяться в кулi
радiуса 𝑟 .
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З неперервної залежностi розв’язку системи динамiчних рiвнянь (4.2) вiд
початкових умов на скiнченному iнтервалi часової шкали [52, Theorem 3.2],
можна гарантувати, що для всiх 𝜏 ∈ [0,𝑇 ] за будь-яких початкових умов
𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇0]𝕋𝜆

i 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑈𝑟 , розв’язки 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) та 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) лежать у фiксованiй
кулi радiуса 𝑟 . Тодi, iснує таке 𝑁𝑟 , що |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) | ≤ 𝑁𝑟 , |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) | ≤ 𝑁𝑟 . Отже, з
(4.16), отримаємо

𝑉 (𝑡, 𝑥) −𝑉 (𝑡, 𝑥) = sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

{𝐿( |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |)𝑒𝜏 } − sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

{𝐿( |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |)𝑒𝜏 }

≤ sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

{|𝐿( |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |) − 𝐿( |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |) |𝑒𝜏 }

≤ sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

{|𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |𝑒𝜏 }.

(4.17)

Розглянемо докладнiше рiзницю

|𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |,

де 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) розв’язок системи (4.2) з початковими умовами (𝑡, 𝑥). Тодi

|𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) | + |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |. (4.18)

Оцiнимо першу рiзницю правої частини нерiвностi (4.18). Оскiльки розв’язки
𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) i 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) можуть бути поданi у виглядi

𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) = 𝑥 +
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠,

𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) = 𝑥 +
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠,
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отримаємо наступну оцiнку рiзницi |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |, оскiльки 𝑡 ≤ 𝑡𝜏 ≤ 𝑡𝜏 :

|𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |

≤

�������𝑥 +
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠 − 𝑥 −
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠

�������
≤

�������
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠 −
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠 −
𝑡𝜏∫
𝑡𝜏

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠

�������
≤

𝑡𝜏∫
𝑡𝜏

|𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥)) |Δ𝑠 .

Позначимо
max

𝑡∈[0,𝑇 ]𝕋𝜆 ,|𝑥 |≤𝑁𝑟

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | = 𝑀𝑟 , (4.19)

тодi

|𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) | ≤
𝑡𝜏∫
𝑡𝜏

𝑀𝑟Δ𝑠 ≤ 𝑀𝑟 |𝑡𝜏 − 𝑡𝜏 | ≤ 𝑀𝑟 |𝑡 − 𝑡 |. (4.20)

Тепер розглянемо другу рiзницюправої частини (4.18): |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥)−𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |.
Позначимо 𝑥𝜆 (𝑡 ; 𝑡, 𝑥) := 𝑥∗, тодi отримаємо:

|𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) | = |𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥∗) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |.

Оскiльки 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥∗) та 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥), можна переписати

𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥∗) = 𝑥∗ +
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥∗))Δ𝑠,

𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) = 𝑥 +
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠,

тодi

|𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥∗) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) |
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≤

�������𝑥∗ +
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥∗))Δ𝑠 − 𝑥 −
𝑡𝜏∫
𝑡

𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))Δ𝑠

�������
≤ |𝑥∗ − 𝑥 | +

𝑡𝜏∫
𝑡

��𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥∗)) − 𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))
��Δ𝑠 .

Враховуючи лiпшицовiсть 𝑋 (𝑡, 𝑥) зi сталою 𝐾 по 𝑥 , з останнього матимемо

��𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥∗) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥)�� ≤ |𝑥∗ − 𝑥 | + 𝐾
𝑡𝜏∫
𝑡

��𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥∗) − 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥)��Δ𝑠 .
Звiдки, з аналога нерiвностi Гронуолла на часових шкалах [25, Th.6.4] при
𝑠 ∈ [𝑡 ; 𝑡𝜏]𝕋𝜆

та за Лемою 1 [32], отримаємо��𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥∗) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥)�� ≤ 𝑒𝐾 (𝑡𝜏 , 𝑡) |𝑥∗ − 𝑥 | ≤ 𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) |𝑥∗ − 𝑥 |
≤ 𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) ( |𝑥∗ − 𝑥 | + |𝑥 − 𝑥 |) . (4.21)

Оскiльки 𝑥∗ := 𝑥𝜆 (𝑡 ; 𝑡, 𝑥), тодi ∥𝑥𝜆 (𝑡 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥 ∥ ≤
∫ 𝑡
𝑡
∥𝑋 (𝑠, 𝑥𝜆 (𝑠; 𝑡, 𝑥))∥Δ𝑠 . Звiдки, з

(4.19), зважаючи, що 𝑡𝜏 ∈ [0, 𝑡𝜏], отримаємо

|𝑥∗ − 𝑥 | =
��𝑥𝜆 (𝑡 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥 �� ≤ 𝑡∫

𝑡

𝑀𝑟Δ𝑠 ≤ 𝑀𝑟 |𝑡 − 𝑡 |.

Пiдставивши останню рiвнiсть у (4.21), маємо��𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥∗) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥)�� ≤ 𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) (𝑀𝑟 |𝑡 − 𝑡 | + |𝑥 − 𝑥 |
)
. (4.22)

Таким чином, з (4.18), (4.20) та (4.22), отримаємо��𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥) − 𝑥𝜆 (𝑡𝜏 ; 𝑡, 𝑥)�� ≤ 𝑀𝑟 |𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡)
(
𝑀𝑟 |𝑡 − 𝑡 | + |𝑥 − 𝑥 |

)
≤ 𝑀𝑟

(
𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡𝜏 ) + 1

)
|𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) |𝑥 − 𝑥 | .

При достатньо малому 𝜇𝜆 > 0 точка 𝑡𝜏 лежить на вiдрiзку [𝑡 + 𝜏 ; 𝑡 + 𝜏 + 1],
тодi 𝑡𝜏 − 𝑡𝜏 ≤ 𝑡 − 𝑡 + 1. Отже звiдси, з умови (4.17), враховуючи дисипативнiсть
системи динамiчних рiвнянь (4.2) та нерiвнiсть (4.4), отримаємо
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𝑉 (𝑡, 𝑥) −𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

{(
𝑀𝑅

(
𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) + 1

)
|𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) ∥𝑥 − 𝑥 ∥

)
𝑒𝜏

}
≤ 𝑀𝑅 (𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 + 1) |𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 |𝑥 − 𝑥 | . (4.23)

Аналогiчним чином, виконуючи перетворення подiбнi до (4.17)-(4.23), може-
мо отримати оцiнку:

𝑉 (𝑡, 𝑥) −𝑉 (𝑡, 𝑥) ≤ sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

{(
𝑀𝑅 (𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) + 1) |𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑡𝜏−𝑡) |𝑥 − 𝑥 |

)
𝑒𝜏

}
≤ 𝑀𝑅

(
𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 + 1

)
|𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 |𝑥 − 𝑥 | .

Звiдки, матимемо

𝑉 (𝑡, 𝑥) −𝑉 (𝑡, 𝑥) ≥ −𝑀𝑅

(
𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 + 1

)
|𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 |𝑥 − 𝑥 | . (4.24)

Таким чином, з (4.23) та (4.24), отримаємо

|𝑉 (𝑡, 𝑥) −𝑉 (𝑡, 𝑥) | ≥ 𝑀𝑅

(
𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 + 1

)
|𝑡 − 𝑡 | + 𝑒𝐾 (𝑇+1)+𝑇 |𝑥 − 𝑥 | .

Отже, ми отримали лiпшицовiсть функцiї 𝑉 (𝑡, 𝑥) по 𝑡 та 𝑥 .
Покажемо виконання умови (4.13). Для кожної точки 𝑡 ∈ 𝕋𝜆 можливi два

випадки: коли точка 𝑡 – розсiяна справа, тобто 𝜇𝜆 (𝑡) > 0, та коли точка 𝑡 є
щiльною справа, тобто 𝜇𝜆 (𝑡) = 0. Позначимо

𝑉𝜏 (𝑡, 𝑥) = 𝐿( |𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡 + 𝜏); 𝑡, 𝑥) |) · 𝑒𝜏

тодi при 𝜇𝜆 (𝑡) ≥ 0 отримаємо

𝑉𝜏 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥))
= 𝐿( |𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡) + 𝜏); 𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥)) |)𝑒𝜏

= 𝐿( |𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡) + 𝜏); 𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥)) |)𝑒𝜏+𝜇𝜆 (𝑡)𝑒−𝜇𝜆 (𝑡) .

(4.25)

В силу єдиностi розв’язку на часових шкалах [30, Proposition 4], отримаємо

𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡) + 𝜏); 𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥)) = 𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡) + 𝜏); 𝑡, 𝑥). (4.26)

Пiдставивши (4.26) в (4.25) та позначивши 𝜏′ = 𝜏 + 𝜇𝜆 (𝑡), матимемо

𝑉𝜏 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥)) = 𝐿( |𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡 + 𝜏′); 𝑡, 𝑥)) |)𝑒𝜏
′
𝑒−𝜇𝜆 (𝑡) = 𝑉𝜏 ′ (𝑡, 𝑥)𝑒−𝜇𝜆 (𝑡) .
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Зауважимо, якщо 𝜏 ∈ [0,𝑇 ], то 𝜏′ ∈ [𝜇𝜆 (𝑡),𝑇 +𝜇𝜆 (𝑡)], звiдки 𝑡 +𝜏′ ∈ [𝑡 +𝜇𝜆 (𝑡), 𝑡 +
𝑇 + 𝜇𝜆 (𝑡)]. Оскiльки з дисипативностi |𝑥𝜆 (𝑡 + 𝜏′; 𝑡, 𝑥) | < 𝑅 при 𝑡 + 𝜏′ ≥ 𝑡 +𝑇 , тодi
𝐿( |𝑥𝜆 (𝑡 + 𝜏′; 𝑡, 𝑥) |) = 0 при 𝑡 + 𝜏′ ≥ 𝑡 +𝑇 . Звiдси,

𝑉 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥)) = sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

𝑉𝜏 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥))

= sup
𝜏 ′∈[𝜇𝜆 (𝑡),𝑇+𝜇𝜆 (𝑡)]

𝑉𝜏 ′ (𝑡, 𝑥)𝑒−𝜇𝜆 (𝑡) = sup
𝜏 ′∈[𝜇𝜆 (𝑡),𝑇 ]

𝑉𝜏 ′ (𝑡, 𝑥)𝑒−𝜇𝜆 (𝑡)

≤ sup
𝜏 ′∈[0,𝑇 ]

𝑉𝜏 ′ (𝑡, 𝑥)𝑒−𝜇𝜆 (𝑡),

тобто
𝑉 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡); 𝑡, 𝑥)) ≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥)𝑒−𝜇𝜆 . (4.27)

Розглянемо оператор Ляпунова, що вiдповiдає системi (4.2). Оскiльки за
доведеним више функцiя 𝑉 (𝑡, 𝑥) задовольняє умову Лiпшиця по 𝑡 та 𝑥 , то вона
абсолютно неперервна по 𝑡 та 𝑥 , а тому майже для всiх 𝑡 та 𝑥 має похiдну
(Δ-похiдну по 𝑡 та звичайну похiдну по 𝑥). З урахуванням (4.27), для розсiяної
справа точки 𝑡 , отримаємо

𝑑0𝑉 (𝑡, 𝑥)
Δ𝑡

=
1

𝜇𝜆 (𝑡)
[𝑉 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡), 𝑥 (𝑡 + 𝜇𝜆 (𝑡, 𝑡, 𝑥)) −𝑉 (𝑡, 𝑥)]

≤ 1
𝜇𝜆 (𝑡)

[
𝑉 (𝑡, 𝑥)𝑒−𝜇𝜆 (𝑡) −𝑉 (𝑡, 𝑥)

]
= 𝑉 (𝑡, 𝑥) · 𝑒

−𝜇𝜆 (𝑡) − 1
𝜇𝜆 (𝑡)

.

Iз Зауваження 4.2 та, оскiльки lim𝜇𝜆 (𝑡)→0
𝑒−𝜇𝜆 (𝑡 )−1
𝜇𝜆 (𝑡) = −1, матимемо

Δ
𝑉 𝜆 (𝑡, 𝑥) ≤ −𝐶 (𝜇𝜆)𝑉𝜆 (𝑡, 𝑥),

де 𝐶 (𝜇𝜆) = 𝑒−𝜇𝜆 (𝑡 )−1
𝜇𝜆 (𝑡) > 0.

Якщо 𝑡 – щiльна справа, тобто 𝜇𝜆 (𝑡) = 0, тодi iснує послiдовнiсть {ℎ𝑛}, ℎ𝑛 ∈ 𝕋𝜆

таких, що ℎ𝑛 → 𝑡 + 0. Розглянемо

𝑉𝜏 (𝑡 + ℎ𝑛,𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛; 𝑡, 𝑥)) = 𝐿( |𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛 + 𝜏 ; 𝑡 + ℎ𝑛, 𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛; 𝑡, 𝑥) |)𝑒𝜏

= 𝐿( |𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛 + 𝜏 ; 𝑡 + ℎ𝑛, 𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛; 𝑡, 𝑥) |)𝑒𝜏+ℎ𝑛𝑒−ℎ𝑛 .

В силу єдиностi розв’язку системи (4.2), 𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛 + 𝜏 ; 𝑡 + ℎ𝑛, 𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛; 𝑡, 𝑥) = 𝑥 (𝑡 +
ℎ𝑛 + 𝜏 ; 𝑡, 𝑥). Тодi замiнивши 𝜏 + ℎ𝑛 = 𝜏𝑛, отримаємо
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𝑉 (𝑡 + ℎ𝑛, 𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛; 𝑡, 𝑥)) = sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

𝑉𝜏 (𝑡 + ℎ𝑛, 𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛; 𝑡, 𝑥))

= sup
𝜏𝑛∈[ℎ𝑛,𝑇+ℎ𝑛]

𝑉𝜏𝑛𝑒
−ℎ𝑛 ≤ sup

𝜏𝑛∈[0,𝑇 ]
𝑉𝜏𝑛 (𝑡, 𝑥)𝑒−ℎ𝑛 ≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥)𝑒−ℎ𝑛 .

Вiднявши 𝑉 (𝑡, 𝑥) вiд обох частин нерiвностi та подiливши на ℎ𝑛 > 0, отримаємо
що

𝑉 (𝑡 + ℎ𝑛, 𝑥 (𝑡 + ℎ𝑛; 𝑡, 𝑥)) −𝑉 (𝑡, 𝑥)
ℎ𝑛

≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥)𝑒
−ℎ𝑛 − 1
ℎ𝑛

.

Звiдки, в силу означення Δ-похiдної в щiльних точках, при ℎ𝑛 → 0, матимемо

𝑉 Δ(𝑡, 𝑥) ≤ −𝑉 (𝑡, 𝑥).

Таким чином, твердження (4.13) доведене. □

4.4 Взаємозв’язок мiж дисипативнiстю систем
диференцiальних рiвнянь та вiдповiдних
динамiчних систем на часових шкалах

Упопереднiх частинах цього роздiлу було дослiджено дисипативнiсть систем
динамiчних рiвнянь на часових шкалах. Природно виникає питання про взає-
мозв’язок мiж дисипативнiстю цих систем та дисипативнiстю систем звичайних
диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо системи (4.1) та (4.2). У наступнiй теоремi отримано умови
дисипативностi системи диференцiальних рiвнянь за умови дисипативностi
вiдповiдної динамiчної системи.

Теорема 4.3. Нехай 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умову (4.3) та iснує таке 𝜆0, що для всiх

𝜆 ≤ 𝜆0 система динамiчних рiвнянь (4.2) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆 та

𝜆. Тодi система диференцiальних рiвнянь (4.1) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 при

𝑡0 > 0.

Доведення Теореми 4.3. Оберемодовiльне число 𝑟 > 0.Не обмежуючи загальностi,
покладемо 𝑡0 = 0 ∈ 𝕋𝜆. З умови Теореми, якщо 𝑥𝜆 (𝑡 ; 0, 𝑥0) – розв’язок системи
динамiчних рiвнянь (4.2) з початковими умовами (0, 𝑥0), де |𝑥0 | < 𝑟 ,тодi для всiх
𝜆 ≤ 𝜆0 tiснує таке 𝑇 = 𝑇 (𝑟 ), що виконується нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡, 0, 𝑥0) | < 𝑅 при 𝑡 ∈ [𝑇, +∞)𝕋𝜆
.
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З неперервної залежностi розв’язку динамiчної системи (4.2) вiд початкових
даних на скiнченному промiжку [52, Theorem 3.2] випливає, що iснує таке𝑀 > 0,
що |𝑥𝜆 (𝑡, 0, 𝑥0) | < 𝑀 при всiх 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑡 ≤ 𝑇 та |𝑥0 | ≤ 𝑟 . Таким чином, умова (4.3)
виконується при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]𝕋𝜆

та |𝑥 | ≤ 𝑀 .
Нехай 𝑥 – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (4.1) такий, що в

початковiй точцi 𝑡0 = 0 виконується 𝑥 (0) = 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0. Оберемо 𝑇 = inf{𝑠 ∈
𝕋𝜆 |𝑠 ≥ 𝑇 }. Оскiльки 𝑇 ≥ 𝑇 , для нього виконується нерiвнiсть |𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0) | < 𝑅. З
Леми 2.1 про оцiнку близькостi розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь
та вiдповiдної системи динамiчних рiвнянь на часових шкалах з однаковими
початковими даними, при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] маємо нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡, 0, 𝑥0) − 𝑥𝜆 (𝑡, 0, 𝑥0) | ≤ 𝜇𝜆𝐾 (𝑇 ) → 0, 𝜆 → 0.

Зауважимо, що оскiльки 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, то завжди можна обрати 𝜆1 ≤ 𝜆0

таке, що для всiх 𝜆 ≤ 𝜆1 виконується нерiвнiсть 𝜇𝜆𝐾 (𝑇 ) < 1. Отже матимемо

|𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0) | ≤ |𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0) − 𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0) | + |𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0) | ≤ 1 + 𝑅. (4.28)

Тепер виберемо такий розв’язок 𝑦𝜆 (𝑡) системи динамiчних рiвнянь (4.2), що
𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0) = 𝑦𝜆 (𝑇 ). Оскiльки система (4.2) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 та 𝜆, то
взявши у нерiвностi (4.7) 𝑟 = 𝑅 + 1, ми отримаємо, що iснує таке 𝑇1 = 𝑇1(𝑅 + 1),
що з нерiвностi |𝑦𝜆 (𝑡1) | < 𝑅 + 1 випливає, що

|𝑦𝜆 (𝑡,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) | < 𝑅, для 𝑡 ∈ [𝑇 +𝑇1;+∞)𝕋𝜆
.

Оберемо 𝑡1 = inf{𝑠 ∈ 𝕋𝜆 |𝑠 ≥ 𝑇 + 𝑇1}, тодi |𝑦𝜆 (𝑡1,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) | < 𝑅. Як i
ранiше, виберемо 𝜆2 ≤ 𝜆1, що для всiх 𝜆 ≤ 𝜆2 точка 𝑡1 лежатиме на вiдрiзку
[𝑇 +𝑇1,𝑇 +𝑇1 + 1]𝕋𝜆

i при 𝑡 ∈ [𝑇, 𝑡1] виконуватиметься нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) − 𝑦𝜆 (𝑡,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) | ≤ 𝜇𝜆𝐾 (𝑡1) < 1.

Звiдки, аналогiчно (4.28), отримаємо |𝑥 (𝑡1,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) | < 𝑅 + 1. В силу єдиностi
розв’язку системи диференцiальних рiвнянь (4.1), маємо 𝑥 (𝑡,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) =

𝑥 (𝑡, 0, 𝑥0). Звiдси та з рiвномiрної дисипативностi системи динамiчних рiвнянь
(4.2) по 𝑡0 отримаємо, що

|𝑥 (𝑡1, 0, 𝑥0) | < 𝑅 + 1,

де 𝑡1 ∈ [𝑇 +𝑇1,𝑇 +𝑇1 + 1].
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Продовжуючи далi аналогiчним чином, матимемо, що для довiльного 𝑘 ∈ ℕ

виконується нерiвнiсть
|𝑥 (𝑡𝑘, 0, 𝑥0) | < 𝑅 + 1,

де 𝑡𝑘 – найменше значення на вiдрiзку [𝑇 + 𝑘𝑇1,𝑇 + 𝑘𝑇1 + 1]𝕋𝜆
.

З неперервної залежностi 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) вiд початкових умов випливає, що
розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (4.1) на промiжках (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1) та-
кож лежить у фiксованiй кулi радiуса 𝑅1 ≥ 𝑅. Отже, система (4.1) рiвномiно
дисипативна по 𝑡0 > 0, вiдповiдно до Означень 4.1, 4.2 при 𝑅 = 𝑅1. □

Теорема 4.4. Припустимо 𝑋 (𝑡, 𝑥) задовольняє умову (4.3), а система диференцi-

альних рiвнянь (4.1) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 при 𝑡0 > 0. Тодi, iснує таке 𝜆0,

що динамiчна система (4.2) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 i 𝜆 для всiх 𝜆 ≤ 𝜆0.

Доведення. Оберемо довiльне число 𝑟 > 0. Не втрачаючи загальностi, покладемо
𝑡0 = 0. З умови Теореми, якщо 𝑥 (𝑡, 0, 𝑥0) – розв’язок системи диференцiальних
рiвнянь (4.1) з початковими умовами (0, 𝑥0), де |𝑥0 | < 𝑟 , то iснує таке 𝑇 = 𝑇 (𝑟 ),
що виконується наступна нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡, 0, 𝑥0) | < 𝑅 при 𝑡 ∈ [𝑇, +∞).

З неперервної залежностi розв’язку системи диференцiальних рiвнянь (4.1)
вiд початкових умов та скiнченному промiжку випливає, що iснує таке𝑀 > 0,
що |𝑥 (𝑡, 0, 𝑥0) | < 𝑀 при всiх 𝑡 ∈ ℝ, 𝑡 ≤ 𝑇 та |𝑥0 | ≤ 𝑟 . Таким чином, умова (4.3)
виконується при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] та |𝑥 | ≤ 𝑀 .

Нехай𝑥𝜆 – такий розв’язок системидинамiчних рiвнянь (4.2), що в початковiй
точцi 𝑡0 = 0 ∈ 𝕋𝜆 виконується 𝑥𝜆 (0) = 𝑥 (0) = 𝑥0. Оберемо 𝑇 = inf{𝑠 ∈ 𝕋𝜆 |𝑠 ≥ 𝑇 }.
Оскiльки 𝑇 ≥ 𝑇 , то для нього виконується нерiвнiсть |𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0) | < 𝑅. З Леми
2.1 про оцiнку близькостi розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь та
вiдповiдної системи динамiчних рiвнянь на часових шкалах з однаковими
початковими даними, при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]𝕋𝜆

матимемо нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡, 0, 𝑥0) − 𝑥 (𝑡, 0, 𝑥0) | ≤ 𝜇𝜆𝐾 (𝑇 ) → 0, 𝜆 → 0.

Зауважимо, що оскiльки 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, то завжди можна обрати таке
𝜆1 ≤ 𝜆0, що для всiх 𝜆 ≤ 𝜆1 виконуватиметься нерiвнiсть 𝜇𝜆𝐾 (𝑇 ) < 1. Отже,
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матимемо

|𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0) − 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0) | + |𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0) | ≤ 1 + 𝑅. (4.29)

Оберемо розв’язок 𝑦 (𝑡) системи диференцiальних рiвнянь (4.1) таким чином,
що 𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0) = 𝑦 (𝑇 ). Оскiльки система (4.1) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0, то
взявши у нерiвностi (4.6) 𝑟 = 𝑅 + 1, отримаємо, що iснує таке 𝑇1 = 𝑇1(𝑅 + 1), що з
нерiвностi |𝑦 (𝑇 ) | < 𝑅 + 1 випливає, що

|𝑦 (𝑡,𝑇 , 𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0)) | < 𝑅, при 𝑡 ≥ 𝑇 +𝑇1.

Оберемо 𝑡1 = inf{𝑠 ∈ 𝕋𝜆 |𝑠 ≥ 𝑇 +𝑇1}, тодi

|𝑦 (𝑡1,𝑇 , 𝑥𝜆 (𝑇, 0, 𝑥0)) | < 𝑅.

Як i ранiше, виберемо таке 𝜆2 ≤ 𝜆1, що для всiх 𝜆 ≤ 𝜆2 точка 𝑡1 належить вiдрiзку
[𝑇 +𝑇1,𝑇 +𝑇1 + 1]𝕋𝜆

i при 𝑡 ∈ [𝑇, 𝑡1]𝕋𝜆
виконується нерiвнiсть

|𝑥𝜆 (𝑡,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) − 𝑦 (𝑡,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) | ≤ 𝜇𝜆𝐾 (𝑡1) < 1.

Звiдки, аналогiчно (4.29), отримаємо |𝑥𝜆 (𝑡1,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) | < 𝑅 + 1. В силу непе-
рервної залежностi розв’язку системи динамiчних рiвнянь (4.2) вiд початкових
умов на часових шкалах [52, Теорема 3.2], маємо 𝑥𝜆 (𝑡,𝑇 , 𝑥 (𝑇, 0, 𝑥0)) = 𝑥𝜆 (𝑡, 0, 𝑥0),
звiдки отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡1, 0, 𝑥0) | < 𝑅 + 1,

де 𝑡1 ∈ [𝑇 +𝑇1,𝑇 +𝑇1 + 1].
Продовжуючи подiбним чином далi, отримаємо, що для довiльного нату-

рального 𝑘 виконується
|𝑥𝜆 (𝑡𝑘, 0, 𝑥0) | < 𝑅 + 1,

де 𝑡𝑘 ∈ [𝑇 + 𝑘𝑇1,𝑇 + 𝑘𝑇1 + 1].
З неперервної залежностi 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) вiд початкових даних на скiнченному

iнтервалi на часових шкалах [52, Теорема 3.2], розв’язок системи динамiчних
рiвнянь (4.2) на промiжках [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1]𝕋𝜆

також лежить у фiксованiй кулi радiуса
𝑅1 ≥ 𝑅. Отже, система динамiчниз рiвнянь (4.2) рiвномiрно дисипативна по 𝑡0 та
𝜆, вiдповiдно до Означень 4.3, 4.4 при 𝑅 = 𝑅1. □

Наведемо приклад, який iлюструє отриманi результати на прикладi рiвняння
Л’єнара.
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Приклад. Розглянемо диференцiальне рiвняння

𝑥′′ + (cos𝑥 + 2)𝑥′ + 𝑥 = 0. (4.30)

Для дослiдження дисипативностi даного рiвняння розглянемо еквiвалентну
йому систему 

𝑥′ = 𝑦,

𝑦′ = −(cos𝑥 + 2)𝑦 − 𝑥 .
(4.31)

Покладемо

𝐹 (𝑥) =
𝑥∫

0

cos 𝑡 + 2𝑑𝑡 = sin𝑥 + 2𝑥, 𝐺 (𝑥) =
𝑥∫

0

𝑡𝑑𝑡 =
𝑥2

2

та

𝑊 (𝑥,𝑦) = (𝐹 (𝑥) − 2𝑥)𝑦 +𝐺 (𝑥) +
𝑥∫

0

(cos 𝑡 + 2) (𝐹 (𝑡) − 2𝑡)𝑑𝑡 + 1 + 𝑦
2

2

= 𝑦 sin𝑥 + 𝑥
2

2 +
𝑥∫

0

(cos 𝑡 + 2) sin 𝑡𝑑𝑡 + 1 + 𝑦
2

2

= 𝑦 sin𝑥 + 𝑥
2

2 + (5 + cos𝑥) sin2 𝑥

2 + 1 + 𝑦
2

2
=

1
2𝑦

2 + 𝑦 sin𝑥 + (5 + cos𝑥) sin2 𝑥

2 + 1,

тодi задамо функцiю Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥) наступним чином

𝑉 (𝑡, 𝑥) =

(𝑊 (𝑥,𝑦))𝛼 −𝐶 for (𝑊 (𝑥,𝑦))𝛼 > 𝐶 ,

0 for (𝑊 (𝑥,𝑦))𝛼 ≤ 𝐶 .

Розглянемо функцiю 𝑊 як квадратичну форму по 𝑦. Зважаючи, що 0 < 1 ≤
cos𝑥 + 2 ≤ 3, отримаємо, що 𝑊 → ∞ при 𝑟 =

√︁
𝑥2 + 𝑦2 → ∞. Можна обрати таке

𝛼 > 0, що 𝑉 (𝑥,𝑦) ∈ C0. Використовуючи рiвнiсть

𝑑0𝑊

𝑑𝑡
= −(2𝑦2 + 𝑥 sin(𝑥)),

отримаємо, що в областi 𝑟 > 𝑟0 виконується

𝑑0𝑉

𝑑𝑡
≤ −𝐶𝑉 . (4.32)



82

Звiдки випливає,щопри вiдповiдному𝐶 нерiвнiсть (4.32) виконується для𝑉 (𝑥,𝑦)
всюди. Звiдки, враховуючи умови дисипативностi системи диференцiальних
рiвнянь в термiнах функцiї Ляпунова [104, Теорема 11], випливає дисипативнiсть
системи (4.31).

Побудуємо розв’язок системи (4.31) з початковими даними 𝑥0 = 𝑥 (0) = 2,
𝑦0 = 𝑦 (0) = 0 (див. Рис.4.1).

Рис. 4.1. Розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (4.31) на промiжку [0, 50]

Тепер розглянемо вiдповiдне до (4.30) динамiчне рiвняння

𝑥ΔΔ
𝜆

+ (cos𝑥𝜆 + 2)𝑥Δ
𝜆
+ 𝑥𝜆 = 0 (4.33)

на множинi часових шкал 𝕋𝜆, де 𝜇𝜆 = sup𝕋𝜆
𝜇𝜆 (𝑡).

Часовашкала побудована таким чином,що неперервнi iнтервали чергуються
з дискретними (див. Рис.4.2), а щiльнiсть шкали регулюється множником 𝜆

таким, що 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0.
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Рис. 4.2. Вiдрiзок часової шкали [0, 10]𝕋𝜆

Подамо динамiчне рiвняння (4.33) у виглядi системи
𝑥Δ
𝜆
= 𝑦𝜆,

𝑦Δ
𝜆
= −(𝑒−𝑥2

𝜆 + 1)𝑦𝜆 − 𝑥𝜆,
(4.34)

та побудуємо її розв’язки на промiжку [0, 50]𝕋𝜆
при рiзних значеннях 𝜆. Отже,

при 𝜆 = 0.65, 0.6, 0, 45, 0.3, 0.1, 0.05, ми отримали Рисунки 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 та 4.8,
вiдповiдно. Бачимо, що зi зменшенням 𝜆 розв’язки динамiчної системи (4.34)
наближаються до розв’язку диференцiального рiвняння (4.30) i є дисипативними.
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(a) 𝑥𝜆 (𝑡) (b) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 4.3. Графiк розв’язкiв динамiчної системи (4.34) при 𝜆 = 0.65

(a) 𝑥𝜆 (𝑡) (b) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 4.4. Графiк розв’язкiв динамiчної системи (4.34) при 𝜆 = 0.6
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(a) 𝑥𝜆 (𝑡) (b) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 4.5. Графiк розв’язкiв динамiчної системи (4.34) при 𝜆 = 0.45

(a) 𝑥𝜆 (𝑡) (b) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 4.6. Графiк розв’язкiв динамiчної системи (4.34) при 𝜆 = 0.3
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(a) 𝑥𝜆 (𝑡) (b) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 4.7. Графiк розв’язкiв динамiчної системи (4.34) при 𝜆 = 0.1

(a) 𝑥𝜆 (𝑡) (b) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 4.8. Графiк розв’язкiв динамiчної системи (4.34) при 𝜆 = 0.05
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4.5 Висновки до Роздiлу 4

У цьому роздiлi вивчено властивiсть дисипативностi системи динамiчних
рiвнянь на сiм’ї часових шкал 𝕋𝜆 за припущення, що функцiя, яка описує дина-
мiку системи, обмежена разом зi своїми частинними похiдними та неперервна.
Отримано наступнi результати:

• Доведено теорему про умови в термiнах функцiї Ляпунова, за яких система
динамiчних рiвнянь на часових шкалах є дисипативною.

• Доведено теорему про iснування функцiї Ляпунова для дисипативної
системи динамiчних рiвнянь на часових шкалах.

• Встановлено взаємозв’язок мiж дисипативнiстю системи диференцiальних
рiвнянь та вiдповiдної динамiчної системи на сiм’ї часових шкал з малою
функцiєю зернистостi.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [96, 110, 114, 116].



Роздiл 5

КОЛИВНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИНАМIЧНИХ РIВНЯНЬ НА ЧАСОВИХ
ШКАЛАХ

У даному роздiлi вивчаються критерiї коливностi розв’язкiв динамiчних
рiвнянь на часових шкалах за умови коливностi розв’язкiв вiдповiдного дифе-
ренцiального рiвняння на дiйснiй осi. Розглянута також зворотна задача.

Розглядається лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку на вiдрiзку
[0, 𝑎]

¥𝑥 + 𝑝 (𝑡)𝑥 = 0, (5.1)

де 𝑝 ∈ 𝐶 ( [0, 𝑎]), i вiдповiдне йому динамiчне рiвняння, визначене на множинi
часових шкал 𝕋𝜆

𝑥ΔΔ
𝜆

+ 𝑝 (𝑡)𝑥𝜆 = 0, (5.2)

тут 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ, 𝜆 = 0 - гранична точка множини Λ, точка 𝑡 = 0 лежить в
𝕋𝜆 при всiх 𝜆 ∈ Λ, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑑 , i 𝑥Δ

𝜆
(𝑡) – дельта-похiдна функцiї 𝑥𝜆 (𝑡) на 𝕋𝜆.

Визначимо 𝜇𝜆 := sup𝑡∈𝕋𝜆
𝜇𝜆 (𝑡), де 𝜇𝜆 : 𝕋𝜆 → [0,∞) - функцiя зернистостi.

Якщо 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, то 𝕋𝜆 збiгається до неперервної шкали часу 𝕋0 = ℝ.
Оскiльки𝑝 (𝑡) є неперервноюна [0, 𝑎], то розв’язок рiвняння (5.1) з довiльними

початковими умовами в точцi 𝑡0 ∈ [0, 𝑎] iснує та єдиний на всьому вiдрiзку
[0, 𝑎] [89].

Далi нам знадобляться наступнi означення.

Означення 5.1. Розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) має узагальнений
нуль у точцi 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, якщо виконується одна з умов:

1) якщо 𝑥𝜆 (𝑡) = 0;
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2) якщо 𝑡 – розсiяний справа i 𝑥𝜆 (𝑡) · 𝑥𝜆 (𝜎 (𝑡)) < 0.

Означення 5.2. Якщо на певному iнтервалi розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) матиме принаймнi
два узагальненi нулi, ми будемо називати його коливним на цьому iнтервалi.

Означення 5.3. Розв’язки 𝑥 (𝑡) i 𝑥𝜆 рiвнянь (5.1) i (5.2) будемо називати вiдповiд-
ними, якщо 𝑥 (𝑡0) = 𝑥𝜆 (𝑡0) = 𝑥0, а ¤𝑥 (𝑡0) = 𝑥Δ𝜆 (𝑡0) = ¤𝑥0.

5.1 Допомiжнi твердження

Для подальших доведень нам знадобиться наступний результат щодо близь-
костi вiдповiдних розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь та вiдповiдної
системи рiвнянь на часових шкалах.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋 (𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ [0, 𝑎], (5.3)

де 𝑥 ∈ 𝐷, 𝐷 ⊂ ℝ𝑛 - область в просторiℝ𝑛, i вiдповiдну систему рiвнянь, визначену
на 𝕋𝜆

𝑥Δ
𝜆
= 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆). (5.4)

У нашому випадку система (5.3), що вiдповiдає диференцiальному рiвнянню
(5.1), має вигляд 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑝 (𝑡)𝑥,

а система (5.4), вiдповiдна динамiчному рiвнянню (5.2) на часових шкалах, має
вигляд 

Δ𝑥
Δ𝑡 = 𝑦𝜆,

Δ𝑦
Δ𝑡 = −𝑝 (𝑡)𝑥𝜆 .

Припустимо, що функцiя 𝑋 (𝑡, 𝑥) є неперервно диференцiйованою i обмеже-
ною разом зi своїми частинними похiдними, тобто iснує 𝐶 > 0 таке, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | +
����𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

���� + 



𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥





 ≤ 𝐶,

при 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥 ∈ 𝐷 , де 𝜕𝑋
𝜕𝑥

є вiдповiдною матрицею Якобi.
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Нехай 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆, 𝑡0 + 𝑇 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥 (𝑡) та 𝑥𝜆 (𝑡) є розв’язками (5.1) i (5.2), а також
вiдповiдних їм систем (5.3) на [𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ] i (5.4) на [𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ]𝕋𝜆

. Справедлива
наступна лема:

Лема 5.1. [57] Якщо 𝑥𝜆 i 𝑥 (𝑡) є вiдповiдними розв’язками систем (5.4) i (5.3), то

справедлива нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡) − 𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ 𝜇𝜆𝐾 (𝑇 ) (5.5)

де 𝐾 – константа, залежна вiд 𝑇 , 𝜇𝜆 = sup𝑡∈[𝑡0,𝑡0+𝑇 ]𝕋𝜆 𝜇𝜆 (𝑡) для 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 +𝑇 ]𝕋𝜆
.

Оскiльки при достатньо малих значеннях 𝜇𝜆 матриця 𝑋 системи (5.4) є непе-
рервною, обмеженою, регресивною i лiпшицево-неперервною, то, як випливає
з [25, Теореми 8.16, 8.18, 8.20], розв’язок задачi Кошi (5.4) з початковими даними
𝑥 (𝑡0) = 𝑥0 ∈ 𝐷, 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆 може бути продовжено як вправо, так i влiво вiд точки 𝑡0,
в тому числi в точку 𝑡 = 0 ∈ 𝕋𝜆. Таким чином, всi розв’язки системи (5.4) можна
визначити початковими даними в точцi 𝑡0 = 0.

Представимо кiлька необхiдних у подальшому тверджень.
У наступних лемах ми розглядатимемо розв’язки рiвняння (5.1) з початкови-

ми умовами 𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 (0) = 𝑥1, де

𝑥2
0 + 𝑥2

1 = 1. (5.6)

Позначимо дану сферу як 𝑆 . Нехай 𝑥 (𝑡) - такий розв’язок, а 𝑡𝑘 - його нулi на
(0, 𝑎), тодi справедливi наступнi леми.

Лема 5.2. Iснує число 𝜈 > 0, таке що для будь-якого нуля 𝑡𝑘 будь-якого розв’язку

𝑥 (𝑡) рiвняння (5.1) з початковими умовами (5.6) виконується нерiвнiсть

| ¤𝑥 (𝑡𝑘) | ≥ 𝜈. (5.7)

Доведення. Доведемо це твердження вiд супротивного. Припустимо, що твер-
дження леми не виконується. Тодi iснує послiдовнiсть 𝜈𝑛 → 0, для кожного 𝑛
iснує розв’язок 𝑥𝑛 (𝑡) з початковими умовами 𝑥𝑛0 = 𝑥𝑛 (0), 𝑥𝑛1 = ¤𝑥𝑛 (0), який має
принаймнi один нуль 𝑡𝑛 такий, що 𝑥𝑛 (𝑡𝑛) = 0, | ¤𝑥𝑛 (𝑡𝑛) | ≤ 𝜈𝑛. Оскiльки 𝑆 - компакт,
то iснують збiжнi пiдпослiдовностi 𝑥𝑛0 → 𝑥0, 𝑥𝑛1 → 𝑥1, де 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑆 .

Розглянемо розв’язок 𝑥∗(𝑡) рiвняння (5.1) з початковими умовами 𝑥0, 𝑥1 та
нулями 𝑡𝑛 → 𝑡∗ ∈ [0, 𝑎]. З неперервної залежностi розв’язкiв вiд початкових
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умов маємо:

sup
𝑡∈[0,𝑎]

( |𝑥𝑛 (𝑡) − 𝑥∗(𝑡) | + | ¤𝑥𝑛 (𝑡) − ¤𝑥∗(𝑡) |) → 0, 𝑛 → ∞. (5.8)

Отже,

|𝑥𝑛 (𝑡𝑛) − 𝑥∗(𝑡∗) | ≤ |𝑥𝑛 (𝑡𝑛) − 𝑥∗(𝑡𝑛) | + |𝑥∗(𝑡𝑛) − 𝑥∗(𝑡∗) | → 0, 𝑛 → ∞, (5.9)

звiдки 𝑥∗(𝑡0) = 0.
Аналогiчно отримаємо | ¤𝑥𝑛 (𝑡𝑛) − ¤𝑥∗(𝑡∗) | → 0. Але оскiльки ¤𝑥𝑛 (𝑡𝑛) → 0, 𝑛 → ∞,

отримаємо ¤𝑥∗(𝑡∗) = 0. Отже, 𝑥∗(𝑡) є тривiальним розв’язком рiвняння (5.1), що
суперечить припущенню.

Таким чином, ми маємо
| ¤𝑥 (𝑡𝑘) | ≥ 𝜈.

□

Лема 5.3. Iснує 𝜀 > 0-окiл нулiв 𝑡𝑘 всiх розв’язкiв 𝑥 (𝑡) рiвняння (5.1) з початковими

умовами (5.6) такий, що для всiх 𝑡 ∈ [𝑡𝑘 − 𝜀, 𝑡𝑘 + 𝜀] виконується

| ¤𝑥 (𝑡) | > 0.

Доведення. Припустимо, що це не так. Тодi iснує послiдовнiсть {𝜀𝑛} така, що
𝜀𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞, i послiдовнiсть розв’язкiв 𝑥𝑛 (𝑡) рiвняння (5.1) з нулем в точцi
𝑡𝑛, в 𝜀𝑛-околi якої iснує 𝜏𝑛, таке що ¤𝑥𝑛 (𝜏𝑛) = 0.

З попередньої леми вiдомо,що нулi 𝑡𝑛 розв’язку 𝑥 (𝑡) рiвняння (5.1) збiгаються
(за пiдпослiдовнiстю) до 𝑡0, що є нулем граничного розв’язку 𝑥∗(𝑡). Але 𝜏𝑛 → 𝑡0

при 𝑛 → ∞, звiдки 𝑥∗(𝑡) є тривiальним, що суперечить умовi. □

Лема 5.4. Для будь-якого 𝛿 ≤ 𝜀, де 𝜀 з Леми 5.3, iснує 𝛾 > 0 таке, що для будь-якого

нуля 𝑡𝑛 розв’язку 𝑥 (𝑡) рiвняння (5.1) з початковими умовами (5.6) справедливi
нерiвностi

|𝑥 (𝑡𝑛 − 𝛿) | ≥ 𝛾, |𝑥 (𝑡𝑛 + 𝛿) | ≥ 𝛾 .

Доведення. Припустимо, що це не так, тобто iснують такi 𝛿 ≤ 𝜀, послiдовнiсть
{𝛾𝑛}, що 𝛾𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞, i послiдовнiсть розв’язкiв 𝑥𝑛 (𝑡) з нулем в точцi 𝑡𝑛,
такi, що, наприклад,

|𝑥 (𝑡𝑛 − 𝛿) | < 𝛾 . (5.10)
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Послiдовнiсть розв’язкiв 𝑥𝑛 (𝑡) рiвномiрно збiгається до 𝑥0(𝑡), а ¤𝑥𝑛 (𝑡) до ¤𝑥0(𝑡)
при 𝑡 ∈ [0, 𝑎]. Послiдовнiсть нулiв 𝑡𝑛 → 𝑡0, i 𝑥0(𝑡0) = 0, тодi з нерiвностi (5.10)
випливає, що 𝑥𝑛 (𝑡𝑛 − 𝛿) → 0, 𝑛 → ∞. Але, як i ранiше, з рiвномiрної збiжностi
послiдовностi розв’язкiв 𝑥𝑛 (𝑡) випливає, що 𝑥0(𝑡0 − 𝛿) = 0. Отже, iснує такий
розв’язок, що 𝑥0(𝑡0 − 𝛿) = 𝑥0(𝑡0) = 0. Проте 𝛿-окiл точки 𝑡0 лежить в 𝜀-околi
точки 𝑡0, в якому, згiдно з Лемою 5.3, похiдна ¤𝑥0(𝑡) не обертається в нуль. Однак,
оскiльки 𝑥0(𝑡0 −𝛿) = 𝑥0(𝑡0) = 0, то згiдно з Теоремою Ролля на iнтервалi (𝑡0 −𝛿, 𝑡0)
iснує принаймнi одна точка 𝑡 , в якiй похiдна ¤𝑥0( 𝑡 ) = 0. З суперечностi випливає
доведення леми. □

Розглянемо тепер динамiчне рiвняння (5.2) при 𝑡 ∈ [0, 𝑎]𝕋𝜆
, де 𝑎 > 0 i

𝑝 ∈ 𝐶 ( [0, 𝑎]). Вивчатимемо розв’язки рiвняння (5.2) з початковими умовами,
аналогiчними (5.6): 𝑡0 = 0, 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑥1, де

𝑥2
0 + 𝑥2

1 = 1. (5.11)

Тодi мають мiсце наступнi леми.

Лема 5.5. Iснує таке число 𝜈 (𝜇𝜆) > 0, що для будь-якого узагальненого нуля 𝑡𝑘
деякого розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) з початковими умовами (5.11)
виконується нерiвнiсть ��𝑥Δ

𝜆
(𝑡𝑘)

�� ≥ 𝜈 (𝜇𝜆). (5.12)

Доведення. Доведемо це твердження вiд супротивного. Припустимо, що умова
(5.12) не виконується. Тодi iснує така послiдовнiсть {𝜈𝑛}, 𝜈𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞,
що для кожного 𝑛 ∈ ℕ iснує розв’язок 𝑥 (𝑛)

𝜆
(𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) з

початковими умовами 𝑡𝑛0 = 0, 𝑥𝑛0 = 𝑥
(𝑛)
𝜆

(0), 𝑥𝑛1 =
(
𝑥
(𝑛)
𝜆

)Δ
(0), що задовольняють

умовi (5.11), i розв’язок 𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡) має хоча б один узагальнений нуль 𝑡𝑛, тобто
виконується одна з умов:

1) 𝑥
(𝑛)
𝜆

(𝑡𝑛) = 0;

2) 𝑡𝑛 – розсiяний справа i 𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡𝑛) · 𝑥 (𝑛)𝜆
(𝜎 (𝑡𝑛)) < 0; (5.13)

при цьому
����(𝑥 (𝑛)𝜆

)Δ
(𝑡𝑛)

���� ≤ 𝜈𝑛.
Оскiльки множина початкових даних (5.11) є компактною, то з послiдовностi

(𝑥𝑛0, 𝑥𝑛1) можна видiлити збiжнi пiдпослiдовностi, якi збiгаються до (𝑥0, 𝑥1).
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Без втрати загальностi можна припустити, що сама послiдовнiсть (𝑥𝑛0, 𝑥𝑛1) є
збiжною:

(𝑥𝑛0, 𝑥𝑛1) → (𝑥0, 𝑥1), 𝑛 → ∞,

де 𝑥0
2 + 𝑥1

2 = 1.
Розглянемо нетривiальний розв’язок 𝑥∗

𝜆
(𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) з

початковимиумовами𝑥∗
𝜆
(0) = 𝑥0,

(
𝑥∗
𝜆

)Δ
(0) = 𝑥1,𝑥2

0+𝑥2
1 = 1. Без втрати загальностi

також можна припустити, що послiдовнiсть {𝑡𝑛} - збiжна, 𝑡𝑛 → 𝑡∗ ∈ [0, 𝑎]𝜆,
𝑛 → ∞.

З неперервної залежностi розв’язкiв системи (5.4) вiд початкових умов задачi
Кошi на скiнченному iнтервалi [52, Теорема 3.2], маємо:

sup
𝑡∈[0,𝑎]𝜆

(���𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡) − 𝑥∗
𝜆
(𝑡)

��� + ����(𝑥 (𝑛)𝜆

)Δ
(𝑡) −

(
𝑥∗
𝜆

)Δ (𝑡)
����) → 0, 𝑛 → ∞. (5.14)

Тодi, оскiльки���𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡𝑛) − 𝑥𝜆 (𝑡 )
��� ≤ ���𝑥 (𝑛)

𝜆
(𝑡𝑛) − 𝑥∗𝜆 (𝑡𝑛)

��� + ��𝑥∗
𝜆
(𝑡𝑛) − 𝑥∗𝜆 (𝑡

∗)
�� → 0, 𝑛 → ∞,

отримаємо, що
𝑥
(𝑛)
𝜆

(𝑡𝑛) → 𝑥∗
𝜆
(𝑡∗), 𝑛 → ∞.

Аналогiчно, отримаємо(
𝑥
(𝑛)
𝜆

)Δ
(𝑡𝑛) →

(
𝑥∗
𝜆

)Δ (𝑡∗), 𝑛 → ∞.

Розглянемо узагальненi нулi 𝑡𝑛 такi, що 𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡𝑛) = 0 i
����(𝑥 (𝑛)𝜆

)Δ
(𝑡𝑛)

���� ≤ 𝜈𝑛. Тодi
𝑥∗
𝜆
(𝑡∗) = 0.

А оскiльки
(
𝑥
(𝑛)
𝜆

)Δ
(𝑡𝑛) → 0, 𝑛 → ∞, то

(
𝑥∗
𝜆

)Δ
(𝑡∗) = 0. Отже, 𝑥∗

𝜆
(𝑡) тривiальний

розв’язок диференцiального рiвняння (5.1), що суперечить припущенню.
Таким чином, отримаємо, що��𝑥Δ

𝜆
(𝑡𝑘)

�� ≥ 𝜈 (𝜇𝜆).
Тепер розглянемо такi узагальненi нулi 𝑡𝑛, що 𝑡𝑛 - розсiянi справа,

𝑥
(𝑛)
𝜆

(𝑡𝑛) · 𝑥 (𝑛)𝜆
(𝜎 (𝑡𝑛)) < 0 i

����(𝑥 (𝑛)𝜆

)Δ
(𝑡𝑛)

���� ≤ 𝜈𝑛 .
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Звернемо увагу, що якщо розв’язок з початком у нулi був нетривiальним, то
в силу [25, Теорема.8.16] не iснує жодної точки на часовiй шкалi пiсля якої вiн
вироджується в тривiальний.

Розглянемо послiдовнiсть {𝜎 (𝑡𝑛)} для нулiв 𝑡𝑛. Оскiльки за означенням
𝜎 (𝑡𝑛) := inf{𝑡 ∈ [0, 𝑎]𝜆 | 𝑡 > 𝑡𝑛}, то для розсiяних 𝑡𝑛

𝜎 (𝑡𝑛) ∈ (𝑡𝑛; 𝑡𝑛+1] , (5.15)

причому 𝜎 (𝑡𝑛) = 𝑡𝑛+1, якщо 𝑡𝑛+1 - наступна точка часової шкали пiсля 𝑡𝑛. Окрiм
того, якщо

𝑡𝑛 → 𝑡∗ 𝑛 → ∞, (5.16)

то
|𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 | → 0, 𝑛 → ∞. (5.17)

Таким чином з (5.15)-(5.17), отримаємо:

𝜎 (𝑡𝑛) → 𝑡∗, 𝑛 → ∞.

Тодi з (5.14) i нерiвностi���𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝜎 (𝑡𝑛)) − 𝑥∗𝜆 (𝑡
∗)
��� ≤ ���𝑥 (𝑛)

𝜆
(𝜎 (𝑡𝑛)) − 𝑥∗𝜆 (𝜎 (𝑡𝑛))

��� + ��𝑥∗
𝜆
(𝜎 (𝑡𝑛)) − 𝑥∗𝜆 (𝑡

∗)
�� → 0,

𝑛 → ∞,

отримаємо,
𝑥
(𝑛)
𝜆

(𝜎 (𝑡𝑛)) → 𝑥∗
𝜆
(𝑡∗), 𝑛 → ∞.

Аналогiчним чином можна показати, що(
𝑥
(𝑛)
𝜆

)Δ
(𝜎 (𝑡𝑛)) →

(
𝑥∗
𝜆

)Δ (𝑡∗), 𝑛 → ∞.

Тодi переходячи до границi в нерiвностi (5.13) отримаємо,

𝑥∗
𝜆
(𝑡∗) · 𝑥∗

𝜆
(𝑡∗) ≤ 0,

тобто 𝑥∗
𝜆
(𝑡∗) = 0. А оскiльки

(
𝑥
(𝑛)
𝜆

)Δ
(𝑡𝑛) → 0, 𝑛 → ∞, то

(
𝑥∗
𝜆

)Δ
(𝑡∗) = 0. Отже,

𝑥∗
𝜆
(𝑡) тривiальний розв’язок рiвняння (5.1), що суперечить припущенню.
Таким чином, отримаємо, що��𝑥Δ

𝜆
(𝑡𝑘)

�� ≥ 𝜈 (𝜇𝜆).
□
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Наступна лема стосується лiнiйних систем (5.3) та (5.4), а саме систем такого
вигляду:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 (5.18)

та
𝑥Δ
𝜆
= 𝐴(𝑡)𝑥𝜆 . (5.19)

Якщо матриця 𝐴(𝑡) є неперервною при 𝑡 ≥ 0, то всi розв’язки систем (5.18) та
(5.19) необмежено продовжуються вправо. Ми будемо розглядати розв’язки з
початковими умовами 𝑥 (𝑡0) = 𝑥𝜆 (𝑡0) = 𝑥0, 𝑡0 ≥ 0 i

|𝑥0 | = 1. (5.20)

Позначимо𝑀 (𝑇, 𝑡0) = max[𝑡0,𝑡0+𝑇 ] |𝐴(𝑡) |, де 𝑇 > 0 – фiксовано. Тодi справедлива
наступна лема.

Лема 5.6. Всi розв’язки задач Кошi систем (5.18)та (5.19) з початковими умовами

(5.20) є рiвномiрно обмеженими, тобто iснує таке 𝑅 > 0, яке залежить лише вiд

𝑇 та 𝑀 (𝑇, 𝑡0), що для будь-яких 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ] та 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝑇 ]𝕋𝜆 виконуються

нерiвностi

|𝑥 (𝑡) | ≤ 𝑅, |𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ 𝑅.

Доведення. Дiйсно, будь-який розв’язок системи (5.18) має iнтегральне представ-
лення

𝑥 (𝑡) = 𝑥0 +
𝑡∫
𝑡0

𝐴(𝑡1)𝑥 (𝑡1)𝑑𝑡1.

Використовуючи метод послiдовних наближень [105, с.73], отримаємо формаль-
не представлення розв’язку

𝑥 (𝑡) = Ω𝑡𝑡0𝑥0,

де

Ω𝑡𝑡0 = 𝑥0 +
𝑡∫
𝑡0

𝐴(𝑡1)𝑥 (𝑡0)𝑑𝑡1 +
𝑡∫
𝑡0

𝐴(𝑡1), 𝑑𝑠
𝑡1∫
𝑡0

𝐴(𝑡2)𝑥 (𝑡2)𝑑𝑡2 + · · · .

Звiдси, при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 +𝑇 ], оскiльки |𝑡 − 𝑡0 | ≤ 𝑇 , маємо оцiнку

|𝑥 (𝑡) | ≤ |Ω𝑡𝑡0 | |𝑥0 | ≤ 1 +𝑀𝑇 + 𝑀
2𝑇 2

2! + · · · = 𝑒𝑀𝑇 = 𝑅.
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Тепер розглянемо розв’язок системи (5.19), якi мають представлення

𝑥𝜆 (𝑡) = 𝑥0 +
∫

[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

𝐴(𝑡1)𝑥𝜆 (𝑡1)Δ𝑡1.

Використовуючи метод послiдовних наближень, замiнимо в останньому iнте-
гралi 𝑥𝜆 (𝑡1) сумою

𝑥𝜆 (𝑡1) = 𝑥𝜆 (𝑡0) +
∫

[𝑡0,𝑡1]𝕋𝜆

𝐴(𝑡2)𝑥𝜆 (𝑡2)Δ𝑡2.

Отримаємо

𝑥𝜆 (𝑡) = 𝑥0 +
∫

[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

𝐴(𝑡1)𝑥𝜆 (𝑡0)Δ𝑡1 +
∫

[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

𝐴(𝑡1)Δ𝑡1
∫

[𝑡0,𝑡1]𝕋𝜆

𝐴(𝑡2)𝑥𝜆 (𝑡2)Δ𝑡2.

Повторюючи цей процес нескiнченну кiлькiсть разiв, отримаємо формальне
представлення розв’язку

𝑥𝜆 (𝑡) = 𝑥0 +
∫

[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

𝐴(𝑡1)𝑥𝜆 (𝑡0)Δ𝑡1 +
∫

[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

𝐴(𝑡1)Δ𝑡1
∫

[𝑡0,𝑡1]𝕋𝜆

𝐴(𝑡2)𝑥𝜆 (𝑡2)Δ𝑡2 + · · · .

Тодi отримаємо оцiнку

|𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ |𝑥0 |+
∫

[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

|𝐴(𝑡1) | |𝑥𝜆 (𝑡0) | Δ𝑡1+
∫

[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

|𝐴(𝑡1) |Δ𝑡1
∫

[𝑡0,𝑡1]𝕋𝜆

|𝐴(𝑡2) | |𝑥𝜆 (𝑡2) | Δ𝑡2+· · · .

Оскiльки ∫
[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

|𝐴(𝑡1) |Δ𝑡1 ≤ 𝑀 |𝑡 − 𝑡0 | ,

∫
[𝑡0,𝑡]𝕋𝜆

|𝐴(𝑡1) |Δ𝑡1
∫

[𝑡0,𝑡1]𝕋𝜆

|𝐴(𝑡2) | |𝑥𝜆 (𝑡2) | Δ𝑡2 ≤ 𝑀2 |𝑡 − 𝑡0 |2

2! ,

продовжуючи аналогiчно далi i враховуючи, що |𝑡 − 𝑡0 | ≤ 𝑇 , отримаємо

|𝑥 (𝑡) | ≤ 1 +𝑀𝑇 + 𝑀
2 |𝑡 − 𝑡0 |2

2! + · · · =
∞∑︁
𝑛=0

(𝑀𝑇 )𝑛
𝑛! = 𝑒𝑀𝑇 = 𝑅,

що i доводить лему. □
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Лема 5.7. Iснують такi 𝜇0 та 𝐵0, що для всiх 0 < 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0 виконується нерiвнiсть

𝜈 (𝜇𝜆) ≥ 𝐵0,

де 𝜈 (𝜇𝜆) з Леми 5.5.

Доведення. Нехай твердження леми не виконується. Тодi iснує послiдовнiсть
функцiй зернистостi {𝜇𝜆𝑛 (𝑡)} така, що якщо 𝜇𝑛 = sup𝑡∈[0,𝑎]𝕋𝜆𝑛 (𝜇𝜆𝑛 (𝑡)), то 𝜇𝑛 > 0 i
𝜇𝑛 → 0, 𝑛 → ∞ та при цьому

𝜈 (𝜇𝑛) → 0, 𝑛 → ∞.

Отже, звiдси випливає iснування для кожного 𝜇𝑛 розв’язкiв 𝑥𝜆𝑛 динамiчного
рiвняння (5.2) (з даним 𝜇𝑛) з початковими даними 𝑥0𝑛 = 𝑥𝜆𝑛 (0), 𝑥1𝑛 = 𝑥Δ

𝜆𝑛
(0),

якi задовольняють умову (5.11) i такi, що для кожного 𝑛 ∈ ℕ з послiдовностi
узагальнених нулiв {𝑡𝑘 (𝑛)}𝜆𝑛 розв’язку 𝑥𝜆𝑛 можна вибрати такi, що послiдовнiсть
значень похiдних в цих точках {𝑥Δ

𝜆𝑛
(𝑡𝑘 (𝑛))} задовольняє умову

𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝑡𝑘 (𝑛)) → 0, 𝑛 → ∞. (5.21)

Зауважимо, що оскiльки 𝜇𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞, то значення розв’язку в уза-
гальнених нулях або 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) = 0, або, якщо 𝑡𝑘 - розсiяна справа i 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) ·
𝑥𝜆𝑛 (𝜎 (𝑡𝑘 (𝑛))) < 0, то 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) → 0 при 𝑛 → ∞.

Розглянемо другий випадок. Нехай 𝑡𝑘 – розсiяна справа i

𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) · 𝑥𝜆𝑛 (𝜎 (𝑡𝑘 (𝑛))) < 0.

Перепишемо останню нерiвнiсть, враховуючи, що 𝜎 (𝑡𝑘 (𝑛)) := 𝑡𝑘 (𝑛) + 𝜇𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)),
отримаємо:

𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) · 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛) + 𝜇𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛))) < 0. (5.22)

Оскiльки 𝜇𝑛 := sup𝑡∈[0,𝑎]𝕋𝜆𝑛 (𝜇𝜆𝑛 (𝑡)) → 0 при 𝑛 → ∞, то i 𝜇𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) → 0. Тодi��𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛) + 𝜇𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛))) − 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛))�� → 0 при 𝑛 → ∞. Крiм того, з нерiвностi (5.22)
випливає, що значення 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) та 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛) + 𝜇𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛))) рiзних знакiв, отже
𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) → 0 при 𝑛 → ∞. Послiдовнiсть (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) можна вважати збiжною.
Отже,

(𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) → (𝑥0, 𝑥1), 𝑛 → ∞.
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Позначимо через 𝑡𝑘 (𝑛) ∈ [0, 𝑎]𝕋𝜆𝑛
часової шкали з даним 𝜇𝑛 — такий аргумент,

при якому похiдна з властивiстю (5.21) досягається. Тодi маємо,

𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑘 (𝑛)) → 0, 𝑛 → ∞ (5.23)

i
𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝑡𝑘 (𝑛)) → 0, 𝑛 → ∞.

З послiдовностi {𝑡𝑘 (𝑛)} також можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть. Не
втрачаючи загальностi, будемо вважати, що сама {𝑡𝑘 (𝑛)} збiжна. Отже, 𝑡𝑘 (𝑛) → 𝑡∗,
𝑛 → ∞, 𝑡∗ ∈ [0, 𝑎].

Розглянемо тепер розв’язок диференцiального рiвняння (5.1) з початковими
даними (5.6). Очевидно, що вiн нетривiальний. Позначимо його 𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1). Через
𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) позначимо розв’язок рiвняння (5.1) з початковими даними (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛).

Очевидно, що

𝑥 (𝑡𝑛, 𝑥0, 𝑥1) → 𝑥 (𝑡∗, 𝑥0, 𝑥1), 𝑛 → ∞. (5.24)

З неперервної залежностi розв’язкiв задачi Кошi вiд початкових даних на
скiнченному iнтервалi маємо:

sup
𝑡∈[0,𝑎]

|𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) − 𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1) | → 0, якщо (𝑥1𝑛, 𝑥0𝑛) → (𝑥0, 𝑥1).

Отже,
|𝑥 (𝑡𝑛, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) − 𝑥 (𝑡𝑛, 𝑥0, 𝑥1) | → 0, 𝑛 → ∞. (5.25)

З Леми 5.6 випливає, що всi розв’язки задачi Кошi для диференцiального
рiвняння (5.1) i динамiчного рiвняння (5.2) з початковими даними (5.6) є рiв-
номiрно обмеженими на [0, 𝑎] та [0, 𝑎]𝕋𝜆

вiдповiдно. Тодi з Леми 5.1 випливає,
що для вiдповiдних розв’язкiв цих рiвнянь справедлива рiвномiрна оцiнка (5.5).
Рiвномiрнiсть тут означає, що константи𝐾 (𝑇 ) та 𝑅 в лемах 5.1 i 5.6 можна обрати
залежними лише вiд 𝑎 та максимуму функцiї |𝑝 (𝑡) | на [0, 𝑎].

Отже,
|𝑥 (𝑡𝑛, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) − 𝑥𝜆𝑛 (𝑡𝑛) | → 0, 𝑛 → ∞. (5.26)

Отже, з (5.23), (5.24)-(5.26) отримаємо:

𝑥 (𝑡∗, 𝑥0, 𝑥1) = 0.

Аналогiчним чином можна переконатися, що i ¤𝑥 (𝑡∗, 𝑥0, 𝑥1) = 0, це суперечить
нетривiальностi розв’язку 𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1). □
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Лема 5.8. Iснують 𝜀 > 0 i 𝜇0 > 0, такi що для всiх 0 < 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0 для всiх розв’язкiв

𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) з початковими умовами (5.11) в 𝜀-околi всiх
узагальнених нулiв 𝑡𝑘 𝑥Δ𝜆 (𝑡) зберiгає знак, тобто або

∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘 − 𝜀; 𝑡𝑘 + 𝜀] : 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) > 0,

або

∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘 − 𝜀; 𝑡𝑘 + 𝜀] : 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) < 0.

Доведення. Припустимо, що твердження леми не виконується. Тодi для кожного
𝜀 > 0 iснує послiдовнiсть {𝜇𝑛 (𝜀)} така, що 𝜇𝑛 (𝜀) → 0 при 𝑛 → ∞, де 𝜇𝑛 =

max𝑡∈[0,𝑎]𝕋𝜆 𝜇𝜆 (𝑡), i
��𝑥Δ
𝜆
(𝑡)

�� = 0, де 𝑡 належить 𝜀-околу деякого узагальненого нуля
𝑡𝑘 розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) з початковими умовами (5.11).

Тодi iснує послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0 при 𝑛 → 0, для кожного з її елементiв
iснує вiдповiдна послiдовнiсть 𝜇𝑘 (𝜀𝑛) така, що 𝜇𝑘 (𝜀𝑛) → 0, 𝑘 → ∞, при цьому��𝑥Δ
𝜆
(𝑡)

�� = 0.
Використовуючи дiагональний метод, ми отримаємо послiдовнiсть 𝜀𝑛 → 0

та вiдповiдну послiдовнiсть 𝜇𝑛 (𝜀𝑛), а також iснування розв’язку 𝑥𝜆𝑛 (𝑡) з по-
чатковими умовами (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) та узагальненим нулем 𝑡𝑛, для якого iснує 𝜏𝑛 ∈
(𝑡𝑛 − 𝜀𝑛; 𝑡𝑛 + 𝜀𝑛) ∩ [ 0, 𝑎]𝕋𝜆𝑛

таке, що або 𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝜏𝑛) = 0, або 𝑥Δ

𝜆𝑛
(𝜏𝑛) · 𝑥Δ𝜆𝑛 (𝑡𝑛) < 0.

Припустимо, що 𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝑡𝑛) > 0, i з Леми 5.7 маємо, що iснує 𝐵0 > 0 таке, що

𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝑡𝑛) ≥ 𝐵0 (5.27)

рiвномiрно по всiх шкалах. Таким чином, 𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝜏𝑛) = 0 або 𝑥Δ

𝜆𝑛
(𝜏𝑛) < 0.

Розглянемо тепер розв’язок диференцiального рiвняння (5.1) з початковими
умовами (5.6). Очевидно, що це нетривiальний розв’язок. Позначимо його
𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1). Через 𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) позначимо розв’язок рiвняння (5.1) з початковими
умовами (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛), такий, що початковi умови (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) рiвномiрно по всiх
шкалах збiгаються до (𝑥0, 𝑥1).

Нехай при 𝜀𝑛 → 0, 𝑡𝑛 → 𝑡∗ при 𝑛 → ∞, тодi 𝜏𝑛 → 𝑡∗ при 𝑛 → ∞.
З Леми 5.1 випливає, що��𝑥𝜆𝑛 (𝑡) − 𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛)

�� ≤ 𝐾𝜇𝑛 (𝜀𝑛)

i ���𝑥Δ𝜆𝑛 (𝑡) − ¤𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛)
��� ≤ 𝐾𝜇𝑛 (𝜀𝑛).
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Очевидно, що | ¤𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) − ¤𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1) | → 0, 𝑛 → ∞, звiдки

𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝜏𝑛) → ¤𝑥 (𝑡∗, 𝑥0, 𝑥1) 𝑛 → ∞.

Якщо 𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝜏𝑛) = 0, то з останнього випливає ¤𝑥 (𝑡∗, 𝑥0, 𝑥1) = 0. Проте 𝑥Δ

𝜆𝑛
(𝑡𝑛) →

¤𝑥 (𝑡∗, 𝑥0, 𝑥1) = 0 при 𝑛 → ∞, що суперечить (5.27).
Якщо 𝑥Δ

𝜆𝑛
(𝜏𝑛) < 0, то 𝑥Δ

𝜆𝑛
(𝜏𝑛) → ¤𝑥 (𝑡 ,𝑥0, 𝑥1) ≤ 0 при 𝑛 → ∞. Оскiльки 𝑥Δ

𝜆𝑛
(𝑡𝑛) > 0,

то 𝑥Δ
𝜆𝑛
(𝑡𝑛) → ¤𝑥 (𝑡 ,𝑥0, 𝑥1) ≥ 0 при 𝑛 → ∞. Звiдки випливає, що ¤𝑥 (𝑡∗, 𝑥0, 𝑥1) = 0, що

суперечить (5.27).
Отже, припущення невiрне, що i завершує доведення леми. □

Лема 5.9. Для будь-якого 𝛿 ≤ 𝜀, де 𝜀 з Леми 5.8, iснують 𝜇0 i 𝛾 > 0 такi, що для

будь-якого 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0 та будь-якого узагальненого нуля 𝑡0 розв’язки 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного
рiвняння (5.2) виконуються:

|𝑥𝜆 (𝑡𝑙 ) | ≥ 𝛾 (5.28)

та

|𝑥𝜆 (𝑡𝑟 ) | ≥ 𝛾, (5.29)

де 𝑡𝑙 = inf{𝑡 ∈ 𝕋𝜆 |𝑡 > 𝑡0 − 𝛿}, 𝑡𝑟 = sup{𝑡 ∈ 𝕋𝜆 |𝑡 < 𝑡0 + 𝛿}.

Зауваження 5.1. Якщо точки 𝑡0 ± 𝛿 належать шкалi, то 𝑡𝑙 = 𝑡0 − 𝛿 i 𝑡𝑟 = 𝑡0 + 𝛿
вiдповiдно. В iншому випадку, для кожногофiксованого𝛿 вибороммалої функцiї
зернистостi 𝜇𝜆 (𝑡) ≤ 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0 ми завжди можемо гарантувати iснування точок
шкали, вiдмiнних вiд 𝑡0, в 𝛿-околi точки 𝑡0.

Доведення. Припустимо, що умова леми не виконується, тобто iснує 𝛿 ≤ 𝜀, 𝜀 з
Леми 5.8, таке, що для будь-якого 𝜇0 i будь-якого 𝛾 iснує шкала 𝜇𝜆 < 𝜇0 така,
що (5.28) i (5.29) не виконуються. Тодi для будь-якої послiдовностi 𝛾𝑘 → 0 при
𝑛 → ∞ iснує послiдовнiсть шкал {𝜇𝑘 (𝑛)} така, що твердження не виконується.

Знову використовуємо дiагональний метод, тодi iснують послiдовностi 𝛾𝑛 →
0 при 𝑛 → ∞ i вiдповiдна послiдовнiсть {𝜇𝑛 (𝑛)}, i на будь-якiй такiй шкалi iснує
розв’язок 𝑥 (𝑛)

𝜆𝑛
(𝑡) з початковими даними (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛), який має узагальнений нуль

𝑡
(𝑛)
𝑛 , i, приймаючи 𝑡 (𝑛)

𝑛,𝑙
= inf{𝑡 ∈ 𝕋𝜆 |𝑡 > 𝑡 (𝑛)𝑛 − 𝛿} та 𝑡 (𝑛)𝑛,𝑟 = sup{𝑡 ∈ 𝕋𝜆 |𝑡 < 𝑡 (𝑛)𝑛 + 𝛿},

або
���𝑥 (𝑛)
𝜆𝑛

(
𝑡
(𝑛)
𝑛,𝑙

)��� < 𝛾𝑛, або
���𝑥 (𝑛)
𝜆𝑛

(
𝑡
(𝑛)
𝑛,𝑟

)��� < 𝛾𝑛 . (5.30)



101

Знову розглянемо розв’язок диференцiального рiвняння (5.1) з початковими
даними (5.6). Очевидно, що вiн нетривiальний. Позначимо його 𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1). Через
𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) позначимо розв’язок рiвняння (5.1) з початковими даними (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛)
такий, що початковi данi (𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) рiвномiрно по всiх шкалах збiгаються до
(𝑥0, 𝑥1).

Нехай 𝑡 (𝑛)𝑛 → 𝑡∗ при 𝑛 → ∞, тодi через те, що 𝜇𝑛 (𝑡 (𝑛)𝑛 ) → 0, отримаємо, що
𝜎

(
𝑡
(𝑛)
𝑛

)
= 𝑡

(𝑛)
𝑛 + 𝜇𝑛

(
𝑡
(𝑛)
𝑛

)
→ 𝑡∗, 𝑛 → ∞.

З Леми 5.1 випливає, що���𝑥 (𝑛)
𝜆𝑛

(𝑡) − 𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛)
��� ≤ 𝐾𝜇𝑛 (𝑡 (𝑛)𝑛 ).

Очевидно, що | ¤𝑥 (𝑡, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) − ¤𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1) | → 0, 𝑛 → ∞, звiдки���𝑥 (𝑛)
𝜆𝑛

(𝑡) − 𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1)
��� → 0, 𝑛 → ∞. (5.31)

З (5.30), (5.31) i, оскiльки 𝛾𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, отримаємо

𝑥 (𝑡∗
𝑙
) = 0. (5.32)

Якщо 𝑡 (𝑛)𝑛 такий, що 𝑥 (𝑛)
𝜆𝑛

(𝑡 (𝑛)𝑛 ) = 0, тодi 𝑥 (𝑡∗) = 0.
Якщо 𝑡 (𝑛)𝑛 - право-розсiяна така,що𝑥 (𝑛)

𝜆𝑛
(𝑡 (𝑛)𝑛 ) ·𝑥 (𝑛)

𝜆𝑛
(𝜎 (𝑡 (𝑛)𝑛 )) < 0, тодi переходячи

до границi в останнiй нерiвностi, отримаємо 𝑥 (𝑡∗)2 ≤ 0, звiдки знову

𝑥 (𝑡∗) = 0. (5.33)

З лем 5.1 i 5.8 випливає, що

¤𝑥 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1) ≠ 0

для будь-якого 𝑡 ∈
(
𝑡∗ − 𝜀

2, 𝑡
∗ + 𝜀

2
)
(можна вважати, що 𝛿 < 𝜀).

Однак, оскiльки (5.32),(5.33), то згiдно з Теоремою Ролля на iнтервалi (𝑡∗
𝑙
, 𝑡∗)

iснує хоча б одна точка, в якiй похiдна ¤𝑥 ( 𝑡 ) = 0. З суперечностi випливає
доведення леми. □
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5.2 Зв’язок коливностi розв’язкiв лiнiйних
динамiчних рiвнянь другого порядку на
часових шкалах та коливностi розв’язкiв
вiдповiдних диференцiальних рiвнянь на
дiйснiй осi

У даному пiдроздiлi розглянемо результати, що стосуються коливностi
розв’язку лiнiйного динамiчного рiвняння другого порядку на часових шкалах
при умовi коливностi розв’язку вiдповiдного диференцiального рiвняння на
дiйснiй осi, та зворотний результат.

Теорема 5.1. Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝜇0 = 𝜇0(𝜆) таке, що при усiх 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0

справедливе твердження:

Якщо 𝑥 (𝑡) розв’язок диференцiального рiвняння (5.1) iз нетривiальними початко-

вими даними 𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 (0) = 𝑥1, а 𝑥𝜆 (𝑡) вiдповiдний розв’язок динамiчного рiвняння
(5.2) на часових шкалах 𝕋𝜆 з початковими даними 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑥1, то в

𝜀-околi будь-якого нуля 𝑡0 розв’язку 𝑥 (𝑡) лежить щонайменше один узагальнений

нуль 𝑡0𝜆 вiдповiдного розв’язку рiвняння (5.2).

Доведення. Оберемо довiльне 𝜀 > 0 та довiльний нетривiальний розв’язок 𝑥 (𝑡)
диференцiального рiвняння (5.1). Якщо перейти вiд розв’язку 𝑥 (𝑡) до розв’язку
𝑦 (𝑡) = 1√

𝑥2
0+𝑥2

1
· 𝑥 (𝑡) у рiвняннi (5.1), то 𝑦 (𝑡) також є розв’язком рiвняння (5.1), а

нулi розв’язку 𝑥 (𝑡) збiгаються з нулями розв’язку 𝑦 (𝑡), але початковi данi для
𝑦 (𝑡) лежать на 𝑆 - одиничнiй сферi в ℝ2.

Оберемо 𝜇0 так, щоб при 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0 для вiдповiдних розв’язкiв рiвнянь (5.1) i
(5.2) виконувалися нерiвностi:

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | <
𝛾

2

та ��𝑥Δ
𝜆
(𝑡) − ¤𝑦 (𝑡)

�� < 𝛾

2,

при 𝑡 ∈ [0, 𝑎]𝜆. Тодi вiдповiдно до Леми 5.4 в 𝜀-околi будь-якого нуля 𝑡0 розв’язку
𝑦 (𝑡) iснують такi числа 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝕋𝜆, що 𝑥𝜆 (𝑡1) > 0, а 𝑥𝜆 (𝑡2) < 0.
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Отже, 𝑥𝜆 має узагальнений нуль в 𝜀-околi нуля розв’язку 𝑦 (𝑡), а отже i нуля
розв’язку 𝑥 (𝑡). □

Зауваження 5.2. З Теореми 5.1 випливають наступнi твердження:

Якщо {𝑡𝑛}𝑁1 є нулями довiльного нетривiального розв’язку 𝑥 (𝑡) диференцiального
рiвняння (5.1) на [0, 𝑎], то вiдповiдний розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2)
при достатньо малих значеннях 𝜇𝜆 також має принаймнi 𝑁 узагальнених нулiв

𝑡𝑛𝜆 на [0, 𝑎]𝕋𝜆
, причому ��𝑡𝑛𝜆 − 𝑡𝑛�� → 0, 𝜆 → 0.

Зауваження 5.3. Якщо розв’язок 𝑥 (𝑡) диференцiального рiвняння (5.1) коливний на

[0, 𝑎], то вiдповiдний розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) також коливний

на [0, 𝑎]𝕋𝜆
.

Тепер розглянемо результат, що стосується впливу коливностi розв’язку
лiнiйного динамiчного рiвняння другого порядку на часових шкалах на колив-
нiсть розв’язку вiдповiдного диференцiального рiвняння на дiйснiй осi.

Теорема 5.2. Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝜇0 = 𝜇0(𝜀) таке, що для всiх 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0

виконується твердження:

Якщо 𝑥𝜆 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1) є нетривiальним розв’язком динамiчного рiвняння (5.2) з
початковими умовами 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑥1, а 𝑥 (𝑡) є вiдповiдним розв’язком

диференцiального рiвняння (5.1) з тими самими початковими умовами, то в 𝜀-

околi будь-якого узагальненого нуля 𝑡0𝜆 розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) знаходиться хоча б один

нуль 𝑡0 вiдповiдного розв’язку рiвняння (5.1).

Доведення. Оберемо довiльне 𝜀 > 0 та довiльний нетривiальний розв’язок
𝑥𝜆 (𝑡, 𝑥0, 𝑥1) динамiчного рiвняння (5.2). Якщо вiд розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) перейти до
розв’язку𝑦𝜆 (𝑡) = 1√

𝑥2
0+𝑥2

1
𝑥𝜆 (𝑡) у рiвняннi (5.2), то𝑦𝜆 (𝑡) є розв’язком цього рiвняння,

i узагальненi нулi розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) збiгаються з узагальненими нулями розв’язку
𝑦𝜆 (𝑡), проте початковi данi для 𝑦𝜆 (𝑡) знаходяться на 𝑆 - одиничнiй сферi в ℝ2.

Оберемо 𝜇0 так, щоб при 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0 для вiдповiдних розв’язкiв рiвнянь (5.2) i
(5.1) виконувались нерiвностi:

|𝑥 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | <
𝛾

2
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i �� ¤𝑥 (𝑡) − 𝑦Δ
𝜆
(𝑡)

�� < 𝛾

2,

при 𝑡 ∈ [0, 𝑎]𝕋𝜆
.

Тодi згiдно з Лемами 5.8 i 5.4 в 𝜀-околi будь-якого узагальненого нуля 𝑡0𝜆
розв’язку 𝑦𝜆 (𝑡) iснують такi числа 𝑡1, 𝑡2 ∈ ℝ, що 𝑥 (𝑡1) > 0, а 𝑥 (𝑡2) < 0. Отже,
оскiльки 𝑥 (𝑡) неперервна на ℝ, то на iнтервалi мiж цими точками iснує така
точка 𝑡0, що 𝑥 (𝑡0) = 0.

Таким чином, 𝑥 (𝑡) має нуль в 𝜀-околi узагальненого нуля розв’язку 𝑦𝜆 (𝑡), а
отже i узагальненого нуля розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡). □

Зауваження 5.4. З Теореми 5.2 випливають твердження: Якщо {𝑡𝑛𝜆}𝑁1 узагальненi

нулi довiльного нетривiального розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) динамiчного рiвняння (5.2) на [0, 𝑎]𝕋𝜆
,

то вiдповiдний розв’язок 𝑥 (𝑡) диференцiального рiвняння (5.1) при достатньо малих

𝜇𝜆 також має принаймнi 𝑁 нулiв 𝑡𝑛 на [0, 𝑎], причому
��𝑡𝑛 − 𝑡𝑛𝜆 �� → 0 при 𝜆 → 0.

Зауваження 5.5. З попереднього твердження випливає, що якщо розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡)
динамiчного рiвняння (5.2) коливний на [0, 𝑎]𝜆, то вiдповiдний розв’язок 𝑥 (𝑡) дифе-
ренцiального рiвняння (5.1) також коливний на [0, 𝑎].

З Теорем 5.1 та 5.2 випливає:

Наслiдок 5.1. Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝜇0 = 𝜇0(𝜀) таке, що для всiх 𝜇𝜆 ≤ 𝜇0

виконується твердження:

Якщо 𝑥 (𝑡) - розв’язок диференцiального рiвняння (5.1) з початковими умовами

𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 (0) = 𝑥1, а 𝑥𝜆 (𝑡) - вiдповiдний розв’язок динамiчного рiвняння (5.2)
з початковими умовами 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (0) = 𝑥1, то в 𝜀-околi будь-якого нуля 𝑡0
розв’язку 𝑥 (𝑡) знаходиться один i лише один узагальнений нуль 𝑡0𝜆 вiдповiдного

розв’язку рiвняння (5.2), i навпаки.

Проiлюструємо отриманi результати на прикладi рiвняння Ейрi.
Приклад Розглянемо диференцiальне рiвняння

¥𝑥 + 𝑡 · 𝑥 = 0, (5.34)

на iнтервалi [0, 7𝜋
2 ] з початковими умовами

𝑥 (0) = 0, ¤𝑥 (0) = 1, (5.35)
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що задовольняють умову (5.6), та вiдповiдне динамiчне рiвняння

𝑥ΔΔ
𝜆

+ 𝑡 · 𝑥𝜆 = 0 (5.36)

на множинi шкал 𝕋𝜆 = ℎℤ з тими самими початковими умовами. Зауважимо,
що функцiя зернистостi для кожної такої шкали є сталою i дорiвнює 𝜇𝜆 = ℎ.

Рiвняння (5.36) набуває вигляду рiзницевого рiвняння

Δ2
𝑘
𝑥 + ℎ2 · 𝑘ℎ · 𝑥 (𝑘ℎ) = 0, (5.37)

де ℎ > 0 - крок рiзницевого рiвняння на iнтервалi [0, 7𝜋
2 ], 𝑘ℎ = 𝑡𝑘 ∈ 𝕋𝜆 = ℎℤ,

Δ𝑘𝑥 = 𝑥 (𝜎 (𝑡𝑘)) − 𝑥 (𝑡𝑘) = 𝑥 (𝑡𝑘+1) − 𝑥 (𝑡𝑘), Δ2
𝑘
𝑥 = Δ𝑘 (Δ𝑘𝑥), 𝑘 = 0, 1, 2....

Позначимо 𝑥ℎ
𝑘
= 𝑥 (𝑡𝑘) i перепишемо рiвняння (5.37) у виглядi системи

𝑥ℎ
𝑘+1 = 𝑥

ℎ
𝑘
+ ℎ𝑦ℎ

𝑘
,

𝑦ℎ
𝑘+1ℎ = 𝑦ℎ

𝑘
− ℎ · 𝑡𝑘𝑥ℎ𝑘 ,

(5.38)

з початковими умовами
𝑥ℎ0 = 0, 𝑦ℎ0 = 1. (5.39)

Розв’язок задачi Кошi (5.34), (5.35) можна представити у виглядi [98]

𝑥 (𝑡) = −1
2

(
−1

3

) 2
3
Γ(1

3)
(√

3Bi( 3√−1𝑡) − 3 Ai( 3√−1𝑡)
)
, (5.40)

де Ai(𝑡) - функцiя Ейрi першого роду, Bi(𝑡) - функцiя Ейрi другого роду, Γ(𝑡) -
гамма-функцiя.

При 𝑡 ∈
[
𝜋
2 ,

7𝜋
2
]
з Теореми порiвняння [89] випливає, що розв’язок рiвняння

(5.34) має не менше нулiв, нiж розв’язок рiвняння

¥𝑥 + 𝜋2𝑥 = 0, (5.41)

i не бiльше нулiв, нiж розв’язок рiвняння

¥𝑥 + 7𝜋
2 𝑥 = 0, (5.42)

з тими ж початковими умовами (5.35). Розв’язавши їх, отримаємо, що розв’язок
рiвняння (5.41) з початковими умовами (5.35) набуває вигляду:

𝑥 (𝑡) =
√︂

2
𝜋

sin
(√︂

𝜋

2 𝑡
)
, (5.43)
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Рис. 5.1. Наближений розв’язок задачi Кошi (5.34), (5.35)

який має 4 нулi на
[
𝜋
2 ,

7𝜋
2
]
, а розв’язок рiвняння (5.42) з тими ж початковими

умовами має вигляд:

𝑥 (𝑡) =
√︂

2
7𝜋 sin

(√︂
7𝜋
2 𝑡

)
, (5.44)

i має 10 нулiв на вказаному iнтервалi.
Аналогiчно, обравши для дослiдження довiльне 𝑡0 ∈

(
0, 𝜋2

)
, отримаємо, що на

iнтервалi
(
𝑡0,

𝜋
2
]
розв’язок рiвняння (5.34) з початковими умовами (5.35) не має

нулiв, оскiльки розв’язок рiвняння (5.41) з тими ж початковими умовами також
не має їх. Звiдси випливає, що розв’язок задачi Кошi (5.34), (5.35) на iнтервалi
(0, 7𝜋

2 ) має не менше 4, але не бiльше 10 нулiв.
Наближено побудувавши графiк (див. Рисунок 5.1) розв’язку (5.40) рiвняння

(5.34), отримали на iнтервалi
(
0, 7𝜋

2
]
7 нулiв, наближенi значення яких 𝑡𝑛 вказанi

в таблицi (Табл.5.1).

𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5 𝑡6 𝑡7

𝑡𝑛 2.666 4.342 5.741 6.986 8.128 9.196 10.204

Табл. 5.1. Наближенi значення нулiв розв’язкiв задачi Кошi (5.34),(5.35)

У наступних таблицях кожен стовпчик мiстить:
𝑡𝑛 - наближене значеннянуля розв’язку𝑥 (𝑡) задачi Кошi для рiвняння

(5.34) з початковими умовами (5.35);
𝑡𝑛𝜆 - узагальнений нуль в околицi 𝑡𝑛 розв’язку 𝑥ℎ𝑘 (𝑡) системи (5.38) з

початковими умовами (5.39) при фiксованому ℎ𝜆;
𝑥ℎ
𝑘
(𝑡𝜆𝑛) - значення розв’язку в узагальненому нулi при фiксованому
ℎ𝜆;
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|𝑡𝑛 − 𝑡𝜆𝑛 | - рiзниця мiж нулями диференцiального та динамiчного
рiвнянь при фiксованому ℎ.

𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5 𝑡6 𝑡7

𝑡𝑛 2.666 4.342 5.741 6.986 8.128 9.196 10.204
𝑡𝜆𝑛 2.57343 4.44501 5.84870 7.25240 8.65609 9.82583 -
𝑥ℎ
𝑘
(𝑡𝜆𝑛) 0.48026 -0.54678 2.16404 -4.31641 1.61439 -9.84481 -

|𝑡𝑛 − 𝑡𝜆𝑛 | 0.09256 0.10301 0.10770 0.26640 0.52809 0.62983 -

Табл. 5.2. Порiвняння значень при ℎ = 7𝜋
94

𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5 𝑡6 𝑡7

𝑡𝑛 2.666 4.342 5.741 6.986 8.128 9.196 10.204
𝑡𝜆𝑛 2.74889 4.35241 5.95593 7.33038 8.47575 9.62112 10.7664
𝑥ℎ
𝑘
(𝑡𝜆𝑛) 0.08729 -0.89673 1.00212 -1.89404 11.653 -37.4452 104.816

|𝑡𝑛 − 𝑡𝜆𝑛 | 0.08289 0.01041 0.21493 0.34438 0.34775 0.42512 0.56249

Табл. 5.3. Порiвняння значень при ℎ = 7𝜋
96

𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5 𝑡6 𝑡7

𝑡𝑛 2.666 4.342 5.741 6.986 8.128 9.196 10.204
𝑡𝜆𝑛 2.63893 4.39822 5.82765 7.03716 8.24668 9.34623 10.33583
𝑥ℎ
𝑘
(𝑡𝜆𝑛) 0.14208 -0.03916 0.031304 -0.51241 0.3775 -0.59169 2.79772

|𝑡𝑛 − 𝑡𝜆𝑛 | 0.02706 0.05623 0.08665 0.05117 0.11868 0.15024 0.13184

Табл. 5.4. Порiвняння значень при ℎ = 7𝜋
200

𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡5 𝑡6 𝑡7

𝑡𝑛 2.666 4.342 5.741 6.986 8.128 9.196 10.204
𝑡𝜆𝑛 2.66093 4.34325 5.73969 6.98219 8.12573 9.19230 10.2039
𝑥ℎ
𝑘
(𝑡𝜆𝑛) 0.01472 -0.00646 0.012657 -0.02092 0.02143 -0.02634 0.02075

|𝑡𝑛 − 𝑡𝜆𝑛 | 0.00507 0.00125 0.00131 0.00381 0.00227 0.00369 0.00017

Табл. 5.5. Порiвняння значень при ℎ = 7𝜋
2000
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За даними наведеними у Таблицях 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 видно, що iснує крок
ℎ0 = 7𝜋

96 такий, що для всiх ℎ < ℎ0 в малих околах кожного нуля 𝑡𝑛 розв’язку
𝑥 (𝑡) задачi (5.34), (5.35) знаходиться узагальнений нуль 𝑡𝜆𝑛 розв’язку 𝑥ℎ𝑘 (𝑡) задачi
(5.38), (5.39).

Бiльше того, обчисливши узагальненi нулi розв’язку задачi (5.38), (5.39) при
ℎ = 7𝜋

200 i ℎ = 7𝜋
2000 , легко побачити, що узагальненi нулi при наближеннi ℎ до нуля

наближаються до нулiв розв’язку задачi (5.34), (5.35), що iлюструється графiками
(див. Рис.5.2, 5.3, 5.4, 5.5), де червоним побудовано графiк розв’язку 𝑥 (𝑡) рiвняння
(5.34), а синiм – розв’язок 𝑥ℎ

𝑘
(𝑡) при вiдповiдних значеннях кроку ℎ.

Рис. 5.2. Графiк порiвняння розв’язкiв рiвнянь (5.34) та (5.36) при ℎ = 7𝜋
94

Рис. 5.3. Графiк порiвняння розв’язкiв рiвнянь (5.34) та 5.36 при ℎ = 7𝜋
96
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Рис. 5.4. Графiк порiвняння розв’язкiв рiвнянь (5.34) та (5.36) при ℎ = 7𝜋
200

Рис. 5.5. Графiк порiвняння розв’язкiв рiвнянь (5.34) та (5.36) при ℎ = 7𝜋
2000

5.3 Коливнiсть слабко нелiнiйних динамiчних
рiвнянь на часових шкалах

У цьому роздiлi розглянемо властивостi коливностi розв’язкiв слабко нелi-
нiйних рiвнянь.

Розглянемо нелiнiйне диференцiальне рiвняння:

¥𝑥 + 𝑝 (𝑡)𝑥 + 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝑥, ¤𝑥) = 0, (5.45)

де 𝜀 > 0 - малий параметр, 𝑡 ∈ [0, 𝑎].
При 𝑥 ∈ ℝ1, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑡 ∈ [0, 𝑎] вважатимемо, що функцiї 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑝 (𝑡) мають

наступнi властивостi:
1. 𝑝 (𝑡) ≥ 0;
2. 𝑝 (𝑡) задовольняє умовi Лiпшиця на [0, 𝑎];
3. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) є неперервною за сукупнiстю змiнних;
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4. 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) має лiнiйний рiст по 𝑥 та𝑦, тобто iснує𝐾 > 0 таке, що виконується
нерiвнiсть

|𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) | ≤ 𝑁 (1 + |𝑥 | + |𝑦 |).

Рiвняння (5.45) розглянемо при початкових умовах

𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 (0) = 𝑦 (0) = 𝑦0,

що належать компакту (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐾 , який не мiстить точку (0, 0).
При 𝜀 = 0 рiвняння (5.45) переходить у рiвняння вигляду

¥𝑥 + 𝑝 (𝑡)𝑥 = 0. (5.46)

Вiдповiдне динамiчне рiвняння має вигляд

𝑥ΔΔ
𝜆

+ 𝑝 (𝑡)𝑥𝜆 = 0, (5.47)

де 𝑡 ∈ 𝕋𝜆, 𝑥𝜆 : 𝕋𝜆 → ℝ𝑑 , i 𝑥Δ
𝜆
(𝑡) – дельта-похiдна функцiї 𝑥𝜆 (𝑡) на 𝕋𝜆, а початковi

умови рiвнянь (5.46) i (5.47) мають вигляд 𝑥 (0) = 𝑥0, ¤𝑥 (0) = 𝑦0 i 𝑥𝜆 (0) = 𝑥0,
𝑥Δ
𝜆
(0) = 𝑦0 вiдповiдно.
Разом iз рiвнянням (5.47) розглянемо нелiнiйне рiвняння

𝑥Δ
𝜆
+ 𝑝 (𝑡)𝑥𝜆 + 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝑥𝜆, 𝑥Δ𝜆 ) = 0. (5.48)

Розглянемо умови, при яких з коливностi розв’язку лiнiйного динамiчного
рiвняння (5.47) на часових шкалах випливає коливнiсть розв’язку нелiнiйного
диференцiального рiвняння (5.45), i умови, при яких з коливностi розв’язку
лiнiйного диференцiального рiвняння (5.46) випливає коливнiсть розв’язку
рiвняння (5.48) на часових шкалах.

5.3.1 Допомiжнi твердження

У подальшому нам знадобляться два додатковi твердження.
Розглянемо розв’язок 𝑥 (𝑡) лiнiйного диференцiального рiвняння (5.46) з

початковими умовами 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, ¤𝑥 (𝑡0) = 𝑥1, де 𝑡0 ∈ [0, 𝜇], а

𝑥2
0 + 𝑥2

1 = 1. (5.49)

Тут 𝜇 – фiксоване i таке, що 0 < 𝜇 < 𝑎.
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Якщо даний розв’язок коливний на [0, 𝑎], то вiн має хоча б два нулi. Визна-
чимо через 𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1 – два послiдовних нулi з iнтервалу [0, 𝑎] такого коливного
розв’язку. Розглянемо наступну величину

𝑀𝑥
𝑘
= max
𝑡∈[𝑡𝑘 ,𝑡𝑘+1]

|𝑥 (𝑡) |.

Дану скiнченну числову послiдовнiсть назвемо послiдовнiстю амплiтуд ко-
ливань на iнтервалi [0, 𝑎] розв’язку 𝑥 (𝑡). Вiдносно цiєї послiдовностi справедлива
лема.

Лема 5.10. [22] Нехай у рiвняннi (5.46) функцiя 𝑝 ∈ 𝐶 ( [0, 𝑎]). Тодi iснує Δ > 0, що

для довiльного коливного на [0, 𝑎] розв’язку рiвняння (5.46) з початковими умовами

(5.49) справедливо нерiвнiсть

𝑀𝑥
𝑘
≥ Δ. (5.50)

Отже, для будь-якого коливного на вiдрiзку (0, 𝑎) розв’язку рiвняння (5.46) з
початковими умовами (5.49) послiдовнiсть амплiтуд коливань обмежена знизу
числом Δ, яке не залежить вiд розв’язку.

Також розглянемо розв’язки лiнiйного динамiчного рiвняння (5.47) на ча-
сових шкалах з початковими умовами 𝑥𝜆 (𝑡0) = 𝑥0, 𝑥Δ𝜆 (𝑡0) = 𝑥1, де 𝑡0 ∈ [0, 𝑎]𝜆,
а

𝑥2
0 + 𝑥2

1 = 1. (5.51)

Нехай iснує єдиний розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) рiвняння (5.47) на [0, 𝑎]𝜆. Якщо цей розв’язок
коливний на [0, 𝑎]𝜆, то вiн має принаймнi два узагальненi нулi. Позначимо
через 𝑡𝑝 , 𝑡𝑚 – два послiдовних узагальнених нулi 𝑥𝜆 (𝑡) (𝑡𝑝 < 𝑡𝑚) на [0, 𝑎]𝜆 такого
коливного розв’язку. Розглянемо наступну величину

𝑀𝑥
𝑝 = max

𝑡∈[𝑡𝑝 ,𝑡𝑚]
|𝑥𝜆 (𝑡) | .

Цю обмежену числову послiдовнiсть ми називатимемо послiдовнiстю амплi-
туд коливань розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) на iнтервалi [0, 𝑎]𝜆. Вiдносно цiєї послiдовностi
справедлива лема.

Лема 5.11. Нехай функцiя 𝑝 (𝑡) ∈ 𝐶 ( [0, 𝑎]𝜆) i 𝑝 (𝑡) ≥ 0. Тодi iснує Δ(𝜇𝜆) > 0 таке,

що для будь-якого коливного розв’язку динамiчного рiвняння (5.47) з початковими

умовами (5.51) справедлива нерiвнiсть

𝑀𝑥
𝑝 (𝜇𝜆) ≥ Δ(𝜇𝜆). (5.52)
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Доведення. Для доведення цiєї леми необхiдно довести аналог Теореми Вейер-
штрасса про неперервну функцiю, а саме: якщо функцiя 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 ( [𝑎, 𝑏]𝕋), то
вона обмежена на [𝑎, 𝑏]𝕋 i досягає на ньому свого найбiльшого та найменшого
значення.

Вiдомо, що якщо функцiя 𝑓 : 𝕋 → ℝ є неперервною, то вона регулярна [25,
Теорема 1.60], i кожна регулярнафункцiя на компактному iнтервалi обмежена [25,
Теорема 1.61]. Отже, 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 ( [𝑎, 𝑏]𝕋) обмежена на [𝑎, 𝑏]𝕋.

Отже, функцiя 𝑓 має свої точнi верхнi та нижнi гранi. Позначимо 𝑀 =

sup[𝑎,𝑏]𝕋 𝑓 (𝑡).
Припустимо, всупереч умовi, що для всiх 𝑡 з iнтервалу [𝑎, 𝑏]𝕋 виконується

𝑓 (𝑡) < 𝑀 . Розглянемо функцiю 𝜙 (𝑡) = 1
𝑀−𝑓 (𝑡) > 0.

Оскiльки 𝑀 − 𝑓 (𝑡) ≠ 0, то 𝜙 (𝑡) ∈ 𝐶 ( [𝑎, 𝑏]𝕋). Отже, 𝜙 (𝑡) обмежена на [𝑎, 𝑏]𝕋,
тобто iснує𝑀0 > 0 таке, що для всiх 𝑡 з iнтервалу [𝑎, 𝑏]𝕋 виконується 𝜙 (𝑡) ≤ 𝑀0.

Звiдси, отримуємо наступне твердження:

𝑀 − 𝑓 (𝑡) ≥ 1
𝑀0
,

звiдки випливає, що
𝑓 (𝑡) ≥ 𝑀 − 1

𝑀0
.

А це означає, що 𝑀 ≠ sup[𝑎,𝑏]𝕋 𝑓 (𝑡). Таким чином, припущення невiрне, i на
iнтервалi [𝑎, 𝑏]𝕋 iснує 𝑡∗ таке, що 𝑓 (𝑡∗) = 𝑀 , тобто функцiя 𝑓 (𝑡) досягає на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏]𝕋 свого верхнього значення, а отже й свого найбiльшого значення.
Аналогiчно можна довести, що функцiя 𝑓 (𝑡) також досягає свого нижнього
значення на [𝑎, 𝑏]𝕋, а отже i свого найменшого значення.

Твердження доведено. Повернемося до доведення леми.
Нехай нерiвнiсть (5.52) не виконується. Тодi буде iснувати нескiнченна

послiдовнiсть коливних розв’язкiв 𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡) рiвняння (5.47) з початковими даними
𝑡0𝑛 ∈ [0, 𝑎]𝜆, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛, якi задовольняють умовi 5.51, i для кожного 𝑛 з послiдовностi
амплiтуд цих розв’язкiв можна вибрати таку амплiтуду 𝑀

𝑥
(𝑛)
𝜆

𝑝 (𝑛) (𝜇𝜆), що для

складеної з цих чисел послiдовностi {𝑀𝑥
(𝑛)
𝜆

𝑝 (𝑛) (𝜇𝜆)}виконується наступна умова:

𝑀
𝑥
(𝑛)
𝜆

𝑝 (𝑛) (𝜇𝜆) → 0, 𝑛 → ∞. (5.53)

Тут𝑀𝑥
(𝑛)
𝜆

𝑝 (𝑛) (𝜇𝜆) = max𝑡∈[𝑡𝑝 (𝑛) ,𝑡𝑚 (𝑛) ]

���𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡)
���.
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Нехай 𝑡𝑛 ∈ [𝑡𝑝 (𝑛), 𝑡𝑚(𝑛)] — точка, в якiй цей максимум досягається. Тодi

Δ𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡∗𝑛) = 0,
���𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡∗𝑛)
��� = 𝑀𝑥

(𝑛)
𝜆

𝑝 (𝑛) (𝜇𝜆).
Оскiльки множина початкових умов (5.51) є компактною, то з послiдовностi

можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть. Не втрачаючи загальностi, можна
вважати, що сама послiдовнiсть (𝑡0𝑛, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) є збiжною. Отже,

(𝑡0𝑛, 𝑥0𝑛, 𝑥1𝑛) → (𝑡0, 𝑥0, 𝑥1), 𝑛 → ∞, (5.54)

де 𝑡0 ∈ [0, 𝑎]𝜆, 𝑥2
0 + 𝑥2

1 = 1.
Нехай 𝑥𝜆 (𝑡) – розв’язок динамiчного рiвняння (5.47) з початковими умовами

𝑥𝜆 (𝑡0) = 𝑥0, Δ𝑥 (𝑡0) = 𝑥1. Очевидно, що вiн є нетривiальним.
З послiдовностi {𝑡∗𝑛} також видiлимо збiжну пiдпослiдовнiсть. Позначимо її

{𝑡∗𝑛}.
Отже, 𝑡∗𝑛 → 𝑡∗ ∈ [0, 𝑎]𝜆, 𝑛 → ∞.
З неперервної залежностi вiд початкових даних розв’язкiв задачi Кошi на

скiнченному iнтервалi та нерiвностi [52, Теорема 3.2]���𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡∗𝑛) − 𝑥𝜆 (𝑡∗)
��� ≤ ���𝑥 (𝑛)

𝜆
(𝑡∗𝑛) − 𝑥𝜆 (𝑡∗𝑛)

��� + ��𝑥𝜆 (𝑡∗𝑛) − 𝑥𝜆 (𝑡∗)��
випливає

𝑥𝑛 (𝑡∗𝑛) → 𝑥 (𝑡∗), Δ𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡∗𝑛) → Δ𝑥 (𝑡∗).

Проте, з iншого боку, 𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡∗𝑛) → 0 при 𝑛 → ∞ i Δ𝑥 (𝑛)
𝜆

(𝑡∗𝑛) = 0 для будь-якого 𝑛.
Отже, 𝑥𝜆 (𝑡) – тривiальний розв’язок рiвняння (5.47). Отримана суперечнiсть i
доводить лему. □

5.3.2 Основний результат

Теорема 5.3. Нехай 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑝 (𝑡) задовольняють умови 1)-4) та iснують такi

𝜀0 > 0 i 𝜇0 > 0, що для довiльного 0 < 𝜀 < 𝜀0 i 0 < 𝜇𝜆 < 𝜇0 розв’язок лiнiйного

динамiчного рiвняння (5.47) має на iнтервалi [0, 𝑎] щонайменше три узагальненi

нулi, то вiдповiдний розв’язок нелiнiйного диференцiального рiвняння (5.45) коливний
на [0, 𝑎].

Доведення. Початковi умови (𝑥0, 𝑦0) рiвняння (5.46) знаходяться на компактi 𝐾 ,
таким чином з Леми 5.10 випливає, що iснує Δ > 0, таке, що амплiтуда коливань
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довiльного розв’язку 𝑥 (𝑡) з початковими умовами (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐾 обмежена знизу:

𝑀𝑥
𝑘
≥ Δ.

Розглянемо вiдповiднi розв’язки (5.45) та (5.46). Запишемо рiвняння (5.45) у
виглядi системи: 

¤𝑥 = 𝑦,

¤𝑦 = −𝑝 (𝑡)𝑥 − 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦).

Позначимо 𝐴(𝑡) =
(

0 1
−𝑝 (𝑡) 0

)
, 𝜑 =

(
𝑥

𝑦

)
, 𝜑 (0) = 𝜑0. Тодi

¤𝜑 =

(
¤𝑥
¤𝑦

)
= 𝐴(𝑡)𝜑 − 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝜑) . (5.55)

Рiвняння (5.46) перепишемо у виглядi

¤𝜑1 = 𝐴(𝑡)𝜑1, (5.56)

де 𝜑1(0) = 𝜑0. Нехай 𝑋 (𝑡, 𝑠) - фундаментальна матриця розв’язкiв системи (5.56).
Отже

𝜑1(𝑡) = 𝑋 (𝑡, 0)𝜑0. (5.57)

Подамо (5.55) у iнтегральнiй формi, отже маємо

𝜑 (𝑡) = 𝑋 (𝑡, 0)𝜑0 + 𝜀
𝑡∫

0

𝑋 (𝑡, 𝑠) 𝑓 (𝑠, 𝜑 (𝑠))𝑑𝑠. (5.58)

Оскiльки 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) лiнiйно зростає маємо

|𝑓 (𝑡, 𝜑) | ≤ 𝑁 (1 + |𝜑 |) .

Отже, вiдповiднi розв’язки 𝜑 (𝑡) (5.58) та 𝜑1(𝑡) (5.57) рiвнянь (5.55) та (5.56) задо-
вольняють нерiвнiсть:

|𝜑 (𝑡) − 𝜑1(𝑡) | ≤ 𝜀
𝑡∫

0

𝐶𝑁 (1 + |𝜑 (𝑠) |) 𝑑𝑠, (5.59)

де | |𝑋 (𝑡, 𝑠) | | ≤ 𝐶 , 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑎], 𝐶 - деяка стала.
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Далi проведемо оцiнку розв’язку 𝜑 (𝑡). З (5.58) отримаємо наступне:

|𝜑 (𝑡) | ≤ 𝐶 |𝜑0 | + 𝜀𝐶𝑁𝑎 + 𝜀𝐶𝑁
𝑡∫

0

|𝜑 (𝑠) | 𝑑𝑠.

З урахуванням леми Гронуола-Беллмана, звiдси випливає наступна оцiнка при
𝑡 ∈ [0, 𝑎]:

|𝜑 (𝑡) | ≤ (𝐶 |𝜑0 | + 𝜀𝐶𝑁𝑎) 𝑒𝜀𝐶𝑁𝑎,

Зважаючи, що 𝜑0 належить компакту, то iснує радiус 𝑅 > 0 такий, що |𝜑0 | ≤ 𝑅,
тодi

|𝜑 (𝑡) | ≤ (𝐶𝑅 + 𝜀𝐶𝑁𝑎) 𝑒𝜀𝐶𝑁𝑎 ≡ 𝐶1,

де 𝐶1 - деяка стала.
Тодi з (5.59) випливає нерiвнiсть

|𝜑 (𝑡) − 𝜑1(𝑡) | ≤ 𝜀
𝑡∫

0

𝐶𝑁 (1 +𝐶1)𝑑𝑠 ≤ 𝜀𝐶𝑁𝑎(1 +𝐶1), (5.60)

що оцiнює близькiсть вiдповiдних розв’язкiв рiвнянь (5.45) та (5.46).
З Теореми 5.2 випливає, що якщо розв’язок динамiчного рiвняння (5.47)

має 𝑁 узагальнених нулiв на [0, 𝑎]𝜆, то вiдповiдний розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння (5.46) має щонайменше 𝑁 нулiв на [0, 𝑎]. Отже, якщо розв’язок
динамiчного рiвняння (5.47) має три узагальнених нулi на [0, 𝑎]𝜆, то розв’язок
диференцiального рiвняння (5.46) має щонайменше три нулi на [0, 𝑎]. Звiдси, з
оцiнки (5.60), Леми 5.4 та вiдповiдностi розв’язкiв рiвнянь нелiнiйного (5.45) та
лiнiйного (5.46) диференцiальних рiвнянь випливає, що iснують 𝜀0 > 0, 𝜇0 > 0
i 𝛾 > 0 такi, що розв’язок нелiнiйного диференцiального рiвняння (5.45) має
щонайменше два нулi на [0, 𝑎], тобто є коливним. □

Теорема 5.4. Нехай 𝑓 (𝑡, 𝑥,𝑦) i 𝑝 (𝑡) задовольняють умови 1)-4) та iснують такi

𝜀0 > 0 i 𝜇0 > 0, що для довiльного 0 < 𝜀 < 𝜀0 i 0 < 𝜇𝜆 < 𝜇0 розв’язок лiнiйного

диференцiального рiвняння (5.1) має на iнтервалi [0, 𝑎] щонайменше три нулi, то

вiдповiдний розв’язок нелiнiйного динамiчного рiвняння (5.48) коливний на [0, 𝑎]𝜆.

Доведення. Оцiнимо норму рiзницi мiж вiдповiдними розв’язками лiнiйного
динамiчного рiвняння (5.47) та нелiнiйного динамiчного рiвняння (5.48) на
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часових шкалах. Подамо нелiнiйне рiвняння (5.48) у виглядi системи:
𝑥Δ
𝜆
= 𝑦𝜆,

𝑦Δ
𝜆
= −𝑝 (𝑡)𝑥𝜆 − 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝑥𝜆, 𝑦𝜆).

Позначимо 𝐴(𝑡) =
(

0 1
−𝑝 (𝑡) 0

)
, 𝜙𝜆 =

(
𝑥𝜆

𝑦𝜆

)
, 𝜙𝜆 (0) = 𝜙0, тодi

𝜙Δ = 𝐴(𝑡)𝜙 − 𝜀 𝑓 (𝑡, 𝜙). (5.61)

Подiбним чином, позначивши𝜓𝜆 =
(
𝑥𝜆

𝑦𝜆

)
рiвняння (5.47) набуде вигляду

𝜓𝜆 (𝑡) = 𝐴(𝑡)𝜓, (5.62)

де𝜓𝜆 (0) = 𝜓0.
Нехай 𝑋 (𝑡, 𝑠) - фундаментальна матриця розв’язкiв системи (5.62). Отже,

𝜓𝜆 (𝑡) = 𝑋 (𝑡, 0)𝜓0. (5.63)

Переписавши (5.61) в iнтегральнiй формi, згiдно [26], маємо:

𝜙𝜆 (𝑡) = 𝑋 (𝑡, 0)𝜙0 + 𝜀
∫

[0,𝑡]𝜆

𝑋 (𝑡, 𝜎 (𝑠)) 𝑓 (𝑠, 𝜙𝜆 (𝑠))Δ𝑠 . (5.64)

З рiвностей (5.63) та (5.64) отримаємо

|𝜙𝜆 (𝑡) −𝜓𝜆 (𝑡) | ≤ 𝜀
∫

[0,𝑡]𝜆

|𝑋 (𝑡, 𝜎 (𝑠)) 𝑓 (𝑠, 𝜙𝜆 (𝑠)) | Δ𝑠 .

Оскiльки 𝑓 (𝑡, 𝑥𝜆, 𝑦𝜆) лiнiйно зростає, то маємо:

|𝑓 (𝑡, 𝜙𝜆 (𝑡)) | ≤ 𝑁 (1 + |𝜙𝜆 (𝑡) |),

звiдки отримуємо

|𝜙𝜆 (𝑡) | ≤ 𝐶 |𝜙0 | + 𝜀
∫

[0,𝑡]𝜆

𝐶𝑁 (1 + 𝜙𝜆 (𝑠))Δ𝑠 ≡ 𝐶∗,

де ∥𝑋 (𝑡, 𝑠)∥ ≤ 𝐶 , 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑎]𝕋𝜆
. Отже,

|𝜙𝜆 (𝑡) −𝜓𝜆 (𝑡) | ≤ 𝜀𝐶𝑁
∫

[0,𝑡]𝜆

(1 +𝐶∗)Δ𝑠
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Тодi оцiнка набуває вигляду

|𝜙𝜆 (𝑡) −𝜓𝜆 (𝑡) | ≤ 𝜀𝐶𝑁𝑎(1 +𝐶∗). (5.65)

З Теореми 5.2 будемо мати наступне: якщо розв’язок лiнiйного диферен-
цiального рiвняння (5.46) має принаймнi два нулi на iнтервалi [0, 𝑎], то iснує
𝜇0 > 0 таке, що вiдповiдний розв’язок лiнiйного динамiчного рiвняння (5.47)
коливний на цьому iнтервалi, тобто має принаймнi два узагальнених нулi.

З Леми 5.11 випливає, що iснує Δ(𝜇𝜆) > 0 таке, що амплiтуда коливань
будь-якого розв’язку лiнiйного динамiчного рiвняння (5.47) на часових шкалах
обмежена знизу:

𝑀𝑥
𝑝 (𝜇𝜆) ≥ Δ(𝜇𝜆),

де𝑀𝑥
𝑝 = max𝑡∈[𝑡𝑝 ,𝑡𝑚] |𝑥𝜆 (𝑡) |, 𝑡𝑝 i 𝑡𝑚 - два послiдовних узагальнених нуля розв’язку

𝑥𝜆 рiвняння (5.47). Отже, з нерiвностi (5.65) випливає, що iснують 𝜀 > 0 та 𝜇0 > 0
такi, що якщо розв’язок лiнiйного диференцiального рiвняння (5.46) має три
нулi на [0, 𝑎], то вiдповiдний розв’язок нелiнiйного динамiчного рiвняння (5.48)
має принаймнi два узагальнених нулi на iнтервалi [0, 𝑎]𝕋𝜆

, тобто є коливним. □
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5.4 Висновки до Роздiлу 5

У п’ятому роздiлi вивчається коливнiсть розв’язкiв динамiчних рiвнянь на
часових шкалах. Дослiдження спрямоване на з’ясування впливу коливностi
розв’язкiв лiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку на коливнiсть
розв’язкiв вiдповiдного динамiчного рiвняння на часових шкалах, а також на
коливнiсть вiдповiдних розв’язкiв слабко нелiнiйного динамiчного рiвняння на
часових шкалах. Розглянуто також i обернений зв’язок.

Для лiнiйних рiвнянь другого порядку з неперервними коефiцiєнтами були
отриманi наступнi результати:

• Доведено, що в околi кожного нуля розв’язку диференцiального рiвняння
при достатньо малих значеннях функцiї зернистостi лежить щонайменше
один нуль вiдповiдного розв’язку динамiчного рiвняння на часовiй шкалi.

• Доведено, що в околi кожного нуля розв’язку динамiчного рiвняння
на часовiй шкалi при достатньо малих значеннях функцiї зернистостi
лежить щонайменше один нуль вiдповiдного розв’язку диференцiального
рiвняння на дiйснiй осi.

Таким чином, при достатньо малих значеннях функцiї зернистостi в околi
кожного нуля розв’язку диференцiального рiвняння лежить один i лише один
нуль вiдповiдного розв’язку динамiчного рiвняння на часових шкалах, тобто
встановлено взаємозв’язок мiж коливнiстю розв’язку диференцiального рiвня-
ння та коливнiстю вiдповiдного розв’язку динамiчного рiвняння на часовiй
шкалi i навпаки.

Для слабко нелiнiйних рiвнянь другого порядку були отриманi такi резуль-
тати:

• Встановлено умови, за яких при достатньо малих значеннях функцiї
зернистостi, якщо розв’язок лiнiйного диференцiального рiвняння на
дiйснiй осi має достатню кiлькiсть нулiв, то вiдповiдний розв’язок слабко
нелiнiйного динамiчного рiвняння на часовiй шкалi також буде коливним.

• Встановлено умови, за яких при достатньо малих значеннях функцiї
зернистостi, якщо розв’язок лiнiйного динамiчного рiвняння на часовiй
шкалi має достатню кiлькiсть нулiв, то вiдповiдний розв’язок слабко
нелiнiйного диференцiального рiвняння на дiйснiй також буде коливним.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [79, 93, 111–113].



Роздiл 6

ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ ДИНАМIЧНИХ
РIВНЯНЬ НА ПЕРIОДИЧНИХ ЧАСОВИХ
ШКАЛАХ

Цей роздiл присвячений дослiдженню перiодичних розв’язкiв динамiчних
рiвнянь на часових шкалах. Отримано результат, який показує, за яких умов
iснування перiодичних розв’язкiв системи динамiчних рiвнянь на перiодичнiй
часовiй шкалi 𝕋𝜆 з перiодом 𝜏 випливає з наявностi перiодичних з перiодом
кратним 𝜏 розв’язкiв вихiдної системи диференцiальних рiвнянь наℝ, i навпаки.

6.1 Необхiднi поняття теорiї перiодичних
часових шкал

Для вивчення властивостей перiодичностi розв’язку динамiчного рiвняння
на часових шкалах необхiдно визначити поняття перiодичної часової шкали.

Означення 6.1. [60] Часова шкала 𝕋 називається перiодичною, якщо

Π := {𝜏 ∈ ℝ : 𝑡 ± 𝜏 ∈ 𝕋,∀𝑡 ∈ 𝕋} ≠ {0},

тодi найменше додатне число 𝜏 ∈ Π називають перiодом часової шкали.

Означення 6.2. [60] Нехай 𝕋 ≠ ℝ перiодична часова шкала з перiодом 𝜏 .
Функцiя 𝑓 : 𝕋 → ℝ називається перiодичною, якщо iснує натуральне число
𝑛 таке, що 𝑃 = 𝑛𝜏 , 𝑓 (𝑡 + 𝑃) = 𝑓 (𝑡), для всiх 𝑡 ∈ 𝕋. Найменше додатне число 𝑃
називають перiодом функцiї 𝑓 , якщо 𝑓 (𝑡 + 𝑃) = 𝑓 (𝑡) для будь-яких 𝑡 ∈ 𝕋.
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У випадку𝕋 = ℝфункцiя 𝑓 перiодична з перiодом 𝑃 > 0, якщо 𝑃 – найменше
додатне число таке, що 𝑓 (𝑡 + 𝑃) = 𝑓 (𝑡) при будь-яких 𝑡 ∈ 𝕋.

Зауваження 6.1. Якщо 𝕋 перiодична часова шкала з перiодом 𝜏 , тодi 𝜎 (𝑡 +
𝑛𝜏) = 𝜎 (𝑡) + 𝑛𝜏 . Отже, функцiя зернистостi перiодична з перiодом 𝜏 , оскiльки
𝜇 (𝑡 + 𝑛𝜏) = 𝜎 (𝑡 + 𝑛𝜏) − (𝑡 + 𝑛𝜏) = 𝜎 (𝑡) − 𝑡 = 𝜇 (𝑡).

Далi розглядатимемо множину перiодичних часових шкал 𝕋𝜆 з перiодом 𝜏 ,
де 𝜆 ∈ Λ ⊂ ℝ i 𝜆 = 0 – гранична точка множини Λ. Припустимо, що inf 𝕋𝜆 = −∞,
sup𝕋𝜆 = +∞ для всiх 𝜆 ∈ Λ та точка 𝑡 = 0 належить 𝕋𝜆 при всiх 𝜆 ∈ Λ.

Припустимо, що 𝜇𝜆 := sup𝑡∈𝕋𝜆
𝜇𝜆 (𝑡), де 𝜇𝜆 (𝑡) : 𝕋𝜆 → [0,∞) – функцiя зер-

нистостi. Якщо 𝜇𝜆 → 0 при 𝜆 → 0, тодi 𝕋𝜆 збiгається до неперервної часової
шкали 𝕋0 = ℝ, i система динамiчних рiвнянь на часовiй шкалi перетворюється
на вiдповiдну систему звичайних диференцiальних рiвнянь. Тодi, виходячи з
перiодичностi функцiї зернистостi 𝜇𝜆 (𝑡), на кожнiй пiдмножинi часової шкали
[𝑡, 𝑡 + 𝜏]𝜆 ⊂ 𝕋𝜆 виконується наступна нерiвнiсть:

sup
𝑡∈[𝑡 ;𝑡+𝜏]𝜆

𝜇𝜆 (𝑡) = 𝜇𝜆 .

Отже, природно сподiватись, що за певних умов iснування перiодичного
розв’язку диференцiального рiвняння випливатиме з iснування такого розв’язку
вiдповiдного рiвняння на перiодичнiй часовiй шкалi 𝕋𝜆, i навпаки.

6.2 Зв’язок мiж iснуванням перiодичних
розв’язкiв системи динамiчних рiвнянь на
часових шкалах та вiдповiдної
диференцiальної системи

Нехай𝐷 ⊂ ℝ– область вℝ𝑛. Розглянемо систему звичайнихдиференцiальних
рiвнянь

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑋 (𝑡, 𝑥), (6.1)

де 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , i вiдповiдну систему динамiчних рiвнянь на сiм’ї часових шкал
𝕋𝜆

𝑥Δ
𝜆
= 𝑋 (𝑡, 𝑥𝜆). (6.2)
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Далi припустимо 𝑋 (𝑡, 𝑥) – неперервно диференцiйовна та обмежена разом
зi своїми частинними похiдними, тобто iснує додатна стала 𝐶 така, що

|𝑋 (𝑡, 𝑥) | +
����𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

���� + 



𝜕𝑋 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥





 ≤ 𝐶

при 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷 , 𝜕𝑋
𝜕𝑥

– матриця Якобi. Крiм того, також припустимо, що функцiя
𝑋 (𝑡, 𝑥) перiодична по 𝑡 з перiодом 𝜔 , тобто

𝑋 (𝑡 + 𝜔, 𝑥) = 𝑋 (𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐷. (6.3)

Сформулюємо концепцiю асимптотичної стiйкостi розв’язкiв динамiчних
рiвнянь на часових шкалах, аналогiчно означенню асимптотичної стiйкостi для
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь [53].

Означення 6.3. Розв’язок 𝑥𝜆 системи (6.2), визначеної на сiм’ї часових шкал
𝕋𝜆, будемо називати рiвномiрно по 𝑡0 та 𝜆 асимптотично стiйким, якщо для
будь-якого 𝜀 > 0 iснують 𝛿 > 0 i 𝑇 > 0, що не залежать вiд 𝑡0 та 𝜆 такi, що якщо
𝑦𝜆 (𝑡) – розв’язок системи (6.2) та

|𝑥𝜆 (𝑡0) − 𝑦𝜆 (𝑡0) | < 𝛿,

тодi
|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | < 𝜀, при 𝑡 ≥ 𝑡0

та
|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | ≤

𝛿

2 , при 𝑡 ∈ [𝑡0 +𝑇,∞)𝕋𝜆
.

Нехай 𝕋𝜆 – послiдовнiсть перiодичних часових шкал з найменшим перi-
одом 𝜏 (𝜆) таким, що 𝜏 (𝜆) → 0, якщо 𝜆 → 0, i 𝜏 (𝜆)

𝜔
∈ ℚ. Тут ℚ – множина

рацiональних чисел. У наступнiй теоремi сформульовано умови iснування перi-
одичного розв’язку системи (6.1) за умови, що система (6.2) має перiодичний
нетривiальний розв’язок.

Теорема 6.1. Припустимо, що iснує 𝜆0 > 0 таке, що для будь-якого 𝜆 < 𝜆0 система

динамiчних рiвнянь (6.2) має рiвномiрно по 𝑡0 ∈ 𝕋𝜆 та 𝜆 асимптотично стiйкий

перiодичний розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡), який лежить в областi 𝐷 разом з деяким 𝜌-околом.

Тодi система диференцiальних рiвнянь (6.1) також має перiодичний розв’язок з

перiодом 𝑝 = 𝑟𝜔 , де 𝑟 – цiле.
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Доведення. Оскiльки 𝑥𝜆 (𝑡) – асимптотично стiйкий, то для будь-якого 𝜀 > 0
(𝜀 < 𝜌

2 ), iснує 𝛿 > 0 (𝛿 < 𝜀) та 𝑇 > 0, якi не залежать вiд 𝑡0 та 𝜆 такi, що якщо

|𝑥𝜆 (𝑡0) − 𝑦𝜆 (𝑡0) | ≤ 𝛿,

тодi
|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | < 𝜀, при 𝑡 ≥ 0, (6.4)

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | ≤
𝛿

2 , при 𝑡 ∈ [𝑇,∞)𝜆 . (6.5)

Не втрачаючи загальностi, покладемо 𝑡0(𝜆) = 0. Нехай 𝑇 – найменше значення
справа вiд 𝑇 таке, що 𝑇 = 𝑟0𝜔 , де 𝑟0 – цiле.

Оберемо 𝜆0 таке, що для будь-якого 𝜆 < 𝜆0 та для визначених 𝛿 > 0 i 𝑇
виконуються наступнi умови:

1) вiдповiднi часовi шкали𝕋𝜆 з функцiєю зернистостi 𝜇𝜆 мають перiод 𝜏𝜆 = 𝜔
𝑚0
,

де𝑚0 – цiле;
2) якщо 𝑦𝜆 (𝑡) – розв’язок системи динамiчних рiвнянь (6.2) на часовiй шкалi

𝕋𝜆 та 𝜑 (𝑡) – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (6.1) такi, що

𝜑 (𝑡𝑘) = 𝑦𝜆 (𝑡𝑘), 𝑡𝑘 ∈ 𝕋𝜆,

тодi виконується наступна нерiвнiсть:

|𝜑 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | <
𝛿

2 , 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1]𝜆, (6.6)

де 𝑡𝑘+1 – найменше значення на вiдрiзку [𝑡𝑘 + 𝑇, 𝑡𝑘 + 𝑇 + 1]𝕋𝜆
таке, що

𝑡𝑘+1 = 𝑖𝑘+1𝜏𝜆, при 𝑖𝑘+1 ∈ ℕ. Так як 𝜆 → 0, то 𝜇𝜆 та 𝜏𝜆 прямують до нуля, що i
гарантує iснування такої точки при достатньо малих значеннях функцiї
зернистостi.

Оскiльки, можна обрати 𝜆0 таке, що для будь-якого 𝜆 < 𝜆0 виконується
нерiвнiсть

𝜇𝜆𝐾 (𝑇 + 1) ≤ 𝛿

2 ,

тодi, за Лемою 2.1, виконується нерiвнiсть (6.6).
Для вiдповiдного 𝜇𝜆, згiдно з умовами Теореми 6.1 та Означення 6.2, система

динамiчних рiвнянь (6.2) має перiодичний, асимптотично стiйкий розв’язок
𝑥𝜆 (𝑡) з перiодом 𝑃𝜆 = 𝑛0𝜏𝜆.
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Розглянемо 𝛿-окiл точки 𝑥𝜆 (0). Нехай 𝑦0 – довiльна точка цього околу, тобто

|𝑥𝜆 (0) − 𝑦0 | ≤ 𝛿.

Нехай 𝜑 (𝑡, 𝑦0) – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (6.1), а 𝑦𝜆 (𝑡) –
розв’язок динамiчних рiвнянь (6.2) такi, що задовольняють початковi умови
𝜑 (0, 𝑦0) = 𝑦𝜆 (0) = 𝑦0 у точцi 𝑡0(𝜆) = 0.

Розглянемо вiдрiзок [0,𝑇 ]𝜆. Оскiльки 𝑇 = 𝑟0𝜔 , 𝜔 = 𝑚0𝜏𝜆 та 𝑖1 := 𝑟0𝑚0, тодi
𝑇 = 𝑟0𝑚0𝜏𝜆 = 0 + 𝑖1𝜏𝜆 = 𝑡1 ∈ 𝕋𝜆. Отже, з нерiвностей (6.4) та (6.5) випливає:

|𝑦𝜆 (𝑡) − 𝑥𝜆 (𝑡) | < 𝜀, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]𝜆,

|𝑦𝜆 (𝑇 ) − 𝑥𝜆 (𝑇 ) | ≤
𝛿

2 .

Звiдки, згiдно (6.5) та (6.6), отримаємо

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝜑 (𝑡, 𝑦0) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦𝜆 (𝑡) | + |𝑦𝜆 (𝑡) − 𝜑 (𝑡, 𝑦0) | < 2𝜀, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]𝕋𝜆
,

|𝑥𝜆 (𝑇 ) − 𝜑 (𝑇,𝑦0) | ≤ |𝑥𝜆 (𝑇 ) − 𝑦𝜆 (𝑇 ) | + |𝑦𝜆 (𝑇 ) − 𝜑 (𝑇,𝑦0) | < 𝛿.

Таким чином, розв’язок 𝜑 (𝑡) системи диференцiальних рiвнянь (6.1), що по-
чинається в 𝛿-околi точки 𝑥𝜆 (0), не покидає 2𝜀-околу розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) системи
динамiчних рiвнянь (6.2) на вiдрiзку [0,𝑇 ]𝜆 часової шкали 𝕋𝜆 та повертається
в 𝛿-окiл 𝑥𝜆 (𝑡) у момент 𝑇 за умови, що розв’язок 𝜑 (𝑡) визначений на вiдрiзку
[0,𝑇 ].

Нехай 𝑦𝜆 (𝑡) – розв’язок динамiчних рiвнянь (6.2) з початковими даними, що
спiвпадають зi значенням розв’язку 𝜑 (𝑡) в момент 𝑇 :

𝜑 (𝑇 ) = 𝑦𝜆 (𝑇 ).

Розглянемо iнтервал [𝑇, 2𝑇 ]𝕋𝜆
. Якщо 𝑖2 := 2𝑟0𝑚0, то отримаємо 2𝑇 = 2𝑟0𝑚0𝜏𝜆 =

0 + 𝑖2𝜏𝜆 = 𝑡2 ∈ 𝕋𝜆. Отже,

|𝑦𝜆 (𝑡) − 𝑥𝜆 (𝑡) | < 𝜀, 𝑡 ∈ [𝑇, 2𝑇 ]𝜆,

|𝑦𝜆 (2𝑇 ) − 𝑥𝜆 (2𝑇 ) | ≤
𝛿

2 .

звiдки
|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝜑 (𝑡) | < 2𝜀, 𝑡 ∈ [𝑇, 2𝑇 ]𝜆
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та
|𝑥𝜆 (2𝑇 ) − 𝜑 (2𝑇 ) | < 𝛿.

Продовжуючи аналогiчно далi, отримаємо, що на кожному вiдрiзку [(𝑘−1)𝑇, 𝑘𝑇 ]

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝜑 (𝑡) | < 2𝜀, 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)𝑇, 𝑘𝑇 ]𝜆

|𝑥𝜆 (𝑘𝑇 ) − 𝜑 (𝑘𝑇 ) | < 𝛿.

Нагадаємо, що часова шкала 𝑇𝜆 має перiод 𝜏𝜆 = 𝜔
𝑚0
, та, вiдповiдно до Означе-

ння 6.2, розв’язок 𝑥𝜆 системи динамiчних рiвнянь має перiод 𝑃𝜆 = 𝑛0𝜏𝜆.
Тодi у точцi 𝑡𝑘𝑀 = 𝑀𝜏𝜆 з множини точок {𝑡𝑘 = 𝑘𝑇 }, отримаємо:��𝑥𝜆 (𝑡𝑘𝑀 ) − 𝜑 (𝑡𝑘𝑀 )�� < 𝛿,

де𝑀 – спiльне кратне чисел𝑚0, 𝑟0 та 𝑛0.
Бiльше того,𝑀𝜏𝜆 := 𝑟𝜔 – кратне 𝜔 , де 𝑟 дiлиться на 𝑛0. Звiдси випливає, що��𝑥𝜆 (𝑡𝑘𝑀 ) − 𝜑 (𝑟𝜔)�� < 𝛿.

Оскiльки 𝑥𝜆 (𝑡𝑘𝑀 ) = 𝑥𝜆 (0), то вiдображення 𝜋 : 𝑦0 → 𝜑 (𝑟𝜔,𝑦0) переводить кулю
радiуса 𝛿 в себе. Таким чином, iснує фiксована точка 𝑦1 вiдображення 𝜋 така, що

𝜑 (𝑟𝜔,𝑦1) = 𝑦1.

Це означає, що розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (6.1) з початковими
умовами 𝜑 (0) = 𝑦1 є перiодичним з перiодом 𝑟𝜔 , що i завершує доведення. □

Наступна теорема встановлює умови iснування перiодичного розв’язку
системи динамiчних рiвнянь (6.2) на часовiй шкалi 𝕋𝜆, якщо вiдповiдна система
диференцiальних рiвнянь (6.1) має перiодичний розв’язок.

Теорема 6.2. Припустимо, що система диференцiальних рiвнянь (6.1) має асим-
птотично стiйкий перiодичний розв’язок 𝑥 (𝑡) з перiодом𝜔 , який лежить в областi

𝐷 з деяким свої 𝜌-околом. Тодi iснує 𝜆0 > 0 таке, що для будь-якого 𝜆 < 𝜆0 систе-

ма динамiчних рiвнянь (6.2) має щонайменше один нетривiальний перiодичний

розв’язок з перiодом 𝑟𝜔 на часовiй шкалi 𝕋𝜆, де 𝑟 – цiле число.
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Доведення. Оскiльки 𝑥 (𝑡) – асимптотично стiйкий розв’язок системи диферен-
цiальних рiвнянь (6.1), то для будь-яких 𝜀 > 0 та 𝑡0 ∈ ℝ iснують 𝛿 > 0 та 𝑇 > 0
такi, що для довiльного розв’язку 𝑦 (𝑡) цiєї системи для якого справедлива умова

|𝑥 (𝑡0) − 𝑦 (𝑡0) | ≤ 𝛿,

виконуються нерiвностi:

|𝑥 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | < 𝜀, 𝑡 ≥ 𝑡0,

|𝑥 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | ≤ 𝛿

2 , 𝑡 ≥ 𝑡0 +𝑇, (6.7)

де 𝛿 та 𝑇 не залежать вiд 𝑡0.
Не втрачаючи загальностi, покладемо 𝑡0(𝜆) = 0. Нехай 𝑇 – найменше число

бiльше за 𝑇 таке, що 𝑇 = 𝑟0𝜔 , де 𝑟0 – цiле.
Оберемо 𝜆0 таке, що для довiльного 𝜆 < 𝜆0 та для визначених 𝛿 > 0 i 𝑇

виконуються наступнi умови:
1) вiдповiдна часова шкала 𝕋𝜆 з функцiєю зернистостi 𝜇𝜆 має перiод 𝜏𝜆 = 𝜔

𝑚0
,

де𝑚0 – цiле;
2) якщо 𝑦 (𝑡) – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (6.1), а 𝑥𝜆 (𝑡) –

розв’язок системи динамiчних рiвнянь (6.2) на часовiй шкалi 𝕋𝜆, i

𝑥𝜆 (𝑡𝑘) = 𝑦 (𝑡𝑘), 𝑡𝑘 ∈ 𝕋𝜆,

тодi виконується наступна нерiвнiсть:

|𝑥𝜆 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | <
𝛿

2 , 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1]𝜆, (6.8)

де 𝑡𝑘+1 – найменша точка вiдрiзку [𝑡𝑘 +𝑇, 𝑡𝑘 +𝑇 + 1]𝕋𝜆
така, що 𝑡𝑘+1 = 𝑖𝑘+1𝜏𝜆,

де 𝑖𝑘+1 ∈ ℕ. Оскiльки 𝜆 → 0, то 𝜇𝜆 та 𝜏𝜆 прямують до нуля, що i забезпечує
iснування такої точки при достатньо малих значеннях функцiї зернистостi.

Оскiльки можна обрати 𝜆0 таке, що для будь-якого 𝜆 < 𝜆0 виконуватиметься
нерiвнiсть

𝜇𝜆𝐾 (𝑇 + 1) ≤ 𝛿

2 ,

то за Лемою 2.1, виконуватиметься i нерiвнiсть (6.8).
Згiдно з умовами Теореми, система диференцiальних рiвнянь (6.1) має

перiодичний, асимптотично стiйкий розв’язок 𝑥 (𝑡) з перiодом 𝜔 .
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Розглянемо 𝛿-окiл точки 𝑥 (0). Нехай 𝑦0 – довiльна точка цього околу. Тодi,

|𝑥𝜆 (0) − 𝑦0 | ≤ 𝛿.

Нехай 𝑥𝜆 (𝑡) – розв’язок системи динамiчних рiвнянь (6.2), а 𝑦 (𝑡) – розв’язок
системи диференцiальних рiвнянь (6.1), що мають однаковi початковi умови
𝑥𝜆 (0) = 𝑦 (0) = 𝑦0 у точцi 𝑡0(𝜆) = 0.

Оскiльки 𝑇 = 𝑟0𝜔 i 𝜔 =𝑚0𝜏𝜆, враховуючи 𝑖1 := 𝑟0𝑚0, отримаємо 𝑇 = 𝑟0𝑚0𝜏𝜆 =

0 + 𝑖1𝜏𝜆 = 𝑡1 ∈ 𝕋𝜆.
Розглянемо вiдрiзок [0,𝑇 ]. Оцiнимо рiзницю |𝑥 (𝑇 ) − 𝑥𝜆 (𝑇 ) |. З нерiвностi (6.7)

випливає, що
|𝑦 (𝑇 ) − 𝑥 (𝑇 ) | ≤ 𝛿

2 .

Отже, з (6.7) та (6.8) матимемо

|𝑥 (𝑇 ) − 𝑥𝜆 (𝑇 ) | ≤ |𝑥 (𝑇 ) − 𝑦 (𝑇 ) | + |𝑦 (𝑇 ) − 𝑥𝜆 (𝑇 ) | < 𝛿.

Звiдки, розв’язок 𝑥𝜆 системи динамiчних рiвнянь (6.2), що починається у 𝛿-
околi точки 𝑥 (0), повертається у 𝛿-окiл розв’язку 𝑥 (𝑡) системи диференцiальних
рiвнянь (6.1) в момент 𝑇 , за умови, що розв’язок 𝑥𝜆 (𝑡) визначений на вiдрiзку
[0,𝑇 ]𝕋𝜆

.
Нехай 𝑦 (𝑡) – розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (6.1) такий, що

його початковi умови спiвпадають зi значенням розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) в момент 𝑇 :

𝑥𝜆 (𝑇 ) = 𝑦 (𝑇 ) .

Аналогiчно до доведення Теореми 6.1, побудуємо розв’язок 𝑦 (𝑡) системи
диференцiальних рiвнянь (6.1) на кожному вiдрiзку [(𝑘 −1)𝑇, 𝑘𝑇 ] такий, що його
початковi умови спiвпадають зi значенням розв’язку 𝑥𝜆 (𝑡) у точцi 𝑡𝑘−1 = (𝑘 −1)𝑇 ,
тобто 𝑦 ((𝑘 − 1)𝑇 ) = 𝑥𝜆 ((𝑘 − 1)𝑇 ). Тодi застосуємо нерiвнiсть

|𝑥 (𝑡) − 𝑥𝜆 (𝑡) | ≤ |𝑥 (𝑡) − 𝑦 (𝑡) | + |𝑦 (𝑡) − 𝑥𝜆 (𝑡) |.

Таким чином, отримаємо, що на кожному вiдрiзку [(𝑘 − 1)𝑇, 𝑘𝑇 ] виконуються
наступнi нерiвностi

|𝑥 (𝑡) − 𝑥𝜆 (𝑡) | < 2𝜀, 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)𝑇, 𝑘𝑇 ]𝜆

|𝑥 (𝑘𝑇 ) − 𝑥𝜆 (𝑘𝑇 ) | < 𝛿.



127

Зауважимо, що оскiльки𝑇 = 𝑟0𝜔 та𝜔 =𝑚0𝜏𝜆, то поклавши 𝑖𝑘 := 𝑘𝑟0𝑚0, отримаємо
𝑘𝑇 = 𝑘𝑟0𝑚0𝜏𝜆 = 0 + 𝑖𝑘𝜏𝜆 = 𝑡𝑘 ∈ 𝕋𝜆. Отже, у точцi 𝑡𝑘𝑀 = 𝑀𝜏𝜆 з множини точок {𝑡𝑘}
маємо: ��𝑥 (𝑡𝑘𝑀 ) − 𝑥𝜆 (𝑡𝑘𝑀 )�� < 𝛿,
де𝑀 – спiльне кратне чисел𝑚0, 𝑟0 та 𝑛0.

Бiльше того,𝑀𝜏𝜆 := 𝑟𝜔 – кратне 𝜔 . Звiдки випливає��𝑥 (𝑟𝜔) − 𝑥𝜆 (𝑡𝑘𝑀 )�� < 𝛿.
Оскiльки 𝑥𝜆 (𝑡𝑘𝑀 ) = 𝑥𝜆 (0), то 𝜋 : 𝑥𝜆 (0) → 𝑥𝜆 (𝑡𝑘, 0) є вiдображенням множини

|𝑥𝜆 (0) − 𝑥 (0) | ≤ 𝛿 на себе. Отже, iснує щонайменше одна фiксована точка 𝑦1

вiдображення 𝜋 , що лежить у 𝛿-околi точки 𝑥 (0). Таким чином, отримаємо

𝑥𝜆 (𝑟𝜔,𝑦1) = 𝑦1.

Це означає, що розв’язок системи динамiчних рiвнянь (6.2) з початковою умовою
𝑥𝜆 (𝑡0) = 𝑦1 є перiодичним з перiодом 𝑟𝜔 , що i завершує доведення. □

Проiлюструємо отриманi результати на прикладi рiвняння Ван-дер-Поля,
що є математичною моделлю лампового осцилятора i вiдображає коливання
електричного струму у ньому.

Приклад Розглянемо рiвняння
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 − 𝜀 (1 − 𝑥2)𝑑𝑥
𝑑𝑡

+ 𝑥 = 0,

Дане рiвняння може бути переписане у виглядi системи
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝜀 (1 − 𝑥2)𝑦 − 𝑥 .

(6.9)

Виконавши у системi (6.9) наступну замiну:

𝑥 = 𝑎 cos𝜓,
𝑦 = −𝑎 sin𝜓,
𝜓 = 𝑡 + 𝜙,

отримаємо систему у виглядi
𝑑𝑎
𝑑𝑡

= 𝜀

{
𝑎
2 (1 −

𝑎2

4 ) −
𝑎
2 cos 2𝜓 + 𝑎3

8 cos 4𝜓
}
,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 1 − 𝜀

{
1
2 (1 −

𝑎2

4 ) sin 2𝜓 − 𝑎2

8 sin 4𝜓
}
.
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Перейшовши до стандартного вигляду, отримаємо рiвняння

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 𝜀

𝑎
2 (1 −

𝑎2

4 ) −
𝑎
2 cos 2𝜓 + 𝑎3

8 cos 4𝜓

1 − 𝜀
{

1
2 (1 −

𝑎2

4 ) sin 2𝜓 − 𝑎2

8 sin 4𝜓
} , (6.10)

та усереднене рiвняння
𝑑𝑎

𝑑𝜓
= −𝜀𝐴1(𝑎), (6.11)

де 𝐴1(𝑎) = 𝑎
2 (1 −

𝑎2

4 ).
Стацiонарнi амплiтуди можна знайти з рiвняння

𝐴1(𝑎) =
𝑎

2

(
1 − 𝑎

2

4

)
= 0,

що має два розв’язки: 𝑎 = 0 та 𝑎 = 2. У випадку 𝐴1(𝑎) = 1
2 − 3

8𝑎
2 та при 𝑎 = 2

матимемо, що 𝐴1(2) = 1
2 −

3
2 < 0.

Легко перевiрити, що рiвняння (6.11) задовольняє усi умови другої теореми
Боголюбова [88, Теорема II]. Таким чином, згiдно з нею, можна стверджувати,
що для достатньо малого параметра 𝜀, точне рiвняння (6.10) має перiодичний
розв’язок з перiодом 𝜔 = 2𝜋 . Бiльше того, оскiльки при 𝑎 = 2, маємо 𝐴1(2) =
1
2 −

3
2 < 0, то цей розв’язок стiйкий.
Побудуємо розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (6.9) при 𝜀 = 10−5 з

початковими умовами 𝑥0 = 𝑥 (0) = 2, 𝑦0 = 𝑦 (0) = 0 на Рис. 6.1.

Рис. 6.1. Розв’язок системи (6.9) на вiдрiзку [0, 10𝜔] = [0, 20𝜋]

Також розглянемо розв’язок вiдповiдного динамiчного рiвняння
Δ2𝑥𝜆
Δ𝑡

− 𝜀 (1 − 𝑥2
𝜆
)Δ𝑥𝜆
Δ𝑡

+ 𝑥𝜆 = 0, (6.12)
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на часовiйшкалi𝕋𝜆 з перiодом 𝜏 (𝜆) = 𝜔
𝑘
, де𝜔 = 2𝜋 та𝑘 ∈ ℕ. Крiм того, побудуємо

часовушкалу таким чином, що вiдрiзок [0, 𝜏 (𝜆)]𝕋𝜆
довiльно роздiлено на чотири

iнтервали: два з яких неперервнi, а два – дискретнi (див. Рисунок 6.2).

Рис. 6.2. Вiдрiзок часової шкали [0, 𝜏 (𝜆)]𝕋𝜆
, де 𝜏 (𝜆) = 𝜔

20

Перепишемо рiвняння (6.12) у виглядi системи:
Δ𝑥𝜆
Δ𝑡 = 𝑦𝜆,

Δ𝑦𝜆
Δ𝑡 = 𝜀 (1 − 𝑥2

𝜆
)𝑦𝜆 − 𝑥𝜆,

(6.13)

та побудуємо його розв’язок при 𝜀 = 10−5 на iнтервалi [0, 10𝜔]𝕋𝜆
за рiзних

значень 𝜆.

(а) 𝑥𝜆 (𝑡) (б) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 6.3. Графiки розв’язкiв системи (6.13) при 𝜆 = 1 та 𝜏 (𝜆) = 2𝜋
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(а) 𝑥𝜆 (𝑡) (б) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 6.4. Графiки розв’язкiв системи (6.13) при 𝜆 = 0.5 та 𝜏 (𝜆) = 𝜋

(а) 𝑥𝜆 (𝑡) (б) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 6.5. Графiки розв’язкiв системи (6.13) при 𝜆 = 0.25 та 𝜏 (𝜆) = 0.5𝜋
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(а) 𝑥𝜆 (𝑡) (б) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 6.6. Графiки розв’язкiв системи (6.13) при 𝜆 = 0.05 та 𝜏 (𝜆) = 0.1𝜋

(а) 𝑥𝜆 (𝑡) (б) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 6.7. Графiки розв’язкiв системи (6.13) при 𝜆 = 0.01 та 𝜏 (𝜆) = 0.02𝜋
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(а) 𝑥𝜆 (𝑡) (б) 𝑦𝜆 (𝑡)
Рис. 6.8. Графiки розв’язкiв системи (6.13) при 𝜆 = 0.002 та 𝜏 (𝜆) = 0.004𝜋

Отже, при 𝜆 = 1, 0.5, 0.25, 0.05, 0.01 та 0.002 отримано графiки зображенi
на Рисунках 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 та 6.8 вiдповiдно. Бачимо, що при зменшеннi
𝜆 розв’язки системи динамiчних рiвнянь (6.12) збiгаються до перiодичних
розв’язкiв вiдповiдної системи диференцiальних рiвнянь (6.9).
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6.3 Висновки до Роздiлу 6

У шостому роздiлi вивчено взаємозв’язок мiж iснуванням перiодичних
розв’язкiв системи динамiчних рiвнянь на сiм’ї перiодичних часових шкал 𝕋𝜆

та вiдповiдних їм систем диференцiальних рiвнянь.
Отримано наступнi результати:
• Встановлено, що для досить малої функцiї зернистостi, якщо динамiчне
рiвняння на перiодичнiй шкалi часу має асимптотично стiйкий перiоди-
чний розв’язок, то вiдповiдне диференцiальне рiвняння також матиме
перiодичний розв’язок.

• Отримано зворотний результат, коли з iснування перiодичного розв’язку
диференцiального рiвняння випливає iснування вiдповiдного розв’язку на
перiодичнiй часовiй шкалi за умови, що функцiя зернистостi є достатньо
малою.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [95, 97].



Висновки

У дисертацiйнiй роботi одержано наступнi результати.

Для систем диференцiальних рiвнянь та динамiчних рiвнянь на часових
шкалах, правi частини яких є неперервно-диференцiйовними та обмеженими
разом зi своїми частинними похiдними отримано такi новi результати:

1. Отримана явна оцiнка малостi функцiї зернистостi, яка гарантує збереже-
ння глобальних обмежених розв’язкiв системи динамiчних рiвнянь при
переходi до щiльнiших часових шкал;

2. Отримана явна оцiнка малостi функцiї зернистостi, яка гарантує збереже-
ння глобальних обмежених розв’язкiв при переходi вiд диференцiальних
рiвнянь до динамiчних рiвнянь на часових шкалах, i навпаки;

3. Доведено теорему про умови дисипативностi системи динамiчних рiвнянь
на часових шкалах в термiнах функцiї Ляпунова.

4. Доведено теорему про iснування функцiї Ляпунова для дисипативної
системи динамiчних рiвнянь на часових шкалах.

5. Встановлено взаємозв’язок мiж дисипативнiстю системи диференцiальних
рiвнянь та вiдповiдної динамiчної системи на сiм’ї часових шкал з малою
функцiєю зернистостi.

Для систем диференцiальних рiвнянь та динамiчних рiвнянь на перiо-
дичних часових шкалах, правi частини яких є перiодичними, неперервно-
диференцiйовними, обмеженими разом зi своїми частинними похiдними отри-
мано такi новi результати:

1. Встановлено умови iснування перiодичного розв’язку динамiчного рiвня-
ння на перiодичнiй шкалi часу за умови наявностi перiодичного розв’зку
вiдповiдного диференцiального рiвняння.

2. Отримано зворотний результат, коли з iснування перiодичного розв’язку
динамiчного рiвняння на перiодичнiй часовiй шкалi за умови випли-
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ває iснування перiодичного розв’язку вiдповiдного диференцiального
рiвняння.

Для лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку та динамiчних
рiвнянь другого порядку на часових шкалах з неперервними коефiцiєнтами,
отримано такi новi результати:

1. Встановлено, що при достатньо малих значеннях функцiї зернистостi в
околi кожного нуля розв’язку диференцiального рiвняння лежить точно
один узагальнений нуль вiдповiдного розв’язку динамiчного рiвня на
часових шкалах, i навпаки.

2. Отримано умови коливностi розв’язкiв слабко нелiнiйних диференцi-
альних та динамiчних рiвнянь на часових шкалах, за наявностi такої
властивостi у вiдповiдних розв’язкiв лiнiйних динамiчних рiвнянь на
часових шкалах та лiнiйних диференцiальних рiвнянь на дiйснiй осi
вiдповiдно.
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