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Анотацiя.
Установлюється загальна гранична теорема для часу першого перетину рiвня регенеруючим

процесом. Доведення грунтується на однiй важливiй лемi для деяких випадкових сум. Наводя-
ться приклади застосувань до задач теорiї масового обслуговування та теорiї надiйностi.

Ключовi слова: Регенеруючi процеси, випадковi суми, системи масового обслуговування .

Abstract.
The current work continues the author’s investigation in the field of extreme values analysis. The

investigation is concerned with the first passage time of a level u for a wide class of regenerative random
processes. The common statement of the problem in most of works in the field under consideration dealt
with cases when time of observation, t, and u tend to infinity. Alternatively, we investigate the case when
t tends to infinity, whereas u is a fixed number. We establish a general limit theorem for the first passage
time of a level u by a regenerative process. This topic is closely associated with the asymptotic behavior
of extreme values of regenerative processes. In proving the main result, we establish an important
lemma concerning the asymptotic behavior of probabilities for a class of random sums, which may be of
independent interest. Necessity of the study of such sums occurs in many areas: mathematical reliability
theory, queuing theory, some statistical physics problems. In addition, the work provides examples of
applications of the obtained general results to some problems, which arise in applied areas: model of
counters of type Geiger-Muller, estimation of the reliability of a redundant system with recovery, the
problem of the first passage time of a level u by queue length in the queuing system M/M/1.

Key Words: regenerative processes, random sums, queuing systems.

Статтю представив д.ф.-м.н. Моклячук М.П.

1 Вступ. Основна теорема

Розглянемо регенеруючий випадковий
процес (в.п.) X(t), t > 0,

X(t) = ξk(t− Sk−1), при t ∈ [Sk−1, Sk),

де Sk = T1 + . . . + Tk, k > 1, S0 = 0,
£k = (Tk, ξk(t)), k > 1, нескiнченна по-
слiдовнiсть незалежних циклiв, однаково роз-
подiлених з циклом £ = (T, ξ(t)) [1]. Точки Sk

називають моментами регенерацiї, а промiжок

[Sk−1, Sk) – k - м перiодом регенерацiї. Регене-
руючий в.п. досить популярний i важливий об’-
єкт теорiї ймовiрностей (див., наприклад, [1],
[2], гл.11, §8, ).

На в.п. ξi(t) будемо накладати умову сепа-
рабельностi. Тодi можна розглянути наступнi
величини:

X̄(t) = sup
06s<t

X(s), t > 0,
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Zk = sup
Sk−16s<Sk

X(s), k = 1, 2, . . . .

Iз означення зрозумiло, що (Zk) - це послi-
довнiсть незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин (н.о.р.в.в.). Будемо вважати,
що Zk майже напевне (м.н.) скiнчена в.в., для
якої

0 < q(u) = qX(u) = P(Z1 > u) < 1. (1)

Позначимо через T(u) момент першого пе-
ретину процесом X(t) рiвня u, тобто

T(u) = TX(u) = inf(t > 0 : X(t) > u).

I нехай PT(u)(t) = P(T(u) > t). Нас буде цiкави-
ти асимптотична поведiнка ймовiрностi PT(u)(t)
при великих t. В силу iмплiкацiї

∀t > 0 {X̄(t) 6 u} ⇔ {T(u) > t}, (2)

наша задача близька до задачi про асимптоти-
ку ймовiрностi P(X̄(t) 6 u).

Таким чином ясно, що ця тематика тiсно
пов’язана з асимптотикою екстремальних зна-
чень вiдповiдних процесiв (див. [3], [4], [5], [6]
та лiтературу там). При цьому звичайно при-
пускається, що змiннi t та u вiдповiдним чином
необмежено зростають. Вiдмiннiсть даної робо-
ти полягає в тому, що ми дослiджуємо випадок
коли t →∞, а u - фiксоване число.

Щоб сформулювати теорему, введемо деякi
необхiднi позначення та умови. Нехай T̂ - це або
час досягнення рiвня u на одному циклi реге-
нерацiї, або тривалiсть циклу, якщо на ньому
рiвень u не досягається. Покладемо

FT (t) = P(T < t), FT̂ (t) = P(T̂ < t),

FT,u(t) = P(T1 < t, Z1 < u),

κ > 0 - корiнь рiвняння
∫ ∞

0
exp(κt)dFT,u(t) = 1, (3)

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFT,u(t) < ∞, (4)

β =
∫ ∞

0
(1− FT̂ (t)) exp(κt)dt < ∞. (5)

Теорема 1. Нехай X(t), t > 0, регенеруючий
випадковий процес, розподiл FT,u(t) не є ари-
фметичним, u - фiксоване число, для якого
виконується умова ( 1). Припустимо, що iснує
κ > 0 - корiнь рiвняння ( 3) i виконуються умо-
ви ( 4), ( 5).

Тодi

lim
t→∞PT(u)(t) exp(κt) =

β

α
, (6)

причому β∗ 6 β 6 β∗, де

β∗ =
q(u)
κ

, β∗ =
∫ ∞

0
(1− FT (t)) exp(κt)dt < ∞.

Зауваження 1. Припустимо, що випадко-
вий процес X(t), t > 0, задовольняє умови тео-
реми 1. Тодi наслiдком iмплiкацiї (2) та (6) буде
така асимптотична рiвнiсть:

lim
t→∞P(X̄(t) 6 u) exp(κt) =

β

α
. (7)

Доведення теореми 1 буде грунтуватися на
твердженнi про асимптотику ймовiрностей для
одного класу випадкових сум, яке можливо має
i самостiйний iнтерес. Необхiднiсть дослiджен-
ня подiбних сум виникає у багатьох областях
(математична теорiя надiйностi, теорiя масово-
го обслуговування, деякi статистичнi задачi фi-
зики) (див. [7], [8], [9], [10],[11], [12] ).

Окрiм того, у роботi наводиться ряд при-
кладiв застосувань отриманих загальних ре-
зультатiв про час першого перетину рiвня до
деяких випадкових процесiв, якi виникають в
прикладних задачах.

2 Одна лема для випадкових сум

Нехай ζ та ε випадковi величини такi, що

P(ε = 1) = q, P(ε = 0) = 1− q, 0 < q < 1,

P(ζ > 0) = 1, P(ζ = 0) < 1.

В загальному випадку в.в. ζ та ε залежнi мiж
собою.

Розглянемо послiдовнiсть (ζn, εn) незале-
жних копiй пари (ζ, ε) . Далi визначимо випад-
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кову суму Sν :

Sν =
ν∑

i=1

ζi, (8)

де
ν = min(n > 1 : εn = 1).

Добре вiдомо, що ν має геометричний розподiл

P(ν = n) = q(1− q)n−1, n > 1,

Якщо в.в. ζ та ε незалежнi, то Sν назива-
ють геометричною сумою. Основнi результати
для геометричних сум та вiдповiдну бiблiогра-
фiю можна знайти в книжцi [9]. Найбiльш вiдо-
мий результат тут - це теорема Реньї:

lim
q→0

P(qSν < t) = 1− exp(− t

a
). (9)

де a = Eζ.
Вiдомо [12], що при широких умовах рiв-

нiсть (9) залишиться вiрною i для загальних
сум виду (8)(достатньо, щоб в.в. ζ була рiвно-
мiрно iнтегровною по q ).

Далi будемо вважати, що в.в. Sν задається
рiвнiстю (8) i покладемо

Fζ(t) = P(ζ < t), Fζ,0(t) = P(ζ < t, ε = 0),
FS(t) = P(Sν < t), PS(t) = 1− FS(t).

У наступнiй лемi установлюється асимптотика
ймовiрностi PS(t), коли величина q фiксова-
на, а t →∞.

Лема 1. Нехай розподiл Fζ,0(t) не є арифмети-
чним, q фiксоване число, 0 < q < 1. Якщо iснує
κ > 0 таке, що

∫ ∞

0
exp(κt)dFζ,0(t) = 1, (10)

i

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFζ,0(t) < ∞, (11)

β =
∫ ∞

0
(1− Fζ(t)) exp(κt)dt < ∞, (12)

то

lim
t→∞PS(t) exp(κt) =

β

α
. (13)

Доведення леми 1. У роботi [12] установлено,
що функцiя PS(t) задовольняє таке iнтегральне
рiвняння

PS(t) = 1− Fζ(t) +
∫ t

0
PS(t− y)dFζ,0(y). (14)

Подальше доведення, окрiм рiвностi (14),
буде спиратися на вiдомi мiркування (див. [2],
гл.11, §6), якi використовувались при дослi-
дженнi асимптотики процесiв вiдновлення з
обривами.

Домножимо праву i лiву частини рiвностi
(14) на exp(κt). Тодi отримаємо наступне рiв-
няння вiдновлення

Z(t) = z(t) +
∫ t

0
Z(t− y)dF̃ (y), (15)

де

Z(t) = PS(t) exp(κt), z(t) = (1−Fζ(t)) exp(κt),

F̃ (t) =
∫ t

0
exp(κy)dFζ,0(y).

За умовою (12) функцiя z(t) iнтегровна на
(0,∞), а функцiя z(t) exp(−κt) очевидно не зро-
стаюча. Тому z(t) безпосередньо iнтегровна за
Рiманом ([13], гл.6, §4, твердження 6.4.1). Звiд-
си та рiвностi (15) за теоремою вiдновлення
(альтернативна форма, див.[2], гл.11, §1) має-
мо: при t →∞

PS(t) exp(κt) = Z(t) → 1
α

∫ ∞

0
z(t)dt =

β

α
,

що еквiвалентно (13).

Припустимо, що в.в. ζ та ε незалежнi, тобто
Sν - геометрична сума. Тодi
Fζ,0(t) = (1 − q)Fζ(t), κ > 0, визначається iз
рiвностi

∫ ∞

0
exp(κt)dFζ(t) =

1
1− q

, (16)

β =
∫ ∞

0
(1− Fζ(t)) exp(κt)dt =

1
κ

(−1 +
1

1− q
) =

q

κ(1− q)
.

Таким чином iз леми 1 маємо наступний
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Наслiдок 1. Нехай у випадку геометричних
сум Sν розподiл Fζ(t) не є арифметичним, q
фiксоване число, 0 < q < 1. Якщо iснує κ > 0
корiнь рiвняння ( 16) i

∫ ∞

0
t exp(κt)dFζ(t) < ∞,

то
lim

x→∞PS(t) exp(κt) =

=
q

κ(1− q)2
∫∞
0 t exp(κt)dFζ(t)

. (17)

Наслiдок 1 - це вiдомий результат
H.Cramér (див. [9], гл.4).

Зауваження 2. Припустимо, що в.в. ζ iз
наслiдку 1 задовольняє такi умови:

∃s0, 0 < s0 6 ∞, таке, що

∀s ∈ (0, s0) E exp(sζ) < ∞, (18)

при s ↑ s0 E exp(sζ) ↑ ∞. (19)

Тодi iснує iснує κ > 0 корiнь рiвняння (16)
[3].

Вiдзначимо тут також наступну просту ле-
му для геометричних сум, яка буде нам потрi-
бна при доведеннi теореми 1.

Лема 2. Нехай в.в. ζ та ε незалежнi, Sν - гео-
метрична сума, визначена рiвнiстю ( 8). Тодi

P(
ν−1∑

k=1

ζk > t) = (1− q)P(Sν > t). (20)

( доведення леми 3 наводиться в [14] ).

3 Доведення теореми 1

Покладемо

εk(u) = I(Zk > u),

ν(u) = min(k > 1 : εk(u) = 1),

де через I(A) позначаємо iндикатор подiї A.
I нехай

T̂k =
{

ηk, при εk(u) = 1,
Tk, у противному випадку,

}

тут ηk - це час до перетину рiвня u на k - му
циклi при умовi, що такий перетин вiдбудеться,
тобто

ηk = inf(t > 0 : ξk(t) > u/εk(u) = 1).

Фактично, (T̂k) - це послiдовнiсть незалежних
копiй в.в. T̂ , яка була введена вище.

Тодi маємо наступне зображення

T(u) =
ν(u)∑

k=1

T̂k. (21)

Причому за побудовою в.в. T̂k

P(T̂k < t, εk(u) = 0) =

P(Tk < t, εk(u) = 0) = FT,u(t).

Таким чином у вiдповiдностi з лемою 1 iз
рiвностi (21) одержуємо:
при t →∞

PT(u)(t) exp(κt) → β

α
,

де κ, β та α визначенi в теоремi 1.
Окрiм того очевидно, що T̂k 6 Tk май-

же напевно (м.н.). А отже β 6 β∗.
Залишається установити оцiнку знизу

q

κ
= β∗ 6 β. (22)

Почнемо iз очевидної нерiвностi
ν(u)−1∑

k=1

T̂k 6 T(u) м.н. (23)

Далi введемо н.о.р.в.в. (T ∗k ), якi не залежать вiд
ν(u) i задовольняють рiвностi

P(T ∗k < t) = P(Tk < t/εk = 0) =
1

1− q
FT,u(t).

Щоб оцiнити випадкову суму злiва в (23),
представимо її геометричною сумою(правда без
одного доданка)

ν(u)−1∑

k=1

T̂k =
ν(u)−1∑

k=1

Tk
d=

ν(u)−1∑

k=1

T ∗k , (24)

позначення ξ1
d= ξ2 означає, що в.в. ξ1, ξ2

мають однаковий розподiл.
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Збираючи разом рiвнiсть (24), наслiдок 1 та
лему 2, одержимо

lim
t→∞P(

ν(u)−1∑

k=1

T̂k > t) exp(κt) =

= lim
t→∞(1− q)P(

ν(u)∑

k=1

T ∗k > t) exp(κt) =
q

κα
.

Остання рiвнiсть та нерiвнiсть (23) i дають оцiн-
ку (22). ¤

4 Приклади

Приклад 1. (Лiчильник Гейгера-Мюллера ).
Такий лiчильник використовується для пiдра-
хунку космiчних частинок, якi надiйшли в де-
яку область простору. Вiн дiє наступним чином
([1], [2], гл.11, §5 ): пiсля надходження частин-
ки в лiчильник вiдбувається розряд на протязi
випадкового часу η. Пiд час розряду лiчильник
не регiструє новi частинки, якi надходять.

Позначимо через T час, на протязi яко-
го лiчильник не втратить жодної частинки,
PT(t) = P(T > t). Вважаємо, що в момент
t0 = 0 лiчильник порожнiй, а t1, t2, . . . , tk, . . .
моменти надходження частинок, τk = tk+1 −
tk, k > 0.

Звичайно припускається, що частинки
утворюють пуассонiвський потiк з деяким пара-
метром λ, тобто P(τk < t) = 1−exp(−λt), t >
0.

Нехай ηk− це тривалiсть розряду частинки,
яка надiйшла в лiчильник в момент tk, (τk) та
(ηk) незалежнi випадковi послiдовностi,

P(ηk 6 t) = G(t), k > 1, G(+0) = 0,

i

εk = I(τk < ηk), k > 1, ν = min(k > 1 : εk = 1).
(25)

Тодi має мiсце таке зображення

T = τ0 + Sν , Sν =
ν∑

i=1

τi. (26)

Спочатку, спираючись на рiвностi (26) та
лему 1, знайдемо асимптотику ймовiрностi
PS(t). Покладемо

ζi = τi, i > 1, Fζ(t) = 1− exp(−λt),

q = P(τ1 < η1) =
∫ ∞

0
(1− exp(−λt))dG(t),

Fζ,0(t) = P(τ1 < t, τ1 > η1) =

= λ

∫ t

0
G(x) exp(−λx)dx.

Таким чином рiвняння (14) для даного прикла-
ду матиме вигляд

PS(t) = exp(−λt)+λ

∫ t

0
PS(t−x)G(x) exp(−λx)dx.

(27)
Важливий параметр κ знаходимо iз рiвностi

λ

∫ ∞

0
G(t) exp(−(λ− κ)t)dt = 1. (28)

Вiдзначимо, що iнтеграл злiва в (28) при κ = 0
менший за 1, а при κ ↑ λ неперервно зро-
стає до ∞. Тому корiнь κ рiвняння (28) iснує i
0 < κ < λ.

Далi за формулами (11) та (12) знаходимо
параметри α та β:

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFζ,0(t) =

= λ

∫ ∞

0
t exp(−(λ− κ)t)G(t)d(t) < ∞,(29)

β =
∫ ∞

0
exp(−λt) exp(κt)dt =

1
λ− κ

. (30)

Щоб отримати асимптотику PS(t) застосу-
ємо лему 1

lim
t→∞PS(t) exp(κt) =

β

α
=

1
α(λ− κ)

, (31)

де α визначено формулою (29).
На наступному кроцi грунтуючись на спiв-

вiдношеннi (31), виведемо асимптотику ймовiр-
ностi PT(t).

Iз рiвностей (26) зрозумiло, що подiя {T >
t} вiдбувається, коли

{τ0 > t} або {τ0 = x 6 t}
⋂
{Sν > t− x}.

Пiдсумовуючи за всiма можливими x, одер-
жимо
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PT(t) = exp(−λt) + λ

∫ ∞

0
PS(t− x) exp(−λx)I(x 6 t)dx.

Так само, як i вище у лемi 1, домножимо останню рiвнiсть на exp(κt)

PT(t) exp(κt) = exp(−(λ− κ)t) + λ

∫ ∞

0
PS(t− x) exp(κ(t− x)) exp(−(λ− κ)x)I(x 6 t)dx. (32)

Очевидно, що exp(−(λ − κ)t) → 0 при
t →∞. А отже залишається знайти асимптоти-
ку iнтегралу в (32).

Згiдно рiвностi (31)

sup
t>0

PS(t) exp(κt) = C < ∞.

Тому i весь пiдiнтегральний вираз в (32) обме-
жений iнтегровною функцiєю
Cλ exp(−(λ−κ)x), тобто можна застосувати те-
орему Лебега про перехiд до границi пiд iнте-
гралом.

Ще раз скориставшись рiвнiстю (31), одер-
жимо: ∀x > 0, при t →∞

PS(t− x) exp(κ(t− x))I(x 6 t) → 1
α(λ− κ)

.

Тому за теоремою Лебега

lim
t→∞PT(t) exp(κt) =

=
λ

α(λ− κ)

∫ ∞

0
exp(−(λ− κ)x)dx =

λ

α(λ− κ)2
.

(33)
Приклад 2. (Дубльована система ). Оцiнка

надiйностi резервованої системи з вiдновленням
- це одна з найбiльш важливих задач матема-
тичної теорiї надiйностi (див., наприклад, [8],
[15]).

Розглянемо простий випадок резервування
— дублювання, коли до робочого (основного)
елемента приєднують один резервний, який у
випадку вiдмови робочого елемента замiнює йо-
го. Елемент, який вiдмовив вiдновлюється, при-
чому пiсля ремонту його характеристики еквi-
валентнi початковим.

Припустимо, що в системi є одна ремонтна
одиниця. Окрiм того вважаємо, що резервний
елемент пiд час перебування в резервi не може
вiдмовити("холодний"резерв) . Дубльована си-
стема перебуває в робочому станi, коли працює
хоча б один елемент, а її вiдмова наступає, коли
обидва елементи не справнi.

Будемо припускати, що час безвiдмовної
роботи основного елемента τ має експоненцiй-
ний розподiл:

P(τ < t) = F (t) = 1− e−λt, (34)

а η — час вiдновлення(ремонту) має довiльний
розподiл, G(t) = P(η < t), G(0+) = 0. Зви-
чайно вважається, що τ та η н.в.в.

Нехай (τk) та (ηk) послiдовностi не-
залежних копiй в.в. τ та η вiдповiдно.

В.в. (εk) та ν вводяться так само, як i у по-
передньому прикладi, за формулами (25). Тодi

q = P(εk = 1) = P(τk < ηk) = 1−
∫ ∞

0
e−λxdG(x).

Далi через ξ(t) позначаємо число несправних
елементiв системи в момент часу t, ξ(0) = 0
майже напевне (м.н.),

PT(t) = P(T > t), T = inf(t > 0 : ξ(t) = 2),

тобто тут T - це час до першої вiдмови дубльо-
ваної системи.

Б.В.Гнєденко ( [7], [8]) знайшов iнтеграль-
не рiвняння, якому задовольняє функцiя PT(t)
i вивiв формулу для перетворення Лапласа цiєї
функцiї. На жаль при загальних припушеннях
вiдносно розподiлу G(t) явний вигляд функцiї
PT(t) не знаходиться. Але грунтуючись на ле-
мi 1 неважко знайти асимптотику функцiї PT(t)
при t →∞.

Дiйсно, для в.в. T вiдоме таке зображення

T = τ0 + τ1 + . . . + τν

(див. [8], гл.6, §2).
Фактично ми маємо зображення еквiвален-

тне (26). А отже, так само як i у попередньому
прикладi, функцiя PT(t) задовольняє асимпто-
тичну рiвнiсть (33), в якiй κ - це корiнь рiвнян-
ня (28), а параметр α знаходимо за формулою
(29).
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Зауваження 3. У випадку, коли F (t) до-
вiльна неперервна функцiя розподiлу, мiркува-
ння, наведенi вище, дозволяють зробити висно-
вок:
PT(t) задовольняє асимптотичну рiвнiсть (13),
якщо

(i) iснує κ > 0 корiнь рiвняння
∫ ∞

0
exp(κt)G(t)dF (t) = 1, (35)

(ii)

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)G(t)dF (t) < ∞, (36)

причому параметри κ та α у формулi (13) за-
даються рiвностями (35),(36), а

β =
1
κ

(∫ ∞

0
exp(κt)dF (t)− 1

)
.

Приклад 3. (Система масового обслугову-
вання M/M/1 ) .

Розглянемо одноканальну систему масово-
го обслуговування (СМО) , на яку поступає пу-
ассонiвський потiк заявок з iнтенсивнiстю λ, а
час обслуговування η має експоненцiйний роз-
подiл

G(x) = P(η < x) = 1− exp(−µx), x > 0.

Тобто в загальноприйнятих позначеннях - це
СМО типу M/M/1 (див. [11], [16]).

Нехай t1, . . . , tn, . . . - випадковi моменти
надходження заявок в СМО. Тодi
τn = tn − tn−1, n > 1, - н.о.р.в.в. з функцiєю
розподiлу

F (x) = P(τn < x) = 1− e−λx, x > 0.

На параметри λ та µ накладемо умову

ρ =
λ

µ
< 1. (37)

Пiд довжиною черги тут i далi будемо розумi-
ти загальне число заявок, якi знаходяться на
обслуговуваннi або чекають його. I позначаємо
через Q(t) довжину черги в момент часу t.

Казатимемо, що в момент t СМО знаходи-
ться в станi k, якщо Q(t) = k.

Нехай в момент S0 = 0 система порожня,
а S1 - це момент звiльнення системи пiсля 1-го
перiоду зайнятостi. Вiдповiдно Sk - це момент

звiльнення системи пiсля k-го перiоду зайнято-
стi.

За умови (37) Q(t) регенеруючий процес з
моментами регенерацiї S0, S1, . . . [3], [11].

Нехай

T(u) = TQ(u) = inf(t > 0 : Q(t) > u).

Щоб застосувати теорему 1 для знаходження
асмптотики PT(u)(t) необхiдно обчислити пара-
метри κ, α, β, якi задаються формулами (3)
- (5).

Зауваження 4. Наша задача тiсно пов’я-
зана з класичною задачею про обмежене випад-
кове блукання з поглинаючими екранами x = 0
та x = u, та ймовiрностями переходiв вверх
p = λ/(λ + µ) та вниз 1 − p = µ/(λ + µ) ( [17],
гл.14). Так, наприклад, якщо вибрати початко-
вий стан z = 1, то ймовiрнiсть того, що вкладе-
ний ланцюг Маркова СМО на n- у кроцi попаде
в точку x = 0 i при цьому не досягне рiвня u,
дорiвнює ймовiрностi поглинання в точцi x = 0
такого випадкового блукання, яке також стар-
тує iз точки z = 1.

Тому спочатку нагадаємо деякi вiдомi ре-
зультати для такого випадкового блукання. По-
значимо через p

(n)
1,0 та p

(n)
1,u ймовiрностi того,

що обмежене випадкове блукання, стартуючи з
точки z = 1, закiнчиться на n- у кроцi погли-
нанням у точцi x = 0 та x = u вiдповiдно. I
нехай

P1,0(s) =
∞∑

n=0

p
(n)
1,0sn, P1,u(s) =

∞∑

n=0

p
(n)
1,usn −

твiрнi функцiї розподiлiв (p(n)
1,0 ) та (p(n)

1,u).
Вiдомо, що при умовi 2

√
p(1− p) s 6 1

P1,0(s) =
1− p

p

hu−1
1 (s)− hu−1

2 (s)
hu

1(s)− hu
2(s)

, (38)

P1,u(s) =
h1(s)− h2(s)
hu

1(s)− hu
2(s)

, (39)

де

h1(s) =
1 + (1− 4p(1− p)s2)1/2

2ps
,

h2(s) =
1− (1− 4p(1− p)s2)1/2

2ps
.

Насправдi функцiї P1,0(s) та P1,u(s) зображу-
ються, як вiдношення деяких многочленiв (ко-
рiнь (1−4p(1−p)s2)1/2 cкорочується). Причому
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для 2
√

p(1− p) s > 1 формули (38),(39) пе-
репишуться у виглядi

P1,0(s) = (
1− p

p
)1/2 sin(u− 1)ϕ

sinuϕ
, (40)

P1,u(s) = (
p

1− p
)1/2 sinϕ

sinuϕ
, (41)

де змiннi ϕ та s пов’язанi рiвнiстю
1

cosϕ
= 2

√
p(1− p) s.

(див. [17], гл.14, §4, 5).
Далi, повторюючи мiркування iз [17], отри-

маємо: при u > 2 найменший корiнь знамен-
никiв в (40), (41), який не є корнем чисельникiв,
задається рiвнiстю

s∗ =
1

2
√

p(1− p) cos π
u

.

Звiдси та рiвностей (38) - (41) випливають спiв-
вiдношення:

0 < s < s∗ ⇒ P1,0(s) < ∞, P1,u(s) < ∞,

s ↑ s∗ ⇒ P1,0(s) ↑ ∞, P1,u(s) ↑ ∞. (42)

Повернемось до задачi знаходження пара-
метрiв κ, α, β у випадку СМО
M/M/1. Обчислимо значення iнтегралу

J(γ) =
∫ ∞

0
exp(γt)dFT,u(t), γ > 0.

Нехай τ1 - момент надходження першої заяв-
ки в СМО, T b

1 - це або час досягнення проце-
сом Q(t) точки x = u на першому циклi регене-
рацiї при умовi, що вiн стартує iз точки z = 1 i
ε1 = 1, або тривалiсть першого перiоду зайня-
тостi, якщо ε1 = 0. Ясно, що

T̂1 = τ1 + T b
1 , I(ε1 = 0) = I( sup

06s<T1

Q(s) < u).

Тодi, скориставшись незалежнiстю в.в. τ1 вiд ε1
та T b

1 , отримаємо

J(γ) = E exp(γ(τ1 + T b
1 ))I(ε1 = 0) = E exp(γτ1)E exp(γT b

1 )I(ε1 = 0) = J1(γ)J2(γ). (43)

Перший спiвмножник в (43) рахується про-
сто

J1(γ) = E exp(γτ1) =
λ

λ− γ
. (44)

Щоб знайти J2(γ), позначимо через ν1 мi-
нiмальний час переходу вкладеного ланцюга
Маркова СМО iз стану x = 1 в один iз ста-
нiв x = 0 чи x = u i представимо в.в. T b

1

наступним чином:

T b
1 =

ν1∑

k=1

τ̃k,

де τ̃k - це час сидiння процесу Q(t) на k- у кроцi
в деякому станi ik. Вiдзначимо, що в.в. τ̃k не за-
лежить вiд вкладеного ланцюга Маркова i має
експоненцiйний розподiл з параметром (λ + µ).

Звiдси, враховуючи зауваження 4, маємо

J2(γ) = E exp(γ
ν1∑

k=1

τ̃k)I(ε1 = 0) =
∑

n>1

p
(n)
1,0E exp(γ

n∑

k=1

τ̃k)

=
∑

n>1

p
(n)
1,0 (E exp(γτ̃k))n =

∑

n>1

p
(n)
1,0 (

λ + µ

λ + µ− γ
)n = P1,0(sγ), (45)

де sγ = λ+µ
λ+µ−γ .

Тобто, згiдно (43)-(45)

J(γ) =
λ

λ− γ
P1,0(sγ). (46)

Очевидно, що функцiя J1(γ) монотонно зро-
стає i неперервна на iнтервалi [0, λ). Причому

J1(γ) ↑ ∞ коли γ ↑ λ.

Подiбне зауваження стосується i функцiї
J2(γ). Дiйсно, iз (42), (45) випливає, що J2(γ) ↑
∞ при sγ ↑ s∗ або, що еквiвалентно, при γ ↑
γ∗ = (λ + µ)(1− 2

√
p(1− p)) cos π

u .

Таким чином iнтеграл J(γ) на iнтервалi
(0,min(λ, γ∗)) монотонно i неперевно зростає до
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нескiнченостi. Причому (див. [3], [6])

J(0) = 1− q(u) < 1, q(u) = (
1
ρ
− 1)

ρn

1− ρn
.

А отже, корiнь κ рiвняння

J(κ) =
λ

λ− κ
P1,0(sκ) = 1 (47)

iснує, κ ∈ (0, min(λ, γ∗)), i його можна знайти,
скориставшись формулами (38), (40) та, напри-
клад, простим методом дiлення вiдрiзка навпiл.

Перейдемо до обчислення параметра α.

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFT,u(t) = E(τ1 + T b

1 ) exp(κ(τ1 + T b
1 ))I(ε1 = 0)

= Eτ1 exp(κτ1)E exp(κT b
1 )I(ε1 = 0) + ET b

1 exp(κT b
1 )I(ε1 = 0)E exp(κτ1). (48)

Просто знаходиться

E exp(κτ1) =
λ

λ− κ
, Eτ1 exp(κτ1) =

λ

(λ− κ)2
.

Наступна формула установлена вище (див.

рiвностi (45))

E exp(κT b
1 )I(ε1 = 0) = P1,0(sκ).

Ще раз скористаємось зауваженням 4, отрима-
ємо

ET b
1 exp(κT b

1 )I(ε1 = 0) = E(
ν1∑

k=1

τ̃k) exp(κ
ν1∑

k=1

τ̃k)I(ε1 = 0)

=
∑

n>1

p
(n)
1,0E(

n∑

k=1

τ̃k) exp(κ
n∑

k=1

τ̃k) =
∑

n>1

p
(n)
1,0nE(τ̃1) exp(κτ̃1)E exp(κ

n∑

k=2

τ̃k)

=
∑

n>1

p
(n)
1,0n

λ + µ

(λ + µ− κ)2
(

λ + µ

λ + µ− κ
)n−1 =

λ + µ

(λ + µ− κ)2
P
′
1,0(sκ)

(очевидно, що усi ряди в останнiх рiвностях збiгаються).

Збираючи отриманi формули разом iз (48) будемо мати

α =
λ

λ− κ
(

1
λ− κ

P1,0(sκ) +
λ + µ

(λ + µ− κ)2
P
′
1,0(sκ)). (49)

Залишається знайти параметр β. Маємо

β =
∫ ∞

0
(1− FT̂ (t)) exp(κt)dt =

1
κ

(1− FT̂ (t)) exp(κt))|∞0 +
1
κ

∫ ∞

0
exp(κt)dFT̂ (t). (50)

Спочатку установимо, що при t →∞

(1− FT̂ (t)) exp(κt) → 0. (51)

Виберемо γ так, щоб виконувались умови

γ = κ + δ, δ > 0, γ ∈ (0, min(λ, γ∗)).

Очевидно, що

1− FT̂ (t) 6 exp(−γt)E exp(γT̂1).

А отже, щоб установити (51), досить перевiрити
обмеженiсть величини E exp(γT̂1).

Мiркування тут такi самi, як i у випадку
рiвностi (45):
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∫ ∞

0
exp(γt)dFT̂ (t) = E exp(γT̂1) = E exp(γT̂1)I(ε1 = 0) + E exp(γT̂1)I(ε1 = 1)

=
λ

λ− γ
(
∑

n>1

p
(n)
1,0E exp(γ

n∑

k=1

τ̃k) +
∑

n>1

p
(n)
1,uE exp(γ

n∑

k=1

τ̃k))

=
λ

λ− γ
(P1,0(sγ) + P1,u(sγ)) < ∞. (52)

Остання нерiвнiсть в (52) випливає iз спiв-
iдношень (42) та умови γ ∈ (0, min(λ, γ∗)).

Отже перший доданок в правiй частинi рiв-

ностi (50) дорiвнює −1/κ.
Аналогiчно (52) оцiнюємо другий доданок

в правiй частинi рiвностi (50).

1
κ

∫ ∞

0
exp(κt)dFT̂ (t) =

1
κ
E exp(κT̂1) =

λ

κ(λ− κ)
(P1,0(sκ) + P1,u(sκ)). (53)

Iз рiвностей (47),(50),(53) знаходимо пара-
метр β :

β =
λ

κ(λ− κ)
P1,u(sκ). (54)

Таким чином для СМО M/M/1 за умови
(37) функцiя PT(u)(t) задовольняє рiвнiсть (6),
причому параметр κ, знаходиться iз рiвностi
(47), а параметри α та β задаються форму-
лами (49), (54) вiдповiдно.
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