
МIНIСТЕРСТВО ОСВIТИ I НАУКИ УКРАЇНИ

КИЇВСЬКИЙ НАЦIОНАЛЬНИЙ УНIВЕРСИТЕТ

IМЕНI ТАРАСА ШЕВЧЕНКА

МЕХАНIКО-МАТЕМАТИЧНИЙ ФАКУЛЬТЕТ

Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису

ПЕЧЕРИЦЯ ОЛЕКСIЙ АНАТОЛIЙОВИЧ

УДК 517.9

ДИСЕРТАЦIЯ

ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

З КУСКОВО-СТАЛИМИ ОПЕРАТОРНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Спецiальнiсть 111 — «Математика»

Галузь знань 11 — «Математика та статистика»

Подається на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей,

результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело.

О.А. Печериця

Науковий керiвник:

доктор фiзико-математичних наук, професор

Городнiй Михайло Федорович

Київ — 2024



2

АНОТАЦIЯ

Печериця О. А. Обмеженi розв’язки диференцiальних рiвнянь з кусково­

сталими операторними коефiцiєнтами. — Квалiфiкацiйна наукова праця на пра­

вах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї у галузi

знань 11 «Математика та статистика» за спецiальнiстю 111 «Математика».

— Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Мiнiстерство

освiти i науки України, Київ, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню питань про iснування та

єдинiсть обмежених на усiй числовiй осi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних

рiвнянь першого порядку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами, де­

яких нелiнiйних аналогiв таких рiвнянь та питань про iснування та єдинiсть

обмежених на усiй числовiй осi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь

другого порядку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами.

Робота складається з двох анотацiй (українською та англiйською мова­

ми), вступу, чотирьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновку, списку вико­

ристаних джерел i додаткiв, що мiстять список публiкацiй здобувача за темою

дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок роботи з на­

уковими програмами, планами, темами, встановлено мету i завдання, об’єкт,

предмет та методи дослiдження, наведено наукову новизну та практичне зна­

чення отриманих результатiв, охарактеризовано особистий внесок здобувача,

наведено список конференцiй та наукових семiнарiв, на яких дисертацiйна ро­

бота пройшла апробацiю, та короткий змiст роботи.

Перший роздiл дисертацiї присвячено огляду лiтературних джерел за те­

матикою дисертацiйної роботи та вiдповiдних результатiв, отриманих iншими

дослiдниками.
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У другому роздiлi дисертацiйної роботи розглядається питання про умови

iснування єдиного обмеженого розв’язку лiнiйного диференцiального рiвняння

першого порядку з кусково-сталим операторним коефiцiєнтом⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(1)

у якому A та B – фiксованi лiнiйнi неперервнi оператори, що дiють у ком­

плексному банаховому просторi X, а функцiя 𝑦 належить банаховому простору

𝐶𝑏(R,X) усiх неперервних i обмежених на R функцiй 𝑓 : R → X з нормою

‖𝑓‖∞ := sup
𝑡∈R

‖𝑓 (𝑡)‖ для довiльної функцiї 𝑦 iз цього простору.

Пiд обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (1) розумiємо таку

функцiю 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує похiдна 𝑥′(𝑡) i виконуєть­

ся рiвнiсть (1).

Отримано необхiднi i достатнi умови на оператори A та B, за виконан­

ня яких iснує єдиний обмежений розв’язок розглянутого рiвняння. Наведено

явний вигляд вiдповiдного розв’язку та оцiнено близькiсть обмежених на усiй

числовiй осi розв’язкiв цього рiвняння та диференцiального рiвняння зi сталим

операторним коефiцiєнтом

𝑥′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R,

що вiдповiдають однiй i тiй самiй функцiї 𝑦, при 𝑡→ +∞.

Третiй роздiл роботи стосується дослiдження достатнiх умов iснування

єдиного обмеженого розв’язку нелiнiйного аналога диференцiального рiвняння,

розглянутого у другому роздiлi, що має вигляд⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 < 0.
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Як результат, знайдено достатнi умови на фiксованi лiнiйнi оператори A та B,

а також функцiю 𝑓 : R × X × X → X, при виконаннi яких дане рiвняння має

єдиний обмежений розв’язок 𝑥 для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Крiм того, як наслiдок основного результату, отримано достатнi умови

iснування єдиного обмеженого розв’язку для диференцiальних рiвнянь вигляду⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

де 𝑔 : X → X – деяка функцiя, що задовольняє умову Лiпшиця, та⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = (A + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = (B + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

де 𝑇 : R → ℒ(X) – неперервна i обмежена на R операторнозначна функцiя.
Четвертий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню необхiдних i достат­

нiх умов на оператори, при виконаннi яких диференцiальне рiвняння другого

порядку ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡) = A1𝑥

′(𝑡) + A2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = B1𝑥
′(𝑡) + B2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

(2)

в якому A1, A2 та B1, B2 – фiксованi лiнiйнi неперервнi оператори, що дiють у

просторi X, а функцiя 𝑦 належить банаховому простору 𝐶𝑏(R,X), має єдиний

обмежений розв’язок.

Обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (2) називаємо таку

функцiю 𝑥 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує друга похiдна

𝑥′′(𝑡) i виконується рiвнiсть (2). Тут 𝐶
(1)
𝑏 (R,X) – банахiв простiр усiх функ­

цiй 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R,X), що мають неперервну i обмежену на R похiдну 𝑓 ′, з нормою

‖𝑓‖1,∞ := ‖𝑓‖∞ + ‖𝑓 ′‖∞.

Доведено, що якщо iснує такий лiнiйний неперервний оператор W, що

𝜎(W)∩ 𝑖R = ∅, а також A1W+A2 = B1W+B2, то розглянуте диференцiальне
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рiвняння другого порядку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами має

єдиний обмежений розв’язок 𝑥 у тому i тiльки тому випадку, коли диферен­

цiальне рiвняння ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̄
′(𝑡) = TA𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥̄′(𝑡) = TB𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

де TA =

⎛⎝A1 A2

I O

⎞⎠, TB =

⎛⎝B1 B2

I O

⎞⎠, яке розглядається у банаховому просторi

X2, має єдиний обмежений розв’язок 𝑥̄ для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏

(︀
R,X2

)︀
.

Також дослiджується випадок, коли перевiрку отриманих умов можна зве­

сти до перевiрки умов на роздiленi коренi операторних рiвнянь Λ2−A1Λ−A2=O

та Λ2−B1Λ−B2=O, вiдповiдних до диференцiального рiвняння (2).

Дисертацiйна робота має як теоретичне, так i практичне значення. Отри­

манi результати можуть бути використанi у подальших дослiдженнях властиво­

стей розв’язкiв диференцiальних рiвнянь зi змiнними операторними коефiцiєн­

тами, а також дозволяють спростити дослiдження реальних процесiв i явищ,

що описуються такими рiвняннями.

Ключовi слова: банахiв простiр, диференцiальне рiвняння, рiзницеве рiвнян­

ня, кусково-сталий операторний коефiцiєнт, експоненцiальна дихотомiя, лiнiй­

ний неперервний оператор, обмежений розв’язок, єдинiсть розв’язку, близькiсть

розв’язкiв.
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ABSTRACT

Pecherytsia, O. A. Bounded solutions of differential equations with piecewise

constant operator coefficients. — Qualifying scientific work as a manuscript.

Dissertation for the degree of Doctor of Philosophy in the field of knowledge

11 “Mathematics and statistics” in the specialty 111 “Mathematics”. — Taras

Shevchenko National University of Kyiv, Ministry of Education and Science of

Ukraine, Kyiv, 2024.

The dissertation is devoted to the study of questions related to the existence

and unity of bounded on the entire real axis solutions of first-order linear differential

equations with piecewise constant operator coefficients. It also explores some

nonlinear analogs of such equations and addresses questions regarding the existence

and unity of solutions on the entire real axis of second-order linear differential

equations with piecewise-constant operator coefficients.

The work consists of two abstracts (in Ukrainian and English), an introduction,

four chapters divided into sections, a conclusion, a reference list, and appendices

that include a list of publications by the researcher on the dissertation topic and

information about the validation of the results.

The introduction justifies the relevance of the topic, establishes the connection

of the work with scientific programs, plans, and themes, defines the purpose and

objectives, outlines the object, subject, and research methods. It highlights the

scientific novelty and practical significance of the obtained results, characterizes

the personal contribution of the researcher, provides a list of conferences and

scientific seminars where the dissertation work underwent validation, and gives a

brief overview of the work’s content.

The first chapter of the dissertation is devoted to reviewing the literary sources

related to the topic of the dissertation work and the corresponding results obtained

by other researchers.
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The second chapter of the dissertation explores the conditions for the existence

of a unique bounded solution of a linear first-order differential equation with

piecewise-constant operator coefficients⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(I)

where A and B are fixed linear continuous operators acting in a complex Banach

space X, and function 𝑦 belongs to a Banach space 𝐶𝑏(R,X) of all continuous and

bounded on R functions 𝑓 : R → X with the norm ‖𝑓‖∞ := sup
𝑡∈R

‖𝑓 (𝑡)‖ for any

function 𝑦 from this space.

By a bounded solution of the differential equation (I), we mean a function

𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X) for which, at each 𝑡 ∈ R∖{0}, the derivative 𝑥′(𝑡) exists, and the

equality (I) holds.

Necessary and sufficient conditions on operators A and B for the existence of a

unique bounded solution to the considered equation have been obtained. The explicit

form of the corresponding solution is provided, and the closeness of bounded on the

entire real axis solutions of this equation and a differential equation with constant

operator coefficients

𝑥′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R,

corresponding to the same function 𝑦, when 𝑡→ +∞, is estimated.

The third chapter of the work is dedicated to investigating sufficient conditions

for the existence of a unique bounded solution of the nonlinear analogue of the

differential equation considered in the second chapter, which has the form⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 < 0.
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As a result, sufficient conditions have been identified for the fixed linear operators

A and B, and the function 𝑓 : R × X × X → X, under which the equation has a

unique bounded solution 𝑥 for any function 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

In addition, as a consequence of the main result, sufficient conditions for the

existence of a unique bounded solution of differential equations of the forms⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

where 𝑔 : X → X is a certain function satisfying the Lipschitz condition, and⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = (A + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = (B + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

where 𝑇 : R → ℒ(X) is a continuous and bounded operator-valued function on R,

have been obtained.

The fourth chapter of the dissertation is devoted to the investigation of

necessary and sufficient conditions on operators, under which the second-order

differential equation⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡) = A1𝑥

′(𝑡) + A2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = B1𝑥
′(𝑡) + B2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

(II)

where A1, A2, and B1, B2 are fixed linear continuous operators acting in the space
X, and the function 𝑦 belongs to the Banach space 𝐶𝑏(R,X), has a unique bounded

solution.

A bounded solution of the differential equation (II) is defined as a function

𝑥 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X) for which, at each 𝑡 ∈ R∖{0}, the second derivative 𝑥′′(𝑡) exists

and the equality (II) holds. Here 𝐶(1)
𝑏 (R,X) is the Banach space of all functions
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𝑓 ∈𝐶𝑏(R,X) that have continuous and bounded derivatives 𝑓 ′ on R with the norm

‖𝑓‖1,∞ := ‖𝑓‖∞ + ‖𝑓 ′‖∞.

It has been proven that if there exists a linear continuous operator W such

that 𝜎(W) ∩ 𝑖R = ∅, and A1W + A2 = B1W + B2, then the considered second­

order differential equation with piecewise-constant operator coefficients has a unique

bounded solution 𝑥 if and only if the differential equation⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̄
′(𝑡) = TA𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥̄′(𝑡) = TB𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

where TA =

⎛⎝A1 A2

I O

⎞⎠, TB =

⎛⎝B1 B2

I O

⎞⎠, which is considered in the Banach space

X2, has a unique bounded solution 𝑥̄ for each function 𝑦 ∈ 𝐶𝑏

(︀
R,X2

)︀
.

The case is also investigated where the verification of the obtained conditions

can be reduced to checking conditions on the separated roots of operator equations

Λ2−A1Λ−A2=O and Λ2−B1Λ−B2=O, corresponding to the differential equation (II).

The dissertation has both theoretical and practical significance. The obtained

results can be applied in further research on the properties of solutions of differential

equations with variable operator coefficients, and they also simplify the investigation

of real processes and phenomena described by such equations.

Keywords: Banach space, differential equation, difference equation, piecewise­

constant operator coefficient, exponential dichotomy, linear continuous operator,

bounded solution, uniqueness of solution, proximity of solutions.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Важливе мiсце у дослiдженнi диференцiальних рiв­

нянь, що описують еволюцiю реальних механiчних, радiотехнiчних, бiологiчних,

економiчних та iнших систем, займає питання iснування та єдиностi обмежених

розв’язкiв цих рiвнянь. Одними iз основоположникiв подiбних дослiджень мож­

на назвати Анрi Пуанкаре, Оскара Перрона та Олександра Ляпунова.

У кiнцi першої половини XX столiття видатний український математик

М. Г. Крейн узагальнив на випадок диференцiальних рiвнянь у банахових про­

сторах низку результатiв О. М. Ляпунова з теорiї стiйкостi. Запропонований

М. Г. Крейном функцiонально-аналiтичний пiдхiд до диференцiальних рiвнянь

отримав розвиток у роботах Х. Л. Массери, Х. Х. Шеффера, В. А. Коппеля,

Ф. Хартмана та iнших математикiв. Це дало змогу дослiдити питання про iсну­

вання та єдинiсть обмежених на всiй числовiй осi розв’язкiв рiзних класiв ди­

ференцiальних рiвнянь як з обмеженими, так i з необмеженими операторними

коефiцiєнтами, а також зв’язок цього питання з умовою експоненцiальної дихо­

томiї. Низку важливих результатiв щодо iснування i властивостей обмежених

на всiй числовiй осi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь у скiнченновимiрному

просторi було одержано Я. Курцвейлем, А. М. Самойленком, В. Л. Куликом,

Г. П. Пелюхом; у нескiнченновимiрному просторi – В. В. Жиковим, Є. М. Му­

хамадiєвим, В. Ю. Слюсарчуком, А. Г. Баскаковим, Д. Хенрi, Р. Дж. Саке­

ром, Дж. Р. Селлом, О. А. Бойчуком, I. Д. Чуєшовим, О. М. Станжицьким,

А. Г. Руткасом, В. П. Журавльовим, О. О. Покутним, А. В. Чайковським та

iншими дослiдниками. Диференцiальнi рiвняння другого порядку у банаховому

просторi, а також їхнiй зв’язок iз вiдповiдними системами диференцiальних рiв­

нянь першого порядку розглядались, зокрема, у роботах I. В. Мельникової та

О. I. Фiлiнкова, Г. О. Фатторiнi, Дж. А. Ґолдстейна, К. К. Тревiса та Ґ. Ф. Уебба,
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А. Г. Баскакова, М. К. Чернишова, а також у недавнiй роботi А. Г. Баскакова,

Т. К. Кацаран та Т. I. Смаґiної.

Попри значну кiлькiсть важливих результатiв, пов’язаних iз цiєю тема­

тикою, залишились вiдкритими актуальнi питання про iснування та єдинiсть

обмежених на усiй числовiй осi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь першого

та другого порядкiв з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами. У данiй

дисертацiйнiй роботi для таких рiвнянь одержано необхiднi та достатнi умови

для операторних коефiцiєнтiв, що забезпечують iснування єдиного обмеженого

розв’язку, а разом з цим – i виконання умови експоненцiальної дихотомiї на R

для вiдповiдних однорiдних диференцiальних рiвнянь.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди­

сертацiйне дослiдження виконане вiдповiдно до iндивiдуального плану аспiран­

та кафедри iнтегральних та диференцiальних рiвнянь Київського нацiонально­

го унiверситету iменi Тараса Шевченка, затвердженого вченою радою механiко­

математичного унiверситету, i в рамках державної бюджетної дослiдницької

наукової теми 21БНН-06 «Виконання завдань перспективного плану розвитку

наукового напряму ”Математичнi науки i природничi науки”» Київського на­

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (номер державної реєстрацiї

0121U112941).

Мета i завдання дослiдження. Об’єктом дослiдження є диферен­

цiальнi рiвняння першого та другого порядкiв з кусково-сталими операторними

коефiцiєнтами.

Предмет дослiдження – обмеженi на усiй числовiй осi розв’язки диферен­

цiальних рiвнянь з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами.

Мета дослiдження – для диференцiальних рiвнянь з кусково-сталими опе­

раторними коефiцiєнтами отримати необхiднi та достатнi умови на операторнi

коефiцiєнти, що забезпечують iснування та єдинiсть обмежених на усiй чис­
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ловiй осi розв’язкiв таких рiвнянь, визначити явний вигляд цих розв’язкiв та

дослiдити їхню поведiнку на нескiнченностi.

Основнi завдання дослiдження складають наступний перелiк:

1) отримати необхiднi i достатнi умови на операторнi коефiцiєнти для iсну­

вання єдиного обмеженого на R розв’язку лiнiйного диференцiального

рiвняння першого порядку з кусково-сталими операторними коефiцiєн­

тами;

2) отримати необхiднi i достатнi умови для iснування єдиного обмежено­

го на Z розв’язку лiнiйного рiзницевого рiвняння з кусково-сталими,

неперервно оборотними операторними коефiцiєнтами;

3) отримати зображення обмеженого на R розв’язку лiнiйного диферен­

цiального рiвняння першого порядку з кусково-сталими операторними

коефiцiєнтами;

4) оцiнити близькiсть при 𝑡 → ∞ обмежених на усiй числовiй осi

розв’язкiв лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку з

кусково-сталими операторними коефiцiєнтами та лiнiйного диферен­

цiального рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом, що вiдповi­

дають однiй i тiй самiй неперервнiй i обмеженiй на R функцiї;

5) отримати достатнi умови iснування єдиного обмеженого на R розв’язку

деяких нелiнiйних аналогiв диференцiального рiвняння першого поряд­

ку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами;

6) отримати необхiднi i достатнi умови на операторнi коефiцiєнти для iсну­

вання єдиного обмеженого на R розв’язку лiнiйного диференцiального

рiвняння другого порядку з кусково-сталими операторними коефiцiєн­

тами.

Методи дослiдженя. У ходi проведення дисертацiйного дослiдження за­

стосованi методи теорiї диференцiальних та рiзницевих рiвнянь, функцiональ­

ного аналiзу та теорiї операторiв.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi в процесi ди­

сертацiйного дослiдження результати є новими та математично обґрунтовани­

ми. Основнi з них такi:

1) отримано критерiй iснування єдиного обмеженого на R розв’язку лiнiй­

ного диференцiального рiвняння першого порядку з кусково-сталими

операторними коефiцiєнтами;

2) отримано критерiй iснування єдиного обмеженого на Z розв’язку лiнiй­

ного рiзницевого рiвняння з кусково-сталими, неперервно оборотниими

операторними коефiцiєнтами;

3) вказано явний вигляд обмеженого на R розв’язку лiнiйного диферен­

цiального рiвняння першого порядку з кусково-сталими операторними

коефiцiєнтами;

4) дослiджено питання про близькiсть при 𝑡 → ∞ обмежених на усiй

числовiй осi розв’язкiв лiнiйного диференцiального рiвняння першого

порядку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами та лiнiйного

диференцiального рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом, що

вiдповiдають однiй i тiй самiй неперервнiй i обмеженiй на R функцiї;

5) отримано достатнi умови iснування єдиного обмеженого на R розв’язку

деяких нелiнiйних аналогiв диференцiального рiвняння першого поряд­

ку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами;

6) отримано критерiй iснування єдиного обмеженого на R розв’язку лiнiй­

ного диференцiального рiвняння другого порядку з кусково-сталими

операторними коефiцiєнтами.

Теоретичне та практичне значення отриманих результатiв. Дана

дисертацiйна робота має як теоретичне, так i практичне значення. Отриманi

у ходi виконання дослiдження результати можуть бути використанi у подаль­

ших дослiдженнях властивостей розв’язкiв диференцiальних рiвнянь зi змiнни­
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ми операторними коефiцiєнтами, а також дозволяють спростити дослiдження

реальних процесiв i явищ, що описуються такими рiвняннями.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати роботи, що виносять­

ся на захист, отриманi автором самостiйно. Визначення основного плану дослiд­

ження, постановка задач та загальне керiвництво роботою належить науковому

керiвнику М. Ф. Городньому. За результатами дисертацiї здобувачем було опуб­

лiковано три роботи у фахових виданнях у спiвавторствi з науковим керiвником

М. Ф. Городнiм [1—3].

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного дослiд­

ження доповiдалися та обговорювалися на наступних наукових конференцiях

та наукових семiнарах.

1. XIX Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська вес­

на — 2021: Математика, статистика, механiка. Прикладна математи­

ка, комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний

аналiз». 15 – 16 квiтня 2021 року. Україна, м. Київ.

2. XX Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська вес­

на — 2022: Математика, статистика, механiка. Прикладна математи­

ка, комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний

аналiз». 14 – 15 квiтня 2022 року. Україна, м. Київ.

3. 11th International Eurasian Conference on Mathematical Sciences and

Applications (IECMSA-2022). August 29 — September 1, 2022. Istanbul,

Türkiye.

4. XXI Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська вес­

на – 2023: Математика, статистика, механiка. Прикладна математи­

ка, комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, систем­

ний аналiз. Методика викладання математики». 14 квiтня 2023 року.

Україна, м. Київ.
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5. Науковий семiнар з диференцiальних рiвнянь Київського нацiонально­

го унiверситету iменi Тараса Шевченка. Науковi керiвники – професор,

доктор фiзико-математичних наук О. В. Капустян i професор, доктор

фiзико-математичних наук О. М. Станжицький. 1 лютого 2024 року.

Україна, м. Київ.

Публiкацiї. Основнi результати за темою дисертацiї викладено у семи

друкованих виданнях, 3 з яких – у статтях [1—3] та 4 – у виглядi тез доповiдей

у матерiалах наукових конференцiй [4—7].

Статтi [1] та [2] опублiковано у науковому фаховому виданнi України кате­

горiї “A”, що iндексується у наукометричнiй базi MathSciNet. Повна англомовна

версiя видання є частиною мiжнародного видання-агрегатора, iндексованого в

наукометричнiй базi Scopus. Дане видання мiстить переклад статтi [1] та на мо­

мент публiкацiї перекладу входило до квартиля Q3 вiдповiдно до класифiкацiї

Scimago Journal & Country Rank (SJR). Статтю [3] надруковано у науковому

фаховому виданнi України категорiї “Б”.

Обсяг i структура дисертацiї. Дана дисертацiйна робота складається з

двох анотацiй (українською та англiйською мовами), вступу, чотирьох роздiлiв,

розбитих на пiдроздiли, висновку, списку використаних джерел i додаткiв, що

мiстять список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про апро­

бацiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї складає 132 сторiнки. Обсяг основ­

ної частини дисертацiї становить 102 сторiнки. Список використаних джерел

мiстить 71 найменування та викладений на 12 сторiнках. Додатки займають

3 сторiнки i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї.

Змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано

зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, встановлено мету

i завдання, об’єкт, предмет та методи дослiдження, наведено наукову новиз­

ну та практичне значення отриманих результатiв, охарактеризовано особистий
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внесок здобувача, наведено список конференцiй та наукових семiнарiв, на яких

дисертацiйна робота пройшла апробацiю, та короткий змiст роботи.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячений огляду вiдомих ре­

зультатiв, що стосуються тематики дослiдження. У текстi цього роздiлу роз­

глядається перелiк монографiй та статей вiтчизняних i зарубiжних дослiдникiв

якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь у розрiзi питань iснування i єдиностi об­

межених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, їхньої стiйкостi i властивостей.

Зокрема, у цьому роздiлi розглянуто деякi опорнi факти та означення

з монографiї Ю. Л. Далецького та М. Г. Крейна [8], необхiднi для розумiння

властивостей обмежених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, на якi спирається

дане дослiдження.

Окремий пункт огляду лiтератури стосується зв’язку мiж обмеженими

розв’язками диференцiального та вiдповiдного рiзницевого рiвняння. Наводить­

ся порiвняння результатiв, отриманих I. В. Гончар у статтi [9] та В. Ю. Слю­

сарчуком у статтi [10], iз результатами даного дисертацiйного дослiдження.

Ще один пункт роздiлу присвячено обмеженим на всiй числовiй осi

розв’язкам диференцiальних рiвнянь другого порядку та зв’язку диференцiаль­

них рiвнянь другого порядку iз вiдповiдними системами диференцiальних рiв­

нянь першого порядку. Тут наведено результати, отриманi А. Г. Баскаковим та

М. К. Чернишовим у статтi [11], а також А. Г. Баскаковим, Т. К. Кацаран та

Т. I. Смаґiною у статтi [12].

У другому роздiлi дисертацiйної роботи розглядається питання про умо­

ви iснування єдиного обмеженого на R розв’язку лiнiйного диференцiального

рiвняння першого порядку з кусково-сталим операторним коефiцiєнтом.

Нехай X – комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖ та нульовим еле­

ментом 0̄; ℒ(X) – простiр лiнiйних неперервних операторiв, що дiють iз X в

X; I, O – вiдповiдно одиничний i нульовий оператори в X; 𝐶𝑏(R,X) – банахiв
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простiр усiх неперервних i обмежених на R функцiй 𝑓 : R → X з нормою

‖𝑓‖∞ := sup
𝑡∈R

‖𝑓 (𝑡)‖, 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Зауваження. Далi слова «рiвняння задовольняє умову обмеженостi» означа­

ють, що диференцiальне рiвняння має єдиний обмежений розв’язок 𝑥 для до­

вiльної функцiї 𝑦 з вiдповiдного банахового простору.

Нехай A та B – фiксованi оператори з простору ℒ(X).

Розглядається питання умов на A i B що забезпечать iснування єдиного

обмеженого розв’язку 𝑥 диференцiального рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(2.1)

для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Означення 2.1. Обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (2.1) буде­

мо називати таку функцiю 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′(𝑡)

i виконується рiвнiсть (2.1).

Сформулюємо нижче ключовi леми, що застосовуються для доведення

основних результатiв роздiлу.

Лема 2.1. Диференцiальне рiвняння (2.1) задовольняє умову обмеженостi то­

дi i тiльки тодi, коли рiзницеве рiвняння вигляду⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑛+1 = 𝑒A𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≥ 0,

𝑢𝑛+1 = 𝑒B𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≤ −1
(2.2)

також задовольняє умову обмеженостi, тобто має єдиний обмежений роз­
в’язок {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} для кожної обмеженої (на Z) послiдовностi {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z}.

Нехай 𝑆 – одиничне коло на комплекснiй площинi з центром у початку

вiдлiку, тобто 𝑆 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1}; 𝑖R – уявна вiсь, тобто 𝑖R = {𝑖𝑡 | 𝑡 ∈ R};

𝜎(A) – спектр оператора A.
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Безпосередньо iз теореми Данфорда про вiдображення спектра (див., на­

приклад, [8, с. c. 32]) випливає, що справджується наступна лема.

Лема 2.2. 𝜎
(︀
𝑒A

)︀
∩ 𝑆 = ∅ тодi i тiльки тодi, коли 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅.

Нехай X = X1+̇X2, тобто простiр X є прямою сумою своїх пiдпросторiв

X1 та X2, а 𝑃1 i 𝑃2 – проектори в X, що вiдповiдають зображенню X = X1+̇X2.

Тодi виконується наступна лема.

Лема 2.3. Нехай 𝑉 ∈ ℒ(X) i пiдпростiр X1 iнварiантний вiдносно операто­

ра 𝑉 . Тодi:

1 ) ∀𝑛 ≥ 1 : (𝑃2𝑉 𝑃2)
𝑛 = 𝑃2𝑉

𝑛𝑃2;

2 ) якщо оператор 𝑉 неперервно оборотний, то (𝑃2𝑉
−1𝑃2)(𝑃2𝑉 𝑃2) = 𝑃2

i (𝑃2𝑉 𝑃2)(𝑃2𝑉
−1𝑃2) = 𝑃2, тобто звуження оператора 𝑃2𝑉 𝑃2 на пiд­

простiр X2, яке теж позначатимемо 𝑃2𝑉 𝑃2, є неперервно оборотним

оператором з ℒ(X2);

3 ) якщо додатково X = X1+̇Y i 𝑃1(Y), 𝑃 (Y) – проектори, що вiдповiда­

ють цьому зображенню, то 𝑃2𝑉 𝑃2 = 𝑃2𝑉 𝑃 (Y);

4 ) якщо 𝑉1 – звуження оператора 𝑉 на X1, 𝜎(𝑉1) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1},

то 𝜎(𝑃2𝑉 𝑃2) ⊃ (𝜎(𝑉 ) ∩ {𝑧 ∈ C | |𝑧| ≥ 1}) .

Нехай 𝑇 ∈ ℒ(X), 𝜎(𝑇 ) ∩ 𝑆 = ∅. Через 𝜎−(𝑇 ) позначимо частину спектра

оператора 𝑇 , що лежить всерединi одиничного кола 𝑆, а через 𝜎+(𝑇 ) – частину

спектра оператора 𝑇 , що лежить зовнi цього кола.

Вiдомо (див., наприклад, [8, с. c. 32 — 34]), що простiр X розкладається

в пряму суму iнварiантних вiдносно 𝑇 пiдпросторiв X = X−(𝑇 )+̇X+(𝑇 ) таким

чином, що звуження 𝑇− та 𝑇+ оператора 𝑇 на X−(𝑇 ) та X+(𝑇 ) мають вiдповiдно

спектри 𝜎−(𝑇 ) та 𝜎+(𝑇 ).

Також використовується аналогiчне розщеплення оператора вiдносно уяв­

ної осi.

Нехай 𝑊 ∈ ℒ(X), 𝜎(𝑊 ) ∩ 𝑖R = ∅; ̃︀𝜎−(𝑊 ) та ̃︀𝜎+(𝑊 ) – частини спектра

оператора 𝑊 , що лежать вiдповiдно у лiвiй та правiй пiвплощинах вiдносно
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𝑖R. Тодi X = ̃︀X−(𝑊 )+̇̃︀X+(𝑊 ), причому звуження ̃︁𝑊− та ̃︁𝑊+ оператора 𝑊 на̃︀X−(𝑊 ) та ̃︀X+(𝑊 ) мають вiдповiдно спектри ̃︀𝜎−(𝑊 ) та ̃︀𝜎+(𝑊 ).

У цих позначеннях доведено, що коли 𝜎(A)∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(B)∩ 𝑖R = ∅, то

X−(𝑒
A) =

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑛≥1

⃦⃦
𝑒A𝑛𝑢

⃦⃦
<∞

}︂
=

{︃
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=1

⃦⃦
𝑒A𝑛𝑢

⃦⃦
<∞

}︃
=

=

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒A𝑡𝑢

⃦⃦
<∞

}︂
= ̃︀X−(A)

i, аналогiчно, X+(𝑒
B) = ̃︀X+(B).

Основними результатами другого роздiлу є наступнi двi теореми.

Теорема 2.1. Нехай D, E – неперервно оборотнi оператори з ℒ(X). Рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑛+1 = D𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝑢𝑛+1 = E𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≤ 0,
(2.15)

задовольняє умову обмеженостi тодi i тiльки тодi, коли:
𝑖1) 𝜎(D) ∩ 𝑆 = ∅, 𝜎(E) ∩ 𝑆 = ∅;

𝑖2) X = X−(D)+̇X+(E).

Згiдно з твердженням теореми 2.1 умови 𝑖1) та 𝑖2) необхiднi i достатнi для

того, щоб вiдповiдне до (2.15) однорiдне рiзницеве рiвняння було експоненцiаль­

но дихотомiчним. В iншому виглядi такi умови отриманi В. Ю. Слюсарчуком

у статтi [10].

З теореми 2.1 i допомiжних лем випливає наступна теорема.

Теорема 2.2. Для диференцiального рiвняння (2.1) виконується умова обме­

женостi тодi i тiльки тодi, коли справджуються умови:

𝑎1) 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(B) ∩ 𝑖R = ∅;

𝑎2) X = ̃︀X−(A)+̇̃︀X+(B).

Крiм того, у процесi дисертацiйного дослiдження отримано зображення

обмеженого на R розв’язку диференцiального рiвняння (2.1).

Позначимо через 𝑃−(A), 𝑃+(A) проектори, що вiдповiдають зображенню

X = ̃︀X−(A)+̇̃︀X+(A); через 𝑃−(B), 𝑃+(B) – проектори, що вiдповiдають зоб­
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раженню X = ̃︀X−(B)+̇̃︀X+(B); а через 𝑃−, 𝑃+ – проектори, що вiдповiдають

зображенню X = ̃︀X−(A)+̇̃︀X+(B).

Сформулюємо вiдому теорему М. Г. Крейна (див. [8, розд. 2, § 4]) про

обмеженi на R розв’язки диференцiального рiвняння зi сталим операторним

коефiцiєнтом A, яка мiстить також явний вигляд обмеженого розв’язку.

Теорема 2.3 (див. [8]). Диференцiальне рiвняння

𝑢′(𝑡) = A𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ R, (2.22)

має для кожної функцiї 𝑣 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑢 тодi i

тiльки тодi, коли 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅. Цей розв’язок зображується у виглядi

𝑢(𝑡) =

∫︁
R

𝐺A(𝑡− 𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R, (2.23)

де

𝐺A(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑒A𝑡𝑃+(A), 𝑡 < 0,

𝑒A𝑡𝑃−(A), 𝑡 ≥ 0.
(2.24)

Теорема 2.4 мiстить явний вигляд єдиного обмеженого розв’язку диферен­

цiального рiвняння (2.1), що вiдповiдає функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Теорема 2.4. Припустимо, що виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2. Тодi

справджуються такi твердження:

1 ) вiдповiдний до функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок ди­

ференцiального рiвняння (2.1) має наступний вигляд.

Якщо 𝑡 ≥ 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃−(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
+∞∫︁
𝑡

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+𝑒A𝑡𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒A𝑡𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

(2.25)
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Якщо 𝑡 < 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒B(𝑡−𝑠)𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
0∫︁

𝑡

𝑒B(𝑡−𝑠)𝑃+(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−

−𝑒B𝑡𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒B𝑡𝑃+

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

(2.26)

2 ) iснує така стала 𝐾 > 0, що для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) для вiд­

повiдного до 𝑦 єдиного обмеженого розв’язку 𝑥 рiвняння (2.1) справд­

жується наступна оцiнка:

‖𝑥‖∞ ≤ 𝐾‖𝑦‖∞. (2.27)

Також доведено наступну теорему про близькiсть розв’язкiв рiвнянь (2.1)

i (2.22) при 𝑡→ ∞.

Теорема 2.5. Якщо виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2, то знайдуться

такi залежнi тiльки вiд операторiв A i B сталi 𝐶 > 0 та 𝛾 > 0, що для до­

вiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) для вiдповiдних до неї обмежених розв’язкiв 𝑥(𝑡),

𝑡 ∈ R, рiвняння (2.1) i 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ R, рiвняння (2.22) справджується наступна

оцiнка:

∀𝑡 ≥ 0 : ‖𝑥(𝑡)− 𝑢(𝑡)‖ ≤ 𝐶𝑒−𝛾𝑡‖𝑦‖∞. (2.29)

Зауваження 2.3. Вiдзначимо, що коли функцiя 𝑦 додатково перiодична, то

вiдповiдний до неї обмежений розв’язок рiвняння (2.22) теж є перiодичною

функцiєю, а обмежений розв’язок рiвняння (2.1), згiдно з (2.29), близький до

перiодичного розв’язку рiвняння (2.22) при 𝑡 → ∞, незважаючи на стрибок

операторного коефiцiєнта у рiвняннi (2.1).

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються умови iсну­

вання єдиних обмежених на R розв’язкiв деяких нелiнiйних аналогiв дифе­
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ренцiального рiвняння першого порядку зi стрибком операторного коефiцiєн­

та (2.1).

Використовуючи введенi ранiше позначення, розглянемо питання про iс­

нування єдиного обмеженого розв’язку нелiнiйного аналога диференцiального

рiвняння (2.1) з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами, що має вигляд⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 < 0,
(3.1)

в якому 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) – задана функцiя, A та B – фiксованi оператори з ℒ(X), а

𝑓 : R× X× X → X – деяка функцiя.

Означення 3.1. Функцiя 𝑓 – неперервна у точцi (𝑡0,𝑢0,𝑣0) ∈ R×X×X, якщо

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀(𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R× X× X, |𝑡− 𝑡0|+ ‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖ < 𝛿 :

‖𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0)‖ < 𝜀.

Як звичайно, функцiю 𝑓 будемо називати неперервною на множинi R×X×X,

якщо вона неперервна у кожнiй точцi цiєї множини.

Основнi результати цього роздiлу полягають у наступних трьох теоремах.

Теорема 3.1. Припустимо, що виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2 i

функцiя 𝑓 : R× X× X → X задовольняє такi умови:

𝑗1) 𝑓 неперервна на множинi R×X×X, тобто для будь-яких (𝑡0, 𝑢0, 𝑣0) ∈

∈ R× X× X виконується означення 3.1;

𝑗2) ∃𝐶1 > 0 ∀𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ X ∀𝑡 ∈ R : ‖𝑓(𝑡, 𝑢1, 𝑣)− 𝑓(𝑡, 𝑢2, 𝑣)‖ ≤ 𝐶1‖𝑢1− 𝑢2‖;

𝑗3) ∃𝐶2 > 0 ∀𝑡 ∈ R ∀𝑣 ∈ X : ‖𝑓(𝑡, 0̄, 𝑣)‖ ≤ 𝐶2(1 + ‖𝑣‖);

𝑗4) 𝐾𝐶1 < 1, де 𝐾 – стала iз оцiнки (2.27).

Тодi нелiнiйне диференцiальне рiвняння (3.1) має для кожної функцiї 𝑦 ∈

∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.

Наслiдками цiєї теореми є наступнi два твердження.
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Теорема 3.2. Припустимо, що виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2 i

функцiя 𝑔 : X → X задовольняє умову Лiпшиця зi сталою 𝐿 > 0 на X, тобто

∀𝑢, 𝑣 ∈ X : ‖𝑔(𝑢)− 𝑔(𝑣)‖ ≤ 𝐿‖𝑢− 𝑣‖, (3.2)

а також виконується нерiвнiсть 𝐾𝐿 < 1.

Тодi диференцiальне рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(3.3)

має для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.

Теорема 3.3. Нехай виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2 i 𝑇 : R → ℒ(X)

– така неперервна на R операторнозначна функцiя, що sup
𝑡∈R

‖𝑇 (𝑡)‖ = 𝐶3 < +∞.

Якщо 𝐾𝐶3 < 1, то диференцiальне рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = (A + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = (B + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(3.4)

має для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.

Зауваження 3.1. Вiдзначимо, що умови теореми 3.3 забезпечують виконання

умови експоненцiальної дихотомiї для вiдповiдного до (3.4) однорiдного дифе­

ренцiального рiвняння зi змiнними операторними коефiцiєнтами.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню умов iснування

єдиного обмеженого на R розв’язку диференцiального рiвняння другого поряд­

ку зi стрибками операторних коефiцiєнтiв.

Використовуватимемо позначення, введенi ранiше. Крiм того, покладемо,

що 𝐶(1)
𝑏 (R,X) – банахiв простiр усiх неперервно диференцiйовних на R функцiй

𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R,X) з похiдною 𝑓 ′ ∈ 𝐶𝑏(R,X) i нормою ‖𝑓‖1,∞ := ‖𝑓‖∞ + ‖𝑓 ′‖∞.
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У цьому роздiлi розглядається питання про умови iснування для довiльної

функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиного обмеженого розв’язку 𝑥 рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡) = A1𝑥

′(𝑡) + A2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = B1𝑥
′(𝑡) + B2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

(4.1)

де A𝑘, B𝑘, 𝑘 = 1,2 – фiксованi оператори з ℒ(X).

Означення 4.1. Обмеженим розв’язком рiвняння (4.1) будемо називати таку

функцiю 𝑥 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′′(𝑡) i виконується

рiвнiсть (4.1).

Будемо розглядати X2 =

⎧⎨⎩𝑥̄ =

⎛⎝𝑥(1)
𝑥(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑥(1), 𝑥(2) ∈ X

⎫⎬⎭ – комплексний ба­

нахiв простiр iз визначеними покоординатно додаванням i множенням на скаляр

та нормою ‖𝑥̄‖* =
⃦⃦
𝑥(1)

⃦⃦
+
⃦⃦
𝑥(2)

⃦⃦
, 𝑥̄ ∈ X2. Якщо E, F, G, H ∈ ℒ(X), то, як i для

випадку числових матриць, T =

⎛⎝E F

G H

⎞⎠ задає оператор з ℒ
(︀
X2

)︀
за правилом

T𝑥̄ =

⎛⎝E𝑥(1) + F𝑥(2)

G𝑥(1) +H𝑥(2)

⎞⎠, 𝑥̄ ∈ X2.

Нехай TA =

⎛⎝A1 A2

I O

⎞⎠,TB =

⎛⎝B1 B2

I O

⎞⎠; через 𝜎 (TA) i 𝜎 (TB) позначимо

спектри операторiв TA i TB вiдповiдно.

Аналогiчно до статтi А. Г. Баскакова, Т. К. Кацаран та Т. I. Смаґiної [12],

будемо використовувати наступне означення.

Означення 4.2. Коренi Λ1, Λ2 ∈ ℒ(X) операторного рiвняння

Λ2 − A1Λ− A2 = O (4.2)

називатимемо роздiленими, якщо iснує неперервний обернений оператор ΨA =

= (Λ1 − Λ2)
−1 до оператора (Λ1 − Λ2).



31

Теорема 4.1 (див. [12]). Припустимо, що рiвняння (4.2) має роздiленi коренi

Λ1, Λ2. Покладемо

UA =

⎛⎝Λ1 Λ2

I I

⎞⎠, U−1
A =

⎛⎝ ΨA −ΨAΛ2

−ΨA ΨAΛ1

⎞⎠.
Тодi U−1

A – неперервний обернений оператор до оператора UA, а також

U−1
A TAUA =

⎛⎝Λ1 O

O Λ2

⎞⎠, (4.3)

𝑒TA𝑡 = UA

⎛⎝𝑒Λ1𝑡 O

O 𝑒Λ2𝑡

⎞⎠U−1
A , 𝑡 ∈ R. (4.4)

Зауваження 4.1. Вiдзначимо, що, згiдно з наведеним у статтi А. С. Маркуса

та I. В. Мереуци [13] зауваженням 1.3, неперервна оборотнiсть оператора UA

еквiвалентна неперервнiй оборотностi оператора (Λ1 − Λ2).

Розглянемо тепер вiдповiдне до (4.1) диференцiальне рiвняння першого

порядку ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̄
′(𝑡) = TA𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥̄′(𝑡) = TB𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0.
(4.6)

у банаховому просторi X2.

Внаслiдок доведеної у роздiлi 2 теореми 2.2 виконується наступна теорема.

Теорема 4.2. Для того, щоб диференцiальне рiвняння (4.6) задовольняло умо­

ву обмеженостi, необхiдно i достатньо виконання таких умов:

𝑖1) 𝜎(TA) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(TB) ∩ 𝑖R = ∅;

𝑖2) X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB).

Основна теорема цього роздiлу доведена за умови, що виконується таке

припущення.
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Припущення 4.1. Iснує такий оператор W ∈ ℒ(X), що 𝜎(W) ∩ 𝑖R = ∅, а

також A1W+A2 = B1W+B2.

Припущення 4.1 виконується, зокрема, у випадку, коли рiвняння (4.2) i

Λ2 − B1Λ− B2 = O (4.9)

мають такий спiльний корiнь Λ0 ∈ ℒ(X), що 𝜎(Λ0)∩ 𝑖R = ∅. При X = C, згiдно

з припущенням 4.1, для функцiй 𝑓1(𝑧) = 𝑧2 − 𝑎1𝑧 − 𝑎2 та 𝑓2(𝑧) = 𝑧2 − 𝑏1𝑧 − 𝑏2

повинно iснувати таке число 𝑧0 /∈ 𝑖R, що 𝑓1(𝑧0) = 𝑓2(𝑧0).

При фiксованiй функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) диференцiальне рiвняння (4.1) еквi­

валентне диференцiальному рiвнянню (4.6) з функцiєю 𝑦 =

⎛⎝𝑦(𝑡)
0̄

⎞⎠, 𝑡 ∈ R.

Тому важливою є наступна теорема.

Теорема 4.3. Якщо виконується припущення 4.1, то рiвняння (4.1) задоволь­

няє умову обмеженостi у тому i тiльки в тому випадку, коли умову обме­

женостi задовольняє рiвняння (4.6).

Зауваження 4.2. Iз доведення теореми 4.3 випливає, що коли рiвняння (4.6)

задовольняє умову обмеженостi, то рiвняння другого порядку (4.1) задовольняє

умову обмеженостi незалежно вiд виконання припущення 4.1.

Якщо ж умова обмеженостi виконується для рiвняння (4.1), то припу­

щення 4.1 суттєво використовується для перевiрки неперервностi у точцi 𝑡 = 0

(тобто "склейки") при побудовi обмежених розв’язкiв диференцiального рiвнян­

ня (4.6).

З теореми 4.3 випливає, що коли виконується припущення 4.1, то умова об­

меженостi для диференцiального рiвняння (4.1) виконується тодi i тiльки тодi,

коли виконуються умови 𝑖1), 𝑖2) теореми 4.2.

У наступнiй теоремi розглядається випадок, коли перевiрка умов 𝑖1), 𝑖2)

зводиться до перевiрки умов на роздiленi коренi рiвнянь (4.2) i (4.9).
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Теорема 4.4. Припустимо, що рiвняння (4.2) i (4.9) мають роздiленi коренi

Λ1, Λ2 i Φ1, Φ2 вiдповiдно, а також виконується припущення 4.1. Для того,

щоб диференцiальне рiвняння (4.1) задовольняло умову обмеженостi, необхiд­

но i достатньо, щоб виконувались такi умови:

𝑗1) (𝜎(Λ1) ∪ 𝜎(Λ2)) ∩ 𝑖R = ∅, (𝜎(Φ1) ∪ 𝜎(Φ2)) ∩ 𝑖R = ∅;

𝑗2) X2 = M−(Λ1,Λ2)+̇M+(Φ1,Φ2),

де

M−(Λ1,Λ2) =

⎧⎨⎩UA

⎛⎝𝑣(1)
𝑣(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑣(𝑘) ∈ X−(Λ𝑘), 𝑘 = 1,2

⎫⎬⎭ ,

M+(Φ1,Φ2) =

⎧⎨⎩UB

⎛⎝𝑣(1)
𝑣(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑣(𝑘) ∈ X+(Φ𝑘), 𝑘 = 1,2

⎫⎬⎭ .

У висновках до дисертацiї коротко сформульовано основнi результати

дисертацiйного дослiдження, перспективи його подальшого розвитку та засто­

сування.

Подяки. Автор дисертацiйної роботи висловлює щиру подяку своєму на­

уковому керiвниковi – доктору фiзико-математичних наук, професору Город­

ньому Михайлу Федоровичу – за постановку задач, постiйну пiдтримку, увагу,

цiннi зауваження та поради пiд час проведення дисертацiйного дослiдження.

Крiм того, автор висловлює подяки усiм захисникам i захисницям свободи

i незалежностi українського народу, працiвникам i працiвницям сектора охоро­

ни здоров’я, енергетичного i транспортного секторiв України, волонтерам та

рештi причетних за можливiсть безпечно працювати над дисертацiйним дослiд­

женням впродовж тривалих буремних перiодiв пандемiї COVID - 19 та росiйсь­

кої вiйськової агресiї проти України.
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Роздiл 1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ ЗА ТЕМОЮ

ДИСЕРТАЦIЇ

Дана дисертацiйна робота присвячена питанням iснування та єдиностi об­

межених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з кусково-сталими операторними

коефiцiєнтами. Такi питання вiдносять до якiсної теорiї диференцiальних рiв­

нянь, основоположниками якої є Анрi Пуанкаре, Оскар Перрон та Олександр

Ляпунов. Достатньо вичерпний огляд основних етапiв розвитку теорiї дифе­

ренцiальних рiвнянь до середини XX столiття викладено у iсторичному нарисi

А. П. Юшкевича (див. [14, розд. X]), де, зокрема, розглянуто й становлення

теорiй А. Пуанкаре та О. М. Ляпунова.

З питаннями iснування та єдиностi обмежених розв’язкiв тiсно пов’язанi

питання стiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Виходячи з iдей та ре­

зультатiв О. М. Ляпунова, М. Г. Крейн у статтi [15], а потiм у друкованому

виданнi [16] встановив, що багато фактiв теорiї стiйкостi розв’язкiв можна от­

римати, застосувавши теорiю операторiв у банахових просторах. Вiдмова вiд

специфiчної теорiї операторiв (матричного аналiзу) у скiнченновимiрному про­

сторi зробила велику кiлькiсть доведень i конструкцiй бiльш прозорими i про­

стими. Таким чином, загальний функцiонально-аналiтичний пiдхiд до дифе­

ренцiальних рiвнянь позитивно вплинув i на класичну теорiю (див., наприклад,

монографiї Б. П. Демидовича [17], В. А. Коппеля [18], Ф. Хартмана [19]). За­

уважимо, що дослiдження лiнiйних диференцiальних рiвнянь має не лише са­

мостiйне значення, але й служить базою для вивчення нелiнiйних рiвнянь за

лiнiйним наближенням.

Результати, представленi у монографiях Х. Л. Массери та Х. Х. Шеф­

фера [20], Ю. Л. Далецького та М. Г. Крейна [8], стосувались випадку обме­

жених операторiв, що дiють у банаховому просторi. У зв’язку iз застосуван­

ням до параболiчних диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних гостро

постало питання про дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв вiдповiдних
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рiвнянь iз необмеженими операторними коефiцiєнтами. Розвитком цiєї теорiї за­

цiкавились автори обох згаданих монографiй, внаслiдок чого ними та iншими

дослiдниками була започаткована i розвинута теорiя напiвгруп та її застосуван­

ня до диференцiальних рiвнянь з необмеженими операторними коефiцiєнтами

(див., наприклад, монографiї Е. Хiллє та Р. С. Фiлiпса [21], К. Йошiди [22],

Т. Като [23], С. Г. Крейна [24], Дж. А. Ґолдстейна [25], огляди С. Г. Крейна та

М. I. Хазана [26], В. В. Васильєва, С. Г. Крейна та С. I. Пiскарьова [27], статтi

М. З. Соломяка [28], К. К. Тревiса та Ґ. Ф. Уебба [29] i наведенi у них посилан­

ня). Розвинута теорiя дозволила дослiджувати питання iснування та єдиностi

обмежених на всiй числовiй осi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь незалежно

вiд того, чи є вiдповiднi операторнi коефiцiєнти обмеженими, чи нi.

Важливi результати стосовно iснування i властивостей обмежених, пе­

рiодичних i майже перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з опера­

торними коефiцiєнтами викладено, зокрема, в монографiях Б. М. Левiтана та

В. В. Жикова [30], О. А. Панкова [31], Д. Хенрi [32], Ю. О. Митропольского,

А. М. Самойленка та В. Л. Кулика [33], I. Д. Чуєшова [34], В. Ю. Слюсарчу­

ка [35], статтях Е. Мухамадiєва [36; 37], А. М. Самойленка та Г. П. Пелюха [38],

О. А. Бойчука [39], А. М. Самойленка, О. А. Бойчука та Ан. О. Бойчука [40],

О. А. Бойчука, В. П. Журавльова та О. О. Покутного [41], А. Г. Баскакова [42;

43], В. Ю. Слюсарчука [44—46], Д. С. Бiгуна, О. О. Покутного, I. Г. Ключник,

М. I. Садового та О. М. Трифонової [47], А. В. Чайковського та О. А. Лаго­

ди [48].
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1.1 Обмеженi розв’язки диференцiальних рiвнянь першого

порядку

Для лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку зi сталим опе­

раторним коефiцiєнтом повну вiдповiдь на питання про iснування єдиного обме­

женого на всiй числовiй осi розв’язку мiстить наступний результат М. Г. Крей­

на. Нехай X – комплексний банахiв простiр, A – лiнiйний обмежений оператор,

що дiє iз X в X, а 𝜎(A) – спектр оператора A. Розглянемо диференцiальне

рiвняння

𝑥′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R, (1.1)

де 𝑓 : R → X – неперервна i обмежена на R функцiя.

Теорема 1.1 (див. [8, с. 119 – 120]). Для того, щоб будь-якiй обмеженiй на

усiй осi неперервнiй вектор-функцiї 𝑓 вiдповiдав один i тiльки один обмеже­

ний на усiй осi розв’язок рiвняння (1.1), необхiдно i достатньо, щоб спектр

𝜎(A) не перетинався з уявною вiссю.

У випадку, коли замiсть диференцiального рiвняння (1.1) розглядається

диференцiальне рiвняння зi змiнним операторним коефiцiєнтом

𝑥′(𝑡) = A(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R, (1.2)

умова iснування єдиного обмеженого на всiй числовiй осi розв’язку для довiль­

ної неперервної i обмеженої на R функцiї 𝑓 еквiвалентна виконанню умови екс­

поненцiальної дихотомiї на R для вiдповiдного до (1.2) однорiдного диферен­

цiального рiвняння.

Питання про зв’язок мiж цими умовами у скiнченновимiрному просторi до­

слiджували у своїх статтях О. Перрон [49] та А. Д. Майзель [50]. Для нескiнчен­

новимiрного банахового простору умова експоненцiальної дихотомiї для рiвнянь

зi змiнними операторними коефiцiєнтами дослiджувалась, зокрема, у моногра­
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фiях Х. Л. Массери та Х. Х. Шеффера [20], Ю. Л. Далецького та М. Г. Крей­

на [8] у випадку обмежених, а у статтях В. В. Жикова [51], А. Г. Баскакова [43]

i монографiї Д. Хенрi [32] – у випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв.

Про використання бiльш слабкої умови експоненцiальної дихотомiї на пiво­

сях i фредгольмовостi вiдповiдного оператора для розв’язування задач про об­

меженi на R розв’язки див. статтi А. Г. Баскакова [43], О. А. Бойчука, В. П. Жу­

равльова та О. О. Покутного [41] i наведенi в них посилання.

Сформулюємо деякi важливi результати з монографiї Ю. Л. Далецького

та М. Г. Крейна [8], що пояснюють мету даного дисертацiйного дослiдження.

Вiдомо (див. [8, с. 140]), що якщо функцiя 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → X iнтегровна за

Бохнером, то майже для всiх значень 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] виконується спiввiдношення

lim
Δ𝑡→0

1

Δ𝑡

𝑡+Δ𝑡∫︁
𝑡

‖𝑥(𝜏)− 𝑥(𝑡)‖ 𝑑𝜏 = 0

i, зокрема, функцiя

𝑦(𝑡) =

𝑡∫︁
𝑎

𝑥(𝜏)𝑑𝜏 (1.3)

неперервна i майже скрiзь диференцiйовна на [𝑎, 𝑏].

Якщо не обумовлено iнакше, будемо називати функцiю диференцiйовною,

якщо її можна зобразити у виглядi iнтеграла Бохнера (1.3).

Далi вважаємо, що функцiї 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R, та A(𝑡), 𝑡 ∈ R, з диференцiального

рiвняння (1.2) сильно вимiрнi, iнтегровнi за Бохнером на скiнченних iнтервалах

з R, а також операторнозначна функцiя A(𝑡), 𝑡 ∈ R, iнтегрально обмежена,

тобто iснує така стала 𝑀 > 0, що для усiх 𝑡 ∈ R виконується нерiвнiсть

𝑡+1∫︁
𝑡

‖A(𝜏)‖ 𝑑𝜏 ≤𝑀.
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Означення 1.1 (див. [8, с. 141]). Розв’язком диференцiального рiвняння (1.2)

називається неперервна на R функцiя 𝑥, яка є диференцiйовною в описаному

вище сенсi та задовольняє рiвняння (1.2) майже скрiзь за мiрою Лебега на R.

Згiдно з означенням 1.1, розв’язком рiвняння (1.2) з початковою умовою

𝑥(𝑡0) = 𝑥0 є розв’язок iнтегрального рiвняння

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +

𝑡∫︁
𝑡0

A(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏. (1.4)

Зокрема, якщо функцiя 𝑓(𝑡) неперервна, а A(𝑡) сильно неперервна (тобто

A(𝑡)𝑥 неперервна для усiх 𝑥), то розв’язок рiвняння (1.4) неперервно диферен­

цiйовний у кожнiй точцi 𝑡 ∈ R i спiввiдношення (1.2) виконується скрiзь на R.

Розглянемо тепер опереаторнозначну функцiю 𝑈(𝑡), 𝑡 ∈ R, яка визначаєть­

ся за допомогою формули

𝑈(𝑡) = I +

𝑡∫︁
𝑡0

A(𝑡1)𝑑𝑡1 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑡∫︁
𝑡0

𝑡𝑛∫︁
𝑡0

. . .

𝑡2∫︁
𝑡0

A(𝑡𝑛)A(𝑡𝑛−1) . . .A(𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑛.

Можна перевiрити (див. [8, с. 145 – 146]), що ця функцiя неперервна майже

скоiзь на R i, крiм того, вона є розв’язком задачi Кошi⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑈

𝑑𝑡
= A(𝑡)𝑈,

𝑈(𝑡0) = I,

а також для кожного 𝑡 ∈ R оператор 𝑈(𝑡) неперервно оборотний.

Означення 1.2 (див. [8, с. 147]). Оператор 𝑈(𝑡, 𝜏) = 𝑈(𝑡)𝑈−1(𝜏) називається

еволюцiйним оператором диференцiального рiвняння (1.2).

Зазначимо (див. [8, с. 148]), що за допомогою еволюцiйного оператора

розв’язок задачi Кошi для диференцiального рiвняння (1.2) з початковою умо­
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вою 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 записується у виглядi

𝑥(𝑡) = 𝑈(𝑡, 𝑡0)𝑥0 +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑈(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏,

а для вiдповiдного до (1.2) однорiдного диференцiального рiвняння

𝑥′(𝑡) = A(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R, (1.5)

з початковою умовою 𝑥(𝜏) = 𝑥𝜏 – у виглядi

𝑥(𝑡) = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑥𝜏 .

Означення 1.3 (див. [8, с. 233 – 234]). Кажуть, що для диференцiального

рiвняння (1.5) виконується експоненцiальна дихотомiя на R, якщо для деякого

𝑡0 ∈ R простiр X розкладається у пряму суму замкнених пiдпросторiв

X = X1(𝑡0)+̇X2(𝑡0),

причому виконуються такi умови:

1) розв’язки 𝑥1(𝑡) = 𝑈(𝑡, 𝑡0)𝑥
0
1 рiвняння (1.5), що виходять в момент 𝑡 = 𝑡0

за межi пiдпростору X1(𝑡0) (𝑥01 ∈ X1(𝑡0)), для усiх 𝑠, 𝑡 ∈ R, таких, що

𝑠 ≤ 𝑡, задовольняють оцiнку

‖𝑥1(𝑡)‖ ≤ 𝑁1𝑒
−𝜈1(𝑡−𝑠)‖𝑥1(𝑠)‖

iз деяким показником 𝜈1 > 0;

2) розв’язки 𝑥2(𝑡) = 𝑈(𝑡, 𝑡0)𝑥
0
2 рiвняння (1.5), що виходять в момент 𝑡 = 𝑡0

за межi пiдпростору X2(𝑡0) (𝑥02 ∈ X2(𝑡0)), для усiх 𝑠, 𝑡 ∈ R, таких, що
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𝑠 ≥ 𝑡, задовольняють оцiнку

‖𝑥2(𝑡)‖ ≤ 𝑁2𝑒
−𝜈2(𝑠−𝑡)‖𝑥2(𝑠)‖

iз деяким показником 𝜈2 > 0.

Нехай лiнiйний многовид X1 складається з усiх початкових значень 𝑥0

розв’язкiв диференцiального рiвняння (1.5), обмежених на пiвосi [0, + ∞), а

лiнiйний многовид X2 – з початкових значень 𝑥0 розв’язкiв диференцiального

рiвняння (1.5), обмежених на пiвосi (−∞, 0]. Позначимо через 𝐶𝑏(R,X) множину

усiх неперервних i обмежених на R функцiй 𝑓 : R → X.

Теорема 1.2 (див. [8, с. 248]). Нехай операторнозначна функцiя A(𝑡), 𝑡 ∈ R,

iнтегрально обмежена. Для того, щоб диференцiальне рiвняння (1.5) було екс­

поненцiально дихотомiчним на всiй осi R, необхiдно i достатньо, щоб лiнiйнi

многовиди X1 та X2 були взаємно доповняльними пiдпросторами банахового

простору X (тобто, щоб X зображувався у виглядi прямої суми X = X1+̇X2)

i кожнiй функцiї 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶𝑏(R,X) вiдповiдав хоча б один обмежений розв’язок

неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.2). Цей розв’язок буде єдиним об­

меженим розв’язком диференцiального рiвняння (1.5) на всiй числовiй осi.

I в монографiї Х. Массери та Х. Шеффера [20], i в монографiї Ю. Л. Да­

лецького та М. Г. Крейна [8] при доведеннi того факту, що з умови iснування

єдиного обмеженого розв’язку випливає виконання умови експоненцiальної ди­

хотомiї, насправдi припускається, що X1 i X2 замкненi i взаємно доповняльнi.

Остаточний результат про еквiвалентнiсть цих умов доведено В. В. Жиковим

у статтi [51], причому – одразу для диференцiального рiвняння (1.5) iз необме­

женим операторним коефiцiєнтом.

У загальному випадку перевiрка умови експоненцiальної дихотомiї на R

є нетривiальною задачею. У данiй дисертацiйнiй роботi для диференцiального
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рiвняння (1.5) з кусково-сталою операторнозначною функцiєю

A(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩A, 𝑡 ≥ 0,

B, 𝑡 < 0,

де A та B – фiксованi лiнiйнi обмеженi оператори, отримано явнi необхiднi i до­

статнi умови на опреатори A та B, якi забезпечують виконання умови iснування

єдиного обмеженого розв’язку. При цьому використовується «класичне» озна­

чення обмеженого розв’язку, а саме, обмеженим розв’язком диференцiального

рiвняння (1.5), вiдповiдним до функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R,X), називається така функцiя

𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує сильна похiдна 𝑥′(𝑡) i виконується

рiвнiсть (1.5).
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1.2 Зв’язок мiж обмеженими розв’язками диференцiального та

вiдповiдного рiзницевого рiвняння

Одним з важливих пiдходiв до вивчення питання про обмеженi розв’язки

диференцiального рiвняння (1.2) є перехiд до вивчення обмежених на Z роз­

в’язкiв вiдповiдного йому рiзницевого рiвняння. Такий перехiд обґрунтовано,

зокрема, навiть у випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв A(𝑡), 𝑡 ∈ R,

у роботах А. Г. Баскакова [52] i А. Г. Баскакова та А. I. Пастухова [53]. Зв’язок

мiж iснуванням обмежених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь та вiдповiдних

їм рiзницевих рiвнянь також дослiджували у своїй статтi [54] О. В. Карпенко

та О. М. Станжицький.

У роздiлi 2 цiєї дисертацiйної роботи здiйснюється перехiд вiд диферен­

цiального рiвняння ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(1.6)

у якому 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X), а A та B – фiксованi лiнiйнi неперервнi оператори, що

дiють iз X в X, до вiдповiдного рiзницевого рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑛+1 = 𝑒A𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≥ 0,

𝑢𝑛+1 = 𝑒B𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≤ −1.
(1.7)

Доведено (див. лему 2.1 роздiлу 2), що диференцiальне рiвняння (1.6) має

єдиний обмежений розв’язок 𝑥 для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) тодi i тiльки

тодi, коли рiзницеве рiвняння (1.7) має єдиний обмежений розв’язок {𝑢𝑛, 𝑛 ∈

∈ Z} для довiльної обмеженої послiдовностi {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z} елементiв банахового

простору X. Тому важливу роль у дослiдженнi питання про обмеженi на всiй

числовiй осi розв’язки диференцiального рiвняння (1.6) вiдiграє наступний ре­

зультат I. В. Гончар.
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Нехай D та E – фiксованi лiнiйнi обмеженi оператори, що дiють iз X в X.

Розглянемо рiзницеве рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥𝑛+1 = D𝑥𝑛 + 𝑦𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝑥𝑛+1 = E𝑥𝑛 + 𝑦𝑛, 𝑛 ≤ 0,
(1.8)

у якому {𝑦𝑛, 𝑛 ∈ Z} – задана, а {𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z} – шукана послiдовнiсть елементiв

простору X.

Нехай спектри 𝜎(D) та 𝜎(E) операторiв D та E не перетинають одиничне

коло на комплекснiй площинi з центром у нулi, тобто {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1}. По­

значимо через 𝜎−(D) та 𝜎−(E) частини спектрiв операторiв D та E, що лежать

всерединi цього кола, а через 𝜎+(D) та 𝜎+(E) частини спектрiв операторiв D та

E, що лежать зовнi нього. Вiдомо (див., наприклад, [55, с. 8]), що банахiв про­

стiр X розкладається у пряму суму X = X−(D)+̇X+(D) iнварiантних вiдносно

оператора D пiдпросторiв X−(D) та X+(D) таким чином, що звуження D− та D+

оператора D на пiдпростори X−(D) та X+(D) вiдповiдно мають спектри 𝜎−(D)

та 𝜎+(D). Те ж саме виконується i для оператора E.

У статтi I. В. Гончар [9] доведено таку теорему.

Теорема 1.3 (див. [9, теорема 1]). Нехай виконуються наступнi умови:

1 ) 𝜎(D) ∩ {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1} = ∅, 𝜎(E) ∩ {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1} = ∅;

2 ) X = X−(D)+̇X+(E).

Тодi для кожної обмеженої послiдовностi {𝑦𝑛, 𝑛 ∈ Z} рiзницеве рiвняння (1.8)

має єдиний обмежений розв’язок {𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z} у просторi X.

У дисертацiйнiй роботi доведено (див. теорему 2.1 роздiлу 2), що у випад­

ку, коли оператори D та E неперервно оборотнi, умови 1) i 2) теореми 1.3 є

не тiльки достатнiми, але й необхiдними. Цi твердження вiдiграють централь­

ну роль при дослiдженнi питання про обмеженi розв’язки рiзницевого рiвнян­

ня (1.7), а отже, i диференцiального рiвняння (1.6).
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Варто також вiдзначити, що пiзнiше М. Ф. Городнiй у статтi [56] довiв

необхiднiсть умов 1) i 2) теореми 1.3 без додаткової умови щодо неперервної

оборотностi операторiв D та E.

Використавши еквiвалентнiсть умови iснування обмежених розв’язкiв i

умови експоненцiальної дихотомiї, В. Ю. Слюсарчук у статтi [10] довiв необ­

хiднi i достатнi умови для виконання умови обмеженостi розв’язкiв лiнiйного

рiзницевого рiвняння з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами i отри­

мав, як наслiдок, наступне твердження щодо рiзницевого рiвняння (1.8) для

необов’язково неперервно оборотних операторiв D та E.

Теорема 1.4 (див. [10]). Рiзницеве рiвняння (1.8) має для кожної обмеженої

в X послiдовностi {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z} єдиний обмежений розв’язок {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} тодi

i тiльки тодi, коли X зображується у виглядi прямих сум пiдпросторiв

X = X−
0 +̇X+

0 = X−
1 +̇X+

1 (1.9)

таким чином, що виконуються умови:

1 ) E(X−
0 ) ⊂ X−

0 ∩X−
1 , E(X+

0 ) = X+
0 = X+

1 , звуження E+
0 оператора 𝑃+

0 E𝑃
+
0

на X+
0 є неперервно оборотним оператором, для спектрального ра­

дiуса якого справджується нерiвнiсть 𝑟
(︀
(E+

0 )
−1
)︀
< 1, а також для

звуження E−
0 оператора 𝑃−

0 E𝑃
−
0 на X−

0 справджується нерiвнiсть

𝑟
(︀
E−
0

)︀
< 1;

2 ) D(X−
1 ) ⊂ X−

1 , D(X+
1 ) = X+

1 , звуження D+
1 оператора 𝑃+

1 D𝑃
+
1 на X+

1 є

неперервно оборотним оператором, для спектрального радiуса якого

справджується нерiвнiсть 𝑟
(︀
(D+

1 )
−1
)︀
< 1, а також для звуження

D−
1 оператора 𝑃−

1 D𝑃
−
1 на X−

1 справджується нерiвнiсть 𝑟
(︀
D−

1

)︀
< 1.

Тут через 𝑃−
0 , 𝑃+

0 та 𝑃−
1 , 𝑃+

1 позначенi проектори у просторi X, що вiдповi­

дають зображенням X = X−
0 +̇X+

0 та X = X−
1 +̇X+

1 .

Зазначимо, що отримана в данiй дисертацiйнiй роботi теорема 2.1 бiльш

зручна для застосувань, нiж теорема 1.4, оскiльки в останнiй не вказано явно,

як отримати зображення (1.9).
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1.3 Обмеженi розв’язки диференцiальних рiвнянь другого порядку

Диференцiальнi рiвняння другого порядку в абстрактних просторах при­

родно виникають при дослiдженнi прикладних задач у фiзицi, бiологiї, еконо­

мiцi. Наприклад, використання таких рiвнянь для опису поведiнки лiнiйних

автономних механiчних систем, а також дослiдження властивостей розв’язкiв

вiдповiдних рiвнянь викладено у статтi М. Г. Крейна та Г. К. Ланґера [57], мо­

нографiях М. Г. Крейна та Г. К. Ланґера [58], Ю. Л. Далецького та М. Г. Крей­

на [8].

Питання iснування та єдиностi обмежених на всiй числовiй осi розв’язкiв

диференцiальних рiвнянь другого та старших порядкiв розглядаються, зокре­

ма, у статтях С. Я. Якубова та М. К. Балаєва [59], I. В. Алiєва [60], I. М. Мiґ­

дашиєва [61], Н. Попеску [62], С. Л. Едельштейна [63], Чан Хиу Бонґа [64],

А. Г. Баскакова та М. К. Чернишова [11], А. Я. Дороговцева [65], А. Г. Баска­

кова, Т. К. Кацаран та Т. I. Смаґiної [12].

Зв’язок диференцiальних рiвнянь другого порядку iз вiдповiдними систе­

мами диференцiальних рiвнянь першого порядку дослiджували у своїх роботах

Дж. А. Ґолдстейн [66], К. К. Тревiс та Ґ. Ф. Уебб [67], Г. О. Фатторiнi [68],

I. В. Мельникова та А. I. Фiлiнков [69; 70], А. Г. Баскаков, Т. К. Кацаран та

Т. I. Смаґiна [12].

Сформулюємо результати, близькi до тематики цiєї дисертацiйної роботи.

Через ℒ∞(R,X) будемо позначати банахiв простiр усiх вимiрних та iстот­

но обмежених на R функцiй 𝑓 : R → X з нормою ‖𝑓‖∞ := ess sup
𝑡∈R

‖𝑓 (𝑡)‖X;

через 𝑊 2
∞(R,X) – вiдповiдний простiр Соболєва другого порядку; а через ℒ(X)

позначимо банахову алгебру обмежених лiнiйних операторiв, що дiють в X.

Розглянемо диференцiальне рiвняння

𝑥′′(𝑡) +𝑄(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R,
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у якому 𝑄 : R → ℒ(X) – деяка операторнозначна функцiя.

Вивчається питання про iснування єдиного розв’язку 𝑥 цього диферен­

цiального рiвняння у просторi 𝑊 2
∞(R,X) для довiльної функцiї 𝑦 ∈ ℒ∞(R,X),

тобто, з урахуванням теореми Банаха про обернений оператор, питання про

неперервну оборотнiсть оператора 𝐿 =
𝑑2

𝑑𝑡2
+𝑄(𝑡).

Якщо функцiя 𝑄(𝑡) ≡ 𝑄0 ∈ ℒ(X) стала, то необхiдною i достатньою умо­

вою неперервної оборотностi оператора 𝐿 є умова

𝜎(𝑄0) ∩ R+ = ∅,

де R+ = [0, +∞). У такому випадку обернений оператор 𝐿−1 : ℒ∞ → ℒ∞ має

вигляд (︀
𝐿−1𝑥

)︀
(𝑡) =

∞∫︁
−∞

𝐺𝑄0
(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠,

де 𝐺𝑄0
: R → ℒ(X) – функцiя Грiна, що визначається формулою

𝐺𝑄0
(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1

2
𝐴−1𝑒−𝐴𝑡, 𝑡 ≥ 0,

−1

2
𝐴−1𝑒𝐴𝑡, 𝑡 < 0,

а оператор 𝐴 ∈ ℒ(X) є таким квадратним коренем з −𝑄0, що його спектр 𝜎(𝐴)

лежить у пiвплощинi {𝑧 ∈ C |Re 𝑧 > 0}.

У загальному випадку, коли операторнозначна функцiя 𝑄 залежить вiд 𝑡,

умова

X(𝑄) = inf
𝑡∈R

dist (𝜎 (𝑄(𝑡)) ,R+) > 0 (1.10)

рiвномiрної вiдокремленостi спектрiв операторiв 𝑄(𝑡) вiд пiвосi R+ не гарантує

iснування оберненого оператора до 𝐿.

Розглянемо деякi припущення, необхiднi для виконання теореми про обо­

ротнiсть оператора 𝐿.
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Припущення 1.1. Iснують такi сталi 𝑀 , 𝛾 > 0, що ‖𝐺𝑄(𝑡)(𝑢)‖ ≤ 𝑀𝑒−𝛾|𝑢|

для усiх 𝑢, 𝑡 ∈ R.

Припущення 1.2. Iснує така стала 𝑐(𝑄) ≥ 0, що ‖𝑄(𝑡)−𝑄(𝜏)‖ ≤ 𝑐(𝑄)|𝑡− 𝜏 |

для довiльних 𝑡, 𝜏 ∈ R.

Теорема 1.5 (див. [11]). Нехай виконуються умова (1.10) та припущення 1.1

i 1.2. Тодi якщо 2𝑀𝑐(𝑄) < 𝛾2, то оператор 𝐿 оборотний.

Зазначимо, що для кусково-сталої операторнозначної функцiї

𝑄(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩A, 𝑡 ≥ 0,

B, 𝑡 < 0,

при A ̸= B припущення 1.2 не виконується.

У статтi [12] А. Г. Баскаков, Т. К. Кацаран та Т. I. Смаґiна дослiджують

питання iснування обмежених на всiй числовiй осi розв’язкiв лiнiйного дифе­

ренцiального рiвняння другого порядку

𝑥′′(𝑡) + B1𝑥
′(𝑡) + B2𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ R, (1.11)

з обмеженими операторними коефiцiєнтами B1 та B2 у комплексному банахово­

му просторi X, де 𝑔 ∈ 𝐶𝑏(R,X). Сформулюємо отриманий ними результат.

Розглянемо банахiв простiр X2 =

⎧⎨⎩𝑥̄ =

⎛⎝𝑥(1)
𝑥(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑥(1), 𝑥(2) ∈ X

⎫⎬⎭ iз нормою,

що визначається за правилом

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎛⎝𝑥(1)
𝑥(2)

⎞⎠⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

√︀
‖𝑥(1)‖2 + ‖𝑥(2)‖2.

Далi, якщо оператори T11, T12, T21, T22 належать ℒ(X), то, як i для ви­

падку числових матриць, оператор T =

⎛⎝T11 T12

T21 T22

⎞⎠ iз ℒ
(︀
X2

)︀
визначається за

правилом T𝑥̄ =

⎛⎝T11𝑥
(1) + T12𝑥

(2)

T21𝑥
(1) + T22𝑥

(2)

⎞⎠, 𝑥̄ ∈ X2.
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Разом з диференцiальним рiвнянням (1.11) розглянемо диференцiальне

рiвняння першого порядку

𝑦′(𝑡) + TB𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R, (1.12)

де операторний коефiцiєнт TB ∈ ℒ
(︀
X2

)︀
визначається матрицею

⎛⎝O −I

B2 B1

⎞⎠,

а 𝑓 =

⎛⎝𝑓 (1)
𝑓 (2)

⎞⎠ ∈ 𝐶𝑏

(︀
R,X2

)︀
. При цьому диференцiальне рiвняння другого по­

рядку (1.11) еквiвалентне диференцiальному рiвнянню першого порядку (1.12),

якщо 𝑓(𝑡) =

⎛⎝ 0

𝑔(𝑡)

⎞⎠, 𝑡 ∈ R.

Для дослiдження диференцiальних рiвнянь (1.11) та (1.12) автори засто­

совують пiдхiд, за якого вiдповiдне «алгебраїчне» операторне рiвняння

Λ2 + B1Λ + B2 = O (1.13)

має роздiленi коренi Λ1, Λ2 ∈ ℒ(X), тобто такi, що оператор (Λ1−Λ2) неперервно

оборотний.

Теорема 1.6 (див. [12], Теорема 2). Якщо операторне рiвняння (1.13) має

два роздiленi коренi Λ1, Λ2 ∈ ℒ(X), то оператор TB ∈ ℒ
(︀
X2

)︀
подiбний блочно­

дiагональному оператору ̃︀Λ =

⎛⎝−Λ1 O

O −Λ2

⎞⎠ ∈ ℒ
(︀
X2

)︀
. При цьому виконують­

ся спiввiдношення

TB = 𝑈−1̃︀Λ𝑈, 𝑒−TB𝑡 = 𝑈−1

⎛⎝𝑒Λ1𝑡 O

O 𝑒Λ2𝑡

⎞⎠𝑈, (1.14)

де оператори 𝑈 , 𝑈−1 ∈ ℒ
(︀
X2

)︀
визначаються вiдповiдно матрицями вигляду

𝑈 =

⎛⎝ I I

Λ1 Λ2

⎞⎠ , 𝑈−1 =

⎛⎝−(Λ1 − Λ2)
−1Λ2 (Λ1 − Λ2)

−1

(Λ1 − Λ2)
−1Λ1 −(Λ1 − Λ2)

−1

⎞⎠
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З подiбностi операторiв TB та ̃︀Λ, а також зi спiввiдношень (1.14) випливає

наступна теорема.

Теорема 1.7 (див. [12], Теорема 3). Нехай Λ1 та Λ2 – роздiлена пара ко­

ренiв операторного рiвняння (1.13). Тодi для того, щоб диференцiальне рiвнян­

ня (1.11) мало єдиний обмежений розв’язок 𝑥 для кожної функцiї 𝑔 ∈ 𝐶𝑏(R,X),

необхiдно i достатньо, щоб

(𝜎(Λ1) ∪ 𝜎(Λ2)) ∩ 𝑖R = ∅,

де 𝜎(Λ1) та 𝜎(Λ2) – спектри операторiв Λ1 та Λ2 вiдповiдно.

Через 𝐶
(1)
𝑏 (R,X) позначатимемо банахiв простiр усiх неперервно дифе­

ренцiйовних на R функцiй 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X) з похiдною 𝑥′ ∈ 𝐶𝑏(R,X) i нормою

‖𝑥‖1,∞ := ‖𝑥‖∞ + ‖𝑥′‖∞, де ‖𝑥‖∞ := sup
𝑡∈R

‖𝑥(𝑡)‖.

У роздiлi 4 даної дисертацiйної роботи дослiджується аналогiчне до (1.11)

диференцiальне рiвняння другого порядку, але з кусково-сталими операторни­

ми коефiцiєнтами ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡) = A1𝑥

′(𝑡) + A2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = B1𝑥
′(𝑡) + B2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

(1.15)

у класичному випадку, коли 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X). Тут A1, A2, B1 та B2 – фiксованi

лiнiйнi обмеженi оператори.

Обмеженим розв’язком останнього рiвняння будемо називати таку функ­

цiю 𝑥 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′′(𝑡) i розглянута рiвнiсть

виконується.

У данiй дисертацiйнiй роботi доведено аналогiчну до теореми 1.7 теоре­

му 4.3 про обмеженi розв’язки диференцiального рiвняння (1.15), яка є одним

з основних результатiв роздiлу 4 дисертацiї.
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Роздiл 2. ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО

РIВНЯННЯ З КУСКОВО-СТАЛИМИ ОПЕРАТОРНИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ

2.1 Основнi позначення i постановка задачi

У цьому роздiлi дисертацiйної роботи i усюди далi через X будемо позна­

чати комплексний банахiв простiр з нормою ‖·‖ та нульовим елементом 0̄; через

ℒ(X) будемо позначати простiр лiнiйних неперервних операторiв, що дiють iз

X в X; через I, O будемо позначати вiдповiдно одиничний i нульовий опера­

тори в X; через 𝐶𝑏(R,X) будемо позначати банахiв простiр усiх неперервних i

обмежених на R функцiй 𝑓 : R → X з нормою ‖𝑓‖∞ := sup
𝑡∈R

‖𝑓 (𝑡)‖, 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

У цьому роздiлi будемо розглядати диференцiальне рiвняння вигляду⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(2.1)

у якому 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X), A, B – фiксованi оператори з простору ℒ(X).

Означення 2.1. Обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (2.1) буде­

мо називати таку функцiю 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′(𝑡)

i виконується рiвнiсть (2.1).

Зауваження. Усюди у цiй дисертацiйнiй роботi похiдна розглядатиметься у

сильному сенсi, тобто вважатиметься, що функцiя 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X) має похiдну

𝑥′(𝑡0) у точцi 𝑡0, якщо виконується рiвнiсть

lim
Δ𝑡→0

⃦⃦⃦⃦
𝑥(𝑡0 +Δ𝑡)− 𝑥(𝑡0)

Δ𝑡
− 𝑥′(𝑡0)

⃦⃦⃦⃦
= 0.

Основною метою цього роздiлу є отримання необхiдних i достатнiх умов

на операторнi коефiцiєнти A та B, якi забезпечують виконання такої умови.
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Умова обмеженостi. Для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) диференцiальне рiв­

няння (2.1) має єдиний обмежений розв’язок 𝑥 у просторi 𝐶𝑏(R,X).
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2.2 Допомiжнi леми

Для доведення основних результатiв у подальшому використовуватимуть­

ся такi леми.

Лема 2.1. Диференцiальне рiвняння (2.1) задовольняє умову обмеженостi то­

дi i тiльки тодi, коли рiзницеве рiвняння вигляду⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑛+1 = 𝑒A𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≥ 0,

𝑢𝑛+1 = 𝑒B𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≤ −1
(2.2)

також задовольняє умову обмеженостi, тобто має єдиний обмежений роз­

в’язок {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} для кожної обмеженої (на Z) послiдовностi {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z}.

Доведення. Достатнiсть. Нехай рiзницеве рiвняння (2.2) задовольняє умо­

ву обмеженостi. Зафiксуємо функцiю 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X). Розглянемо послiдовнiсть

{𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z}, що задається за наступним правилом:

𝑣𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1∫︁
0

𝑒A(1−𝜏)𝑦(𝑛+ 𝜏)𝑑𝜏, 𝑛 ≥ 0,

1∫︁
0

𝑒B(1−𝜏)𝑦(𝑛+ 𝜏)𝑑𝜏, 𝑛 ≤ −1.

(2.3)

Враховуючи те, що

‖𝑣𝑛‖ ≤
1∫︁

0

max
{︁
𝑒‖A‖,𝑒‖B‖

}︁
· ‖𝑦(𝑛+ 𝜏)‖𝑑𝜏 ≤ max

{︁
𝑒‖A‖,𝑒‖B‖

}︁
· ‖𝑦‖∞

для кожного 𝑛 ∈ Z, послiдовнiсть {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z} є обмеженою у просторi X.

Нехай {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} – вiдповiдний до цiєї послiдовностi обмежений розв’язок
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рiзницевого рiвняння (2.2). Визначимо функцiю 𝑥 за таким правилом:

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑒A𝑡𝑢0 +

𝑡∫︁
0

𝑒A(𝑡−𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ≥ 0,

𝑒B𝑡𝑢0 +

𝑡∫︁
0

𝑒B(𝑡−𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 < 0.

(2.4)

Тодi 𝑥(0) = 𝑢0 = lim
𝑡→0

𝑥(𝑡), а також, з урахуванням того, що, як показано у

монографiї Ю. Л. Далецького та М. Г. Крейна [8, с. 103 —105], розв’язок задачi

Кошi ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R,

𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

зображується у виглядi

𝑥(𝑡) = 𝑒A(𝑡−𝑡0)𝑥0 +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑒A(𝑡−𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R, (2.5)

при 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′(𝑡) i виконуються рiвностi (2.1).

Доведемо, що функцiя 𝑥 обмежена на R. Вiдзначимо, що внаслiдок (2.2),

(2.3), (2.4), (2.5)

𝑥(1) = 𝑒A𝑢0 +

1∫︁
0

𝑒A(1−𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑒A𝑢0 + 𝑣0 = 𝑢1,

𝑥(2) = 𝑒A𝑥(1) +

2∫︁
1

𝑒A(2−𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑒A𝑢1 + 𝑣1 = 𝑢2,

i, за iндукцiєю, отримаємо, що

∀𝑛 ≥ 0 : 𝑥(𝑛) = 𝑢𝑛. (2.6)
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Також

𝑥(−1) = 𝑒−B𝑢0 − 𝑒−B

0∫︁
−1

𝑒B(0−𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑒−B𝑢0 − 𝑒−B𝑣−1,

звiдки 𝑢0 = 𝑒B𝑥(−1) + 𝑣−1, а отже, з урахуванням спiввiдношень (2.2) i непере­

рвної оборотностi оператора 𝑒B,

𝑥(−1) = 𝑢−1.

Аналогiчно iз рiвностi

𝑥(−2) = 𝑒−B𝑥(−1)− 𝑒−B

−1∫︁
−2

𝑒B(−1−𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏

отримаємо 𝑥(−2) = 𝑢−2, а потiм, за iндукцiєю,

∀𝑛 ≤ −1 : 𝑥(𝑛) = 𝑢𝑛. (2.7)

Iз (2.6), (2.7) випливає, що послiдовнiсть {𝑥(𝑛), 𝑛 ∈ Z} обмежена.

Також для довiльних 𝑛 ≥ 0, 𝜏 ∈ [0,1]

‖𝑥(𝑛+ 𝜏)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑒A𝜏𝑥(𝑛) +

𝜏∫︁
0

𝑒A(𝜏−𝑠)𝑦(𝑛+ 𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤

≤ 𝑒‖A‖‖𝑢𝑛‖+
1∫︁

0

𝑒‖A‖‖𝑦(𝑛+ 𝑠)‖𝑑𝑠 ≤ 𝑒‖A‖
(︂
‖𝑦‖∞ + sup

𝑛∈Z
‖𝑢𝑛‖

)︂
,

а отже, функцiя 𝑥 обмежена на [0,+∞).

Аналогiчно, для довiльних 𝑛 ≤ −1, 𝜏 ∈ [0,1]

‖𝑥(𝑛+ 𝜏)‖ ≤ 𝑒‖B‖
(︂
‖𝑦‖∞ + sup

𝑛∈Z
‖𝑢𝑛‖

)︂
,

тобто функцiя 𝑥 обмежена i на (−∞; 0].
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Таким чином, ми побудували обмежений розв’язок 𝑥 диференцiального

рiвняння (2.1), вiдповiдний до функцiї 𝑦. Доведемо єдинiсть цього розв’язку.

Якщо, вiд супротивного, цей розв’язок не єдиний, то вiдповiдне до (2.1)

однорiдне диференцiальне рiвняння

𝑥′(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩A𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

B𝑥(𝑡), 𝑡 < 0

має деякий ненульовий обмежений розв’язок 𝑢. Але тодi цей розв’язок має

вигляд

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒
A𝑡𝑢(0), 𝑡 ≥ 0,

𝑒B𝑡𝑢(0), 𝑡 < 0,

а отже, 𝑢(0) ̸= 0̄, а також послiдовнiсть {𝑢(𝑛), 𝑛 ∈ Z} є ненульовим обмеженим

розв’язком вiдповiдного до (2.2) однорiдного рiзницевого рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑛+1 = 𝑒A𝑢𝑛, 𝑛 ≥ 0,

𝑢𝑛+1 = 𝑒B𝑢𝑛, 𝑛 ≤ −1.

Одержана суперечнiсть i доводить єдинiсть розв’язку.

Необхiднiсть. Нехай диференцiальне рiвняння (2.1) задовольняє умову

обмеженостi. Зафiксуємо обмежену в X послiдовнiсть {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z}. Розглянемо

функцiю 𝑦, яка визначається за таким правилом:

∀𝑛 ≥ 0 ∀𝜏 ∈ [0,1] : 𝑦(𝑛+ 𝜏) = 𝑒A(𝜏−1)𝑣𝑛𝜓(𝜏),

∀𝑛 ≤ −1 ∀𝜏 ∈ [0,1] : 𝑦(𝑛+ 𝜏) = 𝑒B(𝜏−1)𝑣𝑛𝜓(𝜏),

де 𝜓 : [0,1] → R – деяка фiксована, неперервна на [0,1] функцiя, така, що

𝜓(0) = 𝜓(1) = 0,

1∫︁
0

𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = 1.
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Тодi 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X), а також виконуються рiвностi (2.3), а отже, для вiдповiдно­

го до 𝑦 єдиного обмеженого розв’язку 𝑥 рiвняння (2.1) справджуються рiвно­

стi (2.6), (2.7). Тому {𝑥(𝑛), 𝑛 ∈ Z} є вiдповiдним до {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z} обмеженим

розв’язком рiзницевого рiвняння (2.2).

Доведемо, що цей розв’язок єдиний. Вiд супротивного, якщо цей обмеже­

ний розв’язок не єдиний, то вiдповiдне до (2.2) однорiдне рiзницеве рiвняння

має деякий ненульовий розв’язок {𝑤𝑛, 𝑛 ∈ Z}. Але тодi

𝑤𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒
A𝑛𝑤0, 𝑛 ≥ 0,

𝑒B𝑛𝑤0, 𝑛 ≤ −1,

а отже, функцiя

𝑤(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒
A𝑡𝑤0, 𝑡 ≥ 0,

𝑒B𝑡𝑤0, 𝑡 < 0,

є ненульовим обмеженим розв’язком вiдповiдного до (2.1) однорiдного диферен­

цiального рiвняння.

Обмеженiсть функцiї 𝑤(𝑡) випливає з наступних мiркувань.

Для довiльних 𝑛 ≥ 0, 𝜏 ∈ [0,1] виконується наступний ланцюжок рiвно­

стей:

𝑤(𝑛+ 𝜏) = 𝑒A(𝑛+𝜏)𝑤0 = 𝑒A𝜏 · 𝑒A𝑛𝑤0 = 𝑒A𝜏𝑤𝑛.

Тому для усiх 𝑡 ≥ 0

‖𝑤𝑛(𝑡)‖ ≤ 𝑒‖A‖ sup
𝑛∈Z

‖𝑤𝑛‖.

Аналогiчно, для усiх 𝑡 < 0

‖𝑤𝑛(𝑡)‖ ≤ 𝑒‖B‖ sup
𝑛∈Z

‖𝑤𝑛‖.

Це суперечить умовi обмеженостi.

Лему 2.1 доведено. �



57

Позначимо через 𝑆 одиничне коло на комплекснiй площинi з центром у

початку вiдлiку, тобто 𝑆 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1}, а через 𝑖R – уявну вiсь, тоб­

то 𝑖R = {𝑖𝑡 | 𝑡 ∈ R}. Через 𝜎(A) будемо позначати спектр оператора A. Без­

посередньо iз теореми Данфорда про вiдображення спектра (див., наприклад,

монографiю [8, с. 32]) випливає, що справджується наступна лема.

Лема 2.2. 𝜎
(︀
𝑒A

)︀
∩ 𝑆 = ∅ тодi i тiльки тодi, коли 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅.

Нехай X = X1+̇X2, тобто простiр X є прямою сумою своїх пiдпросторiв

X1 та X2, а 𝑃1 i 𝑃2 – проектори в X, що вiдповiдають зображенню X = X1+̇X2.

Тодi виконується така лема.

Лема 2.3. Нехай 𝑉 ∈ ℒ(X) i пiдпростiр X1 iнварiантний вiдносно оператора

𝑉 . Тодi:

1 ) ∀𝑛 ≥ 1 : (𝑃2𝑉 𝑃2)
𝑛 = 𝑃2𝑉

𝑛𝑃2;

2 ) якщо оператор 𝑉 неперервно оборотний, то

(𝑃2𝑉
−1𝑃2)(𝑃2𝑉 𝑃2) = 𝑃2,

(𝑃2𝑉 𝑃2)(𝑃2𝑉
−1𝑃2) = 𝑃2,

тобто звуження оператора 𝑃2𝑉 𝑃2 на пiдпростiр X2, яке теж позна­

чатимемо 𝑃2𝑉 𝑃2, є неперервно оборотним оператором з ℒ(X2);

3 ) якщо додатково X = X1+̇Y i 𝑃1(Y), 𝑃 (Y) – проектори, що вiдповiда­

ють цьому зображенню, то 𝑃2𝑉 𝑃2 = 𝑃2𝑉 𝑃 (Y);

4 ) якщо 𝑉1 – звуження оператора 𝑉 на X1, 𝜎(𝑉1) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}, то

𝜎(𝑃2𝑉 𝑃2) ⊃ (𝜎(𝑉 ) ∩ {𝑧 ∈ C | |𝑧| ≥ 1}) .

Доведення. 1) Для 𝑛 = 1 вiдповiдне твердження перетворюється на тотожну

рiвнiсть.

Припустимо, що твердження 1) виконується при 𝑛 = 𝑚, 𝑚 ≥ 1, тобто

(𝑃2𝑉 𝑃2)
𝑚 = 𝑃2𝑉

𝑚𝑃2.
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Доведемо, що вiдповiдна рiвнiсть у такому випадку виконуватиметься i

для 𝑛 = 𝑚+ 1. Дiйсно, для кожного 𝑢 ∈ X

𝑃2𝑉
𝑚+1𝑃2𝑢− (𝑃2𝑉 𝑃2)

𝑚+1𝑢 = 𝑃2𝑉
𝑚𝑉 𝑃2𝑢− (𝑃2𝑉 𝑃2)

𝑚𝑃2𝑉 𝑃2𝑢 =

= 𝑃2𝑉
𝑚𝑉 𝑃2𝑢− 𝑃2𝑉

𝑚𝑃2𝑃2𝑉 𝑃2𝑢 = 𝑃2𝑉
𝑚
(︀
𝑉 𝑃2𝑢− 𝑃 2

2 (𝑉 𝑃2𝑢)
)︀
=

= 𝑃2𝑉
𝑚 (𝑉 𝑃2𝑢− 𝑃2(𝑉 𝑃2𝑢)) = 𝑃2𝑉

𝑚(𝑃1𝑉 𝑃2𝑢) = 0̄,

тобто (𝑃2𝑉 𝑃2)
𝑚+1 = 𝑃2𝑉

𝑚+1𝑃2.

Таким чином, за методом математичної iндукцiї, доведено, що тверджен­

ня 1) виконується для кожного 𝑛 ≥ 1.

2) З урахуванням рiвностi 𝑃2𝑉
−1𝑃1 = O для кожного 𝑢 ∈ X матимемо

𝑃2𝑢− (𝑃2𝑉
−1𝑃2)(𝑃2𝑉 𝑃2)𝑢 =

= 𝑃 2
2 𝑢− (𝑃2𝑉

−1𝑃2)(𝑃2𝑉 𝑃2)𝑢 = 𝑃2𝑉
−1𝑉 𝑃2𝑢− (𝑃2𝑉

−1𝑃2)(𝑃2𝑉 𝑃2)𝑢 =

= 𝑃2𝑉
−1

(︀
𝑉 𝑃2𝑢− 𝑃 2

2 (𝑉 𝑃2𝑢)
)︀
= 𝑃2𝑉

−1 (𝑉 𝑃2𝑢− 𝑃2(𝑉 𝑃2𝑢)) =

= 𝑃2𝑉
−1 (I− 𝑃2)(𝑉 𝑃2𝑢)) = 𝑃2𝑉

−1𝑃1(𝑉 𝑃2𝑢) = 0̄,

тобто

(𝑃2𝑉
−1𝑃2)(𝑃2𝑉 𝑃2) = 𝑃2.

Аналогiчно, з урахуванням того, що 𝑃2𝑉 𝑃1 = O, одержимо для кожного

𝑢 ∈ X

𝑃2𝑢− (𝑃2𝑉 𝑃2)(𝑃2𝑉
−1𝑃2)𝑢 =

= 𝑃 2
2 𝑢− (𝑃2𝑉 𝑃2)(𝑃2𝑉

−1𝑃2)𝑢 = 𝑃2𝑉 𝑉
−1𝑃2𝑢− (𝑃2𝑉 𝑃2)(𝑃2𝑉

−1𝑃2)𝑢 =

= 𝑃2𝑉
(︀
𝑉 −1𝑃2𝑢− 𝑃 2

2 (𝑉
−1𝑃2𝑢)

)︀
= 𝑃2𝑉

(︀
𝑉 −1𝑃2𝑢− 𝑃2(𝑉

−1𝑃2𝑢)
)︀
=

= 𝑃2𝑉
(︀
I− 𝑃2)(𝑉

−1𝑃2𝑢)
)︀
= 𝑃2𝑉 𝑃1(𝑉

−1𝑃2𝑢) = 0̄.

тобто

(𝑃2𝑉 𝑃2)(𝑃2𝑉
−1𝑃2) = 𝑃2.
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3) Зафiксуємо 𝑢 ∈ X. Оскiльки 𝑃1(Y)𝑢 ∈ X1, то

𝑃2𝑉 𝑃2𝑢 = 𝑃2𝑉 𝑃2I𝑢 = 𝑃2𝑉 𝑃2 (𝑃1(Y) + 𝑃 (Y))𝑢 =

= 𝑃2𝑉 𝑃2𝑃1(Y)𝑢+ 𝑃2𝑉 𝑃2𝑃 (Y)𝑢 = 𝑃2𝑉 𝑃2𝑃 (Y)𝑢.

Враховуючи одержану рiвнiсть, матимемо, що

𝑃2𝑉 𝑃 (Y)𝑢− 𝑃2𝑉 𝑃2𝑢 = 𝑃2𝑉 (𝑃 (Y)𝑢− 𝑃2(𝑃 (Y)𝑢)) =

= 𝑃2𝑉 (I− 𝑃2)(𝑃 (Y)𝑢) = 𝑃2𝑉 𝑃1(𝑃 (Y)𝑢) = 0̄.

тобто

𝑃2𝑉 𝑃2 = 𝑃2𝑉 𝑃 (𝑌 ).

4) Доведемо спочатку, що коли 𝜆 – власне число оператора 𝑉 , |𝜆| ≥ 1 i 𝑣

– власний вектор 𝑉 , що вiдповiдає 𝜆, то 𝜆 також є власним числом оператора

𝑃2𝑉 𝑃2, якому вiдповiдає власний вектор 𝑃2𝑣.

Справдi, при цьому виконується наступний ланцюжок рiвностей:

𝜆𝑃1𝑣 + 𝜆𝑃2𝑣 = 𝜆𝑣 = 𝑉 𝑣 = 𝑃1𝑉 𝑣 + 𝑃2𝑉 𝑣 =

= 𝑃1𝑉 𝑣 + 𝑃2𝑉 (𝑃1𝑣 + 𝑃2𝑣) = 𝑃1𝑉 𝑣 + 𝑃2𝑉 𝑃2𝑣.

Тому, за означенням прямої суми пiдпросторiв, матимемо, що

𝑃1𝑉 𝑣 = 𝜆𝑃1𝑣, (2.8)

𝑃2𝑉 𝑃2(𝑃2𝑣) = 𝜆𝑃2𝑣. (2.9)

Доведемо, що вектор 𝑃2𝑣 ̸= 0̄. Якщо, вiд супротивного, 𝑃2𝑣 = 0̄, то

𝑣 = 𝑃1𝑣 ∈ X1, а отже, внаслiдок (2.8), 𝜆 є власним числом оператора 𝑉1. Це

суперечить включенню 𝜎(𝑉1) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}. Таким чином, з урахуванням

(2.9), 𝜆 – власне число оператора 𝑃2𝑉 𝑃2, якому вiдповiдає власний вектор 𝑃2𝑣.
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Для закiнчення доведення твердження 4) залишилось перевiрити, що коли

|𝜆| ≥ 1, 𝑤 ̸= 0̄, а також рiвняння (𝑉 − 𝜆I)𝑣 = 𝑤 не має розв’язкiв у просторi X,

то 𝜆 ∈ 𝜎(𝑃2𝑉 𝑃2). Для цього зауважимо, що (𝑉 − 𝜆I)𝑣 = 𝑤 тодi i тiльки тодi,

коли виконуються такi рiвностi:

(𝑃1𝑉 − 𝜆𝑃1)𝑣 = 𝑃1𝑤, (2.10)

(𝑃2𝑉 − 𝜆𝑃2)𝑣 = 𝑃2𝑤. (2.11)

Оскiльки (𝑃2𝑉 − 𝜆𝑃2)𝑃1 = O, то (2.11) записується у такому еквiвалентному

виглядi:

(𝑃2𝑉 𝑃2 − 𝜆𝑃2)𝑃2𝑣 = 𝑃2𝑤. (2.12)

Нехай, вiд супротивного, (2.12) має розв’язок. Врахувавши, що рiвняння

(𝑉 − 𝜆I)𝑣 = 𝑤 не має розв’язку, робимо висновок, що тодi (2.10) теж не має

розв’язку. Але, з iншого боку, 𝜆 /∈ 𝜎(𝑉1), а отже, рiвняння (𝑉 − 𝜆I1)𝑢 = 𝑃1𝑤,

в якому I1 – одиничний оператор в X1, має єдиний розв’язок 𝑢 в просторi X1.

Оскiльки 𝑢 = 𝑃1𝑢, то 𝑣 = 𝑢 є розв’язком рiвняння (2.10). Суперечнiсть.

Оскiльки (2.12) не має розв’язкiв, то 𝜆 ∈ 𝜎(𝑃2𝑉 𝑃2).

Лему 2.3 доведено. �

Нехай 𝑇 ∈ ℒ(X), 𝜎(𝑇 ) ∩ 𝑆 = ∅. Через 𝜎−(𝑇 ) позначимо частину спектра

оператора 𝑇 , що лежить всерединi одиничного кола 𝑆, а через 𝜎+(𝑇 ) – части­

ну спектра оператора 𝑇 , що лежить зовнi цього кола (одна з цих частин може

бути порожньою). Вiдомо (див., наприклад, [8, с. 32— 34]), що простiр X розкла­

дається в пряму суму iнварiантних вiдносно 𝑇 пiдпросторiв X = X−(𝑇 )+̇X+(𝑇 )

таким чином, що звуження 𝑇− та 𝑇+ оператора 𝑇 на X−(𝑇 ) та X+(𝑇 ) мають

вiдповiдно спектри 𝜎−(𝑇 ) та 𝜎+(𝑇 ).

Нехай, до того ж, оператор 𝑇 непепрервно оборотний. Розглянемо наступ­

нi множини.
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𝑄−(𝑇 ) =

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑛≥1

‖𝑇 𝑛𝑢‖ <∞
}︂
,

𝑄1
−(𝑇 ) =

{︃
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=1

‖𝑇 𝑛𝑢‖ <∞

}︃
,

𝑄+(𝑇 ) =

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑛≥1

⃦⃦
𝑇−𝑛𝑢

⃦⃦
<∞

}︂
,

𝑄1
+(𝑇 ) =

{︃
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=1

⃦⃦
𝑇−𝑛𝑢

⃦⃦
<∞

}︃
.

Має мiсце наступна лема.

Лема 2.4. Якщо 𝑇 – такий неперервно оборотний оператор з ℒ(X), що 𝜎(𝑇 )∩

∩ 𝑆 = ∅, то X−(𝑇 ) = 𝑄−(𝑇 ) = 𝑄1
−(𝑇 ), X+(𝑇 ) = 𝑄+(𝑇 ) = 𝑄1

+(𝑇 ).

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли множини 𝜎(𝑇−) та 𝜎(𝑇+) непо­

рожнi.

Оскiльки 𝜎(𝑇−) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}, то для спектрального радiуса 𝑟(𝑇−)

оператора 𝑇− виконується ланцюжок вiдношень

𝑟(𝑇−) = max
𝑧∈𝜎−(𝑇 )

|𝑧| = lim
𝑛→∞

𝑛

√︁
‖𝑇 𝑛

−‖ < 1.

Тодi, за радикальною ознакою Кошi збiжностi числового ряду,
∞∑︁
𝑛=1

‖𝑇 𝑛
−‖ <∞.

Тому для кожного 𝑢 ∈ X−(𝑇 )

∞∑︁
𝑛=1

‖𝑇 𝑛𝑢‖ =
∞∑︁
𝑛=1

‖𝑇 𝑛
−𝑢‖ <∞,

а отже,

X−(𝑇 ) ⊂ 𝑄1
−(𝑇 ) ⊂ 𝑄−(𝑇 ). (2.13)

Нехай тепер 𝑢 ∈ X+(𝑇 ) ∩ 𝑄−(𝑇 ). Тодi sup
𝑛≥1

‖𝑇 𝑛𝑢‖ < ∞ i для кожного

𝑛 ∈ N матимемо, що
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‖𝑢‖ =
⃦⃦
𝑇−𝑛
+ 𝑇 𝑛

+𝑢
⃦⃦
≤

⃦⃦
𝑇−𝑛
+

⃦⃦
· ‖𝑇 𝑛

+𝑢‖ =
⃦⃦
𝑇−𝑛
+

⃦⃦
· ‖𝑇 𝑛𝑢‖ ≤

⃦⃦
𝑇−𝑛
+

⃦⃦
· sup
𝑛≥1

‖𝑇 𝑛𝑢‖ .

Оскiльки

𝑟(𝑇−1
+ ) = lim

𝑛→∞
𝑛

√︁⃦⃦
𝑇−𝑛
+

⃦⃦
< 1,

то
∞∑︁
𝑛=1

⃦⃦
𝑇−𝑛
+ 𝑢

⃦⃦
<∞ i тому

⃦⃦
𝑇−𝑛
+

⃦⃦
→ 0, 𝑛→ ∞. Отже, 𝑢 = 0̄.

Таким чином, 𝑄−(𝑇 ) ⊂ X−(𝑇 ). В результатi маємо, що X−(𝑇 ) = 𝑄−(𝑇 ) i,

внаслiдок цiєї рiвностi та включень (2.13), X−(𝑇 ) = 𝑄1
−(𝑇 ).

Нехай тепер одна iз множин 𝜎(𝑇−), 𝜎(𝑇+) може бути порожньою.

Якщо 𝜎+(𝑇 ) = ∅, то 𝑄−(𝑇 ) = X = 𝑄1
−(𝑇 ), оскiльки у цьому випадку

матимемо, що X+(𝑇 ) = {0̄}, X−(𝑇 ) = X i, вiдповiдно, 𝑇 = 𝑇−.

Якщо 𝜎−(𝑇 ) = ∅, то 𝜎(𝑇 ) = 𝜎+(𝑇 ). Тодi X−(𝑇 ) = {0̄}, X+(𝑇 ) = X

i 𝑇+ = 𝑇 . Крiм того, iснує оператор 𝑇−1, причому 𝑟(𝑇−1) < 1. Тому, якщо

𝑢 ∈ 𝑄−(𝑇 ), то sup
𝑛≥1

‖𝑇 𝑛𝑢‖ <∞, а отже,

‖𝑢‖ =
⃦⃦
𝑇−𝑛𝑇 𝑛𝑢

⃦⃦
≤

⃦⃦
𝑇−𝑛

⃦⃦
· ‖𝑇 𝑛𝑢‖ ≤

⃦⃦
𝑇−𝑛

⃦⃦
· sup
𝑛≥1

‖𝑇 𝑛𝑢‖ → 0, 𝑛→ ∞.

З останнього випливає, що 𝑢 = 0̄, тобто 𝑄(𝑇 ) = {0̄}, i враховуючи включення

𝑄1
−(𝑇 ) ⊂ 𝑄−(𝑇 ), одержимо, що 𝑄−(𝑇 ) = 𝑄1

−(𝑇 ) = {0̄}.

Рiвностi X+(𝑇 ) = 𝑄+(𝑇 ) = 𝑄1
+(𝑇 ) перевiряються аналогiчним чином.

Лему 2.4 доведено. �

Нехай 𝑊 ∈ ℒ(X), 𝜎(𝑊 ) ∩ 𝑖R = ∅. Через ̃︀𝜎−(𝑊 ) позначимо частину

спектра оператора 𝑊 , що лежить у лiвiй пiвплощинi вiдносно уявної осi 𝑖R,

через ̃︀𝜎+(𝑊 ) – частину спектра оператора 𝑊 , що лежить у правiй пiвплощинi

(одна з цих частин може бути порожньою). Тодi простiр X розкладається у

пряму суму X = ̃︀X−(𝑊 )+̇̃︀X+(𝑊 ) таким чином, що, як i ранiше, звуження ̃︁𝑊−

та ̃︁𝑊+ оператора 𝑊 на ̃︀X−(𝑊 ) та ̃︀X+(𝑊 ) мають вiдповiдно спектри ̃︀𝜎−(𝑊 ) та̃︀𝜎+(𝑊 ).
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Розглянемо множини

̃︀𝑄−(𝑊 ) =

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒𝑊𝑡𝑢

⃦⃦
<∞

}︂
,

̃︀𝑄+(𝑊 ) =

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒−𝑊𝑡𝑢

⃦⃦
<∞

}︂
.

Лема 2.5. Якщо 𝑊 ∈ ℒ(X), 𝜎(𝑊 ) ∩ 𝑖R = ∅, то ̃︀X−(𝑊 ) = ̃︀𝑄−(𝑊 ), ̃︀X+(𝑊 ) =

= ̃︀𝑄+(𝑊 ).

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли множини ̃︀𝜎−(𝑊 ) та ̃︀𝜎+(𝑊 )

непорожнi.

З нерiвностi (4.5) для функцiї Грiна, наведеної у [8], випливає, що iснують

такi сталi 𝑀 > 0, 𝛿 > 0, що для довiльних 𝑡 ≥ 0 виконується обмеження

⃦⃦⃦
𝑒
̃︁𝑊−𝑡

⃦⃦⃦
≤𝑀𝑒−𝛿𝑡. (2.14)

Враховуючи включення 𝜎(̃︁𝑊−) ⊂ {𝑧 ∈ C |Re 𝑧 < 0}, маємо, що для кож­

ного 𝑢 ∈ ̃︀X−(𝑊 )

sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒𝑊𝑡𝑢

⃦⃦
= sup

𝑡≥0

⃦⃦⃦
𝑒
̃︁𝑊−𝑡𝑢

⃦⃦⃦
<∞,

а отже, ̃︀X−(𝑊 ) ⊂ ̃︀𝑄−(𝑊 ).

Нехай 𝑢 ∈ ̃︀X+(𝑊 ) ∩ ̃︀𝑄−(𝑊 ). Тодi sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒𝑊𝑡𝑢

⃦⃦
< ∞ i для кожного 𝑛 ∈ N

матимемо, що

‖𝑢‖ =
⃦⃦⃦
𝑒−𝑛̃︁𝑊+𝑒𝑛

̃︁𝑊+𝑢
⃦⃦⃦
≤

⃦⃦⃦
𝑒−𝑛̃︁𝑊+

⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝑒𝑛

̃︁𝑊+𝑢
⃦⃦⃦
≤

⃦⃦⃦
𝑒−𝑛̃︁𝑊+

⃦⃦⃦
· sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒𝑊𝑡𝑢

⃦⃦
.

Оскiльки 𝜎
(︁
𝑒−

̃︁𝑊+

)︁
⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}, то

⃦⃦⃦
𝑒−𝑛̃︁𝑊+

⃦⃦⃦
→ 0, 𝑛→ ∞. Отже, 𝑢 = 0̄.

Таким чином, ̃︀X−(𝑊 ) = ̃︀𝑄−(𝑊 ).

Нехай тепер одна iз множин ̃︀𝜎−(𝑊 ), ̃︀𝜎+(𝑊 ) може бути порожньою.

Якщо ̃︀𝜎+(𝑊 ) = ∅, то𝑊 = ̃︁𝑊−, а також X = ̃︀X−(𝑊 ). Внаслiдок нерiвностi

(2.14) отримаємо, що ̃︀𝑄−(𝑊 ) = X i тому ̃︀𝑄−(𝑊 ) = ̃︀X−(𝑊 ).
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Нехай тепер ̃︀𝜎−(𝑊 ) = ∅. Тодi ̃︀X−(𝑊 ) = {0̄}, а також виконується рiвнiсть

𝑊 = ̃︁𝑊+. Тому для будь-якої функцiї 𝑢 ∈ ̃︀𝑄−(𝑊 ), внаслiдок аналогiчної до

(2.14) нерiвностi для оператора −̃︁𝑊+ матимемо, що

‖𝑢‖ =
⃦⃦
𝑒−𝑊𝑡𝑒𝑊𝑡𝑢

⃦⃦
≤

⃦⃦
𝑒−𝑊𝑡

⃦⃦
·
⃦⃦
𝑒𝑊𝑡𝑢

⃦⃦
=

⃦⃦⃦
𝑒−

̃︁𝑊+𝑡
⃦⃦⃦
· sup
𝑠≥0

⃦⃦
𝑒𝑊𝑠𝑢

⃦⃦
→ 0, 𝑡→ ∞.

Тому ‖𝑢‖ = 0, а отже, ̃︀𝑄−(𝑊 ) = {0̄} = ̃︀X−(𝑊 ).

З огляду на те, що 𝜎(−𝑊 ) = {−𝑧 |𝑧 ∈ 𝜎(𝑊 )}, одержимо рiвностi

̃︀X+(𝑊 ) = ̃︀X−(−𝑊 ) = ̃︀𝑄−(−𝑊 ) = ̃︀𝑄+(𝑊 ).

Лему 2.5 доведено. �
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2.3 Основнi результати

Наведенi у пунктi 2.2 цiєї дисертацiйної роботи леми дають змогу довести

наступнi твердження.

Теорема 2.1. Нехай D, E – неперервно оборотнi оператори з ℒ(X). Рiзницеве

рiвняння ⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑛+1 = D𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝑢𝑛+1 = E𝑢𝑛 + 𝑣𝑛, 𝑛 ≤ 0,
(2.15)

задовольняє умову обмеженостi тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi

умови:

𝑖1) 𝜎(D) ∩ 𝑆 = ∅, 𝜎(E) ∩ 𝑆 = ∅;

𝑖2) X = X−(D)+̇X+(E).

Доведення. Достатнiсть випливає iз теореми 1, доведеної I. В. Гончар у

роботi [9].

Необхiднiсть. Покладемо

ℓ1(Z,X) =

{︃
𝑢̄ = {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} ⊂ X

⃒⃒⃒⃒
⃒ ‖𝑢̄‖1 = ∑︁

𝑛∈Z

‖𝑢𝑛‖ <∞

}︃
.

Тодi ℓ1(Z,X) – банахiв простiр з покоординатним додаванням та множенням на

комплексне число i нормою ‖ · ‖1.

Внаслiдок теореми 2 зi статтi [9] умова обмеженостi для рiзницевого рiв­

няння (2.15) еквiвалентна умовi

j ) рiзницеве рiвняння має для кожної послiдовностi ̃︀𝑤 = {𝑤𝑛, 𝑛 ∈ Z} ∈

∈ ℓ1(Z,X) єдиний розв’язок ̃︀𝑢 = {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} у просторi ℓ1(Z,X).

Покладемо, як i в лемi 2.4,

𝑄1
−(D) =

{︃
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=1

‖D𝑛𝑢‖ <∞

}︃
,
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𝑄1
+(E) =

{︃
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=1

⃦⃦
E−𝑛𝑢

⃦⃦
<∞

}︃
.

Вiдзначимо, що 𝑄1
−(D), 𝑄1

+(E) – лiнiйнi многовиди, iнварiантнi вiдносно опера­

торiв D i E вiдповiдно.

I) Доведемо, що коли виконується умова 𝑗), то 𝑄1
−(D) – пiдпростiр X i для

звуження D𝑄 оператора D на 𝑄1
−(D) справджується включення

𝜎 (D𝑄) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1} .

Згiдно з теоремою 1 зi статтi О. В. Вятчанiнова [71] для цього досить

перевiрити, що для кожної сумовної послiдовностi {𝛽𝑛, 𝑛 ≥ 0} ⊂ 𝑄1
−(D) (тоб­

то такої, що
∞∑︁
𝑛=0

‖𝛽𝑛‖ < ∞), послiдовнiсть {𝛼𝑛, 𝑛 ≥ 0}, яка визначається за

формулою ⎧⎪⎨⎪⎩𝛼𝑛 = D𝛼𝑛−1 + 𝛽𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝛼0 = 𝛽0,
(2.16)

теж є сумовною.

Якщо 𝛽0 ∈ 𝑄1
−(D), 𝛽𝑛 = 0̄, 𝑛 ≥ 1, то побудована згiдно з (2.16) послiдов­

нiсть {𝛼𝑛, 𝑛 ≥ 0} є сумовною за означенням множини 𝑄1
−(D).

Зафiксуємо 𝑚 ∈ N i таку послiдовнiсть {𝛽𝑛, 𝑛 ≥ 0} ⊂ 𝑄1
−(D), що 𝛽𝑛 = 0̄

для кожного 𝑛 ≥ 𝑚+ 1. Згiдно з (2.16) їй вiдповiдає послiдовнiсть {𝛼𝑛, 𝑛 ≥ 0},

яка є сумою 𝑚+ 1 сумовних послiдовностей

{ 𝛽0 , D𝛽0 , D2𝛽0 , . . . , D𝑚−1𝛽0 , D𝑚𝛽0 , D𝑚+1𝛽0 , . . . },

{ 0̄ , 𝛽1 , D𝛽1 , . . . , D𝑚−2𝛽1 , D𝑚−1𝛽1 , D𝑚𝛽1 , . . . },
... ... ... ... ... ...

{ 0̄ , 0̄ , 0̄ , . . . , 0̄ , 𝛽𝑚 , D𝛽𝑚 , . . . },

а отже, теж сумовна.

Вiдзначимо, що при цьому для кожного 𝑘 в межах 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 єдиний

сумовний розв’язок рiвняння (2.15), що вiдповiдає послiдовностi
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𝑣𝑘 = 𝛽𝑘; 𝑣𝑛 = 0̄, 𝑛 ̸= 𝑘,

має вигляд

𝛼̄(𝑘) = { . . . , 0̄ , 𝛽𝑘⏟ ⏞ 
𝑘+1

,D𝛽𝑘 ,D
2𝛽𝑘 , . . . }, (2.17)

а отже, єдиний сумовний розв’язок (2.15), що вiдповiдає послiдовностi

𝑣𝑘 = 𝛽𝑘, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚; 𝑣𝑘 = 0̄, 𝑘 /∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚}

є сумою 𝑚+ 1 послiдовностей (2.17).

Розглянемо тепер оператор Λ ∈ ℒ(ℓ1(Z,X)), який визначається за таким

правилом:

∀𝑢̄ = {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} ∈ ℓ1(Z,X) : Λ𝑢̄ = {𝑢𝑛+1 − 𝑇𝑛𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z},

де 𝑇𝑛 = D, 𝑛 ≥ 1; 𝑇𝑛 = E, 𝑛 ≤ 0.

Iз умови 𝑗) та теореми Банаха про обернений оператор випливає, що опе­

ратор Λ неперервно оборотний. Зафiксуємо сумовну послiдовнiсть

{𝛽𝑛, 𝑛 ≥ 0} ⊂ 𝑄1
−(D).

Покладемо

𝛽(𝑚) = { . . . , 0̄ , 𝛽0⏟ ⏞ 
0

, 𝛽1 . . . , 𝛽𝑚 , 0̄ , . . . }, 𝑚 ≥ 0.

Послiдовнiсть {𝛽(𝑚),𝑚 ≥ 0} збiгається в ℓ1(Z,X) до елемента

𝛽 = { . . . , 0̄ , 𝛽0⏟ ⏞ 
0

, 𝛽1 . . . , 𝛽𝑚 , 𝛽𝑚+1 , . . . },
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а також Λ−1𝛽(𝑚) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝛼̄(𝑘) для кожного 𝑚 ≥ 0 i Λ−1𝛽(𝑚) → Λ−1𝛽,𝑚→ ∞, в

просторi ℓ1(Z,X). Оскiльки, з урахуванням (2.17), елемент Λ−1𝛽 має координати

(︀
Λ−1𝛽

)︀
𝑛
= 0̄, 𝑛 ≤ 0;(︀

Λ−1𝛽
)︀
𝑛
= D𝑛−1𝛽0 +D𝑛−2𝛽1 + . . .+ 𝛽𝑛−1, 𝑛 ≥ 1,

то вiдповiдна до {𝛽𝑛, 𝑛 ≥ 0} послiдовнiсть (2.16) є сумовною.

II) Зауважимо, що умова 𝑗) виконується тодi i тiльки тодi, коли для кожної

послiдовностi 𝑞 = {𝑞𝑛, 𝑛 ∈ Z} ∈ ℓ1(Z,X) рiзницеве рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑝𝑛+1 = E−1𝑝𝑛 + 𝑞𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝑝𝑛+1 = D−1𝑝𝑛 + 𝑞𝑛, 𝑛 ≤ 0,
(2.18)

має єдиний розв’язок 𝑝 = {𝑝𝑛, 𝑛 ∈ Z} у просторi ℓ1(Z,X).

Справдi, рiзницеве рiвняння (2.15) записується у такому еквiвалентному

виглядi: ⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑛 = D−1𝑢𝑛+1 −D−1𝑣𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝑢𝑛 = E−1𝑢𝑛+1 − E−1𝑣𝑛, 𝑛 ≤ 0.

Тому досить зробити замiну 𝑝𝑛 = 𝑢−𝑛+2, 𝑛 ∈ Z, i врахувати, що внаслiдок

неперервної оборотностi операторiв D, E

ℓ1(Z,X) = {( . . . , −D−1𝑣2 , −D−1𝑣1⏟  ⏞  
0

, − E−1𝑣0 , − E−1𝑣−1 , . . . )

| {𝑣𝑛, 𝑛 ∈ Z} ∈ ℓ1(Z,X)}.

III) Iз тверджень, доведених у пунктах I та II, випливає, що 𝑄1
+(E) також

пiдпростiр X, а також для звуження E𝑄 оператора E на 𝑄1
+(E) виконується

включення 𝜎(E𝑄) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| > 1}, оскiльки, аналогiчно до оператора D𝑄,
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для оператора E−1
𝑄 виконується включення

𝜎(E−1
𝑄 ) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}.

IV) Перевiримо, що коли справджується умова 𝑗), то𝑄1
−(D)∩𝑄1

+(E) = {0̄}.

Якщо, вiд супротивного, 𝑢 ̸= 0̄, 𝑢 ∈ 𝑄1
−(D)∩𝑄1

+(E), то вiдповiдне до (2.15)

однорiдне рiзницеве рiвняння має ненульовий сумовний розв’язок

( . . . ,E−2𝑢 ,E−1𝑢 , 𝑢⏟ ⏞ 
1

,D𝑢 ,D2𝑢 , . . . ).

Це суперечить умовi 𝑗).

V) Доведемо, що коли виконується умова 𝑗), то X = 𝑄1
−(D)+̇𝑄

1
+(E).

Зафiксуємо 𝑣 ∈ X. Нехай {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} – єдиний сумовний розв’язок рiз­

ницевого рiвняння (2.15), що вiдповiдає послiдовностi 𝑣0 = 𝑣; 𝑣𝑛 = 0̄, 𝑛 ̸= 0.

Тодi 𝑢0 ∈ 𝑄1
+(E), бо 𝑢−𝑘 = E−𝑘𝑢0, 𝑘 ≥ 1. Також 𝑢𝑛+1 = D𝑛𝑢1, 𝑛 ≥ 1, а отже,

E𝑢0 + 𝑣 = 𝑢1 ∈ 𝑄1
−(D). Тому

𝑣 = 𝑢1 + (−E𝑢0), (2.19)

де 𝑢1 ∈ 𝑄1
−(D), (−E𝑢0) ∈ 𝑄1

+(E).

Єдинiсть зображення (2.19) випливає з твердження пункту IV.

VI) Нехай 𝑃−, 𝑃+ – проектори, що вiдповiдають зображенню X = 𝑄1
−(D)+̇

+̇𝑄1
+(E). Доведемо, що коли виконується умова обмеженостi для рiзницевого

рiвняння (2.15), то 𝜎(𝑃+D𝑃+) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| > 1}.

Зафiксуємо 𝑣 ∈ 𝑄1
+(E),𝑚 ∈ N. Скориставшись ланцюжком рiвностей

𝑣 = D𝑚D−𝑚𝑣 = D𝑚ID−𝑚𝑣 = D𝑚
(︀
𝑃−D

−𝑚𝑣 + 𝑃+D
−𝑚𝑣

)︀
=

= D𝑚𝑃−D
−𝑚𝑣 +D𝑚𝑃+D

−𝑚𝑣,
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безпосередньою перевiркою можна переконатися, що обмеженiй послiдовностi

𝑣(𝑚) = ( . . . , 0̄ , 𝑣⏟ ⏞ 
𝑚

, 0̄ , . . . )

вiдповiдає єдиний обмежений розв’язок 𝑢̄(𝑚) рiвняння (2.15), координати якого

задаються формулами

𝑢𝑛(𝑚) = −E𝑛−1𝑃+D
−𝑚𝑣, 𝑛 ≤ 1;

𝑢𝑛(𝑚) = −D𝑛−1𝑃+D
−𝑚𝑣, 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚;

𝑢𝑛(𝑚) = D𝑛−1𝑃−D
−𝑚𝑣, 𝑛 ≥ 𝑚+ 1.

(2.20)

Зокрема, з урахуванням рiвностi 𝑣 = 𝑃+𝑣, робимо висновок, що

𝑢1(𝑚) = −𝑃+D
−𝑚𝑃+𝑣.

Покладемо тепер

ℓ∞(Z,X) =
{︂
𝑢̄ = {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} ⊂ X

⃒⃒⃒⃒
‖𝑢̄‖∼ = sup

𝑛∈Z
‖𝑢𝑛‖ <∞

}︂
.

Зазначимо, що ℓ∞(Z,X) – теж банахiв простiр з покоординатно визначеними

лiнiйними операцiями i нормою ‖ · ‖∼.

Розглянемо оператор Φ ∈ ℒ(ℓ∞(Z,X)), що визначається за правилом

∀𝑢̄ = {𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z} ∈ ℓ∞(Z,X) : Φ𝑢̄ = {𝑢𝑛 − 𝑇𝑛𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z},

де 𝑇𝑛 = D, 𝑛 ≥ 1; 𝑇𝑛 = E, 𝑛 ≤ 0.

Внаслiдок умови обмеженостi для рiвняння (2.15) i теореми Банаха про

обернений оператор Φ є неперервно оборотним оператором, а також виконується

рiвнiсть 𝑢̄(𝑚) = Φ−1𝑣(𝑚). Отже,

‖𝑢1(𝑚)‖ =
⃦⃦
𝑃+D

−𝑚𝑃+𝑣
⃦⃦
≤ ‖𝑢̄(𝑚)‖∼ ≤

⃦⃦
Φ−1

⃦⃦
· ‖𝑣(𝑚)‖∼ =

⃦⃦
Φ−1

⃦⃦
· ‖𝑣‖. (2.21)
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Оскiльки спiввiдношення (2.21) виконуються для усiх 𝑚 ∈ N i 𝑣 ∈ 𝑄1
+(E),

то, за означенням норми оператора, послiдовнiсть {‖𝑃+D
−𝑚𝑃+‖ ,𝑚 ≥ 1} норм

операторiв 𝑃+D
−𝑚𝑃+ : 𝑄1

+(E) → 𝑄1
+(E),𝑚 ≥ 1, обмежена сталою

⃦⃦
Φ−1

⃦⃦
.

Iз (2.20) i лiнiйностi рiзницевого рiвняння (2.15) випливає, що при фiксо­

ваних 𝑚 ∈ N, 𝑣 ∈ 𝑄1
+(E) обмеженiй послiдовностi

𝑤̄(𝑚) = ( . . . , 0̄ , 𝑃+D
−𝑚+1𝑃+𝑣⏟  ⏞  

1

, . . . , 𝑃+D
−1𝑃+𝑣 , 𝑣⏟ ⏞ 

𝑚

, 0̄ , . . . )

вiдповiдає єдиний обмежений розв’язок 𝑢̄(𝑚), координата 𝑢1(𝑚) якого з ураху­

ванням твердження 1) леми 2.3 зображується у виглядi

𝑢1(𝑚) = −𝑃+D
−𝑚𝑃+𝑣 − 𝑃+D

−𝑚+1𝑃+(𝑃+D
−1𝑃+𝑣)− . . .−

− 𝑃+D
−1𝑃+(𝑃+D

−𝑚+1𝑃+𝑣) = −𝑚𝑃+D
−𝑚𝑃+𝑣.

Звiдси, аналогiчно до (2.21), одержимо ланцюжок нерiвностей

⃦⃦
𝑚𝑃+D

−𝑚𝑃+𝑣
⃦⃦
≤

⃦⃦
Φ−1

⃦⃦
· ‖𝑤̄(𝑚)‖∼ ≤

⃦⃦
Φ−1

⃦⃦
· sup
𝑚≥1

⃦⃦
𝑃+D

−1𝑃+

⃦⃦
· ‖𝑣‖,

а отже, за означенням норми оператора, матимемо, що

∃𝐶 > 0 ∀𝑚 ≥ 1 : 𝑚
⃦⃦
𝑃+D

−𝑚𝑃+

⃦⃦
≤ 𝐶.

Тому, внаслiдок твердження 1) леми 2.3, для кожного 𝑚 ≥ 1 справджується

наступна оцiнка:

(︀
𝑟(𝑃+D

−1𝑃+)
)︀𝑚

= 𝑟(𝑃+D
−𝑚𝑃+) ≤

𝐶

𝑚
.

Звiдси випливає, що 𝑟
(︀
𝑃+D

−1𝑃+

)︀
< 1, а отже, 𝜎

(︀
𝑃+D

−1𝑃+

)︀
⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| < 1}.

Таким чином, з урахуванням теореми Данфорда про вiдображення спектра i
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твердження 2) леми 2.3, одержимо включення

𝜎 (𝑃+D𝑃+) ⊂ {𝑧 ∈ C | |𝑧| > 1}.

VII) Iз тверджень пунктiв I, VI i твердження 4) леми 2.3 випливає, що

𝜎(D) ∩ 𝑆 = ∅.

VIII) Вiдзначимо, що внаслiдок леми 2.4 виконується рiвнiсть

𝑄1
−(D) = X−(D).

IX) Застосувавши твердження пунктiв VII, VIII до рiзницевого рiвняння

(2.18), робимо висновок, що 𝜎(E) ∩ 𝑆 = ∅, 𝑄1
+(E) = X+(E) i, зрештою,

X = X−(D)+̇X+(E).

Теорему 2.1 доведено. �

Зауваження 2.1. Згiдно з твердженням теореми 2.1 умови 𝑖1) та 𝑖2) необхiд­

нi i достатнi для того, щоб вiдповiдне до (2.15) однорiдне рiзницеве рiвнян­

ня було експоненцiально дихотомiчним. В iншому виглядi такi умови отриманi

В. Ю. Слюсарчуком у статтi [10].

Теорема 2.2. Для того, щоб для диференцiального рiвняння (2.1) виконува­

лась умова обмеженостi, необхiдно i достатньо, щоб справджувались такi

умови:

𝑎1) 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(B) ∩ 𝑖R = ∅;

𝑎2) X = ̃︀X−(A)+̇̃︀X+(B).

Доведення. Внаслiдок леми 2.1 i теореми 2.1 достатньо встановити, що умови

𝑎1), 𝑎2) виконуються тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:



73

𝑏1) 𝜎(𝑒
A) ∩ 𝑆 = ∅, 𝜎(𝑒B) ∩ 𝑆 = ∅;

𝑏2) X = X−(𝑒
A)+̇X+(𝑒

B).

Iз леми 2.2 випливає, що умови 𝑎1) i 𝑏1) рiвносильнi. Доведемо, що коли

𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅, то ̃︀X−(A) = X−(𝑒
A). З урахуванням леми 2.5 для цього досить

перевiрити, що X−(𝑒
A) = ̃︀𝑄−(A).

Внаслiдок леми 2.4

X−(𝑒
A) =

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑛≥1

⃦⃦
𝑒𝑛A𝑢

⃦⃦
<∞

}︂
.

Також

𝑒(𝑛+𝜏)A = 𝑒𝑛A · 𝑒𝜏A

для довiльних 𝑛 ∈ Z, 𝜏 ∈ [𝑛,𝑛+ 1], а отже

X−(𝑒
A) =

{︂
𝑢 ∈ X

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒𝑡A𝑢

⃦⃦
<∞

}︂
= ̃︀𝑄−(A).

Аналогiчно перевiряється, що коли 𝜎(B) ∩ 𝑖R = ∅, то X+(𝑒
B) = ̃︀X+(B).

Теорему 2.2 доведено. �

Зауваження 2.2. Теорема 2.2 стверджує, що умови 𝑎1), 𝑎2) необхiднi i достат­

нi для того, щоб вiдповiдне до (2.1) однорiдне диференцiальне рiвняння було

експоненцiально дихотомiчним на R.
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2.4 Зображення обмеженого на R розв’язку диференцiального

рiвняння (2.1) та його поведiнка на нескiнченностi

Будемо позначати через 𝑃−(A) та 𝑃+(A) проектори, що вiдповiдають зоб­

раженню X = ̃︀X−(A)+̇̃︀X+(A); через 𝑃−(B) та 𝑃+(B) – проектори, що вiдпо­

вiдають зображенню X = ̃︀X−(B)+̇̃︀X+(B); а через 𝑃− та 𝑃+ – проектори, що

вiдповiдають зображенню X = ̃︀X−(A)+̇̃︀X+(B).

Вiдомо (див. [8, с. 119 – 120]), що справджується наступна теорема.

Теорема 2.3. Диференцiальне рiвняння

𝑢′(𝑡) = A𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ R, (2.22)

має для кожної функцiї 𝑣 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑢 тодi i

тiльки тодi, коли 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅. Цей розв’язок зображується у виглядi

𝑢(𝑡) =

∫︁
R

𝐺A(𝑡− 𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R, (2.23)

де

𝐺A(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑒A𝑡𝑃+(A), 𝑡 < 0,

𝑒A𝑡𝑃−(A), 𝑡 ≥ 0.
(2.24)

Наступна теорема мiстить явний вигляд єдиного обмеженого розв’язку

диференцiального рiвняння (2.1), вiдповiдного до функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Теорема 2.4. Припустимо, що виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2. Тодi

справджуються такi твердження:

1 ) вiдповiдний до функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок ди­

ференцiального рiвняння (2.1) має наступний вигляд.



75

Якщо 𝑡 ≥ 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃−(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
+∞∫︁
𝑡

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+𝑒A𝑡𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒A𝑡𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

(2.25)

Якщо 𝑡 < 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒B(𝑡−𝑠)𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
0∫︁

𝑡

𝑒B(𝑡−𝑠)𝑃+(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−

−𝑒B𝑡𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒B𝑡𝑃+

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

(2.26)

2 ) iснує така стала 𝐾 > 0, що для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) для вiд­

повiдного до 𝑦 єдиного обмеженого розв’язку 𝑥 рiвняння (2.1) справд­

жується наступна оцiнка:

‖𝑥‖∞ ≤ 𝐾‖𝑦‖∞. (2.27)

Доведення. 1) Перевiримо безпосереднiм диференцiюванням, що для будь-яко­

го 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′(𝑡), а також функцiя 𝑥 неперервна у точцi 𝑡0 = 0.

Якщо 𝑡 > 0, то iз зображення (2.25) випливає, що

𝑥′(𝑡) = A

𝑡∫︁
0

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃−(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑃−(A)𝑦(𝑡)− A

+∞∫︁
𝑡

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+ 𝑃+(A)𝑦(𝑡) + A𝑒A𝑡𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+A𝑒A𝑡𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 =

= A𝑥(𝑡) + (𝑃−(A) + 𝑃+(A)) 𝑦(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡).
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Аналогiчно, при 𝑡 < 0 iз зображення (2.26) отримаємо, що

𝑥′(𝑡) = B

𝑡∫︁
−∞

𝑒B(𝑡−𝑠)𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑃−(B)𝑦(𝑡)− B

0∫︁
𝑡

𝑒B(𝑡−𝑠)𝑃+(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+ 𝑃+(B)𝑦(𝑡)− B𝑒B𝑡𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− B𝑒B𝑡𝑃+

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 =

= B𝑥(𝑡) + (𝑃−(B) + 𝑃+(B)) 𝑦(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡).

Також, згiдно з формулою (2.25), матимемо ланцюжок рiвностей

𝑥(0) = −
+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+ 𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 =

= −(I− 𝑃−)

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 =

= −𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

З формули (2.26) випливає, що

lim
𝑡→0−

𝑥(𝑡) =

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−

− 𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− 𝑃+

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 =

= −𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑥(0).
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Отже, функцiя 𝑥 неперервна у точцi 𝑡0 = 0.

2) Згiдно з оцiнкою (4.5) iз [8, с. 119] iснують такi додатнi сталi 𝑀A, 𝑀B,

𝛾A, 𝛾B, що для кожного 𝑡 ∈ R

‖𝐺A(𝑡)‖ ≤𝑀A𝑒
−𝛾A|𝑡|, ‖𝐺B(𝑡)‖ ≤𝑀B𝑒

−𝛾B|𝑡|. (2.28)

Тому, скориставшись зображенням (2.25) та операторними рiвностями

𝑃− = 𝑃−(A)𝑃−, 𝑃+ = 𝑃+(B)𝑃+,

робимо висновок, що при 𝑡 ≥ 0

‖𝑥(𝑡)‖ ≤𝑀A‖𝑦‖∞

+∞∫︁
0

𝑒−𝛾A|𝑡−𝑠|𝑑𝑠+

+𝑀A‖𝑦‖∞𝑒−𝛾A𝑡‖𝑃−‖

⎛⎝𝑀B

0∫︁
−∞

𝑒−𝛾B|𝑠|𝑑𝑠+𝑀A

+∞∫︁
0

𝑒−𝛾A|𝑠|𝑑𝑠

⎞⎠ ≤ 𝐾+‖𝑦‖∞,

де 𝐾+ =𝑀A

(︂
2

𝛾A
+ ‖𝑃−‖

(︂
𝑀B

𝛾B
+
𝑀A

𝛾A

)︂)︂
.

Аналогiчно iз (2.26) випливає, що при 𝑡 < 0

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐾−‖𝑦‖∞,

де 𝐾− =𝑀B

(︂
2

𝛾B
+ ‖𝑃+‖

(︂
𝑀B

𝛾B
+
𝑀A

𝛾A

)︂)︂
.

Таким чином функцiя 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X) i нерiвнiсть (2.27) виконується зi ста­

лою 𝐾 = max{𝐾+,𝐾−}.

Теорему 2.4 доведено. �
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Наступна теорема показує, наскiльки близькi обмеженi розв’язки дифе­

ренцiальних рiвнянь (2.1) i (2.22) при 𝑡→ ∞.

Теорема 2.5. Якщо виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2, то знайдуться

такi залежнi тiльки вiд операторiв A, B сталi 𝐶 > 0, 𝛾 > 0, що для довiльної

функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) для вiдповiдних до неї обмежених розв’язкiв 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R,

рiвняння (2.1) i 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ R, рiвняння (2.22) справджується наступна оцiнка:

∀𝑡 ≥ 0 : ‖𝑥(𝑡)− 𝑢(𝑡)‖ ≤ 𝐶𝑒−𝛾𝑡‖𝑦‖∞. (2.29)

Доведення. Зафiксуємо функцiю 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Внаслiдок (2.23) i (2.24) для довiльних 𝑡 ∈ R

𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃−(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
+∞∫︁
𝑡

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

Тому, з урахуванням зображення (2.25), рiвностi 𝑃− = 𝑃−(A)𝑃− i оцiнок (2.28),

для кожного 𝑡 ≥ 0

‖𝑥(𝑡)− 𝑢(𝑡)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑒A𝑡𝑃−(A)

⎛⎝ 0∫︁
−∞

𝑒−A𝑠𝑃−(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+ 𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−B𝑠𝑃−(B)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−A𝑠𝑃+(A)𝑦(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤

≤ ‖𝑦‖∞𝑀A𝑒
−𝛾A𝑡

⎛⎝𝑀B‖𝑃−‖
+∞∫︁
0

𝑒−𝛾B𝑡𝑑𝑡+ (1 + ‖𝑃−‖)𝑀A

+∞∫︁
0

𝑒−𝛾A𝑡𝑑𝑡

⎞⎠ =

= 𝐶𝑒−𝛾𝑡‖𝑦‖∞,

де 𝛾 = 𝛾A, 𝐶 =𝑀A

(︂
𝑀B

𝛾B
‖𝑃−‖+ (1 + ‖𝑃−‖)

𝑀A

𝛾A

)︂
.

Теорему 2.5 доведено. �
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Зауваження 2.3. Вiдзначимо, що коли функцiя 𝑦 додатково перiодична, то вiд­

повiдний до неї обмежений розв’язок рiвняння (2.22) теж є перiодичною функ­

цiєю, i тому обмежений розв’язок рiвняння (2.1), згiдно з (2.29), близький до

перiодичного розв’язку рiвняння (2.22) при 𝑡 → ∞, незважаючи на стрибок

операторного коефiцiєнта у рiвняннi (2.1).
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2.5 Приклади застосування теорем

Приклад 2.1. Нехай банахiв простiр X додатково 𝑚-вимiрний. Тодi диферен­

цiальне рiвняння (2.1) задовольняє умову обмеженостi тодi i тiльки тодi, коли

виконуються такi двi умови:

𝑏1) 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(B) ∩ 𝑖R = ∅;

𝑏2) якщо матриця оператора A має жорданову нормальну форму в ба­

зисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑚 i 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑝 – це набiр усiх векторiв базису, якi

вiдповiдають жордановим клiтинам iз власними числами, що лежать

у лiвiй пiвплощинi комплексної площини, а матриця оператора B

має жорданову нормальну форму в базисi 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑚, причому

𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑞 – це набiр усiх векторiв базису, якi вiдповiдають жорда­

новим клiтинам iз власними числами, що лежать у правiй пiвплощинi

комплексної площини, то вектори 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑝, 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑞 утворю­

ють базис у просторi X.

Справдi, умова 𝑏1) збiгається з умовою 𝑎1) теореми 2.2, а умова 𝑏2) в

𝑚-вимiрному просторi X еквiвалентна умовi 𝑎2), оскiльки у цьому випадку

пiдпростори ̃︀X−(A) та ̃︀X+(B) збiгаються вiдповiдно iз лiнiйними оболонками

векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑝 та 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑞.

Приклад 2.2. Нехай банахiв простiр X додатково нескiнченновимiрний. Якщо

хоча б один з операторiв A, B – компактний, то диференцiальне рiвняння (2.1)

не задовольняє умову обмеженостi.

Це випливає з того, що коли, наприклад, A – компактний оператор, то, за

теоремою про спектр компактного оператора в нескiнченновимiрному просторi,

𝜎(A) ∋ 0, а отже, умова 𝑎1) теореми 2.2 не виконується.

Приклад 2.3. Нехай X = ℓ2, A та B – дiагональнi оператори, тобто iснують

такi обмеженi послiдовностi комплексних чисел {𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 1} та {𝛽𝑘, 𝑘 ≥ 1}, що
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для кожного 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . . ) ∈ ℓ2

A𝑥 = (𝛼1𝑥1, 𝛼2𝑥2, . . . , 𝛼𝑛𝑥𝑛 . . . ),

B𝑥 = (𝛽1𝑥1, 𝛽2𝑥2, . . . , 𝛽𝑛𝑥𝑛 . . . ).

Тодi диференцiальне рiвняння (2.1) задовольняє умову обмеженостi тодi i тiль­

ки тодi, коли виконуються наступнi умови:

𝑐1) inf
𝑛≥1

|Re𝛼𝑛| > 0, inf
𝑛≥1

|Re 𝛽𝑛| > 0;

𝑐2) ∀𝑛 ≥ 1 : Re𝛼𝑛 · Re 𝛽𝑛 > 0.

Справдi, вiдомо, що 𝜎(A) = {𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 1}, де 𝐺 позначає замикання множи­

ни 𝐺 ⊂ C. Доведемо, що 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅ у тому i тiльки у тому випадку, коли

inf
𝑛≥1

|Re𝛼𝑛| > 0.

Якщо inf
𝑛≥1

|Re𝛼𝑛| = 𝜇 > 0, то {𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 1} ⊂ 𝐾 := {𝑧 ∈ C | |Re 𝑧| ≥ 𝜇},

причому множина 𝐾 – замкнена, а отже 𝜎(A) ⊂ 𝐾, i тому 𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅.

Нехай inf
𝑛≥1

|Re𝛼𝑛| = 0. Тодi iснує така пiдпослiдовнiсть {𝛼𝑘(𝑗), 𝑗 ≥ 1} по­

слiдовностi {𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 1}, що Re𝛼𝑘(𝑗) → 0, 𝑗 → ∞. Ця пiдпослiдовнiсть – об­

межена, а отже, вона мiстить збiжну до деякого елемента 𝛼 ∈ C пiдпослiдов­

нiсть {𝛼𝑘(𝑗(𝑚)),𝑚 ≥ 1}. Але тодi 𝛼 ∈ 𝜎(A), Re𝛼 = 0. Отже, у цьому випадку

𝜎(A) ∩ 𝑖R = ∅.

Таким чином, умова 𝑐1) еквiвалентна умовi 𝑎1) теореми 2.2.

Тепер зазначимо, що при виконаннi умови 𝑐1)

X−(A) = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . . ) ∈ ℓ2 |

𝑥𝑗 = 0 для кожного такого 𝑗 ≥ 1, що Re𝛼𝑗 > 0},

X+(B) = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . . ) ∈ ℓ2 |

𝑥𝑗 = 0 для кожного такого 𝑗 ≥ 1, що Re 𝛽𝑗 < 0}.

Тому ℓ2 = X−(A)+̇X+(B) тодi i тiльки тодi, коли для кожного 𝑛 ≥ 1 числа

Re𝛼𝑛 та Re 𝛽𝑛 мають однаковi знаки, тобто Re𝛼𝑛 · Re 𝛽𝑛 > 0, оскiльки у цьому
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i тiльки у цьому випадку всi елементи тiльки одного з пiдпросторiв X−(A),

X+(B) мають нульову 𝑛-ту координату для кожного 𝑛 ≥ 1. Отже, умова 𝑐2)

еквiвалентна умовi 𝑎2) теореми 2.2.

Приклад 2.4. Доведемо, що злiченна система диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′
𝑛(𝑡) = 𝑎𝑥𝑛(𝑡) + 𝑏𝑥𝑛−1(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′𝑛(𝑡) = 𝑐𝑥𝑛(𝑡) + 𝑑𝑥𝑛−1(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡), 𝑡 < 0,
𝑛 ∈ Z, (2.30)

у якiй 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – фiксованi комплекснi числа, має для кожної фiксованої послi­

довностi функцiй {𝑦𝑛 : R → C, 𝑛 ∈ Z}, такої, що функцiя

𝑦(𝑡) = ( . . . , 𝑦−1(𝑡), 𝑦0(𝑡), 𝑦1(𝑡), . . . ), 𝑡 ∈ R,

належить 𝐶𝑏(R,ℓ∞(Z,C)), єдиний розв’язок

𝑥(𝑡) = ( . . . , 𝑥−1(𝑡), 𝑥0(𝑡), 𝑥1(𝑡), . . . ), 𝑡 ∈ R,

такий, що 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,ℓ∞(Z,C)), а також для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′(𝑡) (за

нормою в ℓ∞(Z,C)) i виконуються рiвностi (2.30), тодi i тiльки тодi, коли мно­

жини {𝑎+ 𝑏𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑆} та {𝑐+ 𝑑𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑆} не перетинаються з 𝑖R i обидвi лежать

у правiй або лiвiй пiвплощинi комплексної площини C. Тут через 𝑆 позначаємо

одиничне коло {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1}.

Для доведення цього факту зазначимо, що у просторi ℓ∞(Z,C) систе­

ма (2.30) записується у такому еквiвалентному виглядi:⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′
𝑛(𝑡) = (𝑎I + 𝑏𝑇 )𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′𝑛(𝑡) = (𝑐I + 𝑑𝑇 )𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(2.31)
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де I – одиничний оператор у ℓ∞(Z,C), а оператор 𝑇 ∈ ℒ(ℓ∞(Z,C)) визначається

за правилом

𝑇 ( . . . , 𝑥−1 , 𝑥0⏟ ⏞ 
0

, 𝑥1, . . . ) = ( . . . , 𝑥−2 , 𝑥−1⏟ ⏞ 
0

, 𝑥0, . . . ),

𝑥 = ( . . . , 𝑥−1 , 𝑥0⏟ ⏞ 
0

, 𝑥1, . . . ) ∈ ℓ∞(Z,C).

Доведемо, що 𝜎(𝑇 ) = 𝑆. Зауважимо, що 𝜆 = 0 ∈ 𝜌(𝑇 ), бо оператор 𝑇 має

неперервний обернений оператор

𝑇−1( . . . , 𝑥−1 , 𝑥0⏟ ⏞ 
0

, 𝑥1, . . . ) = ( . . . , 𝑥0 , 𝑥1⏟ ⏞ 
0

, 𝑥2, . . . ),

𝑥 = ( . . . , 𝑥−1 , 𝑥0⏟ ⏞ 
0

, 𝑥1, . . . ) ∈ ℓ∞(Z,C).

Зафiксуємо тепер комплексне число 𝜆 ̸= 0. З теореми Банаха про оберне­

ний оператор випливає, що 𝜆 ∈ 𝜌(𝑇 ) тодi i тiльки тодi, коли рiвняння

(𝜆I− 𝑇 )𝑥 = 𝜆𝑦

має для кожного 𝑦 ∈ ℓ∞(Z,C) єдиний розв’язок 𝑥 у просторi ℓ∞(Z,C), тобто

злiченна система лiнiйних рiвнянь

𝜆𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 𝜆𝑦𝑛, 𝑛 ∈ Z,

або, що одне й те ж саме,

𝑥𝑛+1 =
1

𝜆
𝑥𝑛 + 𝑦𝑛+1, 𝑛 ∈ Z, (2.32)

задовольняє умову обмеженостi в C.
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Скориставшись теоремою 1 iз [55, с. 9], робимо висновок, що рiвнян­

ня (2.32) задовольняє умову обмеженостi в тому i тiльки тому випадку, коли
1

𝜆
/∈ 𝑆. Таким чином, 𝜎(𝑇 ) = 𝑆.

Для скорочення запису покладемо

𝒜 = 𝑎I + 𝑏𝑇, ℬ = 𝑐I + 𝑑𝑇.

Оскiльки 𝜎(𝑇 ) = 𝑆, то 𝜎(𝒜) = {𝑎+ 𝑏𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑆}, 𝜎(ℬ) = {𝑐+ 𝑑𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑆}.

Тепер зауважимо, що при 𝑏 = 0 𝜎(𝒜) = {𝑎}, а при 𝑏 ̸= 0 𝜎(𝒜) збiгається з

колом {𝑢 ∈ C | |𝑢− 𝑎| = |𝑏|}. Тому у випадку, коли 𝜎(𝒜)∩ 𝑖R = ∅, обов’язково

𝜎(𝒜) лежить або в лiвiй пiвплощинi C, i тодi для X = ℓ∞(Z,C) матимемо, що̃︀X−(𝒜) = X, ̃︀X+(𝒜) = {0̄}, або у правiй пiвплощинi C, i тодi ̃︀X−(𝒜) = {0̄},̃︀X+(𝒜) = X. Для 𝜎(ℬ) виконуються аналогiчнi рiвностi, а отже твердження

прикладу 2.4 правильне.
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2.6 Висновки до роздiлу 2

Роздiл 2 цiєї дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню необхiдних i

достатнiх умов на фiксованi лiнiйнi обмеженi оператори A та B, при виконаннi

яких диференцiальне рiвняння (2.1) з кусково-сталими операторними коефiцiєн­

тами має єдиний обмежений розв’язок 𝑥 у банаховому просторi усiх неперерв­

них i обмежених на R функцiй 𝑓 : R → X з нормою ‖𝑓‖∞ := sup
𝑡∈R

‖𝑓 (𝑡)‖ для

довiльної функцiї 𝑦 iз цього простору.

Крiм того, даний роздiл мiстить зображення обмеженого на R розв’язку

диференцiального рiвняння (2.1) з кусково-сталими операторними коефiцiєнта­

ми, а також оцiнку близькостi розв’язкiв цього рiвняння та диференцiального

рiвняння (2.22) зi сталим операторним коефiцiєнтом, що вiдповiдають однiй i

тiй самiй функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X), при 𝑡→ +∞.

Основними результатами роздiлу є теореми 2.1 та 2.2, якi були опублiко­

ванi у статтi [1], а також теореми 2.4 та 2.5, опублiкованi у статтi [3]. Деякi

результати цього роздiлу було висвiтлено у тезах мiжнародних конференцiй

«Шевченкiвська весна» [4] i [5].
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Роздiл 3. ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ НЕЛIНIЙНОГО

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З КУСКОВО-СТАЛИМИ

ОПЕРАТОРНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

3.1 Постановка задачi

У цiй частинi дисертацiйної роботи, використовуючи позначення, введенi

у попередньому роздiлi, будемо дослiджувати питання про iснування єдиного

обмеженого розв’язку (у сенсi означення 2.1) нелiнiйного аналога диференцiаль­

ного рiвняння (2.1) з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами, що має

вигляд ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 < 0,
(3.1)

в якому 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) – задана функцiя, A та B – фiксованi оператори з ℒ(X), а

𝑓 : R× X× X → X – деяка функцiя.

Далi використовуватиметься наступне означення неперервностi функцiї 𝑓 .

Означення 3.1. Функцiю 𝑓 будемо називати неперервною в точцi (𝑡0,𝑢0,𝑣0) ∈

∈ R× X× X, якщо

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀(𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R× X× X, |𝑡− 𝑡0|+ ‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖ < 𝛿 :

‖𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0)‖ < 𝜀.

Як звичайно, функцiю 𝑓 будемо називати неперервною на множинi R×X×X,

якщо вона неперервна у кожнiй точцi цiєї множини.

Наступна теорема є основним результатом цього роздiлу.

Теорема 3.1. Припустимо, що виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2 i

функцiя 𝑓 : R× X× X → X задовольняє такi умови:
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𝑗1) 𝑓 неперервна на множинi R×X×X, тобто для будь-яких (𝑡0, 𝑢0, 𝑣0) ∈

∈ R× X× X виконується означення 3.1;

𝑗2) ∃𝐶1 > 0 ∀𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ X ∀𝑡 ∈ R : ‖𝑓(𝑡, 𝑢1, 𝑣)− 𝑓(𝑡, 𝑢2, 𝑣)‖ ≤ 𝐶1‖𝑢1− 𝑢2‖;

𝑗3) ∃𝐶2 > 0 ∀𝑡 ∈ R ∀𝑣 ∈ X : ‖𝑓(𝑡, 0̄, 𝑣)‖ ≤ 𝐶2(1 + ‖𝑣‖);

𝑗4) 𝐾𝐶1 < 1, де 𝐾 – стала iз оцiнки (2.27).

Тодi нелiнiйне диференцiальне рiвняння (3.1) має для кожної функцiї 𝑦 ∈

∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.

Як наслiдки теореми 3.1, доведемо такi твердження.

Теорема 3.2. Припустимо, що виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2 i

функцiя 𝑔 : X → X задовольняє умову Лiпшиця зi сталою 𝐿 > 0 на X, тобто

∀𝑢, 𝑣 ∈ X : ‖𝑔(𝑢)− 𝑔(𝑣)‖ ≤ 𝐿‖𝑢− 𝑣‖, (3.2)

а також виконується нерiвнiсть 𝐾𝐿 < 1.

Тодi диференцiальне рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = B𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(3.3)

має для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.

Теорема 3.3. Нехай виконуються умови 𝑎1), 𝑎2) теореми 2.2 i 𝑇 : R → ℒ(X)

– така неперервна на R операторнозначна функцiя, що sup
𝑡∈R

‖𝑇 (𝑡)‖ = 𝐶3 < +∞.

Якщо 𝐾𝐶3 < 1, то диференцiальне рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = (A + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = (B + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(3.4)

має для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.
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Зауваження 3.1. Вiдзначимо, що умови теореми 3.3 забезпечують виконання

умови експоненцiальної дихотомiї для вiдповiдного до (3.4) однорiдного дифе­

ренцiального рiвняння зi змiнними операторними коефiцiєнтами.
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3.2 Доведення теорем 3.1 – 3.3

Доведення теореми 3.1. Покладемо 𝑦1(𝑡) = 𝑓(𝑡, 0̄, 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R. Внаслiдок

умови 𝑗1) функцiя 𝑦1 неперервна на R. Також, скориставшись умовою 𝑗3) отри­

маємо для кожного 𝑡 ∈ R обмеження

‖𝑦1(𝑡)‖ ≤ 𝐶2(1 + ‖𝑦1‖∞).

Таким чином, 𝑦1 ∈ 𝐶𝑏(R,X). За теоремою 2.2 рiвняння (2.1) має єдиний обмеже­

ний розв’язок 𝑥1, вiдповiдний до функцiї 𝑦1. Далi, при 𝑛 ≥ 2, функцiю 𝑥𝑛 визна­

чимо, використовуючи побудовану ранiше функцiю 𝑥𝑛−1, як єдиний обмежений

розв’язок рiвняння (2.1), вiдповiдний до функцiї 𝑦𝑛(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈

∈ R. Вiдзначимо, що 𝑦𝑛 ∈ 𝐶𝑏(R,X), оскiльки, з урахуванням умов 𝑗1) та 𝑗2),

функцiя 𝑦𝑛 є неперервною на R i для кожного 𝑡 ∈ R

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦𝑛−1(𝑡)‖+ ‖𝑦𝑛(𝑡)− 𝑦𝑛−1(𝑡)‖ ≤

≤ ‖𝑦𝑛−1‖∞ + ‖𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡))− 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−2(𝑡), 𝑦(𝑡))‖ ≤

≤ ‖𝑦𝑛−1‖∞ + 𝐶1‖𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2‖∞.

Тут 𝑥0(𝑡) = 0̄, 𝑡 ∈ R.

Внаслiдок оцiнки (2.27) для кожного 𝑛 ≥ 2

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1‖∞ ≤ 𝐾 sup
𝑡∈R

‖𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡))− 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−2(𝑡), 𝑦(𝑡))‖ ≤

≤ 𝐾𝐶1‖𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2‖∞ ≤ (𝐾𝐶1)
2‖𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−3‖∞ ≤

≤ . . . ≤ (𝐾𝐶1)
𝑛−1‖𝑥1 − 𝑥0‖∞,

а отже, з урахуванням умови 𝑗4), послiдовнiсть {𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1} є фундаментальною

в банаховому просторi 𝐶𝑏(R,X).
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Тому iснує така функцiя 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X), що

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖∞ → 0, 𝑛→ ∞.

Доведемо, що 𝑥 – обмежений розв’язок диференцiального рiвняння (3.1). Скори­

ставшись явним виглядом розв’язку вiдповiдної задачi Кошi, робимо висновок,

що для довiльного 𝑛 ≥ 2

𝑥𝑛(𝑡) = 𝑒A𝑡𝑥𝑛(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0.

Звiдси, перейшовши до границi при 𝑛→ ∞, отримаємо

𝑥(𝑡) = 𝑒A𝑡𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒A(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0.

Тому для кожного 𝑡 > 0 iснує

𝑥′(𝑡) = A𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)).

Аналогiчно перевiряється, що при 𝑡 < 0 теж iснує 𝑥′(𝑡) i виконується

рiвнiсть (3.1).

Доведемо єдинiсть цього розв’язку. Нехай 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ R, – теж вiдповiдний до

𝑦 обмежений розв’язок рiвняння (3.1). Тодi 𝑥 i 𝑢 – обмеженi розв’язки лiнiйного

диференцiального рiвняння (2.1), вiдповiднi до функцiй 𝑦𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

𝑡 ∈ R, та 𝑦𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R. Тому, внаслiдок оцiнки (2.27) i умови 𝑗2),

‖𝑥− 𝑢‖∞ ≤ 𝐾‖𝑦𝑥 − 𝑦𝑢‖∞ ≤ 𝐾𝐶1‖𝑥− 𝑢‖∞.

Оскiльки 𝐾𝐶1 < 1, то 𝑥 = 𝑢.

Теорему 3.1 доведено. �
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Доведення теореми 3.2. Вiдзначимо, що диференцiальне рiвняння (3.3) має

вигляд (3.1) iз функцiєю 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣) = 𝑔(𝑢) + 𝑣, (𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R×X×X. Перевiримо,

що ця функцiя задовольняє умови 𝑗1) – 𝑗4) теореми 3.1.

З умови Лiпшиця для довiльних точок (𝑡, 𝑢, 𝑣), (𝑡0, 𝑢0, 𝑣0) iз R × X × X

випливає, що

‖𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0)‖ ≤ ‖𝑔(𝑢)− 𝑔(𝑢0)‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖ ≤

≤ 𝐿‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖ ≤ max{𝐿, 1} (|𝑡− 𝑡0|+ ‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖) ,

а отже, функцiя 𝑓 неперервна на R × X × X, тобто виконується умова 𝑗1) тео­

реми 3.1.

Для довiльних 𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ X, 𝑡 ∈ R

‖𝑓(𝑡, 𝑢1, 𝑣)− 𝑓(𝑡, 𝑢2, 𝑣)‖ = ‖𝑔(𝑢1)− 𝑔(𝑢2)‖ ≤ 𝐿‖𝑢1 − 𝑢2‖,

тобто умова 𝑗2) виконується зi сталою 𝐶1 = 𝐿.

Врештi-решт, для всiх 𝑡 ∈ R, 𝑣 ∈ X

‖𝑓(𝑡, 0̄, 𝑣)‖ = ‖𝑔(0̄) + 𝑣‖ ≤ max {‖𝑔(0̄)‖, 1} (1 + ‖𝑣‖) ,

i тому виконується умова 𝑗3), а також 𝐶1𝐾 = 𝐿𝐾 < 1, тобто умова 𝑗4) теж

справджується.

Таким чином, до диференцiального рiвняння (3.3) можна застосувати тео­

рему 3.1.

Теорему 3.2 доведено. �

Доведення теореми 3.3. Достатньо перевiрити виконання умов теореми 3.1

у випадку, коли 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣) = 𝑇 (𝑡)𝑢+ 𝑣, (𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R× X× X.
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Перевiримо умову 𝑗1). Зафiксуємо точку (𝑡0, 𝑢0, 𝑣0) ∈ R × X × X i 𝜀 > 0.

Зазначимо, що для довiльної точки (𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R× X× X

‖𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0)‖ = ‖𝑇 (𝑡)𝑢− 𝑇 (𝑡)𝑢0 + 𝑇 (𝑡)𝑢0 − 𝑇 (𝑡0)𝑢0 + 𝑣 − 𝑣0‖ ≤

≤ 𝐶3‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑇 (𝑡)− 𝑇 (𝑡0)‖ · ‖𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖.

Внаслiдок неперервностi операторної функцiї 𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R, iснує таке число

𝛿1 > 0, що для усiх 𝑡 ∈ R, |𝑡− 𝑡0| < 𝛿1, виконується нерiвнiсть

‖𝑇 (𝑡)− 𝑇 (𝑡0)‖ · ‖𝑢0‖ <
𝜀

3

Тому, обравши 𝛿 = min

{︂
𝜀

3(𝐶3 + 1)
, 𝛿1

}︂
, дiстанемо, що для усiх (𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R ×

X× X, |𝑡− 𝑡0|+ ‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖ < 𝛿, виконується нерiвнiсть

‖𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0)‖ < 𝜀,

тобто функцiя 𝑓 неперервна у точцi (𝑡0, 𝑢0, 𝑣0).

Також для всiх 𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ X, 𝑡 ∈ R

‖𝑓(𝑡, 𝑢1, 𝑣)− 𝑓(𝑡, 𝑢2, 𝑣)‖ = ‖𝑇 (𝑡)𝑢1 − 𝑇 (𝑡)𝑢2‖ ≤ 𝐶3‖𝑢1 − 𝑢2‖,

а отже, умова 𝑗2) виконується зi сталою 𝐶1 = 𝐶3.

Врештi-решт, для всiх 𝑡 ∈ R, 𝑣 ∈ X

‖𝑓(𝑡, 0̄, 𝑣)‖ = ‖𝑇 (𝑡)0̄ + 𝑣‖ = ‖𝑣‖,

i тому виконується умова 𝑗3), а також 𝐶1𝐾 = 𝐶3𝐾 < 1, тобто справджується i

умова 𝑗4).

Теорему 3.3 доведено. �
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3.3 Приклади застосування теорем

Приклад 3.1. Нехай 𝛼 та 𝛽 – такi дiйснi числа, що виконуються нерiвностi

0 < 𝛼 < 𝛽 та
1

𝛼
+

1

𝛽
< 1. Доведемо, що диференцiальне рiвняння

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′(𝑡) =

(︂
𝛼 + 𝑡𝑒−𝑡 sin

1

𝑡

)︂
𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) =

(︂
𝛽 + 𝑒

1
𝑡 cos

1

𝑡

)︂
𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0

(3.5)

має для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,C) єдиний обмежений розв’язок.

Застосуємо теорему 3.3 у банаховому просторi X = C з нормою ‖𝑢‖ =

= |𝑢|, 𝑢 ∈ C. Вiдповiдне до (3.5) диференцiальне рiвняння з кусково-сталими

операторними коефiцiєнтами записується у виглядi⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = 𝛼𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = 𝛽𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0.
(3.6)

Тому у цьому випадку оператори A,B ∈ ℒ(X) визначаються формулами A𝑢 =

= 𝛼𝑢, 𝑢 ∈ C; B𝑢 = 𝛽𝑢, 𝑢 ∈ C. Отже, 𝜎(A) = {𝛼}, 𝜎(B) = {𝛽}, 𝑃−(A) =

= 𝑃−(B) = O, 𝑃+(A) = 𝑃+(B) = I, A = A+, B = B+, X−(A) = X−(B) =

= {0}, X+(A) = X+(B) = C. Таким чином, виконуються умови теореми 2.2, а

отже, з урахуванням формул (2.25) та (2.26) для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,C)

рiвняння (3.6) має єдиний обмежений розв’язок 𝑥, який зображується у виглядi

𝑥(𝑡) = −
+∞∫︁
𝑡

𝑒𝛼(𝑡−𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0;

𝑥(𝑡) = −
0∫︁

𝑡

𝑒𝛽(𝑡−𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒𝛽𝑡
+∞∫︁
0

𝑒−𝛼𝑠𝑦(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 < 0.
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Звiдси випливає, що для кожного 𝑡 ≥ 0

|𝑥(𝑡)| ≤ ‖𝑦‖∞

+∞∫︁
𝑡

𝑒𝛼(𝑡−𝑠)𝑑𝑠 =
1

𝛼
‖𝑦‖∞,

а для кожного 𝑡 < 0

|𝑥(𝑡)| ≤ ‖𝑦‖∞

⎛⎝ 0∫︁
𝑡

𝑒𝛽(𝑡−𝑠)𝑑𝑠+

+∞∫︁
0

𝑒−𝛼𝑠𝑑𝑠

⎞⎠ ≤
(︂
1

𝛼
+

1

𝛽

)︂
‖𝑦‖∞.

Тому виконується обмеження

‖𝑥‖∞ ≤
(︂
1

𝛼
+

1

𝛽

)︂
‖𝑦‖∞. (3.7)

Тепер зазначимо, що рiвняння (3.5) записується у виглядi⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = (𝛼 + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = (𝛽 + 𝑇 (𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

де функцiя 𝑇 : R → C записується таким чином:

𝑇 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑡𝑒−𝑡 sin

1

𝑡
, 𝑡 > 0,

0, 𝑡 = 0,

𝑒
1
𝑡 cos

1

𝑡
, 𝑡 < 0.

Оскiльки lim
𝑡→0+

𝑇 (𝑡) = lim
𝑡→0−

𝑇 (𝑡) = 0, то фунцiя 𝑇 неперервна на R. Також

∀𝑡 > 0 : |𝑇 (𝑡)| ≤ 𝑡𝑒−𝑡 ≤ 1

𝑒
,

∀𝑡 < 0 : |𝑇 (𝑡)| ≤ 𝑒
1
𝑡 ≤ 1.
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Тому 𝑇 ∈ 𝐶𝑏(R,C), sup
𝑡∈C

|𝑇 (𝑡)| ≤ 1.

Оскiльки
1

𝛼
+

1

𝛽
< 1, то, з урахуванням оцiнки (3.7), для диференцiально­

го рiвняння (3.5) виконуються усi умови теореми 3.3, а отже, рiвняння (3.5) має

для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,C) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.

Приклад 3.2. Нехай 𝛼 та 𝛽 – такi дiйснi числа, що виконуються нерiвностi

0 < 𝛼 < 𝛽 та
1

𝛼
+

1

𝛽
< 1. Доведемо, що нелiнiйне диференцiальне рiвняння

⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′(𝑡) = 𝛼𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = 𝛽𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 < 0,
(3.8)

у якому функцiя 𝑓 : R× C× C → C визначається за правилом

𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣) = 𝑣 · sin
(︂
𝑡+ |𝑢|
1 + |𝑣|

)︂
, (𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R× C× C,

має для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,C) єдиний обмежений розв’язок 𝑥.

Для доведення цього твердження застосуємо у банаховому просторi X = C

теорему 3.1. Оскiльки функцiя sin 𝑧, 𝑧 ∈ C, неперервна на C, то, з урахуванням

теорем про дiї з неперервними функцiями i про неперервнiсть складеної функцiї,

робимо висновок, що функцiя 𝑓 неперервна на R× C× C.

Для довiльних 𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ C, 𝑡 ∈ R внаслiдок нерiвностi

| sin𝛼− sin 𝛽| ≤ |𝛼− 𝛽|, 𝛼,𝛽 ∈ R,

дiстанемо

|𝑓(𝑡, 𝑢1, 𝑣)− 𝑓(𝑡, 𝑢2, 𝑣)| ≤ |𝑣| ·
⃒⃒⃒⃒
|𝑢1| − |𝑢2|
1 + |𝑣|

⃒⃒⃒⃒
≤ |𝑣|

1 + |𝑣|
· |𝑢1 − 𝑢2| ≤ |𝑢1 − 𝑢2|,

тобто умова 𝑗2) виконується зi сталою 𝐶1 = 1.
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Також для усiх 𝑣 ∈ C, 𝑡 ∈ R

|𝑓(𝑡, 0, 𝑣)| = |𝑣| ·
⃒⃒⃒⃒
sin

(︂
𝑡

1 + |𝑣|

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ |𝑣|.

Рiвнянню (3.8) вiдповiдає лiнiйне диференцiальне рiвняння з кусково-ста­

лими коефiцiєнтами (3.6), причому внаслiдок оцiнки (3.7) матимемо, що

𝐶1𝐾 =
1

𝛼
+

1

𝛽
< 1.

Таким чином, для диференцiального рiвняння (3.8) виконуються всi умови тео­

реми 3.1, i тому воно має єдиний обмежений розв’язок 𝑥 для кожної функцiї

𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,C).
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3.4 Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 цiєї дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню достатнiх

умов на фiксованi лiнiйнi обмеженi оператори A i B та функцiю 𝑓 :R×X×X→X,

при виконаннi яких диференцiальне рiвняння (3.1), що є нелiнiйним аналогом

рiвняння (2.1), розглянутого у попередньому роздiлi, має єдиний обмежений

розв’язок 𝑥 для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Основним результатом роздiлу є теорема 3.1. Результати цього роздiлу

було опублiковано у статтi [3] та висвiтлено в тезах мiжнародної конференцiї

«Шевченкiвська весна» [5].
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Роздiл 4. ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО

РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З КУСКОВО-СТАЛИМИ

ОПЕРАТОРНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

4.1 Постановка задачi

У цiй частинi дисертацiйної роботи використовуватимемо позначення, вве­

денi у попереднiх роздiлах. Крiм того, позначимо через 𝐶(1)
𝑏 (R,X) банахiв про­

стiр усiх неперервно диференцiйовних на R функцiй 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X) з похiдною

𝑥′ ∈ 𝐶𝑏(R,X) i нормою ‖𝑥‖1,∞ := ‖𝑥‖∞ + ‖𝑥′‖∞.

Розглянемо диференцiальне рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡) = A1𝑥

′(𝑡) + A2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = B1𝑥
′(𝑡) + B2𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

(4.1)

в якому 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X), A𝑘, B𝑘, 𝑘 = 1,2 – фiксованi оператори з ℒ(X).

Означення 4.1. Обмеженим розв’язком рiвняння (4.1) будемо називати таку

функцiю 𝑥 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X), що для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑥′′(𝑡) i виконується

рiвнiсть (4.1).

Мета цього роздiлу, як i роздiлу 2, – отримати умови на операторнi коефi­

цiєнти A𝑘, B𝑘, 𝑘 = 1,2, якi забезпечують виконання такої умови.

Умова обмеженостi. Для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) диференцiальне рiв­

няння (4.1) має єдиний обмежений розв’язок 𝑥.



99

4.2 Позначення i допомiжнi твердження

Будемо розглядати комплексний банахiв простiр

X2 =

⎧⎨⎩𝑥̄ =

⎛⎝𝑥(1)
𝑥(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑥(1), 𝑥(2) ∈ X

⎫⎬⎭
iз визначеними покоординатно додаванням i множенням на скаляр та нормою

‖𝑥̄‖* =
⃦⃦
𝑥(1)

⃦⃦
+

⃦⃦
𝑥(2)

⃦⃦
, 𝑥̄ ∈ X2. Якщо E, F, G, H ∈ ℒ(X), то, як i для випадку

числових матриць, T =

⎛⎝E F

G H

⎞⎠ задає оператор з ℒ
(︀
X2

)︀
за правилом

T𝑥̄ =

⎛⎝E𝑥(1) + F𝑥(2)

G𝑥(1) +H𝑥(2)

⎞⎠ , 𝑥̄ ∈ X2.

Нехай TA =

⎛⎝A1 A2

I O

⎞⎠, TB =

⎛⎝B1 B2

I O

⎞⎠; через 𝜎 (TA) та 𝜎 (TB) познача­

тимемо спектри операторiв TA та TB вiдповiдно.

Аналогiчно до статтi А. Г. Баскакова, Т. К. Кацаран та Т. I. Смаґiної [12],

будемо використовувати наступне означення.

Означення 4.2. Коренi Λ1, Λ2 ∈ ℒ(X) операторного рiвняння

Λ2 − A1Λ− A2 = O (4.2)

називатимемо роздiленими, якщо iснує неперервний обернений оператор ΨA =

= (Λ1 − Λ2)
−1 до оператора (Λ1 − Λ2).

У статтi [12] А. Г. Баскакова, Т. К. Кацаран та Т. I. Смаґiної доведено

таку теорему.
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Теорема 4.1. Припустимо, що рiвняння (4.2) має роздiленi коренi Λ1, Λ2.

Покладемо

UA =

⎛⎝Λ1 Λ2

I I

⎞⎠, U−1
A =

⎛⎝ ΨA −ΨAΛ2

−ΨA ΨAΛ1

⎞⎠.
Тодi U−1

A – неперервний обернений оператор до оператора UA, а також

U−1
A TAUA =

⎛⎝Λ1 O

O Λ2

⎞⎠, (4.3)

𝑒TA𝑡 = UA

⎛⎝𝑒Λ1𝑡 O

O 𝑒Λ2𝑡

⎞⎠U−1
A , 𝑡 ∈ R. (4.4)

Зауваження 4.1. Вiдзначимо, що, згiдно з наведеним у статтi А. С. Маркуса

та I. В. Мереуци [13] зауваженням 1.3, неперервна оборотнiсть оператора UA

еквiвалентна неперервнiй оборотностi оператора (Λ1 − Λ2).

Нехай оператор V ∈ ℒ(X), а його спектр 𝜎(V) не перетинає уявну вiсь, тоб­

то 𝜎(V)∩ 𝑖R = ∅. Будемо позначати через 𝜎−(V) i 𝜎+(V) частини спектра 𝜎(V)

оператора V, що лежать вiдповiдно у лiвiй та правiй пiвплощинi комплексної

площини (одна з цих множин може бути порожньою); через 𝑃−(V) та 𝑃+(V)

– проектори Рiсса, що вiдповiдають множинам 𝜎−(V) та 𝜎+(V). Тодi вiдомо

(див., наприклад, [8, розд. 2, § 4]), що простiр X зображується у виглядi пря­

мої суми X = X−(V)+̇X+(V) iнварiантних вiдносно оператора V пiдпросторiв

X−(V) = 𝑃−(V)X та X+(V) = 𝑃+(V)X, а також, вiдповiдно до теореми 2.3,

диференцiальне рiвняння 𝑢′(𝑡) = V𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ R, має для кожної функцiї

𝑣 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний розв’язок 𝑢 в просторi 𝐶(1)
𝑏 (R,X) тодi i тiльки тодi, коли

𝜎(V) ∩ 𝑖R = ∅. Цей розв’язок зображується у виглядi згортки

𝑢(𝑡) = (𝐺V * 𝑣)(𝑡) =
∫︁
R

𝐺V(𝑡− 𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R, (4.5)

а опереаторнозначна функцiя Грiна 𝐺V(𝑡), 𝑡 ∈ R, визначається за форму­

лою (2.24).
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Розглянемо тепер вiдповiдне до (4.1) диференцiальне рiвняння першого

порядку ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̄
′(𝑡) = TA𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥̄′(𝑡) = TB𝑥̄(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0.
(4.6)

у банаховому просторi X2.

Згiдно з теоремою 2.2 справджується таке твердження.

Теорема 4.2. Для того, щоб диференцiальне рiвняння (4.6) задовольняло умо­

ву обмеженостi, необхiдно i достатньо, щоб виконувались такi умови:

𝑖1) 𝜎(TA) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(TB) ∩ 𝑖R = ∅;

𝑖2) X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB).

Нехай 𝑃−, 𝑃+ – проектори у просторi X2, що вiдповiдають зображенню

X2 = X2
−(TA)+̇X2

+(TB). З теореми 2.4 випливає, що при виконаннi умов 𝑖1) та

𝑖2) теореми 4.2 вiдповiдний до функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏

(︀
R,X2

)︀
обмежений розв’язок 𝑥̄

рiвняння (4.6) визначається таким чином:

якщо 𝑡 ≥ 0, то

𝑥̄(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒TA(𝑡−𝑠)𝑃−(TA)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
+∞∫︁
𝑡

𝑒TA(𝑡−𝑠)𝑃+(TA)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+ 𝑒TA𝑡𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−TB𝑠𝑃−(TB)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒TA𝑡𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−TA𝑠𝑃+(TA)𝑦(𝑠)𝑑𝑠;

(4.7)

якщо 𝑡 < 0, то

𝑥̄(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒TB(𝑡−𝑠)𝑃−(TB)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
0∫︁

𝑡

𝑒TB(𝑡−𝑠)𝑃+(TB)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−

− 𝑒TB𝑡𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−TA𝑠𝑃+(TA)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒TB𝑡𝑃+

0∫︁
−∞

𝑒−TB𝑠𝑃−(TB)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

(4.8)

У подальшому також потрiбна така лема.
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Лема 4.1. Нехай функцiя 𝜙 : [𝑎, 𝑏] → X неперервна на [𝑎, 𝑏] i для кожного

𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏) iснує 𝜙 ′(𝑠). Тодi

‖𝜙(𝑏)− 𝜙(𝑎)‖ ≤ (𝑏− 𝑎) sup
𝑠∈(𝑎, 𝑏)

‖𝜙 ′(𝑠)‖.

Доведення. Внаслiдок теореми Гана-Банаха iснує такий функцiонал ℎ ∈ X*,

що ‖ℎ‖ = 1, ℎ(𝜙(𝑏) − 𝜙(𝑎)) = ‖𝜙(𝑏) − 𝜙(𝑎)‖. Покладемо 𝛼(𝑡) = Reℎ(𝜙(𝑡)),

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Оскiльки ‖𝜙(𝑏) − 𝜙(𝑎)‖ – дiйсне число, то, з урахуванням теореми

Лагранжа про скiнченнi прирости, iснує таке 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏), що

‖𝜙(𝑏)−𝜙(𝑎)‖ = ℎ(𝜙(𝑏)−𝜙(𝑎)) = 𝛼(𝑏)−𝛼(𝑎) = 𝛼 ′(𝜉)(𝑏− 𝑎) ≤ (𝑏− 𝑎)|ℎ(𝜙 ′(𝜉))|.

Звiдси, враховуючи, що ‖ℎ‖ = 1, отримаємо

‖𝜙(𝑏)− 𝜙(𝑎)‖ ≤ (𝑏− 𝑎)‖𝜙 ′(𝜉)‖ ≤ (𝑏− 𝑎) sup
𝑠∈(𝑎, 𝑏)

‖𝜙 ′(𝑠)‖.

Лему 4.1 доведено. �
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4.3 Основнi результати

Основну теорему цього роздiлу будемо доводити за умови, що виконується

таке припущення.

Припущення 4.1. Iснує такий оператор W ∈ ℒ(X), що 𝜎(W) ∩ 𝑖R = ∅, а

також A1W+A2 = B1W+B2.

Вiдзначимо, що припущення 4.1 виконується, зокрема, у випадку, коли

рiвняння

Λ2 − B1Λ− B2 = O (4.9)

i (4.2) мають такий спiльний корiнь Λ0 ∈ ℒ(X), що 𝜎(Λ0)∩ 𝑖R = ∅. При X = C,

згiдно з припущенням 4.1, для функцiй 𝑓1(𝑧) = 𝑧2−𝑎1𝑧−𝑎2 та 𝑓2(𝑧) = 𝑧2−𝑏1𝑧−𝑏2
повинно iснувати таке число 𝑧0 /∈ 𝑖R, що 𝑓1(𝑧0) = 𝑓2(𝑧0).

Наступна теорема мiстить вiдповiдь на природне питання про одночасне

виконання умови обмеженостi для диференцiальних рiвнянь (4.1) i (4.6).

Теорема 4.3. Якщо виконується припущення 4.1, то рiвняння (4.1) задоволь­

няє умову обмеженостi у тому i тiльки в тому випадку, коли умову обме­

женостi задовольняє рiвняння (4.6).

Доведення. Достатнiсть. Нехай умова обмеженостi виконується для рiвнян­

ня (4.6). Зафiксуємо функцiю 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X). Внаслiдок (4.6) для вiдповiдного до

функцiї 𝑦(𝑡) =

⎛⎝𝑦(𝑡)
0̄

⎞⎠, 𝑡 ∈ R, єдиного обмеженого розв’язку 𝑥̄(𝑡) =

⎛⎝𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⎞⎠,

𝑡 ∈ R, виконуються рiвностi

𝑥′1(𝑡) = A1𝑥1(𝑡) + A2𝑥2(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑥′1(𝑡) = B1𝑥1(𝑡) + B2𝑥2(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,

𝑥′2(𝑡) = 𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ R∖{0}.
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Тому для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснують 𝑥′′2(𝑡) = 𝑥′1(𝑡) i функцiя 𝑥(𝑡) = 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ R,

задовольняє рiвнiсть (4.1).

Перевiримо, що 𝑥2 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X). Застосувавши при фiксованому 𝑡 > 0

лему 4.1 до функцiї 𝜙*(𝑠) = 𝑥2(𝑠) − 𝑥2(0) − 𝑠 𝑥1(0), 𝑠 ∈ [0, 𝑡], з урахуванням

рiвностi 𝜙*(0) = 0, отримаємо

‖𝜙*(𝑡)− 𝜙*(0)‖ = ‖𝑥2(𝑡)− 𝑥2(0)− 𝑡 𝑥1(0)‖ ≤

≤ (𝑡− 0) sup
𝑠∈(0, 𝑡)

‖𝑥′2(𝑠)− 𝑥1(0)‖ = 𝑡 sup
𝑠∈(0, 𝑡)

‖𝑥′2(𝑠)− 𝑥1(0)‖ ≤

≤ 𝑡 max
𝑠∈[0, 𝑡]

‖𝑥1(𝑠)− 𝑥1(0)‖. (4.10)

Тут ми скористались рiвнiстю

𝜙′
*(𝑠) = 𝑥′2(𝑠)− 𝑥1(0) = 𝑥1(𝑠)− 𝑥1(0).

Iз означення обмеженого розв’язку рiвняння (4.6) випливає, що функцiї

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐶𝑏(R,X). Тому, подiливши праву i лiву частини умови (4.10) на 𝑡 i

перейшовши до границi при 𝑡 → 0+, отримаємо рiвнiсть 𝑥′2(0+) = 𝑥1(0). За­

стосувавши аналогiчнi мiркування до функцiї 𝜙*(𝑠) = 𝑥2(𝑠) − 𝑥2(0) − 𝑠 𝑥1(0),

яка розглядається на вiдрiзку [−𝑡, 0], отримаємо 𝑥′2(0−) = 𝑥1(0), а отже, iснує

𝑥′2(0) = 𝑥1(0). Таким чином, 𝑥′2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) для кожного 𝑡 ∈ R. Звiдси випливає,

що функцiя 𝑥(𝑡) = 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ R, є обмеженим розв’язком диференцiального

рiвняння (4.1).

Якщо, вiд супротивного, отриманий обмежений розв’язок 𝑥(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

𝑡 ∈ R, рiвняння (4.1), що вiдповiдає функцiї 𝑦, не єдиний, то вiдповiдне до (4.1)

однорiдне диференцiальне рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡) = A1𝑥

′(𝑡) + A2𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = B1𝑥
′(𝑡) + B2𝑥(𝑡), 𝑡 < 0,
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має деякий ненульовий обмежений розв’язок 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ R. Але тодi при 𝑡 > 0

матимемо, що

TA

⎛⎝𝑢′(𝑡)
𝑢(𝑡)

⎞⎠ =

⎛⎝A1 A2

I O

⎞⎠⎛⎝𝑢′(𝑡)
𝑢(𝑡)

⎞⎠ =

=

⎛⎝A1𝑢
′(𝑡) + A2𝑢(𝑡)

𝑢′(𝑡)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑢′′(𝑡)
𝑢′(𝑡)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑢′(𝑡)
𝑢(𝑡)

⎞⎠′

.

Аналогiчно, при 𝑡 < 0

TB

⎛⎝𝑢′(𝑡)
𝑢(𝑡)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑢′(𝑡)
𝑢(𝑡)

⎞⎠′

.

Крiм того, функцiя

⎛⎝𝑢′(𝑡)
𝑢(𝑡)

⎞⎠, 𝑡 ∈ R, неперервна у точцi 𝑡0 = 0. Тому функцiя

𝑢̄(𝑡) =

⎛⎝𝑢′(𝑡)
𝑢(𝑡)

⎞⎠, 𝑡 ∈ R, буде ненульовим обмеженим розв’язком вiдповiдного до

(4.6) однорiдного диференцiального рiвняння. Суперечнiсть.

Необхiднiсть. Нехай тепер умова обмеженостi виконується для дифе­

ренцiального рiвняння (4.1). Позначимо через Y набiр усiх таких функцiй

𝑓 : R → X, що 𝑓 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X), для кожного 𝑡 ∈ R∖{0} iснує 𝑓 ′′(𝑡) i 𝑓 ′′(𝑡)

продовжується до функцiї з 𝐶𝑏(R,X). Тодi Y – лiнiйний простiр з поточковим

додаванням i множенням на комплексне число. Визначимо лiнiйний оператор

L : DY → 𝐶𝑏(R,X) за правилом

(L𝑥)(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡)− A1𝑥

′(𝑡)− A2𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡)− B1𝑥
′(𝑡)− B2𝑥(𝑡), 𝑡 < 0,

(4.11)

де DY – набiр усiх таких функцiй 𝑥 ∈ Y, що L𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R,X). При цьому ди­

ференцiальне рiвняння (4.1) записується у виглядi L𝑥 = 𝑦, внаслiдок умови

обмеженостi для (4.1) L є бiєкцiєю мiж DY та 𝐶𝑏(R,X) i вiдповiдний до функ­
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цiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X) єдиний обмежений розв’язок рiвняння (4.1) зображується у

виглядi 𝑥 = L−1𝑦. Також визначимо вiдображення D : 𝐶
(1)
𝑏 (R,X) → 𝐶𝑏(R,X),

D2
Y : Y → 𝐶𝑏(R,X) за правилами

D𝑥 = 𝑥′, 𝑥 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X) ;

D2
Y𝑥 = 𝑥′′, 𝑥 ∈ DY.

Вiдзначимо, що кожен оператор Q ∈ ℒ(X) визначає оператор, який теж

позначатимемо Q, у введених функцiональних просторах, дiючи на вiдповiднi

функцiї поточково.

Зафiксуємо функцiю 𝑦(𝑡) =

⎛⎝𝑦1(𝑡)
𝑦2(𝑡)

⎞⎠, 𝑡 ∈ R, що належить простору

𝐶𝑏

(︀
R,X2

)︀
. Доведемо, що диференцiальне рiвняння (4.6) має вiдповiдний до 𝑦

обмежений розв’язок.

Перевiримо, що функцiї

⎛⎝𝑦1(𝑡)
0̄

⎞⎠, 𝑡 ∈ R, вiдповiдає обмежений розв’язок

диференцiального рiвняння (4.6) з координатами, що задаються наступним чи­

ном:
𝑥1 = DL−1𝑦1,

𝑥2 = L−1𝑦1.
(4.12)

Справдi, для кожного 𝑡 > 0 функцiя 𝑥2(𝑡) = L−1𝑦1(𝑡) є розв’язком диферен­

цiального рiвняння

𝑥′′(𝑡) = A1𝑥
′(𝑡) + A2𝑥(𝑡) + 𝑦1(𝑡),

а отже,

TA

⎛⎝𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⎞⎠+

⎛⎝𝑦1(𝑡)
0̄

⎞⎠ =

⎛⎝A1 A2

I 0

⎞⎠⎛⎝DL−1𝑦1(𝑡)

L−1𝑦1(𝑡)

⎞⎠+

⎛⎝𝑦1(𝑡)
0̄

⎞⎠ =

=

⎛⎝A1DL
−1𝑦1(𝑡) + A2L

−1𝑦1(𝑡) + 𝑦1(𝑡)

DL−1𝑦1(𝑡)

⎞⎠ =

⎛⎝D2L−1𝑦1(𝑡)

DL−1𝑦1(𝑡)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⎞⎠′

.



107

Аналогiчно, при 𝑡 < 0 виконуватиметься рiвнiсть

TB

⎛⎝𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⎞⎠+

⎛⎝𝑦1(𝑡)
0̄

⎞⎠ =

⎛⎝𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

⎞⎠′

.

Врештi-решт, функцiя 𝑥2(𝑡) = L−1𝑦1(𝑡), 𝑡 ∈ R, належить простору 𝐶
(1)
𝑏 (R,X)

за означенням обмеженого розв’язку, i тому функцiї 𝑥2 = L−1𝑦1 та 𝑥1 = D𝑥2 є

неперервними у точцi 𝑡0 = 0.

Внаслiдок теореми 2.3, припущення 4.1 i теореми Банаха про обернений

оператор iснує неперервний обернений оператор ℛ = (D − W)−1 до лiнiйного

неперервного оператора (D − W) : 𝐶
(1)
𝑏 (R,X) → 𝐶𝑏(R,X). Доведемо, що ди­

ференцiальне рiвняння (4.6) має обмежений розв’язок, вiдповiдний до функцiї⎛⎝ 0̄

𝑦2(𝑡)

⎞⎠, 𝑡 ∈ R, з координатами

𝑥1 = (Wℛ−DL−1Γℛ−DL−1W)𝑦2,

𝑥2 = (ℛ− L−1Γℛ− L−1W)𝑦2,
(4.13)

де, з урахуванням припущення 4.1,

Γ = W2 − A1W − A2 = W2 − B1W − B2.

Справдi,

𝑥′2 − 𝑥1 = (D−W)ℛ𝑦2 = 𝑦2;

при 𝑡 > 0, з урахуванням комутовностi операторiв D i W та рiвностей

(D2
Y − A1D− A2)L

−1𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝑡 > 0,

якi виконуються для кожної функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R,X), матимемо

𝑥′1(𝑡)− A1𝑥1(𝑡)− A2𝑥2(𝑡) = (DWℛ− A1Wℛ− A2ℛ)𝑦2(𝑡)−

− (D2
Y − A1D− A2)L

−1Γℛ𝑦2(𝑡)− (D2
Y − A1D− A2)L

−1W𝑦2(𝑡) =

= DWℛ𝑦2(𝑡)− (A1W+A2W+Γ)ℛ𝑦2(𝑡)−W𝑦2(𝑡) =

= W(D−W)ℛ𝑦2(𝑡)−W𝑦2(𝑡) = 0̄; (4.14)
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при 𝑡 < 0, мiркуючи аналогiчно до (4.14), отримаємо, що

𝑥′1 − B1𝑥1(𝑡)− B2𝑥2(𝑡) = 0̄.

Таким чином, рiвнiсть (4.6) виконується для кожного 𝑡 ∈ R∖{0}. Нарештi, без­

посередньо з вигляду координат (4.13) випливає, що 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Внаслiдок лiнiйностi диференцiального рiвняння (4.6) його обмеженим

розв’язком, вiдповiдним до функцiї 𝑦, є сума розв’язкiв, заданих формулами

(4.12) та (4.13).

Якщо, вiд супротивного, цей обмежений розв’язок не єдиний, то вiдпо­

вiдне до (4.6) однорiдне диференцiальне рiвняння має ненульовий обмежений

розв’язок 𝑢̄(𝑡) =

⎛⎝𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)

⎞⎠, 𝑡 ∈ R. Тодi

⎛⎝𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)

⎞⎠′

=

⎛⎝A1 A2

I O

⎞⎠⎛⎝𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)

⎞⎠ , 𝑡 > 0, (4.15)

⎛⎝𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)

⎞⎠′

=

⎛⎝B1 B2

I O

⎞⎠⎛⎝𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)

⎞⎠ , 𝑡 < 0, (4.16)

а отже, для усiх 𝑡 ∈ R∖{0} маємо, що 𝑢′2(𝑡) = 𝑢1(𝑡). Оскiльки функцiя 𝑢1 ∈

∈ 𝐶𝑏(R,X), то, за теоремою Лагранжа про скiнченнi прирости для банаховознач­

ної функцiї, також iснує 𝑢′2(0) = 𝑢1(0), i тому функцiя 𝑢2 ∈ 𝐶
(1)
𝑏 (R,X). Врештi­

решт, зi спiввiдношень (4.15) та (4.16) випливає, що⎧⎪⎨⎪⎩𝑢
′′
2(𝑡) = A1𝑢

′
2(𝑡) + A2𝑢2(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑢′′2(𝑡) = B1𝑢
′
2(𝑡) + B2𝑢2(𝑡), 𝑡 < 0.

Таким чином, 𝑢2 є ненульовим обмеженим розв’язком вiдповiдного до (4.1) од­

норiдного диференцiального рiвняння. Суперечнiсть.

Теорему 4.3 доведено. �
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Зауваження 4.2. Iз доведення теореми 4.3 випливає, що коли рiвняння (4.6)

задовольняє умову обмеженостi, то рiвняння другого порядку (4.1) задовольняє

умову обмеженостi незалежно вiд виконання припущення 4.1.

З теореми 4.3 випливає, що коли виконується припущення 4.1, то умова об­

меженостi для диференцiального рiвняння (4.1) виконується тодi i тiльки тодi,

коли виконуються умови 𝑖1), 𝑖2) теореми 4.2. У наступнiй теоремi розглядається

випадок, коли перевiрка умов 𝑖1), 𝑖2) зводиться до перевiрки умов на роздiленi

коренi рiвнянь (4.2) i (4.9).

Теорема 4.4. Припустимо, що рiвняння (4.2) i (4.9) мають роздiленi коренi

Λ1, Λ2 i Φ1, Φ2 вiдповiдно, а також виконується припущення 4.1. Для того,

щоб диференцiальне рiвняння (4.1) задовольняло умову обмеженостi, необхiд­

но i достатньо, щоб виконувались такi умови:

𝑗1) (𝜎(Λ1) ∪ 𝜎(Λ2)) ∩ 𝑖R = ∅, (𝜎(Φ1) ∪ 𝜎(Φ2)) ∩ 𝑖R = ∅;

𝑗2) X2 = M−(Λ1,Λ2)+̇M+(Φ1,Φ2),

де

M−(Λ1,Λ2) =

⎧⎨⎩UA

⎛⎝𝑣(1)
𝑣(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑣(𝑘) ∈ X−(Λ𝑘), 𝑘 = 1,2

⎫⎬⎭ ,

M+(Φ1,Φ2) =

⎧⎨⎩UB

⎛⎝𝑣(1)
𝑣(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑣(𝑘) ∈ X+(Φ𝑘), 𝑘 = 1,2

⎫⎬⎭ .

Доведення. Скориставшись рiвнiстю (4.3) робимо висновок, що при виконаннi

умов теореми 4.4 умова 𝑗1) еквiвалентна умовi 𝑖1) теореми 4.2.

Внаслiдок леми 2.5 i рiвностi (4.4) теореми 4.1 отримаємо ланцюжок рiв­

ностей

X2
−(TA) =

{︂
𝑢̄ ∈ X2

⃒⃒⃒⃒
sup
𝑡≥0

⃦⃦
𝑒TA𝑡𝑢̄

⃦⃦
* <∞

}︂
=

=

⎧⎨⎩𝑢̄ ∈ X2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒sup
𝑡≥0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦UA

⎛⎝𝑒Λ1𝑡 O

O 𝑒Λ2𝑡

⎞⎠U−1
A 𝑢̄

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
*

<∞

⎫⎬⎭ .
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Скориставшись тим, що UA – лiнiйний, обмежений i неперервно оборотний опе­

ратор, зокрема тим, що UA(X) = X, матимемо, що

X2
−(TA) =

⎧⎨⎩𝑢̄ ∈ X2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒sup
𝑡≥0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎛⎝𝑒Λ1𝑡 O

O 𝑒Λ2𝑡

⎞⎠U−1
A 𝑢̄

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
*

<∞

⎫⎬⎭ =

=

⎧⎨⎩UA

⎛⎝𝑣(1)
𝑣(2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ sup
𝑡≥0

⃦⃦⃦
𝑒Λ𝑘𝑡𝑣(𝑘)

⃦⃦⃦
<∞, 𝑘 = 1,2

⎫⎬⎭ = M−(Λ1,Λ2).

Аналогiчно перевiряється, що X2
+(TB) = M+(Φ1,Φ2). Отже, умова 𝑗2) еквiва­

лентна умовi 𝑖2) теореми 4.2.

Теорему 4.4 доведено. �
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4.4 Приклади застосування теорем

Приклад 4.1. Нехай X = C2, ‖𝑢‖ = |𝑢(1)|+ |𝑢(2)|, 𝑢 =

⎛⎝𝑢(1)
𝑢(2)

⎞⎠∈ C2. За допомо­

гою теореми 4.4 доведемо, що диференцiальне рiвняння (4.1), в якому

A1 =

⎛⎝−1 0

0 3

⎞⎠, A2 =

⎛⎝2 0

0 −2

⎞⎠, B1 =

⎛⎝−2 0

−6 4

⎞⎠, B2 =

⎛⎝3 0

6 −3

⎞⎠,
задовольняє умову обмеженостi.

Безпосередньо перевiряється, що в цьому випадку операторнi рiвняння

(4.2) i (4.9) мають вiдповiдно роздiленi коренi

Λ1 =

⎛⎝1 0

0 1

⎞⎠, Λ2 =

⎛⎝−2 0

0 2

⎞⎠ i Φ1 =

⎛⎝1 0

0 1

⎞⎠, Φ2 =

⎛⎝−3 0

−6 3

⎞⎠,
Оскiльки Λ1 = Φ1, 𝜎(Λ1) = {1}, 𝜎(Λ2) = {−2, 2}, 𝜎(Φ2) = {−3, 3}, то ви­

конується припущення 4.1 i умова 𝑗1) теореми 4.4. Також X−(Λ1) = {0̄},

X−(Λ2) =

⎧⎨⎩
⎛⎝𝛼
0

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝛼 ∈ C

⎫⎬⎭, а отже,

M−(Λ1,Λ2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −2 0

0 1 0 2

1 0 1 0

0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

𝛼

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝛼 ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝛼 ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Враховуючи, що Φ2

⎛⎝1

1

⎞⎠ = −3

⎛⎝1

1

⎞⎠, Φ2

⎛⎝0

1

⎞⎠ = 3

⎛⎝0

1

⎞⎠, робимо висновок,

що X+(Φ1) = C2, X+(Φ2) =

⎧⎨⎩
⎛⎝0

𝛿

⎞⎠⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝛿 ∈ C

⎫⎬⎭. Тому
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M+(Φ1,Φ2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −3 0

0 1 −6 3

1 0 1 0

0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽

𝛾

0

𝛿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛽

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝛾

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝛿

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

3

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ C

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

Вектори

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

3

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ утворюють базис у C4, а отже,

C4 = M−(Λ1,Λ2)+̇M+(Φ1,Φ2),

тобто умова 𝑗2) теореми 4.4 теж виконується.

Вiдзначимо, що для того, щоб знайти вiдповiдний до заданої функцiї

𝑦(𝑡) =

⎛⎝𝑦1(𝑡)
𝑦2(𝑡)

⎞⎠, 𝑡 ∈ R, з простору 𝐶𝑏

(︀
R,C2

)︀
єдиний обмежений розв’язок ди­

ференцiального рiвняння, що розглядається в прикладi, потрiбно скористатися

формулами (4.7), (4.8) i виписати вiдповiдний до 𝑦(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1(𝑡)

𝑦2(𝑡)

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑡 ∈ R, єдиний

обмежений розв’язок вiдповiдного рiвняння (4.6). З доведення теореми 4.3 вип­

ливає, що його третя i четверта координати визначатимуть шуканий розв’язок.
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Наступний приклад показує, що припущення 4.1 не є необхiдним для того,

щоб рiвняння (4.1) задовольняло умову обмеженостi.

Приклад 4.2. Покладемо X = C i розглянемо диференцiальне рiвняння⎧⎪⎨⎪⎩𝑥
′′(𝑡) = 4𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′′(𝑡) = 3𝑥′(𝑡) + 4𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0.
(4.17)

Перевiримо, що виконуються наступнi умови:

1) для диференцiального рiвняння (4.17) не виконується припущення 4.1;

2) диференцiальне рiвняння (4.17) задовольняє умову обмеженостi.

Оскiльки X = C, то припущення 4.1 для диференцiального рiвняння (4.17)

формулюється в такому еквiвалентному виглядi: iснує таке комплексне число

𝑧 ∈ C∖𝑖R, що 4 = 3𝑧 + 4. Але остання рiвнiсть виконується тодi i тiльки тодi,

коли 𝑧 = 0, i тому для рiвняння (4.17) припущення 4.1 не виконується.

Внаслiдок зауваження 4.2, для виконання умови обмеженостi для дифе­

ренцiального рiвняння (4.17) досить перевiрити, що умова обмеженостi вико­

нується у просторi X2 = C2 для рiвняння (4.2) з операторними коефiцiєнтами

TA =

⎛⎝0 4

1 0

⎞⎠, TB =

⎛⎝3 4

1 0

⎞⎠.
Можна переконатися, що

𝜎(TA) = {−2, 2}, 𝜎(TB) = {−1, 4}. (4.18)

Оскiльки

(TA + 2I)

⎛⎝−2

1

⎞⎠ =

⎛⎝2 4

1 2

⎞⎠⎛⎝−2

1

⎞⎠ =

⎛⎝0

0

⎞⎠ ,

(TB − 4I)

⎛⎝4

1

⎞⎠ =

⎛⎝−1 4

1 −4

⎞⎠⎛⎝4

1

⎞⎠ =

⎛⎝0

0

⎞⎠ ,
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то, позначивши через Л.О.(M) лiнiйну оболонку множини M ∈ C2, отримаємо,

що

X2
−(TA) = Л.О.

⎧⎨⎩
⎛⎝−2

1

⎞⎠⎫⎬⎭ , X2
+(TB) = Л.О.

⎧⎨⎩
⎛⎝4

1

⎞⎠⎫⎬⎭ ,

а отже,

X2
−(TA)+̇X2

+(TB) = Л.О.

⎧⎨⎩
⎛⎝−2

1

⎞⎠ ,

⎛⎝4

1

⎞⎠⎫⎬⎭ = X2, (4.19)

бо

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ −2 4

1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −6 ̸= 0, i тому вектори

⎛⎝−2

1

⎞⎠ ,

⎛⎝4

1

⎞⎠ лiнiйно незалежнi в C2.

Внаслiдок (4.18), (4.19) для вiдповiдного до (4.17) рiвняння (4.2) вико­

нуються умови теореми 4.2, а отже, це диференцiальне рiвняння задовольняє

умову обмеженостi.
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4.5 Висновки до роздiлу 4

Роздiл 4 цiєї дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню необхiдних i

достатнiх умов на фiксованi лiнiйнi оператори A1, A2 та B1, B2, при виконаннi

яких диференцiальне рiвняння (4.1) з кусково-сталими операторними коефiцiєн­

тами має єдиний обмежений розв’язок 𝑥 для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R,X).

Основними результатами роздiлу є теореми 4.3 та 4.4, якi були опублiко­

ванi у статтi [2]. Деякi результати цього роздiлу було висвiтлено у тезах мiжна­

родних конференцiй «International Eurasian Conference on Mathematical Sciences

and Applications» [6] та «Шевченкiвська весна» [7].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

Дана дисертацiйна робота присвячена дослiдженню питань про iснуван­

ня та властивостi єдиного обмеженого на всiй числовiй осi розв’язку лiнiйних

диференцiальних рiвнянь першого та другого порядку з кусково-сталими опе­

раторними коефiцiєнтами та єдиного обмеженого на всiй числовiй осi розв’язку

деяких нелiнiйних аналогiв таких рiвнянь першого порядку.

Основнi результати цiєї дисертацiйної роботи полягають у наступному.

1) отримано критерiй iснування єдиного обмеженого на R розв’язку лiнiй­

ного диференцiального рiвняння першого порядку з кусково-сталими

операторними коефiцiєнтами;

2) отримано критерiй iснування єдиного обмеженого на Z розв’язку лiнiй­

ного рiзницевого рiвняння з кусково-сталими, неперервно оборотниими

операторними коефiцiєнтами;

3) вказано явний вигляд обмеженого на R розв’язку лiнiйного диферен­

цiального рiвняння першого порядку з кусково-сталими операторними

коефiцiєнтами;

4) дослiджено питання про близькiсть при 𝑡 → ∞ обмежених на усiй

числовiй осi розв’язкiв лiнiйного диференцiального рiвняння першого

порядку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами та лiнiйного

диференцiального рiвняння зi сталим операторним коефiцiєнтом, що

вiдповiдають однiй i тiй самiй неперервнiй i обмеженiй на R функцiї;

5) отримано достатнi умови iснування єдиного обмеженого на R розв’язку

деяких нелiнiйних аналогiв диференцiального рiвняння першого поряд­

ку з кусково-сталими операторними коефiцiєнтами;

6) отримано критерiй iснування єдиного обмеженого на R розв’язку лiнiй­

ного диференцiального рiвняння другого порядку з кусково-сталими

операторними коефiцiєнтами.
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Отриманi результати можуть бути використанi у подальших дослiдженнях

властивостей розв’язкiв диференцiальних рiвнянь зi змiнними операторними

коефiцiєнтами, а також дозволяють спростити дослiдження реальних процесiв

i явищ, що описуються такими рiвняннями.
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of functional operators in a space of functions bounded on the axes //

Mathematical Notes of the Academy of Sciences of the USSR. 1972. Vol. 11.

P. 169–172. DOI: 10.1007/BF01098519.

38. Самойленко В. Г., Пелюх Г. П. Ограниченные на всей действительной

оси решения систем нелинейных функционально-дифференциальных урав­

нений и их свойства // Укр. матем. журн. 1994. т. 46, № 6. с. 737—

https://doi.org/10.1007/BFb0089647
https://doi.org/10.1007/BF01098519


124

747. English translation: Samoilenko, V. G., Pelyukh, G. P. Solutions of

systems of nonlinear functional-differential equations bounded in the entire

real axis and their properties // Ukr. Math. J. 1994. Vol. 46. P. 799–811.

DOI: 10.1007/BF02658181.

39. Бойчук О. А. Розв’язки слабко нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, обме­

женi на всiй осi // Нелiнiйнi коливання. 1999. т. 2, № 1. с. 3—10.

40. Самойленко А. М., Бойчук А. А., Бойчук Ан. А. Ограниченные на всей

оси решения линейных слабовозмущенных систем // Укр. матем. журн.

2002. т. 54, № 11. с. 1517—1530. English translation: Samoilenko, A. M.,

Boichuk, A. A., Boichuk, An. A. Solutions of Weakly-Perturbed Linear

Systems Bounded on the Entire Axis // Ukr. Math. J. 2002. Vol. 54.

P. 1842–1858. DOI: 10.1023/A:1024096409088.

41. Бойчук О. А., Журавльов В. П., Покутний О. О. Обмеженi розв’язки

еволюцiйних рiвнянь // Укр. матем. журн. 2018. т. 70, № 1. с. 7—28. English

translation: Boichuk, O. A., Zhuravl’ov, V. P., Pokutnyi, O. O. Bounded

Solutions of Evolutionary Equations // Ukr. Math. J. 2018. Vol. 70, iss. 1.

P. 5–29. DOI: 10.1007/s11253-018-1485-0.

42. Баскаков А. Г. Спектральные свойства дифференциального оператора
𝑑

𝑑𝑡
− 𝐴0 с неограниченным оператором 𝐴0 // Дифференц. уравнения. 1991.

т. 27, № 12. с. 2162—2164.

43. Баскаков А. Г. Исследование линейных дифференциальных уравне­

ний методами спектральной теории разностных операторов и линей­

ных отношений // УМН. 2013. т. 68, 1 (409). с. 77—128. English

translation: Baskakov, A. G. Analysis of linear differential equations

by methods of the spectral theory of difference operators and linear

relations // Russian Math. Surveys. 2013. Vol. 68, iss. 1. P. 69–116.

DOI: 10.1070/RM2013v068n01ABEH004822.

https://doi.org/10.1007/BF02658181
https://doi.org/10.1023/A:1024096409088
https://doi.org/10.1007/s11253-018-1485-0
https://doi.org/10.1070/RM2013v068n01ABEH004822


125

44. Слюсарчук В. Ю. Умови iснування i єдиностi обмежених розв’язкiв нелiнiй­

них диференцiальних рiвнянь // Укр. матем. журн. 2009. т. 61, № 2. с. 268—

279. English translation: Slyusarchuk, V. Y. Conditions for the existence

and uniqueness of bounded solutions of nonlinear differential equations // Ukr.

Math. J. 2009. Vol. 61, iss. 2. P. 320–335. DOI: 10.1007/s11253-009-0204-2.

45. Слюсарчук В. Ю. Умови iснування майже перiодичних розв’язкiв нелiнiй­

них диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi // Укр. матем. журн.

2013. т. 65, № 2. с. 307—312. English translation: Slyusarchuk, V. Y. Condi­

tions for the existence of almost periodic solutions of nonlinear differenti­

al equations in Banach spaces // Ukr. Math. J. 2013. Vol. 65. P. 341–347.

DOI: 10.1007/s11253-013-0781-y.

46. Слюсарчук В. Ю. Майже перiодичнi розв’язки диференцiальних рiв­

нянь // Нелiнiйнi коливання. 2019. т. 22, № 4. с. 532—547. Engli­

sh translation: Slyusarchuk, V. Y. Almost Periodic Solutions of Di­

fferential Equations // J. Math. Sci. 2021. Vol. 254, iss. 2. P. 287–304.

DOI: 10.1007/s10958-021-05305-6.

47. Бiгун Д. С., Покутний О. О., Ключник I. Г. та iн. Обмеженi розв’язки

еволюцiйних рiвнянь. I // Нелiнiйнi коливання. 2020. т. 23, № 3. с. 291—

320. English translation: Bihun, D. S., Pokutnyi, O. O., Kliuchnyk, I. G.

et al. Bounded Solutions of Evolutionary Equations. I // J. Math. Sci. 2022.

Vol. 261, iss. 2. P. 195–227. DOI: 10.1007/s10958-022-05747-6.

48. Чайковський А., Лагода О. Про експоненцiальну дихотомiю для абстра­

ктних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням аргументу // Укр. ма­

тем. журн. 2023. т. 75, № 8. с. 1139—1148. DOI: 10.3842/umzh.v75i8.7576.

English translation: Chaikovs’kyi, A., Lagoda O. On Exponential Di­

chotomy for Abstract Differential Equations with Delayed Argument // Ukr.

Math. J. 2024. Vol. 75, iss. 8. P. 1302–1312. DOI: 10.1007/s11253-023-02263-x.

https://doi.org/10.1007/s11253-009-0204-2
https://doi.org/10.1007/s11253-013-0781-y
https://doi.org/10.1007/s10958-021-05305-6
https://doi.org/10.1007/s10958-022-05747-6
https://doi.org/10.3842/umzh.v75i8.7576
https://doi.org/10.1007/s11253-023-02263-x


126
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